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Avant-Propos v

AVANT-PROPOS

I’Algébre Linéaire a une place spéciale parmi les disciplines enseignées en premier
cycle d'Université. DY’une part parce que, étant utilisée pratiquement dans toutes les
branches scientifiques, sa connaissance fait partie du bagage indispensable au futur
chercheur, ingénieur ou agrégatif. D’autre part parce que l’algébre et la géométrie se
mélent constamment, I'imagination est sans cesse sollicitée et, de ce fait, elle est trés
utile 4 la formation de 'esprit mathématique.

Malheureusement les programmes actuels de ’enseignement dans le secondaire ne
comportent presque plus d’Algébre Linéaire. N’ayant ni le recul, ni le langage de base,
les étudiants abordent souvent cette discipline d’une maniére abstraite et formelle : il
s’ensuit un décalage entre le nivean requis et les résultats atteints, décalage que tout
enseignant a pu constater ces dernidres années.

Dans cet ouvrage, fruit d’une expérience de plusieurs années d’enseignement de
I'Algébre Linéaire en premier cycle d’Université, j’ai essayé de combler cette lacune. Je
me suis efforcé de présenter les différentes notions en mettant en évidence leur raison
d’8tre et leur intérét, en soulignant leur signification géométrique et en illustrant
chaque notion et chaque énoncé par des exemples et des exercices résolus.

J’al évité, cependant, les originalités. En particulier, le plan est des plus classiques,
avec une seule exception : les espaces euclidiens et les espaces hermitiens sont traités
avant les formes quadratiques et les formes hermitiennes, contrairement & ce qui est
fait dans la plupart des manuels. L’expérience montre que, malgré les redites, ces
parties du cours sont beaucoup mieux comprises.

J’al aussi essayé d’aller & ’essentiel. Pratiquement toute I’algébre lindaire est con-
tenue dans le cadre ol le corps des scalaires est R ou €. Non pas que ’algebre linéaire
sur les corps finis, par exemple, ne soit pas intéressante, mais elle n’est pas essentielle
4 la compréhension profonde de la théorie. (Pest pourquoi j'ai relégué en appendice
tout le bagage sur l'algebre générale (notions de groupes, anneaux, corps, polyndmes
formels, quotients, etc} qui souvent assomme ’étudiant en début d’année. Ici aussi
Pexpérience prouve que, lors une seconde lecture, celui qui a déja assimilé la sub-
stance, le mécanisme et la vision géométrique de I'algébre linéaire sur R ou C passe
sans difficultés & Palgébre linéaire sur les corps plus généraux. Cependant toutes les
définitions et les énoncés sont donnés pour un corps quelconque de manigre a ce que
I'exposé ne souffre pas de cette restriction.

Les appendices jouent d’ailleurs un rdle important dans le plan de cet ouvrage. J'ai
voulu éviter un livre trop dense, une sorte d’encyclopédie de résultats, ol1 I’étudiant
a du mal & dégager ce qui est essentiel et ce qui est secondaire. Aussi les différents
chapitres sont consacrés & la compréhension de ce qui est essentiel & la théorie, alors
que les résultats annexes et les compléments sont traités en Appendice. Par ailleurs
les appendices peuvent servir efficacement & ouvrir I'esprit sur le vaste champ auquel
Palggbre linéaire est appliquée. Pour ne citer qu’un exemple, j'ai renvoyé en appendice
Pexponentielle des matrices, non seulement parce gue son introduction dans le cours
de base n’est pas vraiment essentielle, mais aussi parce que l'on peut ainsi mieux
mettre en évidence l'importance et l'intérét que cette notion présente, par exemple
pour les systémes dynamiques, voire les algébres de Lie et les groupes continus de
transformations. Dans ce méme esprit j'ai traité dans les appendices certains thémes
que l'on aborde en général en derniére année de Licence ou en Master, comme les
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inverses généralisées, la méthode des moindres carrés, les méthodes directes de calcul
numeérique, les espaces affines, les systémes dynamiques. Il ne s’agit pas évidemment
d’exposés complets, mais d'introductions, qui, je I'espére, éveilleront la curiosité et
Pintérét du lecteur.

A la fin de chaque chapitre sont proposés un certain nombre d’exercices et de
problémes. Les plus difficiles sont précédés d’un ou plusieurs *. Leur finalité est de
faciliter une meilleure compréhension du cours et d’apprendre, graduellement, a se
gervir des notions acquises. J'ai choisi de ne pas donner la solution compléte, afin
d’encourager le lecteur & chercher lui-méme la réponse : tout enseignant sait qu'il est
bien plus profitable pour un étudiant de réfléchir sur un exercice, voire d’échouer,
que de lire plusieurs solutions. Cependant, 'expérience montre aussi que, souvent, le
fait de ne disposer d’ancune indication peut amener 4 des impasses et décourager la
réflexion. Ce qui m’a semblé le plus utile, est de guider la réflexion en donnant & part
des indications sur la fagon d’aborder les questions et de progresser dans le raison-
nement, en fournissant aussi les résultats des calculs. Pour un bon recueil d’exercices
et de problémes, le lecteur est invité & consulter les livres de Jean-Marie Morvan et
al. (Ed. Cépadu2s), rédigés dans le méme esprit que ce manuel et avec les mémes
notations. !

A Poceasion de cette nouvelle édition je voudrais tout d’abord renouveler ma grati-
tude envers tous ceux qui ont eu la gentillesse de m’aider par leurs indications et leurs
commentaires, ou qui ont pris la peine de me signaler les coquilles et les corrections.
Puisque je ne me fais pas d’illusions et que des imprécisions se sont probablement
glissées aussi dans cette version, je suis d’avance reconnaissant envers tous ceux qui
auront 'amabilité de me les signaler ou qui voudront bien me faire part de leurs
remarques et de leurs suggestions pour améliorer cet ouvrage 2.

Je voudrais remercier tout spécialement ceux de mes collégues qui m’ont aidé par
leurs conseils tout au long des diverses éditions de ce livre, en consacrant souvent une
partie non négligeable de leur temps. MM. Jean-Baptiste Hiriart-Urruty, Lubomir
Gavrilov, Pierre Damphousse, ont droit tout particulizrement 4 ma reconnaissance.

Pour terminer, je voudrais répéter ce que je disais lors de la premigre parution de
cet ouvrage ! que je n’aurais jamais songé & publier ce livre — car il existe de nombreux
et excellents manuels ® — si un certain nombre de mes étudiants ne me Pavait d’abord
suggéré, puis demandé, Clest & eux que je le dédie.

NOTE SUR LA QUATRIEME EDITION.

Dans cette nouvelle édition, j'ai ajouté quelques exercices et problémes, ainsi que
des nouveaux appendices afin de mieux faire comprendre les relations particuliérement
étroites entre ’Algébre Linéaire et la Géométrie. En particulier, le lecteur trouvera
en appendice une étude plus fine du groupe orthogonal, la description du groupe des
isométries en dimension trois et une introduction aux groupes cristallographiques par
la détermination des groupes discrets de symétries d’un sous-ensemble borné de R,

1Collection Bien débuter en Mathématiques, en particulier : Espaces wectoriels et Matrices ;
Réduction des endomorphismes; Dualité, Formes quadratiques, Formes hermitiennes; Problémes
de Mathématiques (3), Algébre linéaire ; Topologie des espaces vectoriels normés.

Zemail : jgrifone@gmail.com

2¢f. par exemple, les deux tomes de J.M. MONIER : Algébre 1 et 2, Ed. Dunod.



Chapitre 1

Espaces Vectoriels

1.1 Introduction

Beaucoup de problémes de mathématiques ou de physique vérifient la propriété sui-
vante : si ¥ et v sont deux solutions, alors « + v est aussi une solution, ainsi que kv,
k étant un nombre réel ou complexe. De tels problemes sont dits linéaires 1 et ils sont
habituellement plus faciles & résoudre que les problémes plus généraux {appelés “non
lindaires” précisément).

Les physiciens, par exemple, rencoentrent souvent des problémes linéaires : le principe
de superposition exprime justement le fait que les éguations de la chaleur, des cordes
vibrantes, de 1’électricité, etc. sont linéaires. Beaucoup d’autres problémes sont liné-
aires en premicre approgimation : I'équation des oscillations du pendule, par exemple,
n'est pas linéaire, mais si 'on s’intéresse aux petites oscillations, elle peut étre ap-
prochée par une équation linéaire,

En fait, un grand nombre de problémes provenant de toutes les branches des mathé-
matiques, ainsi que des applications & la physique, & la chimie, & 1’économie, etc.,
sont linéaires, du moins en premiére approximation. On comprend dés lors 'intérét
qu'il peut y avoir & dégager un cadre mathématique commun a ce type de probléemes,
de maniére & pouvoir déterminer des méthodes et des algorithmes adaptés. Ce cadre
mathématique commun est la notion d’espace vectoriel

Avant de commencer ’étude abstraite, considérons un exemple géométrique qui va
nous permettre de visualiser, d’une certaine maniére, les constructions que nous allons
élaborer.

On sait que les physiciens représentent certaines grandeurs par des segments

INous verrons dans la suite une définition plus précise de cette notion.
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orientés que 1’on appelle vecteurs. Une force, par
exemple, n'est pas déterminée uniquement par
son intensité, mais aussi :
- par son point d’application ; 7
- par la direction et le sens suivant j’/’//'
lesquels elle s’exerce.
On représente cela par une fléche ayant comme
origine le point d’application, de longueur égale a
I'intensité de la force et dont le sens et la direction T
sont ceux de la force. Figure 1

Sur les vecteurs de méme origine on peut définir deux opérations :

Figure 2 Figure 3

- Vaddition, qui exprime la loi de composition des forces ou des vitesses, définie par
la «régle du paraliglogramme» {(ct. fig. 2)) ;

- le produit d’un vecteur par un nombre réel A, qui donne un vecteur homothétique
de rapport A, c'est-a-dire un vecteur ayant la méme direction, de méme sens si
A > 0 et de sens contraire si A < 0, et dont la longueur est multipliée par |A|

{ct. fig. 3)).

REMARQUE. — On n’additionne pas de vecteurs d’origines différenies.
La théorie des espaces vectoriels refléte justement cette situation; aussi si ’on veut
avoir une visnalisation géométrique du probléme, il faudra considérer toujours unigue-
ment des vecteurs ayant tous lo méme origine.

Pour pouvoir faire des calculs, on part de I'observation suivante. Considérons le plan
ou I'espace ordinaire?, que nous noterons £ et fizons un point O € £. A tout point
P € £ est associé un et un seul vecteur d’origine O (celui qui a P comme extrémité). Si
I’on choisit un systéme de coordonnées d’origine O, on peut donc repérer les vecteurs
du plan issus de O par les coordonnées de P, c’est-a-dire par les couples (21, 22) € R2.
DYune maniére analogue, les vecteurs issus d'un point de I’espace peuvent étre repérés
par les triplets (z;, 22, z3) € R,

2Nous utiliserons les mots plan, espace, point, systéme de coordonnées, etc. au sens de la géométrie
glémentaire.
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On vérifie facilement que 81 ¥ = (z1, z2), W = (y1,y2) et A € R, alors :

T+w = (z1+y,02+ 1)
AT =(Az1, Aze)

A l'aide de ces formules, on peut vérifier les propriétés suivantes :
A) L'addition est commutative et associative, c’est-a-dire :
T+d% =d4+7 (commutativité)
A+ (+ W) =(@+V)+d  (associativité)

De plus, il existe un vecteur noté 0 tel que 0 + @ = 7 pour tout vecteur 7 (il
s’agit évidemment du vecteur de longueur nulle 0 = (0,0) ). Enfin, pour tout

vecteur @, il existe un vecteur o tel que ¥+ @ = 0 (si ¥ = (z1,22) alors
@ = (—z1,—22) }.

B) Quant au produit par un réel, il vérifie les propriétés suivantes :

Apd) = v
(A+pd = AT+ ud
A+d) = AT+ AT

1.9 = ¢

Il y a, bien entendu, beaucoup d’autres propriétés qui sont vérifiées mais, comme
nous le verrons, celles que nous venons de signaler constituent justement «le cadre
mathématique commun 4 tous les probiémes linéaires». En d’autres termes, toutes les
propriétés essentielles des problémes linéaires peuvent étre dégagées a partir de ces
propriétés.

REMARQUE. — L'exemple que l'on vient d’étudier est trés utile, car il permet d’avoir
présent a Pesprit un modéle géométrique qui peut servir de support & 'intuition. Cepen-
dant, il est important de comprendre que cette interprétation, méme si elle est suggestive,
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n’est pas essentielle & la théorie. D’abord parce que nous ne considérerons pas seulement
des espaces de « dimension» 2 ou 3 comme R ou R® mais aussi des espaces de dimension
supérieure, comme R", cu méme de dimension infinie. D’une maniére approximative on
peut dire que la dimension, dont nous donnerons la définition précise par la suite, est liée
au nombre des paramétres qui interviennent dans le probleme, nombre qui peut étre trés
grand : dans ce cas, 'analogie avec les vecteurs de I’espace ordinaire risque de ne pas étre
d'un grand secours. D’autre part, on considérera aussi la multiplication des vecteurs par
des nombres complexes ou, en général, appartenant & un corps commutatif quelconque
et dans ce cas l'interprétation géométrique de la loi de produit n’est pas évidente. Ceci
dit, le support géométrique est particulitrement important en slgébre linéaire et, en régle
générale, il ne faut pas se priver d’y faire appel.

1.2 Espaces vectoriels

Définition 1.1 - Soit K un corps commutatif 3. On appelle espace vectoriel sur K
un ensemble E sur lequel on g défini deur lots de composition :

A) Une lot interne [c'est-a-dire une application B x E — E| dite addition, notée +, et
vérifiant :
A1) (x+y)+z=z+(y+tz), Ya,yzeE;
A.2) z4+y=y+ax , Ve,ye E;

A.3) I existe un élément de E noté 0 ,ou plus simplement 0, dit neutre, fel
gue Ve € E: 240, =x;

4.4) Pour tout x € E, il existe un élément de E noté (—z), dit opposé de z,
tel que - x+ (—x) =0, %,

B) Une loi externe de domaine K [c'est-d-dire une application K x E — E ; on note Az
{ou Xz} Vimage dans B du couple (M) € K x E|, qui vérifie :
B.1) A(pz)=(Ap)x , YaueK, vzekE;
B.2) (A+ulz=xz+pz, VAuekK, Vzek;
B.3) AMr+yi=rz+Ay, VAEK, Ve,ye E;
B.4) l.z==x, Yre K

{1 étant l'élément neutre de lo multiplication dans K ).

Les éléments de K sont dits scalaires et ceur de E wvecteurs.

3Pour ne pas alourdir I'exposé, la définition de corps est donnée en Appendice 1. Le lecteur qui
n’est pas familiarisé avec cette notion pourra supposer que K =R ou €.

40n exprime ces quatre propriétés en disant que (£, +) est un groupe abélien (ou commutatif)
(cf. Appendice 1).
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Exemple 1. -
E = R" muni des lois snivantes est un espace vectoriel sur i :

(@300 12) 4 (4101 0n) = (@1 490, 9n) 0
Mzr,.. @) = (ATl A Ta)

Iei Oy, =(0,...,0); Vopposé (—x} de = = (x1,...,%n) est {—21,...,—2s}. De méme
C™ est muni d’'une structure d’espace vectoriel sur C et, plus généralement, K™ est muni
d’une structure d’espace vectoriel sur K avec les lois définies par les formules (1).

Ezxemple 2. —

L’ensemble R..[z] des fonctions polyndmes A coefficients dans R de degré < n, c’est-4-dire :
RBofz] ={P:R—R| P(x)=artarz+ - +a.2"; a; €R}

est un espace vectoriel sur R pour les lois :

(go+- -+ anz™)+ (bo+ -+ baz™) = (a0 + bo) + - + (&n + b )" 2
Moo+ @z + - +anz™) = Rao +raws+ -+ Aaz™)

Plus généralement, ensemble R[xz] des fonctions polyndmes de tous les degrés possibles &
ceefficients dans B est un espace vectoriel sur R avec les lois :

Zk (akzk) + Zk(bkmk) = (e + bfc)v"«'k
(3)
X (Zk a,kz:k) = 30 (hag)z*

(les sommes ne comportent qu'un nombre fini de termes non nuls).
Eremple 3.—

Soit Mz(K) = { matrices carrées d’ordre 2 & coefficients dans K}. On définit sur M3 (K)
une structure d'espace vectoriel sur K, en posant :

a b n a b _fat+a b4+¥
e d & d T \eted d4d

@ b _f Aa Ab
¢ d T\ Ac Ad
Vel A . 0 0 . a b
L’élément neutre est évidemment la matrice nulle ( 00 ) et Popposée de ( c d )

€5t ( _: _Z )
Exemple 4.—
Soit £ un espace vectoriel sur KX, A un ensemble quelconque non vide, et :
£ = {applications f: A — E}
On peut définir sur £ une structure d’espace vectoriel sur K par les lois suivantes :
si f,ge&: f+g: A — E

e = fle)+gla}

51 AeK, feé&: MFf: A — E

a +—  Afla)
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c'est-A-dire :
(f +g) (a') =f [a) + g(a) (5)
(Af) (e} =Arfla)

Ici I’élément neutre est 'application constante nulle et 'opposée de f est définie par

(=H (@ = -(f (@)

Ezxemple 5.—

Soient E) et F deux espaces vectoriels sur le méme corps K. On définit une structure
d’espace vectoriel sur Eq x E» par :

(z1,22) + (n1,02) = (21 + 31,22 + ya) ()
Alz1,z2) = (Az, Azz) (A€ K}
D'une maniére analogue, on définit une structure d’espace vectoriel sur Eh X --- X F,,
si Ei,...,En sont des espaces vectoriels sur le méme corps K.

Proposition 1.2 - Pour tout A€ K et pour toutz € E, on a :
1. A0; =0, et 0z =10;.
2. Az=0, = A=0 ou z=0,.
3. (=MNz=xi-z)=-(rz).

Démonstration : -

1. A0y = A0, +0,) = A0, + A0, doit : 0, =0,
0z=(0+0)z=0x+0zx doi : 0xz=0_.

2. Supposons Az = 0, et A # 0. En multipliant par A~1, on obtient A~'(Az) =
A710, clest-a-dire, d’aprés 1. : A~1(Az) = 0, d’oi, compte tenu de V'axiome
By, (A\"'A)z =0, , c'est-a-dire, 1z =0, et donc z =0,.

3. Facile, laissée en exercice. [J

NOTA. — Dans la suite, (—A)z sera noté —dz et z 4 (~y) sera noté z —y.

Exercices 1. 2. 3.

1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.3 - Soit E un espace vectoriel et F' une partie non vide de E. On dit
que F' est un sous-espace vectoriel de E, si la restriction des lois de E & F fait de F
un espace vectoriel

En principe, pour montrer que F' est un sous-espace vectoriel, il fandrait vérifier les
huit axiomes de la Définition 1.1. En fait, il suffit de vérifier la «stahilité» des lois de
composition comme 'affirme la proposition suivante :

Proposition 1.4 - Soit E un espace vectoriel et FF C E. Alors F' est un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si :
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L FP#£0

2 (o) z,ye F = xz+yeF
(f)ze RFAce K = AzekF

Démonstration : Les conditions sont évidemment nécessaires. Supposons qu’elles
sont satisfaites et montrons que F est un sous-espace vectoriel.

Les axiomes A1, Ay, By, By, Ba, B4 sont vérifiés pour tous les éléments de E et done ils le
sont en particulier par les éléments de F. Il reste & montrer que F' admet un élément
neutre et que tout élément de F admet un opposé (dans F).

Soitz € Fyona0Oxz € F;mais 0z =0; donc 0, € F. Ainsi élément neutre 0, de
E appartient a F.

D’autre part, £+ 0, =2, Vx € F, car cela est vrai pour tous les z € £ ; aussi Og
est 1’ élément neutre de F. L’axiome Az est donc vérifié.

Enfin,siz € F,on a (-1)z € F, c’est-a-dire —z € F. Ainsi, A4 est vérifié. O

REMARQUE. — Comme on vient de le voir, 'élément neutre 0, de F coincide avec

Pélément neutre 0. de chaque sous-espace F. Clest pour cette raison que, dans la suite,

on le notera simplement 0 (au lieu de 0y ou 0.), s'll n’y a pas de risque de confusion.
La proposition suivante se démontre facilement et elle est laissée en exercice :

Proposition 1.5 - F est un sous-espace vectoriel de B si et seulement si :

L F#0D
2 xyeF; upe K = Azx+uyerF

REMARQUE. — Comme on I’a vu an cours de la démonstration, si F' est un sous-espace
vectoriel, alors F' contient nécessairement le vecteur nul,

Exemples fondamentaux de sous-espaces vectoriels

1. Droite vectorielle.
Soitve E, v+£0;alors:
F={yecE |3 €K y=Av}
est un sous-espace vectoriel de E dit droite vectorielle engendrée par v {cf. Fig.
5).
En effet F* # @, car v € F. De plus, I est stable pour les lois de E, car si
z,y € I [c'est-d-dire : £ = Av, y = ppv), on a:

z+y=rvtpv=A+pveF

De méme, si z € F (C’est-d-direx = Av), ona: pz=p(dv)=(pA)veF.
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Figure 5

2. Plan vectoriel,

Soient x1,22 € F et
F={yeFE |3, xeK:y= o1+ \z2}.

F' est un sous-espace vectoriel de E, dit sous-espace engendré par 1 et x9. Si
1 et 22 ne sont pas nuls et zz n’appartient pas & la droite vectorielle engendrée
par @1, F est dit plan vectoriel engendré par o et za.

T = AT + AsEn
T3

Figure 6

3. Sous-espace engendré.
Plus généralement, si xq,...,2, € E alors:

F={ycE|IM,.... €K :gy=Mz14+ -+ Ap2p}

est un sous-espace vectoriel de £ noté Vect{z1,...,z,}, dit sous-espace engendré
par Zi,...,T,, OU aussi espace des combingisons lindeives de z1,...,%p. Nous
verrons par la suite que, au fond, tous les sous-espaces vectoriels sont de ce type,
c'est-a-dire obtenus par des “combinaisons linéaires” d’une famille d’éléments
de E.

REMARQUE. — (Ilmportant) — Reprenons l'interprétation géométrique du §1, E étant
I’espace vectoriel des vecteurs d’origine @, Une droite vectorielle est une droite passant
par O. De méme, un plan vectoriel est un plan passant par O. Plus généralement, un
sous-espace vectoriel de R™ peut étre visualisé comme un “plan de dimension p” passant
par (. On pourrait donner un sens précis & la notion de “plan de dimension p”, mais
cela n’est pas nécessaire. Retenons pour le moment le fait gu’il doit passer par O, car
tout sous-espace vectoriel doit contenir le vecteur nul. Ainsi, par exemple, une droite ne
passant pas par O n’est pas un sous-espace vectoriel : les points de la droite sont les
extrémités des vecteurs issus de O et le vecteur nul n’est pas parmi eux.®

511 a’agit en fait d’un «sous-espace affine®, cf. Appendice 3.
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L 4

Ezemple 1. - Figure 7 b

Soit
P={(z,y,2) R’ |22 +y+32=0}.

F est un sous-espace vectoriel de R®. En effet, soient v1 = (21,41, 21) et vo = (2,32, 22) €
Fioona:
2r1 4+ +321=0 et 2z2+y2+322=0

d'oll, en additionnant : 2 {z1 + z2) + {y1 + y2) + 3 (21 + 2z2) =0, c’est-a-dire :
ntw=(z1+z2,y1+y2 o t+e)eF

De méme, on voit que Aw € F' si A€ER et vE F.

Exemple 2. -
£ = {(z,y,2) eR® |22 —y— 2= 1} n'est pas un sons-espace vectoriel de R® car
0=1(0,0,0)¢¢.

Proposition 1.6 — Soient F' et G deur sous-espaces vectoriels de F.

1. FNG est un sous-espace vectoriel de E.
2, FUG n'est pas en générol un sous-espace vectoriel de E.

3. Le complémentaire E\ F d’un sous-espace vectoriel F' n’est pas un sous-espace
vectoriel de E.

Démonstration :

1. Onad'abord FNG#£0, car 0g € FNG.
Soient w,y € FNG;onax,y € Fdoncz+y € F. De méme, si z,y € G,
z+y € G et par conséquent z +y € FNG.
SideKetze FNG,ona: z€ F,donc A\ze€ F,et x € G, donc Ax € G;
dlolt: Az e FNG.

2. Cela tient au fait qu'en général F U G n’est pas stable par la somme. Par
exemple, soient E = R?, F la droite vectorielle engendrée par (1,0) et & la
droite vectorielle engendrée par (0,1). On a :

(1,0} e F donc (1,00 FUG
(0,1)¢G donc (0,1)e FUG

mais : w = (1,0)+(0,1) = (1,1} ¢ FUG
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Ga
(0,1) -~
I
(1,0) F
Figure 8

3. E'\ F ne contient pas 0, donc il n’est pas 1n sous-espace vectoriel. [

REMARQUE. — C'est & cause de cela qu’en algebre linéaire on considére rarement les
réunions d'espaces vectoriels et encore moins les complémentaires, car on perd la structure
d’espace vectoriel et donc toute la richesse de la théorie. Notamment, les raisonnements par
la contraposée, c'est-a-dire du type « supposons que x ¢ E>» (E étant un espace vectoriel),
sont en général A éviter.

Exercices 4. 5. 6.

1.4 Bases (en dimension finie)

Définition 1.7 - Une famille de vecteurs {v1,...,v,} d'un espace vectoriel E est
dite génératrice, si E = Vec{vy,...,vp}, ce qui veut dire {cf. Exemple 3. page 8) que
YeeE 3 A,... A €K telsque : z=Mwu1+ 4+

On dit qussi, parfois, que tout x € E se décompose sur les vecteurs v;, ou encore que
tout x € E est combinaison lindaire des vecteurs v,

REMARQUE. — Une telle famille (finie) n’existe pas toujours. Considérons par exemple & [z]
avec la structure d'espace vectoriel définie par les lois {3} page 5 et soit {P1,...,Pa} une
famille finie de polynémes. Elle ne peut éire génératrice car, en effectuant des combinaisons
linéaires, on n’ocbtiendra que des polyndmes de degré < Sup{ degrés des (F;)}.

Ezemple 1. — Dans R*; 1a famille {e1 = (1,0), ez = (0, 1)} est une famille génératrice
car tout & = (x1,232) € E?, s'écrit :
(301,&."2) =T (1,0) + xr2 [U, 1) =x121 + Tz eq.

Plus généralement dans K™ les vecteurs

e1=1(1,0,...,0), ...,ex = (0,...0, 1 ,0,...0),...... ven = (0,...,0,1)
E° rang
forment une famille génératrice, car pour tout = = (z1,...,x,) € K™, on peut s'écrire :

(Z1,...,Zn) =F1814+ -+ Znea



1.4 Bases (en dimension finie) 11

Exzemple 2. — Dans RZ, considérons une famille contenant les vecteurs e1 et e; de
Pexemple ci-dessus, par exemple la famille {e1, ez, v}, avec v = (1, 2). Elle est évidemment
génératrice, car pour tout (z1,22) € R? on peut écrire :

(z1,22) = x1€1 + 2262 + 0w
Plus généralement : toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.
Eremple 3. — Dans B2, soient v; = (1,1) et 2 = (1,—1). Montrons que {vi,v2} est
génératrice.

Soit z = {a,b) € R? avec a,b arbitraires : il s’agit de montrer qu'il existe z1,z2 € R tels
que £ = z1t1 + T2vz, Cest-A-dire :

{(&,8) = (z1, %1} + (32, —72) = (21 + 22, T1 — T2)
Ceeci signifie que quels que soient a et b € R, il existe 21,22 € R vérifiant le systeme :

r1+x=a
x1—xzz=">
En résolvant, on trouve en effet :
atb c—b
2

solution définie pour a,b arbitraires. Donc {v;,v2} est génératrice.

Tr1 =

Définition 1.8 - Un espace vectoriel est dit de dimension finie, s’il existe une
famille génératrice finie; dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.

Comme on vient de le voir &A™ est de dimension finie, alors que R [#] est de dimen-
sion infinie. De méme, £ = {applicationsR — R} (avec la structure définie par
les lois (5) page 5), est de dimension infinie car € D R [xz].

Définition 1.9 - Soit {v1,..., v}, une famille finie d'éléments de E. On dit qu’elle
est libre, s1:

Mvit- o+ Xp=0 = A=0,...,)=0
On dit aussi que les vecteurs v1,. .., v, sont linéairement indépendants. Une famille
qui west pas libre est dite liée {on dit aussi que ses vecteurs sont liés ou linéairement
dépendants).

Fxemple 1. - Dans R?, les vecteurs 1 = (1,2,1), w2 = {—1,3,1) et v3 = (—1,13,5) sont
liésscarona 21 +3wv2 —vz = 0.

Exemple 2. — Dans R®, les vecteurs 1 = (1,1, -1}, v2 = {0,2,1), vz = (0,0,5) sont
libres. En effet, supposons qu’il existe des réels A1, Az, As tels que Ayvy + dovz + Aawva = 0,
c’est-a-dire :

M (1,1, -1+ X2 {0,2,1) + A2 (0,0,5) = 0

On aura :
(A, Mi+2X2, — 21+ +8A)=0
c’est-a~dire :
Al =0
M 22 =0

—~A1 + A2 +5x =0
ce qui donne immédiaternent : A1 = A2 = Az = 0.
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Proposition 1.10 - Une famille {vi,...,v,} est lide si et seulement si l'un au moins
des vecteurs v, s’éerit comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille
(¢’est-d-dire st 'un au moins des v; appartient & 'espace vectoriel engendré par les
autres).

Ou, d’une maniére équivalente :

une famille {v1,...,v,} est libre si et seulement si aucun des vecteurs v; n'appartient
& Uespace engendré par les autres.

L]
"
o
Figure 9-a Figure 9-b
Les vecteurs w1 et vo forment une famille lide :  Les vecteurs v, vg et w3 forment une famille
v appertient & I'espace engendré par ». liée : w3 appartient A 'espace engendré par w1
et va.
Démonstration : — Si {v1,...,v,} est liée, il existe Ay,..., Ay non tous nuls tels

que Adpvy + -+ Ay, = 0. Si, par exemple Ay # 0 (ce que 'on peut toujours
supposer quitte & changer la numérotation), on pourra écrire :

vlz—i\\—fvg+---+—xgvp
Réciproquement, supposons par exemple, que v, est combinaison linéaire des
vecteurs va, ..., vy ; alors il existe pa, ..., up € K tels que vy = po vz + -+ + pp v,
c’est-a-dire :

vl —pat2 — - — fptp =0
Il existe donc une combinaison linéaire des vecteurs {vi,...,v,} qui est nulle, sans

que les ceefficients soient tous nuls. Donc la famille est liée. O

L’intérét de la notion de famille libre réside dans la propriété suivante :

Proposition 1.11 - Soit {v1,...,vp} une famille libre et z un vecteur quelconque
de Uespace engendré par les vecteurs v; (¢’est-d-dire x est combinaison linéaire des
). Alors la décomposition de x sur les v; est unique.

En effet, soient :
T =xvt+ Ay
T =pivitcotpty

deux décompositions de z. En faisant la différence on trouve :
O= (M —mlvi+-+ (A — tip) Up.

Puisque la famille est libre, on a Ay — 1 = 0,..., Ap — pp = 0 c’est-d-dire :
/\1=,U.1, B )Ap=p£p. 0
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Définition 1.12 - On appelle base une famille 4 la fois libre et génératrice.
On a immédiatement :

Proposition 1.13 - Une famille {v1,...,v,} est une base de E si et seulement si
tout © € E se décompose d'une fagon unigue sur les v, Clest-d-dire :

Ye e E i existe un unique ni-uplet (Ay,..., ) € K" tel que :
z=Av+ -+ ApUp.

(Pexistence de la décomposition pour tout * € E équivaut au fait que la famille
est génératrice; I'unicité au fait que la famille est libre).

On peut aunssi énoncer la proposition précédente de la maniére suivante -

Proposition 1.14 - Soit B = {v; ... v, } une base de E. Il existe alors une bijection :

g : E — K"

z=rie1t++Tnen 2 (F1.,.,2n)
Les scalaires x; sont dits composantes de x dans la base {v1,...,v,}.

Eremple 1. — Base canonique de K" .
Soient les vecteurs :

e1 =(1,0,...,0), e2=1{0,1,0...0),......... )
ex =1(0...0, 1 ,0...0},......... ven=(0,...,0,1)

kfrang
On sait déja qu’ils forment une famille génératrice. Montrons qu’elle est libre. On a :
Met ot Anen=0 = X (1,0...0) +-'-+)\n(0...0,l) =0

= (A,0,...,00 4+ 4+{0,...,0, 2} ={0,...,0) = {A1,...,2) =(0,...,0)
= A =0,...,h =0

Par conséquent {e1,...,en} est une base de A", dite base canonigue.

Ezxemple 2. - Base canonique de Ry [x].

La famille B = {l,x, z?,... ,:c"} 5 est une base de R, [x].
En effet, tout P € Bp [z] s'écrit P =gol+a1x+ -+ + an a™ avec, a; € B; B est done
génératrice. De plus :

dl+hzt - +daz"=0 = X=0,0=0,... =07

¢Plus précisément B = {Pg, P1,..., P} ot Py : 2 — 2%, Nous utiliserons souvent cet abus de
notation.

TDaprés la définition de polynomes : deux polynoémes sont égaux si et seulement si les coefficients
des termes de méme degré sont égaux (le 0 au second membre est le polyéme nul).
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Ezemple 3. — Dans Mz (K} (cf. exemple 2, page 5) soient les matrices :

10 0 1 0 0 0 0
me{oo) m=(50) m=(10). ==(c V)

b

Toute matrice (a
¢ d

) € My (K}, peut s'écrire :

(g s) —aB1+bEs+cEBy+dEs

ce qui montre que B = {E, E,, E3, B4} est une famille génératrice.

D’autre part :

Az A
— /\1=)\2=A3=/\4=0

MEBi+E+ B+ MEi=0 <= (Al A2)=(g g)

Donc B est une base de Mz (K).

Exemple 4. - Soit  F = {(z,1,2) € R*|25 4+ y + 32 = 0} . Chercher une base de F.

On a vu F est un sous-espace vectoriel de R® (cf. exemple 1., page 9). Ona: v =
{(z,4,2) € F < y=-2x—3z,; donc;:

vEF = v=(z, 22-3zz2) = v=2(1,-2,00+2(0,-3,1).

Par conséquent les vecteurs v, = (1,2,0), vz = (0, —3,1} forment une famille génératrice
de F. D'autre part :

Avitrave =0 < A (1,-2,0)+ X2 (0,-3,1) = (0,0,0)

A] =0
T [)\1, —2Xx1 — 3 A2, Az) =(0,0,0) =& —2x =34 =10
Az =10

ce qui est équivalent & A; = Az = 0. Donc {vy, 2} est libre et par conséquent elle est une
base de F'.

Proposition 1.15 -
1. {z} est une famille libre < x #0.
2. Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.
3. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
4. Toute famille contenant une famille lie est Lide.
5. Toute famille {vy,...,v,} dont U'un des vecteurs v; est nul, est liée.

Démonstration :

1. D’aprés la proposition 1.2 (2}, Az =0 = A = 0 ou z = 0. Dong, si = # 0,
Az = 0 implique A = 0, ce qui signifie que {z} est une famille libre.
Réciproquement, supposons {z} libre. Alors, d’aprés la définition de famille
libre, si Az = 0 on a nécessairement A = 0 , ce qui signifie, toujours d’aprés la
proposition 1.2 (2}, que = # 0.
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2. Soit {v;...vp} une famille génératrice et # = A w1 + -+« + Ap ¥ un élément
arbitraire de E. On peut aussi écrire ;

r=Mwu+ o dpup 0w 4+ 0wy, avec wy,...,wy; € E
Donc tout x € E est combinaison lingaire de w,...,vp, w1,..., %

3. Soit F = {v1...vp} une famille libre et 7’ une sous-famille de F. Quitte a
changer la numérotation, on peut supposer que F' = {w,..., v} (avec k < p).
Si F était lide, Pun des vecteurs vi,...,v, serait combinaison lindaire des
autres. I existerait donc un élément de F qui s’écrirait comme combinaison
linéaire de certains éléments de F. Or, cela est impossible car F est libre
(cf. proposition 1.10).

4. Soit F = {vy,...,vp} une famille liée et G = {v1,...,vp,1,...,wq}. D'aprésla
proposition 1.10, 'un des v; est combinaison linéaire des autres. Or, les vecteurs
v; appartiennent 4 G ; donec 'un des éléments de G est combinaison linéaire des
autres, et par conséquent G est liée.

5. Evident d’aprés 4., car il s’agit d’une famille contenant {0}, et {0} est liée,
d'aprés 1. O

Exercices 7. 8. 9.

1.5 Existence de bases (en dimension finie)

Dans ce paragraphe nous allons montrer que dans tout espace vectoriel E # {0}, de
dimension finie, il existe des bases.

Soit E # {0} un espace vectoriel de dimension finie et G = {v1,...,v,} une famille
génératrice : pour tout x € F, il existe a1,...,ap € K tels que :

r=o v+ QpUp

Notons que G contient certainement des familles libres : il suffit de prendre, par
exemple, L = {v;} avec v; € G, v; # 0 % ; d’aprés la proposition 1.15, 1., L est libre.

Théoréme d’existence . 1,16 -
Soit E #£ {0} un espace vectoriel de dimension finie et G une famille génératrice.
Considérons une fomille libre L C G. Il existe alors une base B telle que I, C

Bcda.

Démonstration : Soit G = {v1,...,v,} une famille génératrice et Ly une famille
libre contenue dans . Quitte & changer la numérotation, on peut supposer que Ly =
{vi,...v}. Si Ly est génératrice, elle est une base et le théoréme est démontré.
Supposons done que L1 n’est pas génératrice.

a) Montrons tout d’abord qu'il existe v;, € {vy11,...,9} tel que la famille Ly =
{v1,..., vy, v;, } est libre.

8@ contient au moins un élément non nul, eutrement on aurait x = 0 pour tout x € E, ce qui est
exclu car K # {0}.
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En effet, si ce n’était pas le cas, chaque vecteur de {vy41,...,vp} serait combinaison
linéaire des vecteurs {#,...,4,} de L;. Mais ceci est impossible, car si = est un
vecteur quelconque de E, z = ay v+ -+ Qr U + Qpi1 Upg1 +- - -+ Qp Up, ON pourrait
remplacer dans cette expression les vecteurs vy, ..., vp par leur expression en fonc-
tion des vecteurs v1,...,v, et x s’écrirait comme combinaison linéaire des vecteurs
Y1,. .., tp. PUisque z est arbitraire, cela signifierait que L est générairice, ce que nous
avons exclu.

Nous avons donc prouvé que l'on peut egrandir la famille libre L; = {v1,...,v} en
lui ajoutant un vecteur vy € {Vri1,..,¥p} de manidre que la famille Ly = {L;,v;, }
soit, libre.

D) Si L est génératrice, elle est une base et le théoréme est démontré. Dans le cas
contraire, en répétant le raisonnernent, on voit qu’il existe »;, € G, vy, ¢ Lg, tel que
la famille Ly = {L2,v;,} est libre. On construit ainsi une suite :

de familles libres et le processus peut étre continué tant que Lj n'est pas génératrice.
Mais GG est une famille finie et par conséquent, le processus doit g’arréter, éventuelle-
ment pour L, = G. Il existe donc une famille Ly, libre et génératrice, ¢’est-a-dire une
baseet Ly c Ly c G. O

Ce théorgéme peut s’exprimer aussi de la maniére suivante :

Théoréme 1.17 -
Soit E # {0} un espace vectoriel de dimension finie; alors :

1. De toute famille génératrice on peut extraire une base.

2. (Théoréme de la base incompidte}. Toute famille libre peut éire complétée de maniére
& former une base.

Démonstration :
1. C'est en fait ce nous avons établi dans la démonstration ci-dessus.

2. Soit L = {v1,...,vp} une famille libre et G = {wy, ..., wq} une famille génératrice
quelconque. La famille G’ = G'U L est génératrice, car elle est une sur-famille
d’une famille génératrice, et elle contient la famille L. D’aprés le théoréme
d’existence, il existe une base B telleque LCc B c G' O

REMARQUE. — Nous avons démontré en fait non seulement que toute famille libre peut étre
complétée en une base, mais qu’elle peut complétée en une base en choisissant les vecteurs
dans une famille génératrice arbitraire choisie & 'avance.
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1.6 Les théorémes fondamentaux sur la dimension

Les résultats de ce paragraphe sont particuliérement importants.

Théoréme 1.18 - Dans un espace vectoriel E sur K de dimension finie, toutes les
bases ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre est appelé dimension de E sur K
ef est noté dimg E.

Démonstration : Pour la démonstration on a besoin du lemme suivant :

Lemme
Dans un espace vectoriel engendré par n éléments, toute famille contenant plus de
n éléments est lide.

Démonstration du Lemme.- Soit F = {v1,...,vn} une famille génératrice et F' =
{w1,..., Wy} une famille de m vecteurs, avec m > n. Il s’agit de montrer que F' est
liée.

a) Si P'un des w; est nul F' est liée (cf. proposition 1.15, 5 ). Supposons donc que
tous les w; sont non nuls. Puisque F est génératrice, w, s'écrit :

W =a1t + -+ e vp

Comme uwy # 0, il existe, parmi les @1,...,an, un a; non nul. Supposons, quitte &
changer la numérotation, que oy # 0. On pourra alors écrire :

1 ¥g '
v = ithbs (Il 2 ol s Vn

ay 241 o
Soit # un élément quelconque de E' : z =X v1 + -+ + An Us. En remplacant vy par
Iexpression trouvée, on voit que z est combinaison linéaire de w1, ve, ..., vn. Puisque
x est arbitraire cela signifie que la famille {w;,ve,...,v,} est génératrice.
Nous avons donc remplacé dans la famille génératrice F U'un de ses vecteurs par l'un
des vecteurs de ' et la famille ainsi obtenue est encore génératrice.

b) Considérons le vecteur we. Puisque {wn,v2,...,un} est génératrice, on peut

écrire :
we=F1wr+Bavat o+ Batn
Sig=0==08,=000aw = Gw :lafamile 7' = {w,ws,...,w,} est
donc liée (car elle contient une famille lide) et le théoréme est démontré.
Dans le cas contraire il existe un B; parmi s, ..., 3, différent de 0. Supposons, pour
fixer les idées que f2 # 0; on pourra alors écrire :
1 1

PR B
En raisonnant comme ci-dessus, on voit que la famille { w1, wq, va,..., v, } est géné-
ratrice.

c) Ainsi, de proche en proche, on arrive 4 remplacer dans la famille F = {v1,...,v, }
les vectewrs vy, vs,...,v, par les vecteurs wy, ..., w, en obtenant a chaque étape une
famille génératrice ®. Au terme du processus, la famille {w,,...,w,} est génératrice.
En particulier, wn 1 est combinaison linéaire des vecteurs w, ..., wn , ¢'est-a-dire la
famille {ws, ..., w41} est liée. F’ sera donc liée, car elle contient une famille liée. Le
lemme est ainsi démontré.

(Brwr+ Bavat+ -+ Bavn)

9Cette propriété est appelée parfois « Théoréme de I'échanges.
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Le théoréme 1.18 s'en déduit immédiatement. En effet, soient B et 5’ deux bases.
Comme B est génératrice, si B’ avait plus d’éléments que B elle ne serait pas libre en
vertu du Lemme. Or cela est exclu, car B’ est une base. On a donc Card 8’ < Card B.
De la méme maniére on voit que Card B < Card 8. O

Corollaire 1.19 -

1. Dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille ayant plus de n éléments
est liée.

2. Dans un espace vectoriel de dimension n, les familles ayant moins de n éléments
ne peuvent étre génératrices.

La premiére partie du corollaire est exactement ce que nous avons démontré dans le
lemme ci-dessus.

La deuxiéme partie vient du corollaire 1.17,1 : si F était une famille génératrice ayant
moins de n éléments, on pourrait en extraire une base ayant moins de n éléments,
ce qui est en contradiction avec le théoréme 1.18. O

REMARQUES. —
1. 8i E = {0} on pose : dim, E = 0. On a évidemment :

E={0} < dim,E=0

2. dim, K" =n
En effet, comme nous 'avons vu, la famille {ei,...,en}, avec ep = {1,0,...,0),...,
en = (0,...,0,1} est une bhase.

3. La dimension d'un espace vectoriel £ dépend non seulement de E mais anssi du corps
de base K (d’oi la notation dim, E}*°.
En effet, considérons, par exemple, € muni de la structure d'espace vectoriel sur R
définie par les lois :
{atit)+{c+idi=(at+c)+i(b+d)
AMa+ib)=da+iAb (AeR)
Tout élément z € € s'écrit d’une maniére unique : z =al + bt avec a, b € B, ce qui
signifie que {1, ¢} est une base et don¢ dimg C = 2.
En revanche, si on considére C comme espace vectoriel sur €, on a: dimg C =1 (cf.
remarque ci-dessus 2.).

Proposition 1.20 -
Sotent E1,...,E, des espaces vectoriels de dimension finie sur le méme corps K.
Alors :
dim (B x .-+ x Ep) = dim, By + -+ + dim, By

En effet, soient {ay,...,an,}, {b1,...30ny},.--,{{1,...,In, } des bases de Ei,
Es, ..., Ep. On vérifie facilement que la famille
{(a’éa{]i Tery 0)§=1mn11 (Osbiz 0...0 }i=1...‘n2) RS (U) e )0: gt' )E'=1..,n.p}

est une base de By x ---x E,. O

Wependant, lorsque le contexte sera clair, on écrira aussi simplement dim E au lieu de dim E.
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En particulier, on a :
dimg C* =n, dimg C* = 2n.

En général, pour montrer gu’une famille est une base, il faut montrer qu'elle est libre
et qu’elle est génératrice. Cependant, si la famille a exactement autant d’éléments que
la dimension de I'espace, on a le théoréme suivant qui est d’'un usage fréquent :

Théoréme 1.21 - Soit E un espace vectoriel de dimension n. Alors ;
- Toute famille génératrice ayant n éléments est une base.

- Toute famille libre ayant n éléments est une base.

En effet, soit & une famille génératrice ayant n éléments. D’aprds le théoréme 1.17
on peut en extraire une base. Mais cette base extraite doit avoir n éléments car la
dimension de E est n : il 8’agit donc de G elle-méme.

De méme, soit L est une famille libre ayant » éléments. ’aprés le théoréme de la
base incompléte on peut éventuellement lui ajouter certains vecteurs de maniére a
former une base. Mais si on lui ajoutait effectiverment certains vecteurs, on aurait une
base formée de plus de n éléments, ce qui est exclu. Donc L est elle-méme une base,
O

Proposition 1.22 - Seit E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-
espace vectoriel de E. Alors F est de dimension finie, et de plus :

1. dim, F < dim, F
2 dim, F =dim, F+= F=F.
Démonstration :

1. Supposons F # {0} et soit =1 € F, x; # 0. La famille I, = {x1} est libre. En
raisonnant exactement comme dans la démonstration du Théoréme d’existence
1.16, on construit une suite de familles libres de F :

et le processus ne s’arréte que si Ly, est génératrice de F. Montrons d’abord que
F est de dimension finie.

Pour cela supposons que F' n’admet pas de famille génératrice finie : il existe
alors un indice ¥ > n (ot n est la dimension de E) tel que Ly n’est pas
génératrice. On aurait ainsi construit une famille libre de F formée de & > n
éléments. Or ceci est impossible, car les familles libres de F' sont des familles
libres de E et donc elles ne peuvent avoir plus de n éléments.

F est done de dimension finie. Plus précisément, on vient de voir que F ad-
met nécessairement, une famille génératrice formée d'au plus n éléments. En
extrayant une base de cette famille, cette base aura au plus n éléments, donc :
dim, F' < dim,, E.

2. Si dim, F = dim, E, il existe une base B de F ayant n éléments (n = dim, E).
Mais F' C E : B est donc une famille de E qui est libre et qui a n éléments.
En vertu du théoréme 1.21 , elle est une base de E et donc elle engendre £,
c’est-a-dire Vect{B} = F. Mais Vect{B} = F,donc F=FE. O
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REMARQUE. — La partie 2. de la proposition ci-dessus est utilisée souvent pour montrer que
deux espaces vectoriels E et F sont égaux. En effet, pour montrer que E = F, il faudrait,
en principe, vérifier que F C F et E C F. D’aprés la proposition, il suffit de vérifier que
F C E et que dim, F = dim, E ce qui, en général, est plus facile.

Exercices 10. 11. 12, 13. 19. 20.

1.7 Bases en dimension infinie

Définition 1.28 - Soit E un espace vectoriel, F = {Ta},c 4 une famille d'éléments
de E, non nécessairement finie, ni dénombrable. On appelle combinaison linéaire finie
{ou simplement combinaison linéaire) de la famille, toute expression du type :

Z Aix;, oul est une sous-famille finie de A.

On appelle sous-esplide engendré par F le sous-espace vectoriel de E noté Vect{F},
formé par toutes les combinaisons linéaires finies des éléments de F.

On vérifie immédiatement que Vect{F} est un sous-espace vectoriel de E : si u =
ML+ Apzp € Veot{F et v =piy1 + -+ pgyg € Vect{F} (avec zs, 3 € F}
on a: Au+ gv = combinaisen linéaire finie d’éléments de F.

Plus précisément, on a :

Proposition 1.24 - Vect{F} est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
F. En particulier, si F est un sous-espace vectoriel de E, Vect{F} = F.

En effet, si G est un scus-espace vectoriel de F contenant F, il doit contenir, &
cause de la stabilité, toutes les combinaisons linéaires finies des éléments de F,

c'est-a-dire G D Vect{F}. O

Définition 1.25 -
1. Une famille F = {2}, d'€léments de E est dite génératrice si Vect{F}=E,
c'est-d-dive, st Yz € E il eriste une sous-famulle finie {z1,...,2p} C F telle

gue :
T = AT+ Ap T

2. La famille F est dite tibre, si toute sous-famille finie est libre, c¢’est-d-dire si :
YIc A, [ finie :
Yo hm=0 = M\=0, Viel
el
. Une famille F est dite base si elle est libre et génératrice.

On vérifie immédiatement :

Proposition 1.26 - B est une base de F st ef seulement si tout élément de E s’éerit
d’une maniére unique comme combinaison lindaire finie d’'éléments de .

Exemple 1.- Base canonique de E[x].

{l,m,xg,‘.‘,xn...}new est une buse de R{z].

En effet, la famille est génératrice car tout polynéme s'écrit comme combinaison linéaire
finie de {1,z,2%,...,2".. .}. D'antre part, elle est libre car si l'on considére une combi-
naison lindaire finie nulle : Aol + Az +---+Ap2P =0, 0na;: A =0,..., 2, =0.
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Exemple 2. —
Soit BN = {u:N—R } l'espace vectoriel de tontes les suites réelles. Considérons la

Bt Up

famille F = {e1,€2,...,€n,...} oy OU:

ex=1(1,0,...,0,...), e2=(0,1,0,...},...,en=(0,...,0, 1 ,0,...)

n® rang

c’est-a-dire e, est la suite nulle partout sauf au rang n.

On vérifie immédiatement qu’il s'agit d'une famille libre, mais elle n'est pes une base,
car elle n’est pas génératrice. En effet, par combinaisons linéaires finies, on engendre des
suites (uo,1,...,%n...) dans lesquelles seulement un nombre fini des «; sont non nuls
(c'est-d-dire les snites nulles & partir d’un certain rang) *.

Pour les espaces de dimension infinie, on peut démontrer aussi un théoréme d’existence

de bases, mais la démonstration dépasse le cadre de ce cours!? :

Théoréme 1.27 - Tout espace vectoriel non réduit & {0} admet une base. Plus
précisément :
1. De toute fomille générairice on peut extraire une base.

2. Toute famille libre peut étre complétée en une base.

Exercice 14.

1.8 Somme, somme directe, sous-espaces supplémentaires

Définition 1.28 - Soient Ey, By deur sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel
E. On appelle somme de E; et By le sous-espace de E défini par :

Ei+E={z€E|Iz € B, 3n€ By iz =z + 22}

Il s’agit effectivernent d’un sous-espace vectoriel de E comme on le vérifie facilement.
Notons £ = Ey + E;. [Vaprés la définition, tout élément de £ est somme d'un élément
de F; et d'un élément de E». Mais cette décomposition en général n’est pas unique.
En effet, supposons E; N By # {0} et soit €g # 0, 2o € E\ N Es. Siz =21 + 22 (avec
z; € E;) on a aussi la décomposition :

x = (z1 +z0) + (22 — zo)

avec ¢y +xg € By, 22 — xg € E3. On voit donc qu'une condition nécessaire pour que
la. décomposition soit unique, est que Fy N FEy = {0}.
Cette condition est aussi suffisante. Supposons, en effet, que £y N E; = {0}, et soient
T =21+ T2, £ = 2} + x5 deux décompositions de z sur E| et Ey. Par soustraction,
ona:

Ty —xh =2h — T2
Soit y cet élément. Onay =x1—a) € Eret y = zy—x € By doncy € ExNE; = {0}
c'est-d-dire y = 0, d’ol : ©1 = 2} et z9 = 7.
Nous avons ainsi démontré :

111} g’agit des polyndmes formels (cf. Appendice A.2).
2Elle s’appuie sur 'axiome du choix.
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Proposition 1.29 - Soient E1 et Bz deux sous-espaces vectoriels de E, et soit
E=FE1+Ea. La décomposition de tout élément de £ en somme d’un élément de B
et d’un élément de By est unique, si et sevlement st B4 N Ey = {0} . On écrit alors :

E=E0F;
ef on dit que £ est somme directe de E| et Es.

En d’autres termes :

E=E+E et

E=E+ E;y tout élément de & s’éerit
E=E & Ey < et = d’une manitre unigue
E; N Ey = {0} =11 + 2

avec 21 € Ey, 22 € E

Proposition 1.30 - Soit E un espace vectoriel et K, E> deux sous-espaces vectoriels
de E. Alors E = E| @ E, s5i et seulement s pour toule base By el By et toule base
By de Eq, {B1,B2} est une base de E.

En effet, soient B = {va},ecq ot B2 = {w,g}ﬁEB des bases de E; et Ey respective-
ment et supposons que {vg, wg}(a gyeaxp oSt une base de . Alors tout x € E s'écrit
d’une maniére unigue :

$=A11}a1+"‘+/\pvap +P’41wﬁ1+”'+ﬂ'qwﬁq

[ =)

c’est-a-dire tout ¢ € E s’éerit d'une maniére unigue * = x) + 2 avec 1 € By
et #2 € B9 ; donec E = E; & E>. Réciproquement, si £ = B, & E;, tout z € F
se décompose d’'une maniére unique sur E,; et E; et, par conséquent, sur la famille
B = {B1,B;}. On en déduit que B est une base de E. O

Définition 1.31 - Seit E un espace vectoriel et E\, Es deux sous-espaces vectoriels
de E. On dit que B, et Ey sont supplémentaires {ou que Ey est un supplémentaire de
E]), st B = El @E2<

Corollaire 1.32 Soit & un espace vectoriel. Pour touf sous-espace vectoriel Ey, il
eriste toujours un supplémentaire. Le supplémentaire de L n'est pas unigue, mais 31
E est de dimension finie, tous les supplémentaires de Ey ont méme dimension.

Pour plus de clarté, nous donnons la démonstration en dimension finie. En dimension
infinie, seules les notations sont un peu plus lourdes.

Soit {v1,...,v,} une base de E} et soit n = dim E. D’aprés le théoréme de la base
incomplete, il existe wpii,...,wn tels que {wv1,...,Yp, Wpt1,...,Wn} est une base
de E. En posant Ey = Vect{wp41,...,wn}, on obtient, d’aprés le théoreéme précédent,
un supplémentaire de F; dans E.

Puisque le choix de wpy1,...,ws n'est pas unique, le supplémentaire de Ey n’est pas
unique ; cependant, tous les supplémentaires de £y sont de dimension n — p, p étant
la dimension de Eq. O

Le résultat suivant est d’un usage fréquent :
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Théoréme 1.33 - Soit E' un espace vectoriel de dimension finie. Alors

E-E ok e ( = DNE={0

L 2. dim E = dim E; + dim E,.
Démonstration : Les conditions sont nécessaires (d’aprés la proposition 1.29 et le
corollaire 1.32). Montrons qu’elles sont suffisantes. Soient {vq,...,v,} une base de
Ey et {wpy1,...,wn} une base de E;, n étant la dimension de E. Pour montrer que
E = B @ E il suffit de montrer, d’aprés 1.30, que la famille {1, ..., vy, w1, ..., w,} est
une base. Soit Ay vy + -+ ApUp + fpr 1 Wpp1 4+ -+ Hnw, =0.0n a:

C\lﬁl+"“f‘/\p"'-"p:_(;Up-l—lwp-l—]‘f"'"'l'ﬁnwﬂ)

E‘é1 EE'Q
Soit y ce vecteur; y € EyN Ep donc y = 0. D'oti : Ay vy +- - + Apvp = 0 et, comme la
famille {v1,...,vp} estlibre: Ay = 0,...,2p =0. Deméme, pipr1 Wpp1+- + pin Wy =
0 et done ppy1 =0,..., 4, = 0. Done, la famille {v1,..., 95, wpt1,...,wy} est libre,
Puisqu'elle a n éléments, elle est une base de E, d’aprés le théoréme 1.21. On en
déduit que F = F, @ E:. [J

Exemple 1. — Dans R? soient v et w
sont deux vecteurs indépendants, By =
Vect{v} et Ez = Vect{w} les droites
vectorielles engendrées par v et par w
Ona R® = By @ B car {v, w} est une
base. Comme on le voit d’ailleurs sur la
figure tout € R? se décompose d'une -
)

&
N R

maniére unique sur F; et Fa.

Ezemple 2 — Dans R?, soit 7 un plan
vectoriel et ¢ un vecteur non contenu
dans ce plan. On a :

R® = n & Vect{v} ‘
car si {e1, ez} est une base de , alors
{e1,e2,2}, est une base de R®. Vet {v}

Figure 11
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Ezemple 3. — Soit E = M2 (R) et

_ _fe O _ _ {0 &
El—{A—(O 0),GGR} . Eg—{B—(c d),b,c,dER}

By et E sont deux sous-espaces de F et E} N Ez = {0}. De plus, toute matrice de F est
la somme d'une matrice de E et d’une matrice de E;. Donc E = E; & Es.

Proposition 1.34 - Soit E un espace vectoriel de dimension finie et E|, By deux
sous-espaces vectoriels de E. On a :

dim (E; + Ey) = dim E; + dim E; — dim (Ey N E)

En particulier :

dim (El & Eg) =dim E| + dim E»

Démeonstration : Supposons que dim E; = p, dim E; = ¢ et dim By N Ez = r.
Notons que, puisque E; M E; est un sous-espace vectoriel de Ey et de Ey, onar < pet
r < q. Considérons une base {a1,..., e} de F1 N Ey. Puisque la famille {a1,...,a.}
est libre, on peut la compléter en une base de Fy et aussi en une base de F;. On peut
donc construire :

- une base de Fy du type {a1,...,¢r, €r41,...,6p},
- une base de Eq du type {a1,...,8,, &r41,...,6q)-

Or tout vecteur de E; + E5 s’écrit comme somme d*un vecteur de E}, et d’un vecteur
de Ey et donc il est de la forme :

T= ettt hartAp et Apep
THL G e e G+ feq1 Evgg do T g &y

c’est-d-dire, en posant v; = A, + g, pour i=1,...,7:
T=wviar+ o F et Arpr g1 bt ApEp F g1 Exgl -+ g Eg

Par conséquent, la famille {a1,...,ar, €ry1,...,p, €rg1,...,64} engendre E; + Ey.
Montrons qu’elle est, libre.
Soit une combinaison linéaire nulle :

viay+ -+ vrle + Arprersr o b Apept frpiEein o HgEg =0 (%)
z€E NE; yeFB zEsz

Onaz+y+z2=0,doncz=—({zx+y). Orz€ Esetx+y € E;, donc z € E| N E;.
Par conséquent, z peut s’écrire comme combinaison linéaire des a; :
HBro1Erp1+ o HlgEg=p1G1 + -+ prQyp

Mais {a1,...,8r, €rq1,...,84} €8t une base de E3, donc tous les coeflicients de cette
combinaison linéaire doivent &tre nuls. En particulier, jir 43 = 0,..., ttqg = 0. On voit de
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méme que : Art1 =0,...,Ap = 0. De (*) on déduit alors que : vy a1+ +rra, = 0.
Or la famille {a1,...,a.} est libre, donc ¥, =0,...,», = 0.
Ainsi la famille {a1,...,8r, €41, -,€p, Ery1,.--,Eq} et libre et done elle est une

base de Fy + E». On en déduit :

dim(E +E;) =r+@-r)+{g-r)=p+g-r
= dim Fj + dim E, — dim (E; N Ex)

Exercices 15. 16. 17. 18.

1.9 Somme et somme directe de plusieurs sous-espaces

NoTa — La théorie et les résultats de ce paragraphe ne seront utilisés qu’an chapitre 6. On peut done
en différer Pétude jusqu'au commencement du chapitre 6.

Définition 1.35 - Seient E,..., E, des sous-espaces vectoriels d’un méme espace
vectoriel E. On note :

Ei+--+E,={zcE|JmecE,...,.q30,€ Btz =21+ +2,}.

Ey+ -+ Ep est un sous-espace vectoriel de E dit somme des sous-espaces E;.

Proposition 1.36 - 5i G;,..., G, sont des familles génératrices respectivement de
Evy..., By, alors {G1,...,Gp) est une famille génératrice de Ey + -+ + Ej.

Démonstration : Soit £ =, + -+ + & un élément quelconque de Ey 4+ + B,
avec z; € E;. On voit immédiatement que, puisque pour chaque i x; est comhinaison
linéaire des éléments de la famille G;, x est combinaison linéaire des éléments de la

famille {G1,...,G,}. O

D’apres la définition, tout x € Ey +- - -+ Ky se décompose sur les E; ; mais, en général,
la décomposition n’est pas unique. Si, par exemple, B1NE; # {0} etz =21+ +2p
" avec x; € E;. En prenant zg # 0, ¢ € E; N Ey on peut écrire aussi :

2= (z1— o)+ (w2 + o) + a3+ +ap
et I'on aurait deux décompositions différentes de z.

Définition 1.37 - Soient Ey, ..., E, des sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils
sont en somme directe st tout vecteur de £ = Ey 4+ -+ + E, se décompose d'une
maniére unique en somme d'un vecteur de By, un vecteur de Eq,..., un vecteur de

Ey. On écrit alors :
E=E1®...0E,

et on dit que £ est la somme directe des E;.

La meilleure maniére de comprendre ce qu’est une somme directe est donnée par la
caractérisation suivante qui généralise la proposition 1.30.
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Théoréme 1.38 - Soient Ey,...,E, des sous-espaces vectoriels de E. Alors ces sous-
espaces Ey,. .. B, sont en somme direcie si et seulement si pour toutes bases By, ..., By
de By, ..., By respectivement, la famille {B1,...,Bp} est libre.

En d’autres termes, en vertu de la proposition 1.36 :

E=E&®...pE, siet seulement si pour toutes bases B1,..., B, respectivement
de En,..., Ey, la famille {By,...,B,} est une base de E.

Démonstration : (Pour plus de clarté, nous donnons ici la démonstration en dimension
finie. La démonstration en dimension infinie est exactement du méme type et seules les
notations sont un pen plus lourdes).

Soient By = {v1,...,v-},....8, = {wy,...,ws} des bases de F, ..., E, et supposons
que la famille B = {84, ..., B,} est libre. Puisque elle engendre £ = Ey1 + -+ E, (cf.
1.36), elle est une base de £. Donc, tout z € &£ s’écrit d’une maniére unique :

C=Mur+ oAU b w4 W

£y cEy

Les A; et les u; étant uniques, x se décompose d’une maniére unique sur les E;, ce qui
veut dire que les F; sont en somme directe.

Réciproquement, supposons les E; en somme directe et montrons que B = {B,...,8B,}
est libre, Soit la combinaison linéaire nulle :

AMvr ot Ap vt wy e s ws =0 a)
=55 EE,

et remarquons que :

Op =0g, + -+ 0g, b)
(o1 on a noté O, I'élément neutre dans E;, qui n’est autre que Og, pour souligner le
fait qu’'on le considére comme élément de E;).

a) et b) fournissent deux décompositions de Og sur B4, ..., E,. Mais comme les E;
sont en somme directe, la décomposition est unique et donc :

MU+ A Avr=08,...... y Hrwr + o+ psws = 0g,

Or, les familles B;,. .. By sont libres, et, par conséguent, Ay =0,..., A = 0,...,
pr=0,...,0s=0. 0O

Notons que £ = Ey @+ - @ E, est un sous-espace vectoriel de E et peut, bien entendu,
étre différent de E.
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4 E,

i
I
9 i 9 “x\ : -
S:EIGBEQ El ta

/ /

L

Ey = axe Oz, B2 = axe Oy. E1 = plan Ozy, Ez = Vect{v}, (v ¢ Ey).
E=F1 @ E; = planxOy.Ona:8§R3. E=E @®F;. Ona: £ =R
Figure 12 Figure 13

Il faut donc bien distinguer les notions «les E; sont en somme directe» (cf. Fig. 12)
et « E est la somme directe des E;» (cf. Fig. 13) ce qui signifie :

- les E; sont en somme directe
- et, de plus, la somme des F; “remplit” E tout entier.

Comme nous le verrons au chapitre 6, cette distinction est importante 13,

Corollaire 1.39 - 5t £ est de dimension finie :

dim(Ey ®--- & Ep) = dim By + - - + dim B,

Particulierement important est le corollaire suivant :

Corollaire 1.40 - Soit E de dimension finie. Alors E = E1@- - @ E,, st et seulement
si:

. E=E+.- -+ E,.

2, dim F =dim E; +--- +dim E,.

Démonstration : Les conditions sont évidemment nécessaires. Supposons qu’elles
sont satisfaites et soient B1, ..., ;,, des bases respectivement de By, ..., E,. La famille
B={B,...,B,} est génératrice de £ (d’aprés la condition 1. et la proposition 1.36).
D’autre part, la condition 2. implique que le nombre d’éléments de B est égal & la
dimension de E. Il s’ensuit, d’aprés le théoréme 1.21, que B est une base et donc que

La proposition 1.29, page 22, se généralise de la maniére suivante :

12Comme nous le verrons, Pobstacle au fait que I'on puisse diagonaliser une matrice consiste en
C¢ que certains sous-espaces {les espaces propres), qui sont foujours en somme directe, peuvent avoir
une somme stricternent incluse dans E.
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Théoréme 1.41 - Les sous-espaces Bn, ..., E, sonf en somme directe, si et seule-
ment si

E]ﬂEgZ {0} 3 (E1+E2)HE3= {0} '

(E1+E2+E3)DE4={U}, ...... ,(El-l-Eg-l--"—f—E_l)ﬂEp:{D}

Démonstration : Supposons qu’il existe zg # 0, zg € {(F; + -+ + E) N Eg4q pour
un certain k € {1,...,p— 1} et soit z =z +- - - + z, (avec z; € E;}. On peut éerire :

z=z1+ -+ x+ 2o+ (Tep1 — o) torpet o + 2

' 'y
e+ -+ Ey €Ex41

Omn aurait done deux décompositions différentes de z sur les F;, et par conséquent les
E; ne seraient pas en somme directe.
Réciproquement, supposons les conditions satisfaites et soient

r=z1+ -+ 2Ty
=z 4+,
deux décompositions de z sur les E;. Par soustraction, on obtient :
r

(21 — @)+ (Tpo1 — ) = T, — Tp

Notons y cet élément. On a y € (F; +--- + E,_1) N E, et donc, d’aprés la derniére
condition, ¥ = 0. Par conséquent :

! ! ;
Tp=zp et (@1 -2+ -+ (Tp o —Th o) =Ty 1 — Tp1
Le méme raisonnement montre que xp_; = :c;,_l et ainsi de suite jusqu’a montrer
que la décomposition de = est unique, ce qui signifie que E1,..., E, sont en somme
directe. O

REMARQUE. — Comme le montre la figure 14. la condition :

E]ﬂEzn'-'ﬂEp={0}

ne suffit pas pour assurer que les sous-espaces £, ..., E, sont en sornme directe. Il en est
de méme pour les conditions
EiNE;= {0}
(pour i # j).
Ezy E;
0 -
B

Figure 14
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EXERCICES

On munit B? des lois :

{z1, ®2) + (1, ¥2) ¢

{®1 + 31, @2 + y2)

Almy, z2) {Az1, 0) {(AER)

E est-il un espace vectoriel 7

EI On note RT1{0}, 'ensemble des nombres réels strictement positifs. Montrer que les lois :

Thy =y Ao o=zt (z, yc R{\0}, A e R)

conferent & BT\ {0} une structure d'espace vectoriel sur R.

Montrer que dans la définition d'espace vectoriel (définition 1.1), 'axiome 4.2 (commu-
tativité de la somme) peut étre déduit des autres axiomes.

Dans B2 muni des lois habituelles, lequel de ces sous-ensembles est-il un B0us-espace

vectoriel 7
_ 3 rx—y+z=10
F—{(m,y,z)E]R ’{Qx—y -9 }

G={(zy2) ek | (z-y)* =2%+y}

IE, Dansg Ay (B) muni les lois de exemple 3, page 5, lequel de ces sous-ensembles est-il un
aous-espace vectoriel 7

E:{AeMz(RJ | A= ( a;:b —fc? )}

F={AEM2(R)|A=(3 ‘b‘)}

Soit R(®:] = {f . [a,b] — B} muni des lois de 'exemple 4, page 5. Lequel de ces sous-
ensembles est-il un sous-espace vectoriel 7
1. €°([a,d],R) = {fonctions continues f : [a,8] — E};
2. ensemble des applications surjectives (resp. : injectives] f: [a,t] — R;
3. ensemble des applications f : [a,b] — R telles que 27 (a) = 7 (b) ;
4. ensemble des applications f : [a,b] — R telles que f{a) = F(b) + L.

Montrer que la famille {v1,v2} ol v1 = (1,2), va = (—1,1) engendre R?. Est-elle une
base ?

L. La famille {v1,v2,u3} C B¥ od »y = (1,1, -1),v2 = (2,1,3),v3 = (0,—1,5)

est-glle libre 7 Quelle relation linéaire lie ces vecteurs 7 Est-elle génératrice 7

2. Mémes questions pour la famille {v1,w2,v3} 0l vy =(1,1,0), v2 = (1,2,1),
vz = (2,3,2).

Déterminer une base du sous-espace E de Az (R) de P'exercice 5.
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¥
Soit My, (K), Pensemble des matrices carrées d'ordre n & ceefficients dans K, ¢'est-&-
dire des tableaux d'éléments de K disposés sur n lignes et n colonnes. On définit sur
M (K), les lois (analogues & celles de l'exemple 3, page 5) :

@11 a1z ... &1n 11 bz ... bin
221 420 521 bzn
+ . . =
&l Y v b1 ov ... buan
@11 +b611 arz+biz ... an +bin
agy + bz cee eee ton thon
an1 + bn T
)y ayz - d1n Aan ,\au PR Aﬂ.ln
031 Y Aa P I 7
A = .
Gl .- .-+ 3nn Aenl1 cer v Aaan

1. Déterminer une base et la dimension de cet espace.

2. Montrer que les matrices triangulaires supérieures, c'est-a-dire du type

a1l 412 Qln
0 a
A= 22
i 0 [
0 Y

forment un sous-espace de A, (K). En donner une base et la dimension.

*
Cn appelle trace d’une matrice A € My (K}, la somme des termes de la diagonale
principale : Tr A = a1 + a2z + ... + @an.
1. Montrer que 'ensemble £ = {A € Mp(K) | Tt(A) = 0} est un sous-espace
vectoriel de Mn(K'). En donner une base pour n = 2.

2. Soit £ l'ensemble des matrices de M {K) & trace nulle et telles que la somme des
éléments de chaque ligne est nulle. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de
My (K). En donner une base pour n = 3.

IE' Soit £={PeRalz]: P=X+ (23 —3u)x+ pz?, (A p€R)}. Montrer que £ est un
sous-espace vectoriel de Bz [x] et en donner une base.

*
Soit £ {x) un polynéme & ccefficients réels, de degré n. Montrer que P et ses n dérivées
forment une base de By, [z].

Soit €™ ([a, 8], R) ensemble des application C™ de [2,b] dans RB. Montrer que les
familles suivantes sont libres :
a) {x, &*} b) {ez, 22} ¢} {=, sin x} d) {sin x, cos z}
e) {1, e®, e2®, .., ™® £) {1, sinz, sin2x, ..., sinnz}.

Soit F un espace vectoriel de dimension finie e, F|, G deux sous-espaces vectoriels de .
On note Vect (FUG) l'espace vectoriel engendré par FLG. Montrer que Vect (FUG) =
F4+G.

Peut-on généraliser ce résultat au cas de n sous-espaces, c'est-d-dire : Vect (Fy U Fp U
LU FRY= Fi 4.+ Fr 7 Peut-on généraliser e résultat en dimension infinie ?
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1. Soient Fy, F2, F3 trois sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E. Montrer
que :
Fin(BR+RB)oDFINnBR+RNFR

2. A-t-on linclusion contraire 7

*
Soient :

F ={AEM2(R) | A= (—ab 20'“’)}

—a

G = {AEMz (B) | A= (—ab —32aa++bb)}

Montrer que My (R) = F & G,

*
Soit A € Mg (K) et A la matrice de My (K) dont les lignes sont les colonnes de A.

1 2 -1 1 0 8
Poarexemple,si A= [0 1 3 alors *tA=]| 2 1 1
g 1 -1 -1 3 -1

t A est dite transposée de A. On dit que A est symétrique (resp. :antisyméirigue) si
4 = A (resp.: tA=—A)

1. Montrer que les ensembles Sy, (K) et An (R) des matrices respectivement. symé-
triques et antisymétriques sont des sous-espaces vectoriels de My, (K).

2. Déterminer une base et la dimension de &, (K) et de A, (K) pour »n = 3.
Généraliser & n quelconque.

3. Montrer que Mx (K) = Su (K) & An (K)

hk
Espace vectoriel des snites récurrentes

I. Soit B D'espace vectoriel des suites de nombres réels et £ C F 'ensemble des suites
vérifiant la relation de récurrence :

Unt+2 = Unt+l + 2Un {(n>=0).
1. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que les suites de terme général a, = (—1)® et b, = 27 forment une
famille libre de £.

3. Tenant compte du fait que les suites de £ sont univoquement, déterminées si on
connait up et w1, montrer que {an) et (ko) forment une base de £.

4. Déterminer les suites de £ telles que up =1 et w3 = 2.
II. Généralisation. Soit £ P'ensemble des suites de nombres réels vérifiant :
U2 = Gtntl + Fun (o, 5 € R).
On suppose que « et S ne sont pas tous deux nuls.

1. Montrer que £ est un espace vectoriel de dimension 2 sur R.

2. Chercher une suite de £ du type an = r™. Montrer que r doit vérifier une équation
de 2° degré. Lorsque cette équation admet deux racines réelles et distinctes vy et
r2, en déduire 'expression de u4» en fonction de up et de uy.

3. Montrer que lorsque I'équation de 2® degré admet une racine double r, les suites
an =77 et by = nr® forment une base de £,

4. Montrer que si A} et A2 sont deux racines complexes conjuguées de I'équation de
2¢ degré et A} = pei?, alors les suites an = p™ cosnf et by, = p" sinnd forment
une base de £.
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II1. Application. Déterminer le terme pénéral des suites définies par la relation de

récurrence :
Unt2 = Stptl —Bun

Un 42 = dUntl — dtn
Unt2 + tat1 + tn = 0.

ok .
Equations différentielles linéaires & ccefficients constants
L. Soit "équation différentielle :
¥ +ay +by=0
olt a,b €R et y = y(z) la fonction inconnue (réelle de variable réelle.)

1. Montrer que les solutions forment un espace vectoriel & sur R.

2. A l'aide du théoréme d’existence et unicité, montrer que dimp & = 2.

I1. Scit ’équation {dite équation caractéristique)
2 tar+b=0

1. Montrer que zi elle admet deux racines réelles vy, ro, alors la solution générale

est :
y=AelT + BT

2. Montrer que si I"équation caractéristique admet une racine double r, la selution

générale est :
y=(A+Bzx)e" "

3. Montrer que si 'équation caractéristique admet deux racines complexes con-
jugudes o 4 3, la solution générale est .

y = e (Adcosfz+ Bsinfx)

INDICATIONS

Seul I'axiome B.4 n'est pas satisfait {ce qui montre qu’il ne peut étre déduit des autres
axiomes).

IZI Vérifier les axiomes de la définition 1.1.

[ Jona: 041 Gry)zt-Gro)+1-G+y) 5 6@+y) +E+y).
D'autre part :

1+ (@ty) = A+1)-24+(0+ 1)y = (Ga+l-a)+(1-y+1y) = (@+a)+{y+y)

dolt: (z+y)+{z+y)={(z+a)+y+y)
En ajoutant & gauche —z et & droite —y (axiomwes 4.4, A.3) et en tenant compte de
Passociativité (axiome 4.1), on obtient =+ y =y + =.

IZ' F oul; (7 non.

\zl Pour E, vérifier la stabilité (proposition 1.4) ou, mieux, écrire A = a (é g) +

b (; _Gl ) +ec (g é) : E est I'espace engendré par les trois matrices mises en

évidence et, donc il est un sous-espace vectoriel de Ma {It).
F' ne contient pas la. matrice nulle.
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1. Qui.
2. Ne contient pas 'application nulle.
3. Qui.

4, Ne contient pas 'application nulle.

N 1 —%3 =4a . ]
Le systéme { ! 2 admet une solution unigue pour tous a et b,

221 +22 =b

1. Le systéme 21 + 2z vz + 23 v3 = 0 a comme solution ) = 2A, 20 = =), 23 =
A (A € B). La famille n’est pas libre. Relation de dépendance : 2v; — vo +v3 = 0.
La famille n'est pas génératrice, car le vecteur » = {a, b, ¢) ne peut s'écrire sous
laforme v =x1v1 +x2v2 + w3 v3 quesi: da—5b—c=0.

2. [l s’agit d’une base.

( é g ) s ( é _? ) . ( g (lJ )est génératrice et libre.

1 Q Q Q 1 Q 0
0 0 ; 0
. En= , B2 =

. O % 3 Q
o ... ... 0O 0 0

a ... 0

Eam=| g
o ... 1

(plus précisément, E;; est la matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui de
la i-izme ligne et j-ime colonne, qui vaut 1). dim M, (K) = n2.

Cette base est dite base cononigque de M, (R).
nin+1)

2. Engendré par {Et'.?'}sgj' La dimension est 1424 -+« 4+ n = —g

Veérifier la stabilité des lois.

B

Pour n =2, 4 € £ si et seulement 81 A = ( t:; ﬁb ) c'est-A-dire si et seulement
i

0

0

1 0 0 1 0
a=a(p L)re( 5 ) +e(

Pe& <= P=Xi(1+2z)+u(-3z+z%).
Pl =142z et Py = -3z + z2 forment une famille génératrice. Vérifier quil 8’agit
d'une famille libre.

); dm&£=3

Ecrire Ag P+ Ay PP+ Az P+ 4 A P17} = 0. En égalant & 0 les cosfficients, il vient
d'abord Ag = 0 car P est le seul polyndme de degré n. Ensuite Ay = 0 {cosfficient de
x"_l), ete. Appliquer ensuite le théoreme 1.21.
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a) Az+pue® =0 = (en dérivant) A+ ue® = 0. En faisant z = 0 dans ces deux

; : i =0 T e
équations, on obtient { Atu =0 ¢ dolt : A=u=0
On peut aussi donnerd z deux valeurs différentes. Par exemple x = D et 2 = 1. On
; . g =0 . C oy o _
obtient le systéme { Ape =0 quidonne : A=0, p=10.

Raisonnement analogue pour les autres.
1 Utiliser la proposition 1.36.

16 L 8i ze(FMNF)+(FinF3) alors z = y3 +y3, avec y2 € FiNF et
y3 € Fy N F3. Donc z € Fy N {Fy + Fa).

2. Non. Considérer, par exemple, les sous-espaces de la figure 14, page 29.

BasedeF:{Al,Az}avecA1=(é _?) Az:(_? é)

Base de G : {B1, B2} avec Bl=(1 3) Ba = (_2 i)

5] 5]

0 -2
Montrer que {A1, Az, By, B2} est une famille libre.
Appliquer les théorémes 1.21 et 1.38.

1. Montrer d'abord que¥ A € K, YA, B € My (K),onal(lA)=AtAdett(A+B) =
A+ tB. Se servir de ces propriétés pour montrer la stabilité des lois dans Sn{K)

et dens An(K).
2. A€ Az (K) sl et seulement si :

0 e b
A=]| —a 0
—-b -—c

0 1 0 0 1 0 0 0

=ag| -1 0 +b 04 0 ]J4+c|] 0 9 1

0 0 -1 0 0 a -1 0

En déduire que dim A3 (K) = 3. De méme : dim S3 (K) = 6.

Dans le cas général, les matrices antisymétriques sont caractérisées par les coef-
ficients strictement, au-dessus de la diagonale principale (la diagonale principale
est formée par des 0), et les matrices symétriques par les ceefficients au-dessus de
la diagonale principale, la diagonale comprise. Par conséquent :

L“; Y dim A, ()= 22D ("'2‘ 1)

oo on

dim S (K) =

A+ ta A—t4
3. Remarquer que ¥ A € Mn (K) : A:( +2 )+( 5 )

Utiliser la proposition 1.29.

[. 1. Vérifier la stabilité des lois,
2. Ecrire A(—1)* + u2" =0; fairen=0,n=1.
3. Pour toute suite (un) € £, montrer qu'il existe X et w1 tels que wy = A(—1)"+p 2"
faire n = 0, puis n = 1 et montrer que 'on peut résoudre le systéme en A et .
4 i
4. yup = — (13" — Z 2",
3 -1 3
I1. 1. Solent ag,a1,by, by des réels tels que ag by # a) bg. On considére les suites (a,),
(br) de £ dont les premiers termes sont respectivement ag,a) et bg,bi. Soit
(un) € £ Montrer qu'il existe un et un seul couple A, p de réels tels que :

up = Aao + pho
u1 = Aap 4+

En déduire que {an) et (b,) forment une base de £.
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2.

En excluant la solution triviale r = 0, ona: r2 —avr — § = 0. 8i ry et 3 sont
les deux racines réelles distinctes, an = ' et b, = r§ forment une base de £ et
pour toute suite de £, il existe A, u € R, tels que :

un = Avy + pry.

En faisant n = 0, puis n = 1, on détermine A et u en fonction de wup et w1.

3. Méme raisonnement.

4, On considére d’abord 'espace E' des suites complexes et £ le sous-espace des

1.

!20' L1

IL 1.
2.

suites de E vériﬁanj} la relation de récurrence. On obtient deux suites yn =
ot et g = ph e~ qui forment une base de £. La partie réelle et la partie
imaginaire de ¢y sont :

_pntyPn

an = Repy = 2 , bph=Imep, =

Pn — ¥n
24

Etant combinaisons linéaires de 5, et ', elles appartiennent 3 £ et, puisqu’elles
sont réelles, elles appartiennent & £. Vérifier qu’elles forment un systéme libre.

un = A2 + u3",

up = (A4 np) 2",
T

2w )
Uy = A COS ?n+p, sin

Montrer que & est un sous-espace vectoriel de 'espace des applications de R dans
B muni des lois de 'exemple 4, page 5.

. Le théordme d’existence et unicité affirme que Vg, z0 € R il existe une et une

seule solution y = y(x) telle que ¥(0) = wo et %' (0) = zg, dite « solution de con-
ditions initiales® (yo, zo).
Solent yn, zn, vo,wo € R tels que ypiwp # 7o vg et y1,yz les solutions de condi-
tions initiales respectivement (yo, zo), {¥o,wo). Soit ¥ une solution quelcongue,
de condition initiale (a, 3). Montrer qu’il existe un et un seul couple A, B € R,
tel que :
Avwo+Buw=u

{ Azg+Buwy =48

En déduire que 1 et y2 est une base de 5.

Vérifier que {e"¥ , e™2T} est une famille libre de solutions.

3. Vérifications analogues.
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Chapitre 2

La méthode du pivot
(ou méthode d’élimination de Gauss)

L’étude de I'indépendance on de la dépendance linéaire d’un systéme de vecteurs intervient
d'une maniére ou d’une autre dans tous les problémes qui se posent en algébre linéaire :
détermination de bases, calcul de la dimension, mise en évidence de sommes directes, etc.
Comme nous 'avons vu sur des exemples, le probléme se raméne souvent 3 1'étude d'un
systéme d’équations linéaires : savoir s'il admet des solutions, s'll ¥ a une solution unique,
voire déterminer les solutions. Aussi, 'étude des systémes linéaires est-elle sous-jacente &
tous les aspects de la théorie.

Dans ce chapitre nous expliquons la méthode du pivot qui fournit un algorithme simple
et pratique pour résoudre ce type de problémes. Une présentation rigoureuse de I'étude
des systémes linéaires sera donnée au chapitre 5. La finalité étant essentiellement d’ordre
technique - disposer d’un outil de travail ~ nous nous limiterons le plus souvent, & faire
comprendre la théorie sur des exemples, ce qui dans ce cas est largement suffisant, car les
aspects théoriques sont d’'une grande simplicité conceptuelle. Les raffinements de la méthode
et les questions liées au choix du pivot seront traités dans ’Appendice A.4.

2.1 Etude d’un systéeme d’équations linéaires par la méthode
du pivot

On appelle systéme d’équations linéaires un systéme du type :

an @1 +aiede + ot e Ty = by

g1 X1 +aGap X2 + 0+ Qop Ty = b2

AplTL T a2 Tz +  + pn Tn = by
Les a;; et les b; sont des éléments de K, donnés. Les x; sont dites ‘inconnues et
résoudre le systéme signifie déterminer les x; € K, s'il ¥ en a, qui vérifient toutes les
équations.
La méthode du pivot est fondée sur la remarque suivante :

Propriété 2.1 — L'ensemble des solutions d’un sysiéme linéaire ne change pas si Uon
effectue sur les équations les « opérations élémentaires» suivantes :

1. changer Uordre des égquations ;

37
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2. multiplier une éguation (premier et second membre ) par un scalaire non nul;

3. ajouter ¢ une égquation une combinaison linéaire des autres équations.

Quelques exemples suffiront pour comprendre comment exploiter cette propriété,
avant d’expliquer d’une maniére plus précise la technique.

Eremple 1. —
£y (224 y—2243w=1

Lg m+2y— z+2w=4
Ls 9:+3y+32—3w=5

On effectue des opérations élémentaires de manidre A faire disparaitre les deux coefficients
encadrés. Par exemple :

In 2z + y — 224 3w =1
Li=2E5—-30, ¥y +4z— 5w =35
Ly=2L5-3L, [3]y +122-15w =7

L’ensemble des solutions n'a pas changé. On répéte maintenant l'opération sur les deux
derniéres équations :

Ly 2z 4+y—224+3w= 1

On voit immédiatement que le systéme n’admet pas de solution.

Ezxemple 2. -
Ly r+2y— z=1
L2 2z 4+3y+ z=2
Lg t+4dy—6z=2
Ly z+2y— z=1 Ly z+2y— z=1
Li=Lp—2IL4 — y+3z2=0 — L [:I— y+3z=20

Li=La~1y 2y—bz=1 Li42L} I:z= 1

On a donc z = 1. En reportant dans "équation L5 on obtient la valeur de y: ¥y = 3. En
remontant maintenant dans "équation Iy on trouve : r = =2y+241=-64+14+1=4.
Le systéme admet donc la solution unique z = —4, y =3, 2 =1,

Comme on le voit, la méthode consiste & mettre le systéme « sous forme échelonnée»
de maniére & pouveir, en partant de la solution de la derniére équation et en remon-
tant, résoudre toutes les équations. Précisons cela.

Considérons une matrice, c’est-d-dire un tableau d’éléments de K rangés en lignes
et colonnes. Pour un systéme d’équations linéaires on appelle matrice du systéme
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la matrice des ccefficients des premiers membres des équations. Par exemple, pour
l’exemple 1., la matrice du systéme est :

Ly 2 1 -2 3
L 3 2 -1 2
Ls 3 3 3 -3

On notera L;, Lo, ... L; les différentes lignes de la matrice. La ligne L; sera dite i*™¢
ligne ou ligne d’indice i.

On dit qu'une matrice est échelonnée si les lignes commencent par un nombre de
zéros strictement croissant & mesure que l'indice augmente {¢’est-a-dire, par exemple,
la ligne Lz commence par un nombre de zéros strictement plus grand que la ligne
I et celle-ci par un nombre de zéros strictement plus grand que la ligne L;). Par
exemple :

2 3 1 01 2 6

[00] 718 20

[0 0 0 0 0] 6 2
0 0 0 0 0 0 0

est une matrice échelonnée, alors que la matrice

13 10159
[0 0] 718 20
[0 0] 510 6 2
[0 0 0] 3 215

n'est pas échelonnée.

Il est facile de se convaincre (la démonstration rigoureuse est lourde, mais elle n'est
pas difficile) que par des opérations élémentaires, on peut toujours mettre le systéeme
sous forme échelonnée, c’est-a-dire on peut remplacer le systéme par un autre dont la
matrice est échelonnée (I’'ensemble des solutions n’aura pas changé).

Pour cela, il faut d’abord que la premidre équation commence par un ceefficient non
nul, ce qu'on peut toujours faire en changeant éventuellement ordre des équations
(1*= opération élémentaire). Ce ccefficient non nul est dit pivot. (Si I’on reprend, par
exemple, Pexemple 1., le pivot est 2).

Comme on le voit sur Pexemple 1., on peut échelonner les deux premiéres lignes en
multipliant la ligne L par le pivot (ce qu’on a le droit de faire car le pivot est non
nul — cf. opération élémentaire b) ) et en lui ajoutant I’éguation L; multipliée par un
coeflicient adéquat. On procéde ainsi jusqu’a échelonner tout le systéme.
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Exemple 3. -

Ly z4+ 2y—-3z = 4 Ly

Ly | x4 3y+ z =11 Ly=Lz—L, I:] yt+ 4z =7
J—

Ly | 2xz4+ Sy—-4z=13 Li=Ly—2Ly |:\ y+ 22 = &

Ly |4z +11y =37 Ly=L4—4L: |:]3y+12z:21

Il s’agit maintenant d’échelonner les trois derniéres équations. Le pivot est & présent le
ceefficient de y dans 'équation L) (c'est-a-dire 1).

x4+ 2y-3z=4
Ly
o | Juraa=r
won ([ )=

Le systdme est maintenant sous forme échelonnée. On a immédiatement z = 1; en repor-
tant dans Lh : y=7—~4=3 etdans Ly : =4 — 6+ 3 = 1. Le systéme admet donc la
solution unique z =1,y =3, z =1L

Exemple 4. -
Ly [z—3y+4z—2w=25
L2 4 T— y+9z2— w=7
g lz-29y4+72-2w=9
Ly z—3y+dz—2w=>5 L1 x—3y+4z|-2w=>5
Liy=Lp—ILy 2y+5z+ w=2 -— I 29+ 5z |+ w=2
Li=Ly—i, yv+3z = 4 204 -L} z - w=8

Le systéme est sous forme échelonnée. En donnant & w une valeur arbitraire A, on met
en évidence le systéme dont la matrice est la matrice encadrée, qui admet une solution
unique pour chaque choix de A :

z—3y+dz|=5+2A
2y+5z [=2- A
z|=64 X

En résolvant, on trouve :
r=—-26—8X , y=-9-3x , z=44X , w=2X

z=—6l1—11x , y=-1d—-3X , z=64A , w=A

Le systéme admet donc une infinité & un paramétre de solutions.
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Méthode d’élimination pour la résolution
d'un systéme d’équations lindaires

Les exemples que nous venons de ftraiter illustrent suffisamment la méthode pour
résoudre un systéme d’équations linéaires.

1. 1l faut tout d’abord préparer le systéme en échangeant éventuellement 'ordre
des équations et des variables de maniére & ce que le pivot soit non nul !;

2. Om échelonne ensuite le systéme.
Deux cas peuvent se donner :

(a) : il se présente une équation du type :
Oz +0z2+---4+ 0z, =b avec b#0 (%)
Dans ce cas, il n'y a pas de solution : on dit que le systéme est incompatible.
(b} : il 0’y a pas d’équation du type (*).
57l se présente une équation du type
Dy +0a2+---+02,=0

elle peut &tre écartée. Une fois éliminées toutes ces équations, on aboutit
& un systéme du type :

¢ x,»—l—al,».,.l SR S A, T = b
$s+ --------- + pnTh = by

\,

ol les ccefficients encadrés (ceux qui sont au début de chaque équation)
sont tous non nuls.

On met ainsi en évidence une matrice échelonnée dont la derniére ligne n'a
qu'un élément non nul (cf. matrice encadrée).

Les inconnues qui apparaissent au début de chaque équation (celles cor-
respondantes aux ceefficients encadrés) sont dites inconnues principales, les
autres (s'il y en a} wvariables fibres {dans les exemples 2 et 3 il n’y a pas de
variables libres; dans 'exemple 4., &, ¥, 2 sont les inconnues principales,
w la variable libre}.

Deux cas sont possibles :

i) Il n’y a pas de variable libre.

'Nous verrons en Appendice A.4 les précautions qu'il faut prendre dans le choix du pivot, de
maniére & contréler les erreurs dues aux approximations numérigues dans les calculs.
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Alors le systéme admet une et une seule solution que I'on obtient en résolvant d’abord

la derniére équation et en remontant jusqu' la premiére.

ii) Iy a des variables libres.

On donne alors aux variables libres des valeurs arbitraires Ai, ..., Ap, on porte les
A; au second membre et 'on est ramené au cas précédent : il existe alors une et une
seule solution pour chague choix de A1, ..., Ay c'est-i-dire, une infinité de solutions

dépendante de m paramétres (m = nombre des variables libres).

Exemple .
L z 4+ 2y —2243w= 2 Ly t+2y—2z4+3w=2
L2 {2z +4y— 3z4+4dw= 5§ Li=Lz-2L, z—2w=1
Lz { b+ 10y —8z2+11lw=12 Li=Lz=5L1 2z —-dw=2

Ly t+2y—-2z4+3w=2
Lg—2L, z—2w=1
Li-2L) 0=0

Anssi, le systéme est-il équivalent au systdme suivant :

[z]+2y-22 143w =2
F2w=1

x et z sont les inconnues principales, i et w les variables libres. En posant y = A et w = o,

ona.

x—22|=2-2X-3p
zl=1 +2u

d'ou les solutions =4 —-2Xx+pu, y=Ai, z=1+2y, W= .

Exercices 1. 2. 3.

2.2 Cas des systemes linéaires homogénes

On appelle systéme lindaire homogéne un systéme d’équations linéaires dont le second

membre est nul :

a1 + @1zTy + -+ Q=10
a21&1 + Ga2X2 + o0 + Aoy =0

p1x1 + GpzX2 + - + Gpp Ty =0

Un tel systéme a toujours, bien entendu, au moins une solution, la solution nulle :
T =Ty =+ = I, = 0, dite solution triviale. Il est intéressant de savoir si le systéme

admet des solutions non nulles. A cet effet, on a :
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Théoreme 2.2 - L'ensemble des solutions d'un systéme linéaire homogéne é n in-
connues est un sous-espace vectoriel de K™. 5i le systéme sous forme échelonnée
comporte k €quations, espace des solutions est de dimension n — k.

En particulier un systéme homogéne avec plus d’inconnues que d’équations (n > p)
admet des solutions non nulles.

REMARQUE -La dimension de I'espace des solutions est égale an nombre de variables
libres qui apparaissent dans la forme échelonnée.

Démeonstration : La vérification de la stabilité des lois pour ’ensemble des solutions
est trés facile et elle est laissée en exercice.

Supposons avoir mis le systéme sous forme échelonnée et avoir trouvé k équations.
Il y aura donc k inconnues principales et n — k variables libres. Quitte & changer la
numérotation des x;, on peut supposer que les variables libres sont x,...,Zn_y et
les variables principales ©,_g41,...,%n. Une solution sera done du type :

S = ()"11 ey Aﬂ,—ka Tr—kt1y.-- ::Bﬂ}
ol les Tp_k41, ..., Tp S'expriment, lindairement & V'aide des X; :
Tn—bkel =@ A + o+ Gy Ap—k

Tn—k+2 = by + -+ bk An—k

done la solution générale sera le n-uplet

n—k n—k n—k
S= (,\1,..‘,,\,1_&, @ik, > bidi. .., sz)
=1 i=1 =1

que 'on peut écrire sous la forme :

= N (1,0,.‘.,0, a1, b, o L)+ A2 (0,1,0,...,0, Gg,bg,...,lg)
ek (0,0, Gy i)

On met aussi en évidence n — k solutions :

(0,0,...,1, Gnok, bty s lnie)

(obtenues en donnant au {n — k)-uplet (A1,...,An_x} Successivement les valeurs
(1,0,...,0), (0,1,...,0)...(0,...,0,1)). Elles forment un systéme de générateurs,
car la solution générale est combinaison linéaire de ces solutions. Il est facile de voir
qu’il s’agit d’une famille libre et donc d’une base de ’espace des solutions?. O

?Comme nous le verrons au paragraphe 4, cela tient du fait que la “matrice engendrée” est
échelonnée.
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REMARQUE — Comme on ’'a vu au cours de la démonstration, on obtient une hase de
solutions en donnant aux variables libres successivement les valeurs (1,0,...,0),
(¢,1,0,...,0)...(0,...,0,1).

Ezxemple
t+2y—3z+t-w=0
c+3y—4z +w =20
2e+by—Tz+1 =0

On raméne facilement le systéme 4 la forme échelonnée :

x+2y|—-3z2+t— w=0
y|l—- z2—t+2w=0

Les variables libres sont z, ¢, w ; I'ensemble des solutions est donc un sous-espace vectoriel
de dimension 3 de R®. La solution générale est :

z=A-3pu+bv, y=A+pu—-2v, z=A, t=p, w=v
c’est-a-dire :
S =(A=-3p+51, A+p—-2v, X uv)
= A(1,1,1,0,0) + 1 (~3,1,0,1,0) + » (5,2,0,0, 1)

Donc une base de I'espace des sclutions est :

(1: 1} 1) D) 0)} (_3} 1} D) 11 D)! (5s _23 0: 01 1)

Exercices 4. 5, 6.

2.3 Application aux familles libres et aux familles génératrices

I La famille {v1,...,vp} est-elle libre ?

Ezemple : Vérifier que les vecteurs de R?
= (1, --'2, ——'3) ) V2 = (2, 3, —1) N Uy = (3,2, 1)
forment une famille libre.

Il s'agit de savoirsiz v + Zova +zsv3 =0 = 21 =10, z2 =0, =3 = 0 ’est-d-dire si
le systéme :

z1+2x2+3x3= 0
-2z +3z24+2z22= 0
—3z1— 22+ 3= 0
admet comme seule solution, la solution nulle. On a :
Ly z1+2z2+ 325=0 L 1+ 232+ 3z3=0
Lhy=Ly+2L, Txa+ Bxa=20 Ly Tez+ B8xa=0
Li=Ly+3L4 Sxz+10z3 =0  7La-5L5 30x3 =0

dod: z, =0, 22 =0, 23 = 0. La famille est done libre.
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II Détermination les relations lindaires liant une famille de vecteurs

Exemple : Déterminer les relations linéaires lant les vecteurs de R? sutvants
n=(1,1,0,2) v2=(-1,0,2,1} va=(0,1,23 w=(1348)
1l g’agit de déterminer les »; (i = 1,...,4} tels que
i t+xzvz+xavs +2aa =0

c’est-a-dire les solutions du systéme :

L T1— T2 + z4a=10 Ly T1— X2 + z4=0
Lz 1 + z2+3x4=0 Ly=La—Ly To+ za+2x4=0
Ly 22+ 2x3+4za =10 La 2x2+ 233+ 424 =0
La L2214+ 2o+ 323+ 8z24=10 Li=L4—2L, 3za+32a+624=10
Ly T —x2| + T4 =0
Lh 2y |[+z3+2x4=0
L-2L 0 =0
£4-3L4 0 =0

En posant 3 = A 24 = y, on trouve :

wzz—)\—Q,u
p=—A—3u

d’ol1 les relations :
(A+3pun+(A+2p)ve—Avs—pua=0 D uneR)

En donnant an couple (X, )} les valeurs (1,0) et (0,1) on obtient les solutions indépen-
dantes :
vitvz—va=0 et v +2v2—vs =0.

I Vérifier si un vecteur appartient & {'espace engendré par {vi,...,vp} et
déterminer, le cas échéant son expression en fonction dew, ..., vp

Ezemple : Soit v = (3,9,—-4, —2). Montrer gue v € Vect{vy, va, va}, 0 on & v, =
(1,-2,0,3), v2 =1(2,3,0,—1), vs = (2,—1,2,1) et exprimer v en fonction de v, va, vs.

Il faut que I'on puisse trouver x1, x2, za, x4 € B tels que :
v =101 + £2V2 + T3 v
c’est-a-dire il faut que le systdme
1+ 232+ 223 = 3
—2214+322— z3= 9

2:.,"3 = —4
3x1— 224+ z3=-2
admette an moins une solution. On trouve facilement : x1 =1, 22 = 3, 23 = —2. Donc

v € Vect{v:, v, vs} et v=wv1 + 3w —2va.
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v

La famalle {vy,...,vp} est elle génératrice ?

Ezemple : Montrer que la famille 11 = (1,1,1}, v2 = (0,1,1), va = (0,1, —1} engendre
R3.

1l faut montrer que tout vecteur v € R*® appartient & Vect{vy, vz, 23} c'est-a-dire que
¥ (a, b, ¢) € B?, le systdme (a, b, ¢} = 2111 +T2v2 + 73 v3 admet au moins une sclution.
Ona:

L= =a L T =a
Ly s i tzetzy=0bh — Ly—Ly rat+ez=b—a
Lz \rmm+tza—x3=¢ L3=1, Tz—Tzg=¢Cc—aQ
r =4
_b+c—2a
— 1=y
. b—c¢
3:—
2

On a donc une solution z, 22, T3 pour tous a, b, ¢; la famille {v1, va, vz} est donc géné-

ratrice.

Déterminer une base de F NG,

Exemple : Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R engendrés respectivement par
{v1, va} et {un, we}, ot -

v = (1, _1101 2)) U2 = (21 11 3; l)! un = (11 11 11 1)} wa = (39 _49 4! 2)‘
Déterminer une base de FN@G.

Un vecteur quelconque v € F est du type v = Av1 + vz el un vecteur quelconque w € G
est du type w = evw; + Fws. Il faut donc trouver A, g, o, B € R, tels que :

Auvi+pve =aun + Sun

c'est-a-dire :
(A+2p =24, 3, 22+ p)=(a+38, a—45, a+48, a+28) (%)

ce qui donne le systéme :
A+2y =a+38
—A+ p =a—-48
Ip =a+4p
22 +p =o+2p8
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dont les inconnues sont A, i, o, 5. En portant « et 8 & premier membre :

Ly A+2pn—a—-38=0 L1 A+2p— a=-38=0
Ly | —A+ p—a+48=0 Lyi+ig 3p—-2a+ A=0
Lg 3pu—a—-48=0 - Ly 3pu— a—48=90
La l 20+ p—a-28=0 L4-21, —3p+ at+48=0

+2_u - a -38=0

— —Qa + g=0
[a] —-58=0

X, p, « sont les inconnues principales, 3 la variable libre. On tronve facilement, en fonction
deB:a=58 u=38 A=28

F NG est done défini par 'un des deux membres de (*) o A, i, & sont exprimés en
fonction de 8. On trouve : (83, 3, 98, 7/5) ce qui veut dire que F M G est engendré par
le vecteur (8,1,9,7).

VI E‘quations d’un sous-espace

Le probléeme est le suivant. On se donne une famille de vecteurs
F = {vi,...,vp} et soit F' l'espace engendré. Il s’agit de déterminer un systéme
d’équations linéaires dont les solutions sont exactement les vecteurs de F.

Exemple : Déterminer les équations du sous-espace de R® engendré par les vecteurs v =
(l) 31 _21 2} 3)\ e = (l} 4} _31 4! 2)\ v = (21 3\ _1| _21 9)

Une équation quelconque du systéme est du type :
exy +bartcaxztdsgatexs =0

En imposant que les composantes de w, ve, vs vérifient cette équation, on trouve le
systéme :

(pour v1) £, a+3b~2¢4+2d+3e=0
(pour v2) Ly a+4b—3c+4d+2e=0
{pourwvs) L; {2a+3b~- c—-2d+%e=0

Ly a+3b—2c+2d+3e=0 [a] +3b —2c+2d+3e=0
— Lp—Lq b— ¢c+2d—- e=0 — IEI_ c+2d— e=0
Ly-2L; —3b+3c—6d+3e=0 1] =0

En donnant aux variables libres, ¢, d, e les valeurs {1,0,0}, {0,1,0} et {0,0, 1} on trouve
le systéme :
-1+ Z2tz5=0
4y — 222+ 24 =0
—6z1+ z2+x5=0

Exercices : 7. 8. 9. 10. 11.
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2.4 Utilisation pratique de la méthode du pivot

Comrme on vient de le voir, les différents problémes sur la dépendance linéaire reposent
sur I'étude d’un systéme d’équations linéaires. Cependant dans la pratigue, la méthode
du pivot fournit une technique qui permet de s'affranchir de 1’étude du systéme et de
travailler directement sur les familles de vecteurs®.

Théoréme 2.3 - (Opérations élémentaires sur une fomille de vecteurs).

Soit {v1,...,v,} une famille de vecteurs. L’espace qu’ils engendrent ne change pas
st U'on effectue sur les vecteurs de la famille ['une des «opérations élémentaires»
suivantes :

a) changer Uordre des vecteurs;
b) multiplier un vecteur par un scalaire non nul;
¢} ajouter & un vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Démonstration :

a) Evidente.
b) D'aprés a) il suffit de montrer que si

E = Vect{v,...,vp} et F=Vect{kwv,..,vp} (aveck #0),

alorsona: F = F.

Soit y€ Fry=py(kvl) +puzva+ -+ ppvp; on a immédiatement y = (1 k) v1 +
pove + -+ pp vy Clest-d-dire y € E.

Réciproquement, si y € E, c’est-a-dire y est de la forme y = Ayv1+- + Apup, on a:

A
y=?1(kvl}+/\2v2+---+,\pvp

c’est-a-dire y € F.

c) D'aprés a) et b) il suffit de montrer que si 'on ajoute & v le vecteur v,
I'espace engendré ne change pas. C'est-a-dire que Vect{wvy, vs,..., vp} = Vect{v, +
Uz, V2. svp}'

Soit y € Vect{vy + vz, v2,..., ¥} :

y=pr(v1+ve)+pave + o+ pptp

Ona:
y=muvi+(pa vt - +upvy
c’est-a-dire : y € Vect{v1, vo,...,vp}.
Réciproquement, soit y € Vect{vi, v2,...,%} ¥ = Miv1 4+ + Aptp. On peut
écrire :
y=A{vr+w)+ P —A)vz+Azvs+ -+ Apvp,
et donc y € Vect{v) + vz, v,...,vp}. O

3Bien que l'algorithme que nous allons expliquer soit extrémement simple et pratique, 'on ne
doit pas perdre de vue les exemples du paragraphe 3. ; on peut cublier une technique, il ne faut pas
oublier ce qui est la démarche naturelle du raisonnement.
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie, {e1,...,ea} une base de E {que nous
noterons dans la suite simplement {e;}}. Comme nous 'avons vu au chapitre 1, (cf.
proposition 1.13), tout vecteur v € E peut étre caractérisé par un n-uplet d’éléments
de K (ses composants dans la base {e;}).

Définition 2.4 - Soit {vy,...,v,} une famille de vecteurs de E. On appelle matrice
engendrée par les vecteurs v; dans la base {e;} (ou plus simplement : matrice des
wvecteurs v;) la maotrice dont les lignes sont les composanies des vecteurs v1,...,v;

dans la base {e;}4.

1l est clair qu’aux opérations élémentaires du théoréme 2.3 correspondent les opérations
&lémentaires sur les lignes de la matrice engendrée, que nous avons vues au §1 (changer
les lignes entre elles, multiplier une ligne par un scalaire non nul, ajouter & une ligne
une combinaison linéaire des autres lignes}.

Comme nous Pavons vu au paragraphe 1., on peut toujours effectuer des opérations
dlémentaires sur une matrice de maniére a la mettre sous forme échelonnée. Du
théoreme 2.3 on & immédiatement :

Corollaire 2.5 - Les vecteurs lignes d’une matrice et les vecteurs lignes de sa réduite
échelonnée engendrent le méme espace vectoriel.

Le résultat suivant domne la clé de la méthods :

Théoréme 2.6 — Soit {v1,...,v,} une famille de vecteurs, A la matrice engendrée
(dans une base guelcongue) et A' une réduite échelonnée de A. Alors les lignes non
nulles de A’ donnent une base de Vect{vy,...,vp}.

Démonstration : Remarquons d’abord que les lignes non nulles de A’ fournissent
une famille génératrice de Vect{wv1,...,vp}, d’aprés le corollaire 2.5. Il suffira donc de
montrer qu'elles forment un systéme libre. La démonstration (cf. exercice 15} est plus
longue & écrire qu'a comprendre. Vérifions-la dans un cas particulier. Soit :

4 a b e d]
s 00 2 ¢ d&|
0 00 0 =1
G 00 0 0l

Vérifions que {vq, v3, v} est une famille libre, c’est-a-dire que :

T+t +rara =0 = x1=0,22=0, z3=0.

4Au chapitre suivant, nous construirons des matrices en mettant les composantes de certains
vecteuis en colonnes. On aurait pu adopter ici la méme convention avec les changements opportuns
dans les énoncés des résultats. Cependant nous avons préféré adopter cette définition d'une part
pour suivre de prés la théorie développée au paragraphe 1. (ol la notation en ligne s’impose) et
d’autre part pour souligner la signification différente des matrices que nous introduirons (et éviter,
par exemple, que l'an so0it tenté d’effectuer des opérations élémentaires sur les matrices qui seront
introduites an chapitre suivant).
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Cela donne le systéme :

43 =10
a1 =0
bxy + 22, =0
cxy +¢ x2 =0

dei+d'zp—x3 =0

La premiére équation donne z; = 0; en reportant dans la troisiéme on a x4 = 0 et,
en reportant dans la cinquiéme, z3 = 0.
11 est facile de se convaincre que, dans le cas général, on obtient un systéme échelonné

qui denne, de proche en proche : 21 =0, puis 22 = 0,. ., etc. jusqu'a 2, =0,
APPLICATIONS
I Ertraire une base d’une famille génératrice et déterminer

les relations liant les vecteurs.

Ezemple

Déterminer une base du sous-espace de R engendré par les vecteurs
" = (1| 1‘0‘ _1) U2 = (_]-s ]-s 130) Al = (0123 1} '_"1)

et les éventuelles relations lindaires.

1 1 0 —1|w«n 1 1 0 1w
-1 1 1 0 vy 0 2 1 -1 u;:ul +ug
0 2 1 —=1] w 0 21 —~1] vs

110 -1 =
— o 21 -1]|4
00 0 0] vjmvjus

Ainsi v1 = (1,1,0, 1) et v5 = (0, 2, 1, —1) forment une base de Vect{v;, ve, va}.
D’autre part v = O c’est-d-dire v4 — v3 = 0 ou encore v; + vz = ¢3 = 0, ce qui donne la
relation linéaire liant {1, ve, vz}.

II Compléter une famille libre en une base.
Détermination d'un supplémeniaire.

Exemple :

Montrer que les vecteurs
= (112}_1)03 l)} U2 = (2!1}1}111)1 U3 = (3}2)0) 112)

forment une fomille libre de R®. Déterminer deux vecteurs wi,ws de R® de maniére & ce
que {v1,v2, va, w1, w2} soit une base de RO
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1 2 -1 0 1] « 1 2 -1 0 1] =»
2 1 1 11 vy —F 0 -3 3 1 -1 Ué:vg—?ul
3 2 01 2 v 0 —4 31 -1 uf;=vg —3uy

1 2 -1 0 1] v
— 0 -3 3 1 -1
0 0 -3 -1 1 | 3v"3 -—4'u§='ug

Puisque l'on n’obtient pas de lignes nulles dans la matrice échelonnée, la dimension de
'espace F engendré par vy, ve, va est 3. {v1, vz, vz} est donc une famille libre, car elle est
une base de F' (notons que {v1, v}, vy } est aussi une base de F). Considérons la matrice ;

2 -1 0 17w
-3 3 1 ~-1|u
0 -3 —1 1.
0 0 1 Ofau
0 0 0 1] w

=T = R v R e R

Cette matrice est échelonnée, donc la famille {v),v},95, w1, w2} est une base de R°.
D’apres la proposition 1.30, page 22, {w1, w2} est une base d'un supplémentaire ¢ de
O

RE=Fad@

Donc B = {v1, v, v3, w1, wz } est une base de R® (toujours d’aprés 1.30).
et et

base de F' base de G

IIT Déterminer une base de F + G.

Notons que si §; et G; sont des familles génératrices de F et (7 respectivement, la
famille G, UG, engendre F'+G (cf. proposition 1.36, page 25). Il suffira donc d’appliquer
la technique de l'exemple 1. pour extraire de G; U Go, une hase de F' + (5.

Exemple :

Soit F' = Vect{vi,v2,v3}, ot : v» = (1,-1,0,2), v2 = (2,1,3,1),2a = (4,5,9,—1) et
G = Vect{un,wz} ot : w1 =(1,1,1,1) et ws =1(3,-4,4,2).
Détermaner une base F+ G.

On a: F 4+ G = Vect{v1, v2, v3, w1, w2}. On commence par extraire une hase de F et
une base de .
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Bage de F :
1 =1 0 2] wy 1 -1 0 2| w
2 1 3 1| g — |0 3 3 3| va-zur=v}
4 5 9 =1 » 0 9 9 ~9| wz—du=vf
1 -1 0 2| =
—lo 11 -1 %

0 0 0 0] v 3n
Ainsi B; = {v1, vy} est une base de F.

Base de G ¢
wh et we sont évidemment libres et donc Bz = {w), wa} est une base de &. Ainsl F+ G =
Vect{vy, vy, w1, wa}.

Base de F + @G :

1 -1 90 2| 1 -1 0 21 4
0 1 1 =1 0 1 1 -1
1 11 1) = - 0 21 —1| w=wi—w
3 -4 4 2| wy |0 -1 4 —4] ug=wz—3un
1 =1 0 27 4 el el 27 .
0 1 1 -1 01 1 -1
— —
0 0 —1 1| w-z2uf 0 0 -1 1| w-2ef
0 0 5 —5] ugtuf | O 0 0 O wptof +5(u1—20d)

Donc une base de F 4+  est donnée par les vecteurs (1,-1,0,2), (0,1,1,—1) et
(0,0, -1, 1).

v Déterminer une base de FN G

Exemple :
Déterminer une base de F NG ot F et G sont les espaces de 'exemple I1]. ci-dessus.

On vient de voir que, dim F + G = 3, done :
dim(FNG) =dim F +dim G —dim{(F+ &) =2+2-3=1

11 suffira done de déterminer un vecteur non nul de F N & Comme on I'a vu ci-dessus,
dans la dernidre matrice échelonnée le vecteur 43 + w5 + 5 (u1 — 224} est nul. On a ainsi,
en exprimant u; et ug en fonction des vecteurs de F et de (7 :

wy — 3o +va +5(w — v —2w5) =0

Et donc, en portant & premier membre les vecteurs de F' et & second membre les vecteurs
de G :

2v1 — Q’Uf:{ = Bwi + we

Mt p—— N, et

EF €3
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Exercices

Notons z le vecteur donné par 'un des deux membres de cette équation. Ona z € F el
2 € Gdonc z € FNG. Ainsi, le vecteur z = 5w +w2 = (8,1,9,7) est une base de FNG.

Exercices 12. 13, 14, 15.

EXERCICES
IZ' Résoudre les systémes suivants :
z+2y—3z =-1 2z4+ y—2z = 10
a) 3x— y+2z = T b} T4+ y+4z =-9
8x4+2y—-22z = 9 Tz+b5y+ z = 14
t—3y+7z =-4
c) x+2y—3z = 6
Te+dy— =z = 22

IZl Déterminer les valeurs de a pour lesquelles le systéme

T+ y— =z
x4+ 2y-taz

2z4+ay+ 2=

o

1
2
3
1. n’a pas de solution ;

2. a une infinité de solutions ;

3. a une solution unigue.

E Pour quelles valeurs de a, &, ¢ le systéme suivant admet-il au moins une solution ?

*+2y—- 3z=a
3z4+8y—14z=4
2z + dz=e

E Le systéme suivant
x—4y + £
r— y+2z2+1t

admet-il une solution non triviale ?

El Déterminer la solution générale et une base de 'espace des solutions du systéme

r— g+ z—= t+ w =0
z+ y+22— ={
2z -2y +3z— t+2w =90
4x—2y+62z-3t+3w =40

{ 22 -3y +3=z+t

i
oo o

Montrer qu'un systdme homogéne dans lequel les ceefficients d'une inconnue sont tous
nuls, admet une solution non triviale.
*
Montrer, 4 I'aide de la théorie sur les systémes homogénes le résultat du corollaire
1.19, 1. ; dans un espace de dimension n, toute famille ayant plus de n vecteurs est
lide.

i. Pour quelles valeurs de o les vecteurs

n =(1,-1,90,2), v =(1,0,1,2), va =(1,3,57), v4a =(0,2,3,a)

forment-ils une base de B%?
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2. Dans le cag ol la famille est lide, déterminer les relations linéaires qui lient ces
vecteurs. Quelle est la dimension de P'espace engendré?

3. Soit v =(-2,k,1,3). Pour quelles valeurs de k, v € Vect{vy,va,v3,v4} ?
Déterminer, dans ce cas, les composantes de v dans une base de Vect{v1, vz, vs,v4}.

Montrer que les polynomes Py =1, Fo =t —1, Py = (t— 1)* forment une base de Ralt].
Déterminer les coordonnées du vecteur P = 2$2 — 5¢ + 6 dans cette base.

Déterminer les éventuelles relations linéaires liant les polynémes suivants de B3 [¢] :
Pr=t34+482—-2¢t43 Po=282 41002 —3¢t+7 Pa=2¢"+4¢2 —6:+4.

. 1 -2 13 -1 1
MontrerquelesmatrloesA—(_2 1),3_(3 6),6‘—( 1 _B)forment

une base de l'espace vectoriel $p (R} des matrices symétrigues d'ordre 2, Décomposer

sur cette base la matrice M = (i g)

Boit F' le sous-espace vectoriel de B% engendré par les vecteurs
v = (1,3, _2:2p3)! v2 = (2,7,-5,6,5), v3 =(1,2,-1,0,4)
et G le sous-espace vectoriel de BY engendré par
wy =(1,3,0,2,1), w2 =(2,7,-3,6,3), wa =(1,1,6,—-2,-1).

1. Déterminer une base de F, une base de &, une base de F + G et une base de
Fng,

2. Déterminer les équations de F' + G.

Traiter les exercices 8, 9, 14, 11, 12, par les méthodes illustrées au paragraphe 4.

*
Montrer que les vecteurs suivants de €3

vi o= (144, 142i, i)
ve = {2, a-i, -1)
v3 = (0, —142i, 2+4i)

sont liés si €3 est considéré comme espace vectoriel sur € et sont libres si C? est
considéré comme espace vectoriel sur K.

&
Démontrer le théoréme 2.6 : les lignes non nulles d'une matrice échelonnée forment un
systéme libre.

INDICATIONS

a) Incompatible.

b) Selution unique (1, 2, —3).
¢} Une infinité de solutions & 1 parameétre : {2 — A, 242X, A).

‘Z’ En échelonnant, on trouve :
T4ty — z =1
¥+ (a+)z =1

{(2+¢)(3-a)z =3-a

Solution unique 8i 2 # —2 et a 7 3; infinité de solutions si @ = 3 ; systéme incompatible
pour ¢ = —2.
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Ec+2b—8a=0.

|Z| Le systéme a plus d'inconnues que d’équations.

E (42,8 = (A= At —2X 27 25) = A(5,1,-2,2,0)+ 1(~1,1,0,0,2).

Si, pat exemple, I'inconnue z; n’apparait pas dans le systéme, le systéme admet la
olution (0,...,0, 1 ,0,...,0).
5 it )

jéme rang
Boit {vl,...,vm} avec > o, En étudiant 2y vy + -+ - + %m vm = 0 on est amené & un
systeme homogéne en n équations et m > n inconnues, ayant donc une solution non
triviale.
1. On est amené 4 étudier le systéme :
1+ ®2+ z3 =0
—x + Jxa+224 =0

zg+Sxa+3x4 =
2x1+ 22+ Tes+axwy =0

On trouve o # 5,

2. Pour & = 5 on trouve v1 — 2v2 + v3 — v4 = 0. Donc dim Vect{w,...,m} =3 et
{vy, v2, va} est une base.
3. Sie#5 {¥1,...,uq} est une base de B4 et v € Vect{vy,...,va} pour tout

k € B. Pour les composantes on résout le systéme trouvé en 1. avec second

membre( -2, k, 1, 3). On trouve ;
X, =3+ Ak +5r, 23=16+5k+10r, 23=—3—k—5r, x4 =57

2+ k%
avec r= ——.
a—5
Pour &« = 5 : v € Vect{u, w2, v3, 1a} = Vect{v), v2, v3} si et seulement si
k= —2. On trouve :
?=—u1+6u —v3.

Comme dim Ry [¢t] = 3, il suffit de vérifier que la famille est libre ou qu'elle est
génératrice. Puisque on demande les composants de F il est préférable de vérifier
qu'elle est génératrice (pour ne pas avoir & refaire les calculs), c'est-A-dire que pour
tous a, b, ¢ € B il existe 1, 22, x3 € R tels que

at? bt te=xy+x2(t—1) 23t — 1)°
En identifiant les coefficicents de 1, £, £2 on est amené an systéme :

) —x23+ T3 =0
Tp—2x3=b
Tz =4

qui a une solution pour tous a, b, ¢. On trouve P =3 — (t — 1) + 2 (£ — 1)2,
6P —2P — P3 =4.

1 Puisque dim S3 (R) = 3 (cf. exercice 18, chapitre 1), il suffit de vérifier que la famille
est génératrice. En écrivant x A + ¢ B 4+ 2C = M on est amené au systéme :

T+ ¥y —z=a
—2x+3y+ z=¢b

z+6y—-3z=c

!E

On trouve :

1 1
M= 5(15a+3b—4c)A+g(5a+2b—c]B+(3a+b—c)C
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OCna: 39 —v—v3 =0, 5ug — 2w — w3 =0, dim F = 2, dim & = 2. Une
famille génératrice de F + G est, par exemple, {v1, v2, w1, w2}. On trouve la relation
v1 —vg — w1 +wz = 0. Done dim (F + &) = 3 et par conséquent dim FN G = 1. Une
base de F' + G est, par exemple, {v1, v2, w1}. Base de FN G : (1, 4, -3, 4, 2).
Equations du sous-espace F+ G az1+ bzt czz+dzatexs = 0 avec a, b, ¢ vérifiant

le systéme :
a+3b—-2c+2d+3e=10
2a+7b—-5c+6d+5e=0
at+3b +2d4+ e=1
On trouve a = —Te +4d, b= 2e — 2d (avec e et d variables libres) ce qui donne les

équations de F+ G :
Te1+2xat 2z +xs =0
dx) —2x2 4+ x4 =10

Calculs standard.

En échelonnant la matrice
144 1424 8 vy
2 4-1 -1 g
0 =1-+2¢ 244 va

on trouve v3 = (1 — i) vy — va.
Si €% est considéré espace vectoriel sur R, dans la base
' (1,0,0, (,0,0), (0,1,0), (0,4,0), (0,0,1), (0,0,4)
la matrice engendrée par v1, ve, w3, est :
[1 1 1 2 0 1] up
20 4 =1 =1 0] v

00 -1 2 21

Par récurrence sur le nombre n de lignes de la matrice échelonnée. Pour n = 1 trivial.
Solent #1,...,vn les vectewrs lignes d'une matrice échelonnée. La matrice engendrée
par z,...,vn est échelonnée ; done dim Vect{vz,...,vn} = n— 1, d’aprés 'hypothése
de récurrence. Montrer que v; & Vect{vs,..., 0.} et que dim Vect{v1, v2,...,tn} = n.



Chapitre 3

Applications linéaires et matrices

La structure d’espace vectoriel ne devient vraiment intéressante que si 'on introduit la notion
d’application linéaire. Il s’agit des applications entre espaces vectoriels qui, dans un sens que
nous allons préciser, «conservent la structure d’espace vectoriel».

Dans ce chapitre, qui est un peu l'axe de tout le reste du cours, nous allons donner essen-
tiellement les définitions et les résultats élémentaires de hase.

3.1 Applications linéaires

Définition 3.1 - Soient E et B’ deux espaces vectoriels sur le méme corps K et f
une application de E dans E'. On dit que f est linéaire, si :

o) flo+w)=f@)+f(w), Yo,wekE;
b)) f(Avy=Af(v), Yve B Vi€ K.

L’ensemble des applications linéaires de E dans B est noté Lx (B, E'Y ou, plus sim-
plement, L (E, E').

REMARQUE - Si f est lindaire, on a: f(0) = 0.
Il suffit, en effet, de faire A = 0 dans f{Az) = A f(z).

Certains types d’applications linéaires sont particuliérement importants; nous y re-
viendrons largement dans la suite. En voici les définitions :

Définition 3.2 - On appelle endomorphisme de E, une application linéairede E
dans E (méme espace de départ et d’arrivée). L'ensemble des endomorphismes de E
est noté Endx (E) ou, plus simplement End (E)?.

On appelle isomorphisme de E sur E' une application linéeire bijective de E dans E’.

Ezemple 1. -
fi E — FE

u —_ 0

est une application linéaire dite application nulle.

1Une autre notation courante est £y (E) ou encore £{E).

57
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Exemple 2. -
dg: E — FE

u _

est un endomorphisme de E dit identité sur E.

Exemple 3. -
f: R — R?
(z1, 72,23} F— (Zzptwz. 22-22)

est une application linéaire.

En effet, si v = (21, @2, #3) et w = (31, y2, y3), on a:

Flv+w) =f(($1 +y, T2+ 12, @3 +‘y3))
= (2(21 + 31) + (z2 + 92), (22 +12) — (:c3+y3))
= (21 +23) + (231 +w2), (w2 — 20} + (2 —33)) = £ (0) + f (w)

FOw) =f((m1, Az, )\:c3)) = f((2A$1+/\;f;2, sz—)ws))
= f()\ (221 + z3, T2 — xs)) =Xf ((2:-:‘1 + z3, 2 — 1‘3)) = Af (v}

Comme on peut s’en rendre compte par cet exemple, la linéarité de f tient au fait
que les composantes z; dans espace d’arrivée (ici R?) apparaissent toutes & la puis-
sance 1 : plus précisément chaque composante dans 'espace d’arrivée est un polynéme
homogéne de degré 1 en les x;. Nous verrons cela d'une maniére plus précise dans la
suite.

Ainsi, par exemple, 'application

F R} — R?

(w1,722,83) +—— (27-m2, zma+ws)

n’est pas linéaire (ni a), ni b) de la définition 3.1 ne sont satisfaites & cause du terme
au carré). De méme -

f: R — IR2

{(z1,22,23) +— (222, z2+321)

n’est pas lindaire (2z;7; est un polyndéme homogéne de degré 2 en % et en z3), pas
plus que :
I R — R?

(z1,®2,%2) +— (2e1+32zataats, ar—2watws)

(221 + 312 + 23 + 5 n'est pas homogeéne, étant somme d’un polyndme de degré 1 et
d'un polyndme de degré ).

Erxemple 4. -
f: B — R
(21,52, 23) +—— —z1+2x2450;

est une application linéaire.
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Exemple 5. — Soient C° ([0, 1], R} et C' ([0, 1], R) les espaces vectoriels des applications
f : [0,1] — R respectivement continues et continues a dérivée continue. I’application :

D :C'{([0,1], R)—C"([0, 1], R)
est une application linéaire, puisque{ i
D(f+9)=(f+9)=f+9 =Df+Dg
D= =xf
sircR et f,geD([0,1], R)

Ezemple 6. - Soit E = Fy @ Es; alors tout vecteur x € E s'écrit d'une maniére unique
rx=z1+%2 o0 11 € B et xp € By,
L'application :
pry: E — E
g1tz w1

est une application linéaire dite projecteur sur E) parallélement & Ea.

Ey
Xoy f—— - &
L3
’
’
rs
Cd
I
r
O L;
Y o
,
I
,
E] /}!
Figure 1

Exemple 7. — Soit vgp # 0 un vecteur de E; Papplication translation définie par
t: E —FE

H F=—ru4ug

w'est pas linéaire (noter, par exemple, que : {0} = vy # 0)

Exercices 1. 2. 3. 4.

3.2 Image et noyau. Image d’une famille de vecteurs

Proposition 3.3 - Soit f : E — E’ une application linéaire et F un sous-espace
vectoriel de E. Alors f (F} est un sous-espace vectoriel de E’.

Brn particulier f(E) est un sous-espace de E' appelé image de [ et noté Im f. Sa
dimension est appelée rang de [ et est notéerg f :

rg f := dim(Im f)
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En effet, soient 11, y2 € f(F) ; il existe alors z1, 22 € F tels que 31 = f(z1), y2 = f (22).
On a:
ity =f(z)+flz2)=flz1+z2); donc: w4y € f(F)

De méme si y € f(F) (y:f(z:)avecmeF),ona:
Ay=Af(z)=f{Ax); donc: Aye€ f(F) a

Proposition 3.4 - Soit f € L{E, B’} et
Kerf:={z e E|f(z)=0}

Ker f est un sous-espace vectoriel de E appelé noyau de f. 2

Eneffet siz, yc Ker f,ona:

flety)=flx)+fy)=04+40=0; dong : z+ye€Kerf
Flaz)=Af(z)=20=0 ; donc : ArcKerf 0

Proposition 3.5 - Soit f € L(E,E"). Alors [ est injective 51 et seulement si
Ker f = {0}.

En effet, soit Kerf = {0} et z, y € F tels que f(z) = f(y}. Ona: f(z} - f(y) =0 don
f{x—¥) =0 Alnsi z — y € Ker f = {0} et donc z = y c’est-a-dire f est injective.
Réciproquement, supposons f injective et soit = € Ker f, c’est-a-dire f(z) = 0. Puisque
f(0) = 0 pour toute application linéaire, on a f(2) = f(0). Comme f est injective, z = 0
et done Ker f = {0}. O

Exemple 1 - Soit F = Ey @ Ez et pry le projecteur sur E; paralltlement & F.
{cf. exemple 6., page 59}. On a : Im pr, = E1 et Ker pr, = E2, comme on le vérifie
immédiatement.

Exemple 2 — Soit :
D Rlz] — Riz]
P — P,

Le noysu de D est formé par les polyndmes constants. D’autre part, Im D = R [z], car si

PeRlz], Q(z) := f P (t) dt est un polynéme et on a @' = P c'est-d-dire DQ = P.
o

Fxremple 3 — Soit :

f

. 3 - 3 xr = r 4+ Yy — 2z
I R . R, ., ou: ¥ = 20+ y—3z
(213,%) @y Y= 3242y 4z

Ker f est Pensemble des triplets (z, y, z) € R® qui vérifient le systéme :

z + ¥ - z =0
2z + y — 3=z 0
0

3z + 2y - 4=z

2Ker pour kernel = noyau, en anglais.
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On trouve facilement & = 2X, y = — A, z = A ; C'est-a~dire Ker f est la droite vectorielle
engendrée par le vecteur (2, -1, 1).

Pour ce qui est de Im f, on a :

(z', ¥, #') € Im £, si et senlement si, il existe (z, y, 2) € R® vérifiant le systéme :

z + yv - z = 4a
22 + y — 3z =

e

s

11 s'agit donc de savoir pour quelles valeurs de z’, ¢/, 2* ce systéme est compatible. En
échelonnant, on trouve :

zt+y—z =1 t—y—2z ==z
-—y—2z =y -2z — y+z =2x'—y
-y—z =2 -3z 0 =22" -y +2'—32

la condition de compatibilité est 2z’ —y' + 2’ — 32" = 0 cest-d-dire 2’ + ¢ — 2’ = 0.
L’image de f est donc le plan de R® d'équation 2’ 4+ — 2 = 0.

Proposition 3.6 - Soit f € L(E, E’) et {v;},o, une famille de vecteurs de E.

1. Si f estinjective et la famille de E {v;},¢,; est libre, alors la famalle {f (vi}};c;
de E' est libre.

2. 8i f est surjective et la fomille {vi},.; est génératrice de E alors la famille
{f (vi)}ics est génératrice de E'.

En particulier si f est bifective Uimage d’une base de E est une base de E'.

Démonstration :
1. Supposons la famille {v;},.; libre et soit f injective. Pour toute famille extraite
{Var; s Va, }, & relation
M f(vay )t g f(ve,) =0
implique f (A1 va, + -+ Ag v, ) = 0, Cest-d-dive Ay v, ++ -+ Ag ta, € Ker f.
Or Ker f = {0}, donc
AlVay +- -+ Agva, =0

et puisque la famille {v;},., est libre, on a Ay = 0,...,A; = 0. Donc la famille
{f (vi)};¢; est libre.

2. Soit y € E’ quelconque; puisque f est surjective, il existe z € E tel que y =
f (z}. D'autre part la famille {v;},., est génératrice, donc z est de la forme

3:=)"~1'Uct1 +"'+/\p1-’arp
dott ¢ fx) = M f(Va,} + -+ Ap f (va,). ¥ est donc combinaison linéaire

d’éléments de la famille {f (v;)};c; et, puisqu’il est choisi arbitrairement dans
E’, la famille {f (v;)};c; est génératrice. O

Théoréme 3.7 - Deux espaces vectoriels de dimension finie soni isomorphes, si ef
seulement si, ils ont méme dimension.
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En effet, s'il existe un isomorphisme f : £ — E’, I'image par f d’'une base de E est
une base de E’, donc E et E' ont méme dimension. Réciproquement, supposons que
dim E = dim E” et soient {e1,...,en}, {€,...,€,} deux bases respectivement de E
et E'. Considérons 'application f : E — E' construite de la maniére suivante :

-pour k=1,...,n onpose: f(ex)=ce};
-siz =) 4  Tkex onpose: f(z) =3¢, @k f(er) =1, Tk €k
(en d’autres termes, on définit f sur la base de E et on la prolonge par lindarité sur

E tout entier). On vérifie facilement que f est linéaire et bijective (la vérification est
laissée en exercice}. O

REMARQUE. — Comme on le voit de la démonstration, l'isomorphisme de E sur E
dépend du choix des bases dans E et dans E' et en général il n’y a pas d'isomorphisme
canonigue.

Dans le cas on les espaces E et E' sont de dimension finie, les dimensions du noyau
et de l'image de f sont lides par la relation donnée dans le théoréme suivant, I'un des
plus importants en Algébre Linéaire :

Théoréme du rang . 3.8 — Soient E et E' deun espaces vectoriels de dimension
finte et f: E— E' une application linéaive. On a alors :

dimE = g f + dim(Ker f)

Démonstration :
Supposons dim E = n, dimKer f = r et montrons que dim(Im f) =n — .
Soit {w1,...,w,} une base de Ker f, et {v1,...,vn_,} une famille de vecteurs telle

que {wW1,...,Wr, V1,...,Vn_r} S0it une base de E. Soit B = {f (v1),...,f (¥n—r)}.
Montrons que B est une hase de Im f.
- B engendre Im f,

Soit, en effet y = f(z) € Im f. Comme x € F, z est de la forme 2 = aywy 4+ -+ +

GrWp +b11 + -+ bp_pr Uy p. On a done :

¥y = ﬂrlf(lb’l) +"'+arf(wr)+blf(vl) +“'+bn—rf(ﬂn—r)
= bl f(vl) + -+ bn—rf(vn—r)

ce qui montre que 5 engendre Im f.
- B est libre.

Supposons que Ay F{v1)+ -+ An_r f(n—r) =0jonaura f(A - +Hhrtny) =0

dong :

Mvr 4+ Ayt € Ker f
Par conséquent, il existe a1, ..., 0, € K tels que :
Mr1t ot A Un—p=arwy + -+ ar Wy
c’est-a-dire :

MU+t A Uy — @1 — o — Gy = 0
Puisque la famille {v1,...,vn—pr, w1,...,wr} est libre, les coefficients de cette com-
binaison linéaire sont tous nuls; en particulier : A; = 0,..., s~y = 0, C'est-a-dire

B est libre. O
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Ce théoréme a un corollaire important. Pour montrer qu’une application linéaire est
bijective, il fant montrer qu’elle est injective et surjective ; cependant, dans le cas de
dimension finie, si la dimension de 'espace de départ et celle de 'espace d’arrivée sont
les mémes, il suffit de démontrer 'une des deux propriétés - soit I'injectivité, soit la
surjectivité :

Corollaire 3.9 - Soit f € L(E,E), E, E' étant deux espaces vectoriels de méme
dimension finie (en particulier, par exemple, si f € End E, avec E de dimension
finie). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est injective.

2, [ est surjective.

3. F est bijective.

Démonstration : 1l suffit, bien entendu de montrer que 1. est équivalent A 2..
Comme on I'a vu (cf. proposition 3.5}, f est injective si et seulement si Ker f = {0}.
Puisque dim E = rg f + dim(Ker f}, f est injective si et seulement si dim F =g f,
¢’est-d-dire dim E = dim(Im f}. Or, par hypoth&se, dim E = dim E’, donc f est
injective si et senlement si dim(Im f) = dim E’. Puisque Im f C E’ cela équivaut &
Im f = E' (cf. proposition 1.22, page 19), ¢’est-&-dire f surjective. O

BREMARQUE. — Ce résultat est faux en dimension infinie. En voici un contre-exemple :
I'application

est surjective et non injective.

Exercices 5. 6. 7. 8, 9. 10, 11. 12. 13. 14, 15. 16.

3.3 Matrices et applications linéaires

Si B’ est un espace vectoriel sur K et A un ensemble quelconque A # @, ’'ensemble
des applications f : A — B’ est muni d'une structure d'espace vectoriel sur K par

les lois :
f+g: A — F Af: A — F

x F—  f(x)t+e(z) x = Af{z)
(cf. exemple 4. page 5). En particulier Ly (E, E') est un sous-espace de l’espace
vectoriel des applications f: E — F' :

Proposition 3.10 - L (E, E') muni des lois :
f+g: E — F Af: B — F

¢ = fla)+g(x) & = Af(x)

est un espace vectoriel sur K. De plus, si f € Lx (E,B') et g€ Lx (E',E") alors
gofe Ly (E,E"} etona:
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go(f+h) = gof+goh

(g+k)of = goft+kof

go (Af) = Agef Vi helelE, B, Yo, ke Lg(E,E"), VA€K
{avee la terminologie de UAppendice A.1, End g (E)} est donc un annean pour les lois + et o J,
Enfin, si f est bijective, f~1 est lindaire.

La vérification est laissée en exercice (cf. exercice 2).

a) Matrices

Dans le cas ot L (E, F') est de dimension finie, disons de dimension r, moyennant le
choix d'une base on peut associer 4 toute application linéaire f un r-uplet d’éléments
de K, les composantes de f. Pour des raisons que nous verrons par la suite, ces
composantes sont rangées non pas sur une ligne mais sur un tableau ayant un certain
nombre de lignes et de colonnes, que 'on appelle matrice associée & ’application
linéaire f.

Définition 3.11 - On appelle matrice de type (p, n) 4 cefficients dans K un tableau
A de pn éléments de K rangés sur p lignes et n colonnes :

11 @iz ... Gin
az1 Q2 ... @ . .

A= i 2z . ou, en abrégé : A = (a)}, ou aussi : A = ||au|].
Upl Gp2z ... Gpn

L'ensemble des matrices ¢ p lignes et n colonnes est noté My , (K). Sin =p, Mp, (K)
est noté : My (K).

Ainsi, par exemple :

L3 1 12— 3+4i
€ Mgz (R) 0 14z ¢ e Ms (C)
o1 2 -2 1

Remarquons que dans la notation que nous venons d’adopter, a;, désigne 1’élément

de la i-#me ligne et de la k-éme colonne 3 :
amo
//7 “““\.,‘
indice de ligne indice de colonne

Une autre notation que nous emploierons aussi dans la suite, est la «notation par
colonnes» :

Q1%

azk s
A=lle,....enll, ol ex= ) est la k™M colonne

Apk

Sur I'ensemble M, , (K) on définit les lois :

#Cette notation est appelée parfois «notation LICO» pour : Llgne-COlonne



3.3 Matrices et applications linéaires 65

e addition :si A = (ai), B = (bix) ,onnote C = A+ B la matrice {c;) telle

que :
Cit = Qi + i, Vi, k

e produit par un scalaire : si A = (a;x) et A € K on note AA la matrice
(Aaix) c’est-a-dire la matrice obtenue en multipliant tous les éléments par A.

Par exemple :
2 -1 0 3 n 1 2 0 4 _ 310 7
1 21 -1 31 -1 2] 04301
5 2 -1 0 3 _ W -5 0 15
1 21 -1 - 5 10 5 -5
1l est facile de voir que, muni de ces lois, My, ,, (K) est un espace vectoriel sur K.
L’élément neutre est la matrice dont tous les éléments sont muls, dite matrice nulle,
notée 0. L'opposée de la matrice (@) est la matrice (— ag).

Proposition 3.12 -

dim, M, . (K)=pn

En effet, on vérifie facilement que les pn matrices, dites matrices élémentaires

0 0 0
1 0o --- 0
0 = v 0 : : : \
Bu=| . s Ba= 0 - 1 0 | Mg, L,
0 0 :
0 0 0
0 --n--- 0 i
PR 0 k5™ oolonne
Epu=| .
O eeens 1

forment une base de M, (K) dite base canonique (cf. exercice 10, chapitre 1).

b) Matrices associées aux applications linéaires

Solent F et B’ deux espaces vectoriels sur K, de dimension n et p respectivement, et

f: F — E’ une application linéaire. Choisissons une base {e1,...,e,} de E et une
base {e1,...,£,} de E'. Les images par f des vecteurs e1,...,e, se décomposent sur
la base {e1,...,ep} :

fler) =anertanert+ - +apep
f (e2) =a12&; tazxcrt - +apep
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Définition 3.13 - On appelle matrice de f dans les bases {e1,...,en}, {€1,...,8p}
la matrice notée M (f)e, o, appartenant @ My ,, (K) dont les colonnes sont les com-

posantes des vecteurs f(e1),..., f (en) dans la base {e1,...,€p} ©
a1y 4i2 ... fan
21 @22 ... U2p
M(f)ee,sj =
apl GPQ - a-pn
T 1 T
fler) fle2) fien)
On utilisera aussi la notation : |{f (er},. .., f (en)lls,-

5%l n'y a pas d’ambiguité possible, on écrira aussi M (f) & la place de M (f)e,,¢;, mals il est
clair que la matrice associée & f dépend du choix des bases de E et E'.

Dans le cas olt f est un endomorphisme, on peut choisir la méme base dans E con-
sidéré comme espace de déport et d’arrivée. Dans ce cas, on notera M (f}., au lien
de M(f)génej'

Proposition 3.14 — Soient E et E' deux espaces vectoriels sur K de dimension n
et p respectivement, {e;} et {¢;} des bases de E et E'. Alors Uapplication :

M SR ) s M, n(K)
o= M (e

est un isomorphisme d'espaces vectoriels c’est-d-dire :

M{f+g) = M(}+M(g) o
{ MM =AM et M est bijective.
En particulier : dimg £(E,E') =np

Démonstration : On a en effet :

M(f+gles,e; = F+g)(er)s.., (f +9) (en)lle,
= [fler) +glen)s..., flen) +9(en)fe;
= [If (erh -, f (eale; + g en), - . g (en)fe,

d’apres la définition de 'addition des matrices, ¢’est-a-dire :
M(f+g)3{.5j = M(f)girEj + M(Q)Gs,sj-
De méme, si A € K :

M(Afese; = A @) s (A flenlls, = 1A Flea)s-- . A S (en)lle,
= /\Hf(el)s vt !f(en)”ej .

Donc M est linéaire.
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D’autre part M est surjective. Soient, en effet :

a1n - Qp
21 '+ Qzn

A= . . € My, (K)
apl a_pn

et f € L{E, F') définie de la maniére suivante. On pose d’ahord :
fler) =anetariea+--+opmep
On prolonge, ensuite, f par linéarité sur E, c’est-a-dire, si :
z=Mer+-+A e, €F,

on pose !

f(x}=/\1f(31)+”'+/\nf(en)'

Tl est facile de vérifier que f est linéaire et que A = M (f)e, ¢,
Enfin M est injective. Soit en effet f € Ker M :

0 0

o - 0
M= .

0 0

1T

fler)  flen)

Ceci signifie que f(e1) =0,...,f{(en) = 0. Donc, siz = Ae1+---+ Apen € E, on
aura f(x) =X f(e1) + -+ Ap Fen) = 0, est-d-dire f = 0. D’aprés la proposition
3.5, f est injective. O

Ezemple 1 -
Soit F de dimension n et idg: E — E

@ — =

Considérons une base {e;}. On a : idg (e;) = ;. Done :

1 0 ... 0
Midme=| ¢ 1 % (1 : 8lément unité de K)

0 .0

0 ... 01

Cette matrice est notée I, ou simplement I et est appelée malrice unité de My (K).
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Exemple 2 -

Soit E=R% et :
pry: R? — R?

(z,y) > (z,0)

Considérons la base canonique de RZ, On a:

pr, (1) = e
prylez) =0
1 0
Done : Mipr,)e, = ( 0 0 )

Eremple 3 -

Figure 2

Soit E = R? et f la projection sur la premidre bissectrice parallélement & la seconde
bissectrice. {e1, ez} étant la base canonique de F, on a :

Fle=flea)=e=g(ete)

LY
Sf@)
U
hRH >z
Figure 3
donc : M (fle, =3 (
Exemple 4 -

Soit E = B? et f la symétrie par rapport a I'axe
Oz parallélement & I'axe Oy. Soit {ei, ez} la hase

canonigue; on a :

fle)=e, fle) =—e

M=o 3)

Dong ;

¥
&
Tl “e1 + €3
|
. 1
. |
g !
W |
L L'
Figure 4
U
iy
]
]
]
€2 1
1
I
- ' .
& - : I
|
I
I
|
I
f(v)

Figure b
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Exemple 5 -

Dans le plan B? rapporté & la base canon-
igue {e1, e2}, on considére la rotation
de centre O et d’angle & (nous verrons
au chapitre 7 la définition précise de

rotation ; pour le moment, on peut se "
contenter de la notion intuitive).
On voit facilement {cf. figure 6) que :

fler) = cosfle; +sinfer U

flea} = —sinfe; +cosben flez2)
et donc : ': 6 n fler)

_f cos@ —sind E PR
M (f)es = ( sin®  cosd ) o e >
Figure 6

Exemple 6 -

Soit {€1, €2} la base canonique de R2 ot {e1, ez, ea} 1a base canonique de R®. On considére
l'application linéaire :
F7 g WEECNE
(myz) F—— (z-y,z2-y)

Ona:

fla) =f(1,0,0)= (LO) = &
f(eﬂ) =f(0} 11 0):(_1) _l) = —£&] —£2
fles) =f(0,0,)= (0,1) = &2
Donc :
1 -1 0
Mo = (o 11 1)
Ezemple 7 -
On considére I'application :
W R — R
(xlr"'sxﬂ) — 1 ¥+t Gnn
En munissant B" de la base canonique {e1,...,en} et R de la base canonique {c} (c’est-
&diree=1),ona:
w(e;|)= f(l,O,,O) =a1=4a1¢€
w(e) = f(O,l,O,‘.‘,O} =Gy =2 e
w[e“)z f(O,...,O,l) =ln = n o

Ainsi :
M(whe, e ={G1,...,8n)

Exercices 17. 18. 19,
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3.4 Produit de deux matrices

Au paragraphe précédent, nous avons défini sur les matrices les opérations d’addition
et, de produit par un scalaire. En vertu de la proposition 3.14, ces opérations corre-
spondent aux opérations analogues sur les applications linéaires, ¢’est-a~dire on a :

M(f+g) =M({f)+M(g)
M} =AM(f)

Nous allons maintenant définir une nouvelle opération, le produit de matrices. Comme
nous le verrons (cf. proposition 3.19), elle correspond a la composition des applica-
tions, en ce sens que :

M(fog)=M(f) Mg

Tout d'abord, remarquons que la composition des applications ne peut se faire pour
tout couple d’applications, mais uniguement si 'espace d’arrivée de ¢ est inclus dans
I'espace de départ de f. Cette situation va se retrouver sur les matrices : le produit
ne peut s'effectuer qu’entre matrices d'un certain type.

Définition 3.15 - On appelle produit de matrices Uapplication :

Mpn(K) X My (K) — My, (K)

(@) ) {bmk) = {cn)
ot : Cik = Q41 b]k—l—ajz bzk+"‘+ajn bk,

En d’autres termes, 1'élément ¢;z de la j®me ligne et k¥ colonne du produit C = AB
est la somme des produits des éléments de la j¥"° ligne de A par les éléments de méme
rang de la k¥ colonne de B. Brigvement, on dit que le produit de deux matrices
s’effectue «lignes par colonnes». Voici le schéma de cette définition.

-531-1—‘"' blq

7 biy - - biq

/’ ‘,’ : :

// ’f . o .
T e b

; P -
//f /// .
211 A0 4 0 Oin €11 Clq
I I 4

apl e api e apn cp] e e e cpq

REMARQUE. — Le produit A B ne peut s'effectuer que si le nombre des colonnes de A
est égal au nombre des lignes de B.
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s 1 1 2 010
BExemple 1—SoitA=(1 0 2),B= 11 2 2
1 2 1 0
Ona:
B
Y201 0\
X 1 1 2 2
1 2 1 0
2 -1 1 411 =2
1 0 2 o 4 4 3 0
A C=AR
Ezemple 2 -

o= U -]
L= ]

Soit A = (

Les remarques suivantes sont importantes :

wn=(1)ioma,
) |

REMARQUES —

1. On peut avoir AB = Q0 sans que A ou B soient nulles.

2. AB = AC avec A # 0 n’impligue pas nécessairement B=¢C {c’est-a-dire, en
général on ne peut pas “simplifier” par A, méme st A # ().

3. En général on o AB # BA (c’est-g-dire : lo multiplication entre matrices n'est
pas commutative).

Exemple :

. 0 0 0 0 0 0
SmentA:(l D)‘B=(0 1) et0=(1 1).

En effectuant les produits, on trouve :

AB = ( g g ) (ce qui montre 1.}

BA= ( ? g ) done BA # AB (ce qui montre 3.)

et AB= AC (ce qui montre 2. pulsqueocn a B # C}.

Proposition 3.16 — La multiplication est associative, c’est-a-dire :

A(BC) = (AB)C, (VAE Mpn, YBE My, ¥C € Mym)
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La multiplication est distributive & gauche et & droite par rapport & Vaddition, c’est-
a-dire :
A(B+C) =AB+ AC

La vérification est laissée en exercice.
Remarquons enfin que la multiplication est une loi interne sur I'ensemble M, (K) des
matrices carrées d’ordre n, c’est-a-dire elle est une application :

M (K) % Mn (K) — M, (K).

On vérifie immédiatement que la matrice I, est 1'élément neutre de la multiplication,
c’est-a-dire :
YAe M, (K): I,LA=AIl, =A.

Selon la terminologie de ’Appendice A.l, les lois de somme et de produit conférent &
M., (K} une structure d’'annegu.

Exercices 20, 21, 22. 23, 24.

3.6 Matrice d’un vecteur. Calcul de 'image d’un vecteur

Définition 3.17 - Soit E un espace vectoriel de dimension n, {e1,...,e,} une base
deE etx=xye1+ -+ 2pe, un vecteur de E. On appelle matrice de x dans la base
{e:} la matrice colonne des composantes de x dans la base {e;} :

M(z)e, =

i

Ln
(notée aussi M(z)).

REMARQUE. — Cette définition est cohérente avec la définition de matrice associde &
une application linéaire. En effet, on peut identifier tout vecteur de E & une application
linéaire de K dans E : A tout & de E on associe 'application linéaire

f: K — FE

A _ Ax
Si l'on écrit la matrice de f dans la base e =1 de K et {e;} de E,ona:
fley)=z=z1e14+ - -+ xnen

done :

M (f)s,e,- =

Tn
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Proposition 3.18 - Soient E, F dews espaces vectoriels sur K, {e1, .., en} €t {£1,..,6p}
deuz bases de E et F' respectivement. Pour toute application f & Ly (E,F} et pour
tout c€EEF,o0na:

M (f (x))sj = M(f)ei;ij M(x)ei
ou plus brigvement : M (f (z)) = M () M (z).

11 - 31n
Démonstration : Soit M (f)e, e, = : i |, ce qui veut dire que :
Gp1 .. Lpp
P
flegd=aye1t - +apiep= Z Ggj €. On o

k=1
fle) =fmert tznen) =371 o5 f(e5) =371 %5 Xhey s x

n
= 2;.:1 z ki T | €k = 22:1 Y€k

i=1
yx
th n
Donc : M (f (“"3))5:,- = : , avec ygp= Z ar; ;. Dautre part
\ ¥ i
( @11 ... Qp s | 2?:1 Q15 Tj ¥
M(f)8i|€j ' M(x)ee = = =
Gpi - Gpn Tn 21 Opj Yo

donc : M (f)e,,e; - M (2)e, = M (f (x))s

Ezemple :

Soit le plan R? rapporté & so base canonique. Déterminer Pimage du vecteur
= (3, 2) par la rotation de centre O el d’angle n /6.

Ona:
b i@
M(f(z) =M M) :
_ { cosw/6 —sinnw/B 3 27 e
T\ sinw/6 cos /6 2 | &
v3 1 3 3v3-2 ——»
B 2 2 B 2 3
1 v3 2 3+2v3
2 2 2
Figure 7

Exercice 25.
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3.6 Produits de matrices. Matrice de 'inverse d’une applica-
tion

Proposition 3.19 - Seient E, F,G trois espaces vectoriels de dimension finie sur
K, {er, .. en}, {1, 60} {m,--- 1} des bases de B, F et G respectivement. i

GEL(E,F) et f € L(F,Q) (c'est-6-dire: E - F N G}, ona:

M(f Og)ei.m = M(f)sj,nk M(g)e,-,sj

ou, plus briévement :

M({fog)=M(f)M/(g)-

Démonstration : Soit x € F arbitraire. En utilisant le résultat de la proposition
3.18, 0ona:

M({fog)M(z)

M((fog) (@) = M (f (9))
= M(f)M(9(a)) = M(f) M () M (=)

d’oll, puisque = est arbitraire :
M(fog)=M(f)Mig). 0

Eremple

Déterminer dans lu base canonique de R® la matrice de Uapplication h qui est la composée
de la rotation g autour de O d'angle 8, suivie de la projection f sur la premiére bissectrice
parallélement & la seconde bissectrice.

Fy “
On a: £

Mk} = M{fog)=M{(f)M{g) ! NN

1 1 cosfd — sind ;' 5
1 1 sin § cos @ /

( cosf +sin® — sinf + cosd )

i
[~ ]

¥

bdfa=

cosd +sind — sin® +cosé
Figure 8

Définition 3.20 - Une matrice carrée A € M, (K) est dite inversible s'il existe
une matrice A’ € M, (K) telle que :
AA =AA=1T

A’ est dite inverse de A et est notde A™1.

1 2 . _— . -1 _ 3 -2
1 3 )est inversible : son inverse est A4 —( _1 1 )

comme cn le vérifie immédiatement en effectuant les produits A4A™! et A71A.

Par exemple, la matrice 4 = (
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Il existe des matrices non inversibles, par exemple la matrice nulle. Mais la matrice
nulle n'est pas la seule matrice non inversible. Considérons par exemple la matrice

A= ( L0 ) S’il existait une matrice A’ = ( Z 4 ) telle que AA” = I, on

(o0)(2%)=(

, T r oy y 1
clest-a-dire : (0 0)_(0

ce qui, évidemment, est impossible.

aurait :

En fait, les matrices inversibles sont les matrices qui représentent les applications
linéaires bijectives. On a en effet :

Proposition 3.21 - Soient E et F' deur espaces vectoriels de méme dimension n sur
K, {e;} une base de B, {¢;} une base de F. Une application linéaire f : E — F est
bijective (c’est-d-dire est un isomorphisme) si et seulement si M (f)e, ., est inversible.
De plus :

M(F)e, =M ey,

ou, d'une maniére plus concise : M (f~1y =M (f)~1.

Démonstration : Ona flof=idg; ot M (f 10 fle; e = M (idg)es, e
Done, d’aprés la proposition 3.19 :

M(f_l)&“j.ei M(f)e‘-,sj =T

De méme, on voit que M (f)e, e, M (F 1), e =1. O

Calcul de l’inverse d'une matrice

Il existe différentes méthodes pour calculer I'inverse d’une matrice, sur lesquelles nous
reviendrons. Pour le moment, on peut retenir la suivante qui est d’ailleurs d’un usage
courant.

Soit A e M, (K), zet 2’ € K™ et X, X’ les matrices colonnes qui représentent x et
z’ dans la base canonique de K™. Considérons 1'équation matricielle :

X' =AX *)

Si A est inversible, en multipliant les deux membres & gauche par A~! on obtient
A1 X' = (A1 A) X, Clest-a-dire :

X=A1X

Donc A1 est la matrice du systéme obtenu en résolvant le systéme (*) en les com-
posantes z; de z.
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Ezemple
Calculer Uinverse de la matrice

1 2
(1 %)
¥
Eerivons 1'équation matricielle (*) avec X = ( i: ) et X' = ( ..;:} )
2
Ona:

; [
iy _f(1 2 1 . o N Ty =z1+ 21
( o ) = ( 1 3 ) ( 2 ) ce qui est équivalent au systéme { zh 21 + 329

En résolvant en x; et s, on trouve :

1 = 3z -—2zh

rs = — x|+ xh
H Y _ 3 -2 f -1 _ 3 -2
c’est-d-dire X_(—l l)X’ donc A _(_1 L)

Définition 3.22 - L’ensemble des matrices inversibles de My, (K} est noté GL(r, K)

et est dit groupe linéaire %.

Exercices 26. 27.

3.7 Changement de base

La matrice qui représente une application linéaire a été construite 4 'aide d’un choix
des bases dans ’espace de départ et dans 'espace d’arrivée. Dans ce paragraphe, nous
allons voir comment sont reliées deux matrices qui représentent la méme application
linéaire en des bases différentes.

a) Matrice de passage

Soit £ un espace vectoriel de dimension n, {e1,...,e,} et {e},...,e,} deux bases de
E. Les vecteurs e; s'écrivent comme combinaisons linéaires des vecteurs e; :

€7 =pner+pnez+ -+ puen

65 =p2er tpae+ -+ pazén
6:1 = pPmeltPmert -+ Punén

Définition 3.23 - On appelle matrice de passage de la base {e;} d la base {e}} la
matrice notée Pe‘._pe;, dont les colonnes sont les composantes des vecteurs e dans la
base {e;} :

P P1z o0 Pin

; ; P21 P22 -0 Pon

PB;:—?B; =|Iela"')en”85 = . . .
Pri Pr2 -+ Pnn

4Le produit de matrices confére, en effet, & GL{r, K} une structure de groupe (selon la terminologie
de I"Appendice A.1.}), comme on le vérifie factlement.
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On a, bien entendu :

Pes—'Bi = M(idE)e;,ei

Pei—'Bi = M(idE)e;,ei

On en déduit immédiatement (cf. propositions 3.19 et 3.21) :

Proposition 3.24 1. Propriété transitivité :

Pe,'—»e{r Pe‘;i—ref‘ﬂ = Pe,;—’e,:u

2. Les matrices de passage sont tnversibles et on a :

(Pei—»e;)_l = Peg-—-*e,'

b) Action du changement de base sur les composantes d’un vecteur

Soit € F, de composantes (x1, .. ., Z,) dans la base {e;} et de composantes (z3,...,%,)
dans la base {e’}. Il est facile de déterminer les relations entre les ; et x & l'aide de

la matrice de passage Fe, ..
Notons

On a (cf. proposition 3.18 ) :

PX' = M(idE)e;,e‘. x M(&’:)g; = M(idg (:L‘))

e
cest-a-dire PX' =X, dot X' =P 1X.
Nous avons donc démontré la relation importante :

Proposition 3.25 -~ Soient z € E, {e;} et {e}} deux bases de E, P = Pe,—,or ¢t
X=M(z)y, , X' = M (). Alors :

X' =pP1X

NOTA. — On dit que les composantes d'un vecteur x se transforment d'une maniére “contravariante”
pour exprimer le fait que si les bases sont transformées par la matrice P, leés composantes de ©

sont transformées par la matrice p1,
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Exemple :
Soit R? muni de deux bases : la base canonique {e1, ez} et la base {e}, e5} définie par :

&f =2e1+ e (*)
eh =3e1+ 2e2

Soit x = 2e1 + 3 e2. On a deux méthodes pour calculer les composantes de x dans la base
{el, e2}.

1*"* méthode (méthode matricielle)

o_f2 3 -1 _ 2 -3 _{2
'Ona.P—(l 2) , P -(_1 2) etX-(s)

En appliquant la relation de la proposition 3.25, on trouve :

x=rx=( 1 3)(3)-(77)

donec z = —H¢e) +4ej.

2™ méthode (calcul direct)

On exprime ;1 et e2 en fonction de e} et €5 en résolvant le systéme (*).

' /
Ona: e1 = 2e;— e?
ez = —3ef + 2eh

En remplacant dans 'expression de z, on trouve :
r=2e1+3ea=2(2e] —e5)+3(-3e) +2¢e5) =—5¢e} +4eh.

¢) Action du changement de base sur la représentation matricielle
d’une application linéaire,

Proposition 3.26 - Seient f € L(E, F), {e1,...,en} et {e},..., €.} deuz bases
de E et {ey,...,ep}, {€1,...,2p} deu bases de F. Notons :

A=M(f)6i,€j A!:M(f)e:,sg-s P:Pe.'—w;) Q:st-—-—la;

On a alors :

A=Q1AP

Démonstration : Soit £ € F un vecteur arbitraire. D’aprés la proposition 3.25, on a :

M(1@), =@ M(f@) =7 MDee, M) = Q7' AX

z
oit on a posé X = M (z)e,. D’autre part, si X' = M (z).: :

M(f@)), =M(f)ee Mz)y =X = 4P X

’
£
I

Donc : APlX=0AX
Comine @ est arbitraire, cela implique que A’ P~ = Q714 don: A'=Q~14P. D
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Comme nous le verrons au chapitre 6, le cas des endomorphismes est particulierement
important, en particulier lorsqu'on prend la méme base dans 'espace de départ et
d’arrivée 8. On a immédiatement :

Corollaire 3.27 - Soit f = E — E un endomorphisme de E et {e,...,en},
{€},. .., en} deuz bases de E. Notons :

A=M(f)ey, A=M(f)e e P=Py ...

i

On a alors
A=pP1AP

Définition 3.28 - Deux matrices A, A’ € M, (K} sont dites semblables s'il eziste
une matrice tnversible P € M, (K} telle que :

A =P 1AP

1l est clair que deuxz matrices semblables représentent le méme endomorphisme en des bases
différentes.

Exemple :
Soit f Vendomorphisme de R® qui dans lu base canonique {e;} est représenté par la ma-
trice :

B |
A=M{(fle=[ 0 2 0
1 -1 3

Déterminer la matrice A’ qui représente f dans la base {e}} ot ;

ey = (1,0, 1)
e2 = (0,1, 1)
ey = (1,0, 1)
1 01
Ona A'=P'AP avec P=|e}, ey, eslle = 010
-1 1 1
D’aprés la proposition 3.24 : P! = P e, = llea, e2, esll;. 11 s’agit donc d’exprimer
€1, €2, ea dans la base {e], e, e5}. Or:
i = e1—e3
ey = ex+en
eh = e1tes
En résolvant en e, ez, 3 :
e1 = 2{e} +es)
ez = 3 (€1 +2e5 — €})
€3 = %(—ﬂi + €})

5Dans ce cas, comme nous V'avens déja signalé, on note M (f)e, au lien de M (fe,, e, -
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1 1 -1
- 1
P 1=||81,62,63||e§=§(0 2 0)_
1 1

En effectuant le preduit 4° = P~! AP, on trouve :

2 00
A= 0 2 0
0 0 4

REMARQUE. — Puisque A’ = M ( Fler, ceci veut dire que :
fley=2ey , flea)=2e5 , f(eg) =4eh
comme d’ailleurs on le vérifie directement. On a, en effet, ;
Fle)) = f(er —ea} = fler) — fes)

Or f{e1) = 3ex +e3 (cf. la premibre colonne de la matrice A); de méme f(e3z) =
e1+3ey. Donc: f(ef) =2e1 — 2e3 = 2¢el, etc.

done

Exercices 28. 29. 30.

3.8 Rang d’une application linéaire et rang d’une matrice

Comme nous 'avons vu {cf. définition 3.3 ), on appelle rang d’une application linéaire
f la.dimension de Im f. Puisque L (E, F) est isomorphe & M, ,(K), il faut s’attendre
4 ce que l'on puisse calculer le rang de f & 'aide de la matrice associée & f. Clest ce
que nous allons voir dans ce paragraphe.

Définition 3.29 -

1. Soit F = {vi};o, une faomille de vecteurs. On appelle vang de la famiile la
dimension de Uespace engendré par les vecteurs {vi}, ;-

2. Soit A€ Mpn(K), A=|lc1,... cq|l otk Uon a noté ¢; les vecteurs colonnes de
A (notons gue ¢; € KP). On appelle rang de la matrice A le rang de la famille
des vecteurs colonnes de A :

rglless-- - enll =rg{er,. ., en} = dim Vect{c;,...,cn}

Proposition 3.30 - Soient E et F deur espaces vectoriels de dimension finie
et f € L(E, F). Soient {e1,...,en}, {€1,...,&p} deuz bases quelconques de E et I
respectivement, et A = M (f)e, ;- On a alors :

ref=rgd
En particulier ! deux mairices qui représentent lo méme application linéaire en des
bases différentes ont méme rang. En particulier, deur maitrices semblables ont méme
Ty

En effet :
A= M(f)ei,h“j = ”f(el}a"': f(en) ”Ej

done
rg A = dim (Vect{f(e1),..., flen)} ) =dim{Im fl=rgf 0O
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Soit A € My, (K) et *A la matrice dont les lignes sont les colonnes de A (cf.
exercice 18, chapitre 1.}. Par exemple, si :

2 —1
a=|o0 3 ,‘A:(_fgé).
1 8

t 4 est dite transposée de A. Nous démontrerons par la suite {conséquence immédiate
du théoréme 4.12 page 114 et du théoréeme (E) page 127} la proposition suivante (cf.
aussi exercice 37) :

Proposition 3.31 - Pour foute matrice A, on a !

g A =rglA

1l s’ensuit que le rang d’une matrice esi oussi égal au rang de la famille des vecteurs
lignes.

Fremple :
Cealculer le rang de la matrice :

= o S |
AESUIT B Of = ]
3 ~1 2080 2

Drapres la définition, il faudralt calculer le rang des vecteurs colonnes en échelonnant la
matrice :

1 2 3
-1 0 -1
3 -1 2
5 3 8
1 1 2

Mais d’aprés la proposition 3.31, cela revient & calculer le rang des vecteurs lignes (c’est-a-
dire & échelonner la matrice elle-mé&me), ce qui est plus stimple a priori. On voit, d’ailleurs,
que la troisigéme ligne est la somme des deux premiéres lignes qui sont indépendantes entre
elles. Donc rg A = 2.

Exercice 31.

3.9 Espace dual

Comme nous 'avons vu en des différents exemples, il existe deux manigres de caracté-
riser un sous-espace vectoriel : en se donnant une famille génératrice ou en se donnant
des équations linéaires (cf. par exemple, exemple 3. page 8 ; exemple VI page 47, etc).
Cette seconde caractérisation peut &tre plus utile pour certains types de problémes.

Par exemple considérons le sous-espace F de R® engendré par les vecteurs

= (1!3! _2: 2: 3)} vz = (1341 _31 41 2)v vy = (2| 31 _1; _2| 9) 3
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on se demande si le vecteur v = (1,2,—2,0,1) appartient 3 F. Pour répondre cette
question, il faut voir si 'on peut trouver des scalaires A1, A2, Az, Mg, As tels que: v =
M vitAz v2 A va e vat As vs, ce qui exige la résolution d'un systéme de 5§ équations en
5 inconnues. En revanche, si le sous-espace est défini par des équations, cela est beaucoup
plus simple. Comme nous I'avons vu (cf. exemple page 47) F peut étre caractérisé par
les équations
-z1+ r2t+as=0
4wy —2x2424=0
—6z1+ T2+z5=0
On voit immédiatement que v = (1,2, -2,0,1) ¢ F (les composantes de v ne vérifient
pas la premiére équation.)
La notion d’espace dual permet de définir d'une maniére plus précise ce que ’on entend
par espace «caractérisé par des équations» et de travailler d’une mani¢re systématique
avec des équations plutdt qu’avec des familles de vecteurs.

Définition 3.32 — On appelle forme linéaire sur E une application linéaire ©
wi: B — K.
L’ensemble des formes linéaires Ly (E, K) est noté E* et est dit espace dual de E.

Soit F est de dimension finie, {e;,...,e,} est unebasede B et z =211+ +Zn ey
un vecteur arbitraire de &. Siw € E*, ona :

(.u‘(ﬂ:) :mlw(el) +"’+.’L‘nw(8ﬂ) =a12) 4+ + 0n Tn

ot les a; = w(e;) sont des scalaires. Ainsi les formes linéaires sur £ sont les applica-
tions du type :

w: E > K *)

T=F1 €1 + '+ Tn €n — a1 T1+ tanta (8.€K)

REMARQUE. — La matrice qui représente w dans les bases {e;} et {1} de K est une matrice
ligne :
M(‘-‘J}ei.l = (Q1,.+.,0n)
Soit w € E* une forme linéaire non nulle. On a Imw C K done :

dim(Imw) < dimyg K =1

Puisque «w # 0 on aura dim{Imw)} = 1 et done dim{Kerw) = n — 1, n étant la
dimension de E. On a donc :

Proposition 3.33 - Soit E de dimension finien et we E*, w#0. Ona:
dim(Kerw) =n—1

Le noyou de w est dit hyperplan de E déterminé par w.

80n note en général les formes lindaires par des lettres grecques : w, 8,4, stc.
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gi w a l'expression ci-dessus (*), Ihyperplan déterminé par w est ’ensemble des
vecteurs z € E dont les composantes vérifient ’équation linéaire :

g1x1+ -+ anz, =10

L'espace des solutions d'un systéme d’équations linéaires peut donc étre vu comme
une intersection d’hyperplans. En d’autres termes, travailler sur 'espace dual revient
4 travailler sur des équations linéaires (plus précisément : sur les premiers membres
des équations linéaires}.

Puisque Pensemble Lx(F, E') est un espace vectoriel sur K, et K est lui-méme un
espace vectoriel T E* = Lx(E, K) est un espace vectoriel et, d’aprés la proposition

3.14:
dimg L(FE, K} = dimg FE x dimg K = dimg E.

On a done

Proposition 3.34 — Si £ est de dimension finie, alors :

dim F = dim B*

En particulier, E et E* sont isomorphes 8.

Notons que I'isomorphisme de E sur E* n’est pas canonigue, en ce sens qu’il dépend
du choix d’une base dans E et d’une base dans E* (cf. la démonstration du théoréme
3.7 page 61).

a) Base duale

Comme nous allons le voir, si 'on choisit une base {e1, ..., e, } de E on peut construire
canoniquerment une base {91, ceey Gn} de E* ;
Théoréme 3.35 - Soit E de dimension finie n et {e1,...,e,} une base de E.
Considérons les formes linéaires {01, .. .,0,} définies par
B; (ex) = dix
ot Oy = { [1} z: :f : (8:x est dit symbole de Kronecker).

Alors {61,...,6,} est une base de E* dite base duale de {e1,...,en}.

Démonstration : Remarquons qu'une forme linéaire w est parfaitement déterminée si
on connait I'image des vecteurs d’une base, car d’aprés la linéarité dew on a: w{z} =
w(zie1t - +Tnen) = T1w (€1} - ~+2nw(en). Donc, si on connaitw (e1},...,w{en),
w est connue en tout x. En particulier, la définition ci-dessus détermine parfaitement
les 8;. Plus précisément, si z =z1e1+ -+ Zpen, 0na

9,; (:L‘) = 3319,; (61) +--- 4+, 9@ (Bn) = ;.

"Rappelons que K™ est un espace vectoriel sur K, de dimension n, cf. exemple 1, page 5 et
remarque 2 page 18.
8¢f. théoreme 3.7.
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Donc :

6; est Uapplication qui au vecteur x associe sa i-iéme composante dans la base
{81, . en}.
Pour montrer que {1, ...,0,} est une base, il suffit de montrer qu’elle est une famille
libre, car on sait que dimgx E* = n.
Supposons qu'il existe Aq,..., A, € K tels que A8, + -+ + X, 8,, = 0. Ceci veut dire
que pour tout vecteur x € K, on a :

M () 4+ + X8, () =0,
En particulier, pour x = e (k=1,...,n},ona:
Mbilegt+ -+ Apfiple) + - + Anbn(er) =0,

c'est-d-dire Ay =0, pour k = 1,...,n. Donc la famille {6,...,8,]} est libre, et, par
conséquent, elle est une base. O

Exemple :
Soit {e1, ea, e3} la base de R?, ot -

er=1(1,1,1) , e2=1(1,0,-1) , es=(0,1,1)

Déterminer la base de (R*)" duale de {e1, ea, e3).

Ona:
91 (81)21 3 91(82)20 N 91(63)20.

3161 (x) =ax +bxs +cz3, pour z = (x1, T2, F3), on doit avoir :

O1(e1} =1— a+bt+e = 1

f1{e2) =0 — a —e = 0

H(es) =0— b+e = 0
ce qui donne a =1, b = —1, ¢ = 1, c'est-a-dire ;

61 (z) = 71 — 32 + 23,

De méme, pour #2, en imposant 82 (e1} =0, G2 (e2) = 1, &2 (ea) = 0, on trouve :

a+b4+ec = 0
a —-c 1

b+ e 0

c'est-d-dire: a =0, b=1, ¢ = —1, donc:
92 (x) =¥z —ZX3.

Enfin pour 83, en imposant 83 {(e1) = 0, 83 (e2) = 0, 83 (e3) = 1, on ohtient :

at+b+c = 0
a —-c¢c = 0

b+e =1
cest-d~dire : a=~1, b=2, ¢=—1; done :
3(z2) = —-21 + 223 — 3

La base dunale de {e1, eg, ez} est donc donnée par les formes lindaires ¢, 8z, 63 définies
par :
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81 (z}= ®— zo+ 23
92 (E} = Lo — X3
:(z)= —21+ 222 — 3

b) Indépendance de formes linéaires

Considérons une famille de formes lindaires {1, ..., }. Il s’agit de savoir si cette
famille est libre, c’est-a-dire si :

Mprt o thpep=0 = A=0,..%=0

Le plus simple, en général, est de décomposer les ; sur une base de E* et d’utiliser
ensuite les méthodes vues au chapitre 2,

Fxemple :

Soient 1, Y2, @3 les formes linéaires sur R* définies par :

pl(z) = z1—3x2+2m — x4
welz) = 21+ 2z2 — x4
wilz) = 2@~ ro+ 223424

Montrer que {1, w2, w2} est une famille de libre de (R%)".

Soit {e1,..-,e4} la base canonique de R* et {#1,...,04} sa base duale. On a §; (x} = =;,

donc :
o1 ()= 01 () — 362 (z) + 205 (2) — Ba(x)

c’est-a-dire :
¢1{z) = (61— 302 + 2603 — 84) (2)

Puisque cela est vral pour tout x, ceci signifie que :

w1 = B —362+20;—8,
c’est-a-dire les composantes de iy sur fa base {#1,...,684} sont (1, =3, 2, —1) (en fait les
coefficients des z; dans les ;(z)).
De méme :

w2 = th+28 — 84

wa= 201 — 82+283+ 64

En utilisant la méthode du pivot, cela revient donc & échelonner la matrice du systéme
d’équations dont les premiers mermbres sont les (; :

1 -3 2 —-17 ¢ 1 =3 2 1] ¢
1 20 —1]lyps — [0 5 -2 0| pa=p2—¢
2 -1 2 1] 3 0 5 -2 3| ¢h=p3—-2p

1 —3 2 -1 1
— {0 5 -2 0| »
0 0 0 3)¢5=¢s—ys

Done {@1, 2, i3} est une famille libre.
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¢) Bidual
Puisque E* est un espace vectoriel sur K, on peut considérer 'ensemble des formes linéaires
sur E*, c’est--dire le dual de E* dit «bidual» :
E" =Ly (E", K)
En dimension finie, on & dimg B = dimx E* = dimg F, donc, tout comme E¥, E* est
isomorphe & E. On a cependant ici une propriété plus forte :
Proposition 3.36 - En dimension finie, E** est canoniguement isomorphe 4 E.

Ceci veut dire que 'on peut construire un isomorphisme de F sur E** sans faire appel
4 des choix de bases. Ainsi, lorsque la dimension est finie, on peut, en quelque sorte,
identifier E avee E** g,

Démonstration : Considérons I'application
$: E-—E

m-—»@z

ol ¥ est I'application :
$.: B* — K
[ —_— W (.1!:)

Montrons d’abord que, pour chaque z fixé, ®; est bien une application linéaire (danc ®, €
L (B, K}= E’*")‘ On a, pour w1, w2 € E* :

Py (W +w2) = (w1 +we) (2) = w1 (2) + w2 (2) = Bz (w1} + Pz (w2)
etsiw e E et A€ K
B, (Zw) = Ow) (z) = A (w (a:)) =A%, (w)

Donc &, € £,
D’autre part ® est linéaire. Soient en effet 7, y € F et w € E* arbitraire; on a :

Pzpy (W) =w(z+y) =w(z) +w ) =0z (W) + Py (w) = (P + Oy (w)
Puisque w est arbitraire : @54y = ®x + ®,. De méme, s1 A € K, on a pour tout w € E* :
Bye(w) =wAz) = dw(r) = APz (W),
c'est-a-dire 5 ; = A P,. ® est donc une application linéaire.
I1 ne reste plus qu'da montrer que ¢ est bijective et pour cela il suffira
de montrer que @ est injective, car on sait que dim E** = dim F (cf. corollaire 3.9).
Soit 2 € E tel que ©; = 0 il s’agit de montrer que ¢ = 0. Or &, = 0 signifie gque
Ywe B $;(w) =0 Soit {e1,...,en} une base de E et {#1,...,8:} la base duale; puisque
6; € E* on aura @, (0;) = 0 c'est-a-dire &; (z) =0, Vi=1,...,n Mais & (z) est la i™®
composante de z sur la base {e1,...,es}; donc z a toutes ses composantes nulles et, par
conséquent x = 0. O
REMARQUE. ~ En dimension infinie on peut montrer que ® est injectif, mais i n’est
pas surjectif. Donc, si la dimension est infinie, £ n'est pas isomorphe 4 E**, mais
uniquement A son image par €.

Exercices 32, 33. 34. 35.

%En revanche, bien que £ et F* soient isomorphes, on ne peut pas vraiment les identifier car
Iisomorphisme @ : £ — E* dépend du choix des bases ; I'élément de F* qui par ¢ correspond 4 un
élément de F n’est pas parfaitement défini, car il dépendra justement d*un choix préalable des bases.
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3.10 Annulateur d’un sous-espace

Puisqu'en dimension finie £ et E* sont isomorphes, les sous espaces vectoriels de
E peuvent étre caractérisés par des sous-espaces vectoriels de E*; c’est ce que nous
allons voir dans ce paragraphe. Comme nous ’avons dit, cette fagon de caractériser
un sous-espace de E par des équations peut étre trés utile {cf. page 81).

Etant donné, donc, un sous-espace vectoriel F de E engendré par les vecteurs {v1,. . . v},
nous nous proposons de déterminer un systéme d’équations linéaires :

dont les solutions sont exactement tous les vecteurs de F.

Proposition 3.37 - Soit E un espoce vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de B.
I ensemble FC des formes linéaires qui s’annulent sur tous les vecteurs de F,

FP={weE*|lw)=0, YveF},
est un sous-espace vectoriel de E*, dit ennulateur de F.
La démonstration est immédiate. Soient wn et we € F®; on a, pour tout v € F :
{1 +wz)(v) = w1 (o) +w2(v) =0
donc & + w2 € F2. De méme on montre la stabilité de la loi externe. O
Les propositions suivantes permettent d’effectuer les calculs :
Proposition 3.38 - Soit {v1,...,v,} une base de F. Alors :
FO={weE w(u)=0,...,w(v,) =0}

En effet si w € F® on a évidemment w {11} = 0,...,w (vp) = 0 car les v; appartiennent & F.
Réciproquement, supposons que :

w(n)=0,...,w(v) =0
Alorspourtout v € F, v =M1+ -+ dptp,0n a:
wt=wlhwn+ - +lhwm)=lw)+ -+ Aw()=0

donc w e F°. O

Proposition 3.39 - Soit E de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E.
On a alors :

dim E = dim F + dim F°
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Démonstration : Supposens que dim E = n et soit {v1,...,vp} une base de F'; complétons-
la en une base de £ : B = {w1,...,Up, Upy1,...,ta}. Soit {#1...,0, Opi1,
...} la base de E* duale de B et montrons que {fpt1,-..,0x} est une base de F° (on aura

alors : dim F® = n — p = dim E — dim F).
Tout d’abord @p41,...,0, € FO car, 8k (v1) = 0...,0: (vp) = 0, pour tout pour tout
k=p+1,...,n d’apreés la définition de base duale.

D’autre part {fp+1,...,8-} est une famille libre car elle est extraite d'une base. Il ne reste
plus qu’a montrer que {y41,...,0,} engendre F°,
Soit w € FY quelconque ; montrens qu'il existe Aptly .-+ An € K tels que :

w:Ap+16p+l+"'+Anen‘

Soit € E: z=21wm + - +2pup + Tpr1¥pt1 + -+ + Tn vn. Puisque vi,...,up € F et
weF% ona:
w(z) = tpr1w (1) + 0+ Zrwlvg).

En posant w (¥p41) = Apt1,..., w{tn) = Ay, 0na:
w(w) :AP+1xp+1+"'+)\n$n = )\p+19p+1 (:L')+ +)\nlgn (.’L‘)

car {8;} est la base duale de {#i,...,vn} et donc #; (z) = ;. Puisque cela est vrai pour tout
.."L‘GE, on a : w:}.p+19p+1 4+ + A8, 0O

Exemple :

Déterminer Uannulateur F° du sous-espace vectoriel F' de R® engendré par les vecteurs
Y1 = (1:3: _'2) 2: 3) y Yo = [134) ""33 43 2) y M2 = (2: 3: —1}_2: 9)

(cf. exemple VI, page 47 ).

On extrait d’abord une base de {v1, vz, vz} :

1 3 —2 2 3 wn 1 3 =2 2 3 t
1 4 -3 4 2|we — [0 1 -1 2 —=1|w—m=14
2 3 =1 =2 9| v 0 -3 3 —6 3|wvs—-2un=u

1 3 -2 2 3| =
— |01 -1 2 -1+
00 00 o0fvh—3v

Donc ©y =(1,3,-2,2,3) et v5 = (0,1,—1,2, —1) forment une base de F.
D’aprés 3.38 : F'={we E*|w(n) =0, w(vy) =0}
et d'aprés 3.39: dm FP=5-2=3.
I], s'agit donc de déterminer trois formes linéaires indépendantes qui s’annulent sur v, et
vg.
S?)it w(z) = a121 + -+ + as 5 une forme lindaire. En imposant w (1) = 0, on trouve !
a1+3az2—-2a35+ 204+ 305 =0; en imposant w{v5) =0,0na: a2 —as +2a4 —as = 0.
Il faut donc résoudre le systéme :
21 +3az —2a3+2a3+3a5 = 0
{ az— az+2as— a5 = 0
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Le systéme est déja échelonné avec variables libres a3, a4, as ; la solution est :
a1 ==-A+4p—6r , a=A-2pt+rv , as3=Ai , Qa=p , G=V

ce qui donne toutes les formes de FC.

§j l'on veut trois formes indépendantes, il suffit de donner an triplet (A, g, ¥} succes-
givement les valeurs (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) conformément 4 la théorie développée an
chapitre 2. On trouve alors :

pr{z)= — x4+ x2+33
wr(x)= 421 —2x2+ 74
p3l(z)= -6+ z2+25

(cf. page 43).

Exercices 36. 37.

EXERCICES

Izl 1. Soit E 'espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R.
Montrer que 'application :

Hh: B — E
[ ——
T
ol F(z)= / F (@) di, est un endomorphisme de F.
o

2. Soit fp € E fixé. Montrer que l'application :
w: E — R
For— Jiret)fide
est une application linéaire sur E.

3. Montrer que Papplication :
4;: E — R
foor{0)
est une application linéaire {(elle est appelée fonctionnelle de Dirac).

El Soit § une application linéaire bijective de F dans F (c¢’est-2-dire un isomorphisme).
Mantrer que f~1 est une application linéaire.

E'SoithE]Ret:

Yh ! Rn[w] I Rn[$]

P — @ avec Qz)=Plz+h)

Montrer que @y est un isomorphisme.

*
IZ' Transport de structure

1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K, .4 un ensemble non vide. On suppose
qu'il existe une bijection f:.4 — E. On définit alors sur A les lois suivantes :
- loi d'addition :
Ax A — A

(a,0) — a@b on a@b:=f‘1(f(a)+f(b))
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- loi externe ;

T R xem ()

{en d'autres termes : on prend les images par f des éléments de .4, on les compose
avec la structure d'espace vectoriel de & et on revient dans A par l'application
1.

Montrer que, muni de ces lois A est un espace vectoriel sur K isomorphe & E.
{On dit que la structure de E a été transportée par isomorphisme sur A, ou aussi
que la structure de 4 est induite par f de celle de E).

2. Soit B muni de la structure habituelle d’espace vectoriel sur B, A = B\ {0}
I'ensemble des nombres réels strictement positifs et ;
f: A — R
a  — Loga
Déterminer la structure d’espace vectoriel sur A obtenue par transport de la
structure d'espace vectoriel de B.

3. Soit :
f+ 10y — R

T +— Log

i

l-=x
Montrer que f est une bijection. Déterminer la structure d’espace vectoriel sur
10, 1] induite par f.

4. Peut-on mettre sur R une structure de R-espace vectoriel de dimension 27

E’ Soit :

B B
(z,y,2,t) — {(z—y+z2+t, a+22-1¢, c+y+32-3¢)

Déterminer une base de Ker f et une base de Im f.

* Soit :

M’:((lJ g) et F i Ma(BR)— Ma(B)
A T AM-MA

Déterminer une base de Ker f et une base de Im f.

" [7 ] st

P Rn[x] — Rntl
F — @(P)=(F{0), P(1), Pi(2),...,P(n))

Montrer que @ est un isomorphisme.

Soient f: B — F et g = G — F linéaires avec g surjective. Montrer que :
g f=re(fog)
Deméme si f: F — F et h: F' —— (7 sont linéaires et h est injective, montrer que :
g f = rglho f)

En particulier : en composant & gauche ou & droite par une application lindaire bijective,
fe rang ne change pas.

F
Soit E un eapace vectoriel. On appelle projecteur un endomorphisme g de E tel que

P=p

1. Montrer que si p est un projecteur alors ! £ =Kerp @ Imp
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2. Montrer Kerp = Im{id —p) et que donc : E=1lmp$Img, ot ¢ =id—p.

** Systéme complet de projecteurs

Soit E = F1 & - @ Fy : tout z € F g’éerit d'une maniére unique z = &1 +---+ 24- On
pose : Pi(z) := @;.

1. Montrer que F; est un projecteur et que :
P:',OPJ‘ =40 (inje{]-:"'ap}n ?'?éj}
Pi+.- +F =i

Une famille de projecteurs vérifiant les deux propriétés ci-dessus, est dite systéme
complet de projecteurs.

2. Réciproquement, on suppose qu'il existe un systdme complet de projecteurs {P1, . Fg}.
Montrer que E est somme directe des images des P;.

* Soient E' et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K, f € L(E,F) et g €
L(F, E), telles que :
fogof=j et gofog=g
Montrer que E = Ker f & Im g (cf. Appendice 6).

* Soit f € End(E) tel que f2> = f Montrer que £ = Ker f & E1 B E_1 o0 B =
e Blf(s) =s} et Ecy = {w€ B|f(w) = —).

Existe-t-il des applications linéaires injectives de R? dans I 7 des applications linéaires
surjectives de R dans B2 ? Généraliser.

* 1. Soit f un endomorphisme de E. Montrer que pour tout p € R*, on a:

Kerf © Kerf? ¢ Kerf3 C -« C KerfP
Imf 2 Imf2 > ImfF 2 .+ > ImjP
2. On suppose E de dimension finie. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

{a) Kerf = Ker f?
(b) Im f = Im f2
{c) E=Imf&Kerf

{Pour une généralisation en dimension infinie, cf. exercice 16).

Soit f € End (R?) tel que f2 = 0. Montrer qu'il existe v € R? et g € L£L(R?, R) tels
que, pour tout & € B2, f(z) = g(z)v.

%
Caractére d'un endomorphisme
Un endomorphisme f est dit nilpotent g'il existe un entier p tel que f? = 0. Le plus
petit entier p tel que f? =0 est dit indice de nilpotence de f.
Soit F un espace vectoriel {non nécessairement de dimension finie). On pose Jn =
Im f®, Kn = Ker f*. On a (cf. exercice 14) !

e T S S ™ B R
Ky, ¢ K2 C€ -+ C Kn C
[. 1. Montrer que s'i} existe m tel que Jm = Jm41, 8lors ;| J = Jmip pour tout

pEN.

2. Montrer que s'il existe m tel que K = Ky, alors : Ky = Kintp pour tout
pER
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[L()n;;oseJ:°’r‘~7]l Jn K=U Ka
A

1. On suppose qu'il existe m tel que Jm = Jmy1 et soit v le plus petit entier tel
que Jr = Joq1. Montrer que :
(a) f(HcJ
by E=J+ K,
2. On suppose qu'il existe m tel que Km = Km41 et soit s le plus petit entier tel
que Ay = Kap). Monatrer que ;
(a) flx est nilpotent
{b) f|s est injectif.
(c) JenkK ={0}).

III. On dit, que f est de caractére fini si r et s existent.
Montrer que si f est de caractere fini, alors :
1. E=Jak
2. fls est un automorphisme (c'est-2-dire un endomorphisme bijectif).
3. flic est nilpotente.
4. r = ¢ (r est dit caractére de f).

IV. Réciproquement, on suppose que E = F@® G et qu'il existe f € End (£}, tel que :

- F,G sont stables par f (c'est-a-dire : f(F)C F, f(G) C G);
- flF est un automorphisme ;

- fle est nilpotent.

Montrer que f est alors de caractéve fini et F = J G = K.

V. Montirer qu'en dimension finie tout endomorphisme est de caractére fini.
Donner un contre-exemple en dimension infinie.

Soit f Pendomorphisme de R? qui dans la base canonique est représenté par la matrice

-2 3 1
A= ] 1 0
4 11 3

Déterminer une base de Ker f, une base de Im f et 'équation linéaire définissant Im f.

*
1. Existe-t-il des applications linéaires f ;: B* — B3 telles que Ker f soit engendré

par le vecteur ¥ = (1,1,0, -1} et Im f soit le plan d*équation x +y—2=07

2. Déterminer la forme générale des matrices qui représentent dans les bases cano-
niques de B* et de B? les applications lindaires f ; R — B3 pour lesquelles
Ker f = Veet{r, vz}, ot s w1 = (1,1,0,-1), vo = (0,1, —1,0) et Im f est le plan
7 d’équation © +y — 2 =1.

3. Ces matrices forment-elles un espace vectoriel {pour les lois de composition ha-
bituelles) 7

&
Déterminer la matrice qui représente dans la base canonique de B? la projection sur le
plan m d'équation = + 2y + 3z = 0 paralltlement & la droite D d'équation g = g = z.

1 2
Soit A = 3 4 |.Déterminer, 5'il y en a, toutes les matrices B telles que BA = [.
1 4
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Exprimer an4) et §,411 en fonction de an et b,. En déduire A™.

Montrer que si A, B € M, (K) et AB = BA on a la formule du dindme :

i
(A+B)" =3 Ck 4k gk
) k=0
A-t-on le méme résultat si A et B ne commutent pas 7

Solent A € Mp n (K), B € Mug(K), B=lc1,...,¢cq]| (s € K™).
Montrer que AB = [|Ae1,...,Acq]

Produit par blocs

1. Montrer que :

A € Mkm
By e Ma,»

3

3. Montrer que ;

k{{ Bi|Bz
* Bz | By
k
(Al‘ Az) _ (A131+A233|A132+A234)
Az | Ay Az By + A3 B3 | A3 By + Ay By

En définitive : on peut towjours faire le produit par blocs, pourvu gu’on puisse
le faire..., c'est-b-dire pourvu que les coupures soient faites de manidre & pouvoir

effectuer les produits des matrices.

an

Il = 4/a + - + a2. Montrer que les rotations de centre 0 dans le plan E? con-

servent la longueur des vecteurs (la rotation étant définie par la matrice de 'exemple

5, page 69).

1 2 -1
Soit A= 0 1 2 1. Calculer 471,
g 0 1

Exercices
* 1 -1 -i an ba  bn
Soit A = -1 1 —1 |. Montrer gue A" est de la forme by an bn |.
-1 -1 1 bn bn en

Az € Mh.n
B2 1S Mn,s

- Al e M ke A2 € M h
= A B . .
{41 |Az) 181+ Az B2 ol Bi € Muy Bz& Mu,

le scalaire
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Soit &V une matrice carrée. On dit que ¥ est nilpotente s'il existe p € N tel que N? =0
fef. exercice 16) . Montrer que si ¥ est nilpotente, J — WV est inversible.

Application. Calculer I'inverse de la matrice :

b

A= ol : a,bceR

fone 3 e e U
=2 = R C O <
=8 on

a
1
0

Soit f la projection de R? sur le plan 7 d’équation 4+ 2y + 3 2z = 0 paralltlement & la

droite {d) d’équation 2= g = % Ecrire la matrice A’ de f dans la base {v1, v2, va}

olt {v1, v2} est une base de 7 et v3 est une base de (d). En déduire la matrice de f
dans la base canonique de R? et retrouver ainsi le résultat de I'exercice 19.

Soit {ey, e2, €3} une base de B% et ¢ = e1 + ez —e3, e, = e — ez + ea,

eh = —e1 + ez + ea. Montrer que {e}, €}, ¢} est une base de B>,
Soit f I'endemorphisme de B® qui dans la base {e;} est représenté par la matrice

1 a—-b etc c—#b
A=-| b—-a c-a b+c |.Calculer la matrice de f dans la base {e]}.
at+db a—¢c b-¢

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On appelle trace de A la somme des termes de la

diagonale principale :
TrA=an +az+- - +awm

1. Montrer que Papplication Tr : My (K) — K est une application linéaire.

2. Montrer que Tr(AB) = Tr(BA). En déduire que deux matrices semblables ont
meéme trace et que, par conséquent, ¢n dimension finie on peut définir la trace
d'un endomorphisme f par Tr f = Tr M{f)e, , {e:} étant une base quelconque.

3. Montrer que 1'on ne peut pas trouver de matrices A, B € My (C) telles que :
AB—-BA=1T

4, Soit £ l'espace vectoriel des fonctions dérivables de R dans R et D, D) les
endomorphismes de £ définis par

(Df)x) = f(2)  Diflz)=2f(x)
Calculer le «commutateur®» (D3, Dy] défini par (D, Dy]):=De Dy - Do D.

Soit Papplication :

fo Rale] — Rolal
P +— {az+1)P+(ba?+o) P

Quelles relations doivent vérifier a, &, ¢ pour que f soit un endomorphisme de Rz [z] 7
Déterminer, dans ce cas, le rang de f

Soit la bage de B™ :

(191}"'v1)' 322(031:1:"'!1)3 €3 :(D!D!‘l!l""!l)!"'!
{0,0,...,0,1)

Déterminer la base de (B®)* duale de celle-ci.

€1
€n

On considére les trois formes linéaires sur B3 :
p1{z) =2z —x2 + 323, wa(zx) =33 —5x2+ 73, w3(x)=4x1 — Vo2 + 3

Forment-elles une base du dual de E? 7 Déterminer les éventuelles relations linéaires.
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Montrer que les formes linéaires :

p1{x)=x1+ 22+ w3, w2 {x) =22 + 322+ 3x3, w3(x)=3w1+ ez + 23

forment une base de (R2)*. Déterminer la base duale de celle-ci [en identifiant B? avec
(®3)"].

£
Soient E, F deux espaces vectoriels sur K et f : E — F une application linéaire. On
définit une application (dite transposée de f) :
LR B
en posant, pour toute p € F* 1 'f(p) = o f.

1. Montrer que tf applique bien F* dans E*
2. Montrer que tf est une application linéaire.
3. Vérifier les relations suivantes :
@) ‘(f+g)="'F+'g
(b) *(Af)=2x(1)
(c) *(fog)= *gotf
(@) *¢H=¢
(e) si f est bijective, ! f est aussi bijective et :
i) e

4. On suppose que E et F sont de dimension finie et soient {e;}, {e;} des bases de
E et F respectivement, {y;}, {#;} leurs bases duales. On note A = M {f)e,, =,
Montrer que :

M (tf)%bj‘ﬁp-.. = tA
5. En déduire les relations sur les matrices :

t(AB) tRta

t (A_l) — (f.lq)-l

I

*
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G des sous-espaces vectoriels de
E, Montrer que :

1. FcG = GcFo
2. (F+@°=F'nGo

3. FO—F

4. (FNG)P=F"+G0

*
Soit f: E — F une application linéaire. Montrer que :
(Im f)° = Ker* )
En déduire que si E et F sont de dimension finie :
rgf=rg tFf

et que, par conséquent, pour toute 4 € Mpn (K): tg A =gt A
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INDICATIONS

E 1. La primitive d'une fonction continue est continue. Vérifier la linéarité en utilisant la
linéarité de l'intégrale.
2. et 3. Simples vérifications.

|Z| Soient z = f~l{a+bletw=f" (a)+ f"1(6). Ona
a+b=f) et F(F M)+ £710) = £ ().

En déduire d'abord f{z} = f{w), puis & = w. Démonstration analogue pour la loi
externe.

‘El Remarquer que lp;]' =P _ph

IZI 1. Simples vérifications, Par construction fla@¥) = fla)+ f(&) et f{h-a) = X fla),
donc f est un isomorphisme
2 a@mb = eloga+Lloge — ,Logad — 4

sLloga A

Ara=c¢ =a (cf. exercice 2. chapitre 1).

3. On trouve :
ab a*
«® (1-a)(1-b)+ab * a* + (1 — a)*
4. Aussi surprenant que cela puisse paraitre, il existe des bijections de R sur R2
{Cantor).

El Pour Ker f on trouve le systéme :

r—y+z+ & =40
y+z-—2¢ =0

Une base est, par exemple, 1n = (2,1,-1,0), w2 = (1,2,0,1).
Pour Im f on étudie la compatibilité du systéme :

z—y+ z+ t =z
z +2z2—t =y
z+y+32-3t =2

On trouve o’ — 2%’ + 2" = 0 et une base est, par exemple :
{wl = (lr 1r1) y wz = (0, 1‘2)}

{cf. exercice 18 pour une méthode plus simple pour le détermination de Im f).

Ona,:
f(ze)-(a )
=T a) - ae=(o 1))

dim(Imf)=4-2=2

-1 0 0 1
BEImf(:BZQz(_l 1)+2(:r+y—t)(0 0)

Vérifier d’abord la linéarité.

On a: dim B, [¥] = dim B**L. 11 suffit donc de vérifier que  est injective, Utiliser le
fait qu'un polyndéme non nul de degré n admet au plus n racines.

Base de Ker f :
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Si g est surjective g (G) = E done f o ¢(G) = [ (E) c'est-a-dire Im(f o g) = Im {.
Si h est injective, soit {v;},. avec v = f(w;) base de Im f; on prend leurs images
par h.

1. — Utiliser la propositions 1.29. Soit y €
Ker piilmp {¢'est-a-dire : p (i) = O et il existe
x € E tel que y = p(=)). Utiliser p? = p
pour montrer que ¥ = 0. Pour tout * € E
poser : & = p(z) + (= — p(x)). Vérifier que
xz —p(z) € Kerp.

2. — po(id —p) = 0, donc Im(id —p) C Ker p. T
Drautre part, siz € Kerp,ona: z = z—p(z),
donc x € Im{id —p).

Figure 10

1. Simples vérifications.

2. Puisque id = Py + -+ + Py on a facilement E =Im P +--- +1m Fq.
Soit x € E arbiraire, t =) +---+ 25 et = .‘c'; + -4 :c;; deux décompositions de
x. Par différence :
0=(z1—-3})+ +(zqg —xp)
En faisant agit 7, on a @; — 2} = 0. Donc la décomposition est unique.

Employer la méthode dite “d’analyse et synthése” . Ii s’agit de montrer que tout
z € E s'écrit d’une maniére unique £ =y + z avec y € Ker f, z € Img.

Analyse. On suppose que {o décomposition existe pour tout = € E. Soit x =y + 2 avec
y € Ker f et z € Img, c'est-a-dire : f(y) = 0 et z = g(u). On essaie d’exprimer y et z
en fonction de z.

De z = y + z, en appliquant f on obtient : f{z) = f (z) c’est-d-dire f(z) = fo g (u).
En appliquant g: go f(z) =go fog{u) = g(u) et donc : go f(z) = z. On en déduit
y = — go f{x). Done, si la décomposition existe, elle est nécessairement du type :

s=2—g(f@) + 9 ()
! s et
£ Ker f clmg
ce qui montre 'unicité.
Synthése. 1} ne reste plus qu's montrer que g ( H (x)) € Img {ce qui est évident) et

r—g ( f (:..-')) € Ker f (utiliser fogo f = f). Ceci montre Pexistence de la décomposition

pour tout x € E.
Ainsi 'analyse montre I'unicité de la décomposition et détermine les composantes de
la décomposition ; la synthése est une vérification qui montre 'existence.

Utiliser la méthode de 1'exercice 11. On part de
z=zg+21+zx-1 avec zgcEKerf, m€F,zx1€FE
Appliquer f, puis, 4 nouveau f. On trouve :
2) 4+ f2 (= 2(x) - f(z
mlz_f()zf() ; w2=—-—f()2 10 g =o— 12 a)

Non, en vertu du théordme du rang.
Sim > n il n'existe ni d'applications linéaires injectives de R™ dans R™, ni d’applications
linéaires surjectives de B™ dans B™.
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LrxeKerff —= fifz) =0 = f*1{z) =0 = =z € Ker f*t1, Puisque f
est un endomorphisme, on a : f(E) C E, d'on f* (f (E)) C fE(E), c'est-3-dire
Im f5+1 C Im f*.

2. D'aprés 1.

{(2)) <= (dim Ker f = dim Ker f?) <= (n—rgf:n—rgfz)
=rgf=rgf?
ce qui, toujours d’aprés 1, équivaut & (b).

Pour {c) montrer que Im f N Ker f = {0} et utiliser le théoréme 1.33 ainsi que
le théoréme du rang.

Montrer d’abord que f2 =0 <= Im f C Ker §.

Utiliser le théoréme du rang pour montrer que rg f < 1. Il existe done v € B® tel que
pour tout £ € B2 on peut trouver Ay € R tel que f{x) = Az v. Montrer que Ay dépend
linéairement de z.

L L f™(B) = fmHI{E) = f+1(E)= "t (E), ete.
2. Soit € Kz : F™H2(x) =0 = pmtl (f (w)) =0 = f(z) € Kmy1 =
K = fmtl{x) =0, etc.
IL1 (a) Ona J=Jr dod f{J) = f(Je)=Jrg1 = Jyr = J.

(b) Soit x € E; f7(x) € Jr = Jor => 7 (w) = f27 (2') ; soit y= f"(z') (y €
r=Jlet z=x—y. Ona fT{z)=f"({z)— F (y) =0 donc z € K.

2. {a) Ona K=K,.8i x €K, f*{(zx)=0; donc f|x est nilpotente.
{b) Soit z € .J tel que f(x) =0; puisque J=nN32,Jn:2€ Jr ,¥n 21 En
particulier x € Js 12 = f°(2'). D'oir ;
0= f()=fH{x) = €K 1=K, = [ (2') =0 = =z =0.
fe) Soit x € JsNK ;ona x=f*(x) et f5(x) =0 d 'ou:
P laY=0 =2 cKn= K, = f*(@')=0=2=0
1. Ona: J=Jr = Jrys et K = Ky = Kpys . Il faut montrer que E =
Jrts B Krgs. Utiliser les résultats de la partie II.
2. cf 1L
3. cf. I
4. Ona B=J-8K,.
FE) = fd) =de=d
PRUE) =10 =7
donc J; = Js41 et par conséguent v < s,
Soit z € Ky ; f7(z) € Jp et f° (f’"(x)) = fr (fs(:r)) =0 (car z € K,);
done f*{z) e J.NK:={0}; ainsi K; C K.

D’autre part + < s donc Ky O Ky et par conséquent K = K. Ceci implique
que la suite des novaux est stationnaire déja a Vindice r et donc s < r.

IV. Soit r l'indice de nilpotence de f|g . On a:
B =f"F)y+ ()= (F)=F
car f|p est un automorphisme ; de méme : f*t1(E) = F. Donc :
F =Imff =Imf"t!

D'autre part : & C Ker f7 C Ker f7. Soit x € Ker f7 o = ap + 35 avec ap €
F,zg € G frtl{z) = 0 = [+l (zp) = }; comme f|F est un automorphisme,
F7tlp est aussi un automorphisme, done #p = 0 et par conséquent Ker fr+! =G,
Ce qui montre que & = Ker f™ = Ker ™1,
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V. 35i les dimensions des K. croissaient strictement, elles finiraient par dépasser la

dimension de E.

Pour le contre-exemple, considérer I'endomorphisme f : R(z]—R[4] . Ona: K =
P — ’

R(z] et J=R[z]; donc X e, J ne sont pas supplémentaires dans R [z].

x
SoitvEKerfetV=»Mv), = ( Y ) - En imposant AV = 0 on trouve le systéme :
z
-2z 4+ 3y +z =0
5z 4+ y =0
dx +11y +32z =0
1
ce qui donne V = [ —5 | (& un facteur de proportionnalité prés).
17

Done dim Ker f = 1 et dim Im f = 2. Pour avoir une base de Im f il suffit de pren-
dre deux vecteurs colonnes indépendants, par exemple f(e1) et f(ez) cest-a-dire

-2 3
( 5 ) . ( 1 ) {on a identifié un vecteur de B*® avec sa matrice colonne dans
4 11

la base canonique, ce que 1'on fera souvent dans la suite).

L'équation de Im f est 3x+ 2y — 2= 0.

1. Non, en vertu du théoréme du rang.

2. Boit :
a1 az ag 24
= M(f)ﬂg.tj — bl b2 b3 b4

[} £ <3 [aF]
T 1 T T
f(e1) fle2) fles) fleq)
En imposant que f {e:) € 7 on trouve : ¢; = a;+b; (i =1,...,4). Ces conditions
sont équivalentes & Im f < #.
Impaser, ensuite, v1, v2 € Ker § (c’est-&-dire Vect{v1, vz} C Ker f). On trouve :

ai an a2 a1 + a2
A= b1 bg b? bl + b2
ai+b arx+b2 ax+b; atertbd tio
Il reste & imposer : Im{ = # (ce qui, d'aprés le théoréme du rang, implique

dim Ker f = 2, done Vect{ul,vz} = Ker f). Comme Im f C x, ceci équivaut &
rg f = dim 7 = 2, ce qui s’exprime par le fait que les colonnes ne sont pas toutes
proportionnetles 4 P'une d’entre elles. On trouve les matrices ci-dessus avec la
restriction : a3 be —agb) # 0.

3. Non (il n’y a pas la matrice nulle).

fl@)tv=2, ob, v=(3A, 2X, ). Ondétermine
A de maniére & ce que x — v € 7.

Ona:
(w=—3M+2(y-22)+3(z—-N=0 z— f(wJ—v,;:‘ ¥
— A:%(z+2y+3z) o)

Calculer f(ey), f{ea), f{e3). On trouve :

1 7T -6 -9
M ;= — -2 6 -6
(e 19 -1 -2 7 F1gure 11
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Nécessairement [ = I3 et B € Mgz (R). On trouve :

—2— 3¢ 1+3¢ [
B= 3 ;1 3¢ o |0 ave e eR
2

On trouve :

Ant+l = n — 2bn \ i Cntl = Gn + 2851
¢’est-a-dire :
bat1 = —an bat1 = —an

En utilisant les résultats de l'exercice 19. du chapitre 1, on trouve :

an= 2 (DY) b=l (e (1)

Démonstration par récurrence. 8i AB £ BA, on a:
(A+B?=A>+ AB+BA+ B # A2 { 2AB + B?

b
Utiliser les notations suivantes. Soit. ! = (a1,...,8,) une matrice ligne et ¢ =
br
une matrice colonne. On a le=a1 b1 + -+ anba. 5i §,...,{p sont les lignes de A,
4 e
employer la notation A= ||. On aalors: A¢c= 3 et
Ip lpc
X T o el
131
) 11 [ 1 [ 51 Cq
=1 i =Ac1,...,Aeg|
lper.. dpep
tp

Utiliser les notations de Vexercice 23.

Pour 1. :
ﬂ]_ my
Al = s A= s Br=|lvn, el Bas=lwn, . wel|
I my
Ona:
S ” V1, y Ur W, v Wg ||
b I { {
191 1t rwy .l
I vl g v owy ..y w,
m miwv .. Ty U MW ... We
Myt .. Mg Uy mhwl...mh‘wsJ
mg

Méthode analogue pour les autres.
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1l faut vérifier que ||f (v)|| = ||v|l , ¥v € B2, Dans la base canonique de R?, la

. cosf —sind . _{a _ { acosb —bsiné
matrice de [ est ( sin @ cos & )’Sl v= ( b ) ona f(U)_( asiné + b cost )

‘

t+2y+z = =x
X = AX > { y+2z = ¥
z = 2
En résolvant par rapport & x, y, 2 :
z = z'-2¢ +37 i =2 3
{ ¥y = ¥ -2z done ATl = ( 0 1 -z )
z = z 0 a 1

On a:

(I-N{T+N+N NP =7

done ¢
(I-N)'=I+N+N 4. 4 NPt
On trouve ;
1 —a e2-b -—ad -;206 —¢
_1 0 1 —a a‘—>b
A7=110 o 1 —a
9 0 0 1

i
A= M(f)y, = (g

0
3 3
Vg = 0 , M3 = 2
-1 1

2 3 3
,ona: P=F oy = -1 0 2 ].
0 1 1
Calculer A= P A P11,
x
M(f)e={ a 0
0 b

1. Vérifier que TH{A+ B)=TrA+ TrB et Tx(AA)= A TrA
2. Boit &' = AB, C = (i), avee e = 3 ;- @ijbje. Ona: Tr O = i 04 by
Soit D= BA = (dgk), avec dik - 2;‘:1 bij Qik- Ona:TrD= E:’:j:l b,;j i
Changer dans cette expression les notations en remplagant ¢ par 7 et § par { et
vérifier que Tr O = Tr D).

Tr(P~'AP) = 'Dr(P-l (AP)) = 'D-((AP) P71} = TH(APP!) = TrA

0 2
0 |. En prenant, par exemple : y; = ( -1 ),

S D =D T

==l R0

3. 5i cela était possible, en passant aux traces...

4. Ontrouve: (D, D] =id.
NOTA. FEn dimension infinie il existe donc des endomorphismes A, B tels que
|4, B] = id {ce qui est exclu en dimension finie). L'existence de cette relation
permet de justifier le principe d'indétermination d'Heisemberg, fondamentale
en Mécanique Quantique. Ce qui explique aussi pourquol la formalisation de
la Mécanique Cuentique exige 'utilisalion des espaces vectoriels de dimension
infinie.

IEI Caleuler f (1), f (z), f (#2) et imposer qu'ils appartiennent A By [z]. On trouve que
c'est. le cas si et senlement s1 a + 26 =0. On a alors :

1 ¢ 0
M(f}{l'm,:rg} = —2b lb Cl2
0 - 1+ 2e¢

1
Sic=—§ ou bc=—% ona tgA=2;sinon rgd =3.
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On trouve :

f(zx)=z1, G2(x)=—-z1+z2, O3{zx)=—m242a,...... ,
Ory1(2) = —ak +Tpq1,- - O (z) = —Tn_1 4+ 2n

1 =102+ Tz =0

Notons {wy, w2, wa} la base de B*™" duale de {w1, w2, w3} : w; (;) = di5.
Comme B3* = B3, avec les notations de page 86 il existe v, vz, v3 € R3 tels que ®,, =
wy ; done @, (p;) = &y, ¢est-b-dire ;(v;) = di;. Bn d'autres termes {1, 2,3}
est la base duale de {v,vz,v3}.

-18
En imposant @1{v1) =1, w2{tn) =0, ws(r1) =90, on trouve : v = ( 7 )

5
5 3
De la. méme maniére, on trouve : vz = -2 et vg = -1 1.

-1 -1

1. Vérifier que o f est linéaire.

2. Simples vérifications, sauf pour (d), qui elle en revanche se démontre trés facile-
ment & I'aide de la question 4. qui suit { ce qui montre que parfois le point de
vue des applications est plus commode {comme pour (¢}} et parfois il est plus
commode d'ulifiser le point de vue des matrices.

3. Pour (&) , montrer d’abord que t{idg) = idg+ ; appliquer ensnite (c) & fof~! =
idp et 3 flof=idg.

@11 ...81n bll»--blﬂ
A=| ... et B= M(tf),;,j,wi = ...
[
c'est-a-dire :
i "
Flew) =D ariei et (*N)@) =D bjava
i=1 =1

En déduire : (3 o f)(ex) = ax; et (*F) () (ex) = bjg, doit: by, = ax; et
donc B = A,

1. Soit pe G"; Yy € G ona w(y)=90;en particulier : @(z)=0,Yxz € F.
2. 50t pe (F+OPY :¥ecF,V¥ycG:wplr+y)=20: en particulier, en
prenant # = O , on voit que ¢ € G?; en prenant ¥ =0g : p € FO.
Reéciproque facile.
3. Montrer d'abord que F < F; puis que dim F' = dim F00,
4. Remplacer dans 2. F et (7 par F'© et GU et prendre annulateur des deux membres.

pe(Imf)® = p(f(z))=0,¥2€E <= (*fo ) (z)=0,Yz e E
= 'fop=0<pecKe(f)
Appligquer le théoréme du rang & tf et la proposition 3.39 page 87 au sous-espace Im f.



Chapitre 4

Déterminants

Comme nous 'avons déja fait remarquer, la notion de dépendance ou indépendance linéaire
intervient, d'une maniére ou d’'une autre, dans les différents problémes d’algébre linéaire.
Jusqu'a présent, la seule méthode que nous avons vue pour savoir si un systdme de vecteurs
est libre, est celle qui consiste & &tudier un systdme d'équations linéaires par élimination, ou
encore — ce qui au fond revient au méme — & échelonner une certaine matrice.

Le principal intérét des déterminants est de fournir des conditions ezplicites d'indépendance
linéaire, en quelque sorte des formules qui permettent de savoir si une famitle de vecteurs est
libre ou non. Appliquée aux systémes d’équations linéaires, la notion de déterminant permet
d'obtenir les conditions de compatibilité sans que l'on soit obligé de chercher explicitement
la solution et elle donne aussi des formules pour la solution. L’intérét de cela apparait claire-
ment lorsque Pon étudie les systémes d’équations avec param@tre {comme nous le ferons
au chapitre 6. pour le calcul des vecteurs propres) : la théorie des déterminants permet de
donner immédiatement les conditions sur les paramétres pour que le probléme admette une
solution, alors qu'une étude directe par la méthode d’élimination conduirait & des calculs
compligués et surtout ne permettrait que trés artificiellement d’avoir des résultats généraux.
La présentation que nous donnons ici n'est pas la plus élégante, mais elle permet d’effectuer
immédiatement les calculs et de se familiariser rapidement avec la notion de déterminant
et ses applications. Il est important, cependant, de comprendre que le déterminant est une
n-forme multilindaire alternde car U'on voit ainsi d’'une fagon trés naturelle le lien entre la
notion de déterminant et les problémes d’'indépendance linéaire.

Nous donnerons cette caractérisation au paragraphe 2 et 4 (cf. théorémes 4.2 et 4.11); au
paragraphe 10 nous mettrons en évidence l'interprétation géométrique par le volume. La
notion d'orientation est présentée au paragraphe 11.

Comme toujours, le corps K est supposé commutatif.

NOTA - Les démonstrations en petits caractéres peuvent étre sautées en premiére
lecture,

4.1 Définition des déterminants par récurrence

Définition 4.1 - Soit A = (ai;) € M, (K). On définit, par récurrence, une applica-
tien : dét : Mu(K) — K de la maniére suivante :

*8in=1, clest-d-dire si A = (a), on pose dét A =a;

*sin > 1, notons A;; la matrice obtenue de A en supprimant la 18 figne et
la ™€ ligne colonne (c’est-g-dirve la ligne el la colonne qui passent par l'élément

163
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aij) ; on pose alors ( puisque Aij € My (K)) :

dét A=aqy;dét Ay +---+ (—1)’°+1a1k dét Ay + -+ (_1)n+1 Q1 dét A1n

Le scalaire dét A est dit déterminant de A et le déterminant de la matrice

aix - Qln i1+ Qin
: : est noté, habituellement : :
nl it Opn Qn1 Tt Opn
Ezemple 1 :
4 -1
’3 2’ =4x2 - (-1)x3 =11
Plus généralement :
a c
b d = ad — be
Exzemple 2 :
1 -2 3 1 -2 3 i S 1.-2 3
2 1 -1 :12(1 1[-(-2)|2 i —1|+3(2 ].r-l
1 5 1 B 51 5 1 1 5 @

1°—1 20 41 2% 1
kAT RO
=(1+5)+2(241)+3(10-1)=39

Plus généralement :

! n

a a a
bf bh‘ b bﬂ' b b.i'
T _ ot "
2R R Sy c |t ¢

=a(M'd —b"d) — a' (be" — b'c) + a" (b — V' ¢)
== abfcﬂ + al'bﬂc + aﬂ'bcf = aﬂ'b}'c_ a."bcﬂ' 5 abﬂcf

Régle de Sarrus

Ce résultat permet d’énoncer la régle de Sarrus pour le calcul d'un déterminant d'ordre 3 :
le déterminant d’une matrice d’ordre 3 est la somme de six termes, trois affectés du
signe + et trois du signe — :

- les produits affectés du signe 4 contiennent soit les trois termes de la diagonale principale,

soit deux termes paralléles & cette diagonale;

- pour les produits affectés du signe —, on procéde de méme en changeant de diagonale.
Plus précisément, voici le schéma de cette régle (dont le seul intérét est d’effectuer plus vite
les calculs) :

PR i W3

e - + D ]

. . L] L ] . . . L) . [ ] . - 1l .

ab’c" + a'b'c + a''be’ — a'be - a'be'!
(Bien entendu, cette régle ne s’applique qu’aux matrices d’ordre 3).

+ |l - | — |- @ -] = |®o - ] = |- - @
e . -

ab’c!
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Exemple 3 :
a1l 1] - 0 a2 0 - 0
a1 @z O L a3z azz 0
. = an
* 0 * 0
aﬂ]. - DY a‘“n an2 T o ann
a3 0 . 0
_ : w0 :
= 411622 | . = 0 = Gl1892033 00 Oan
- * . []
aﬂa - - an"

Le déterminant d’'une matrice triangulaire (relativement i la diagonale principale} est
donc égal au produit des termes de la diagonale.

Exercices 1. 2.

4.2 Les déterminants vus comme
formes multilinéaires alternées

La propriéié fondamentale des déterminants est exprimée par le théoréme suivant :

Théoréme 4.2 -
1. Le déterminant est une application linéaive par rapport & chaque colonne, ¢'esi-d-
dire : st A=|er,...,call alors, VA€ K ,Vk=1,...,n:
(ﬂ-) détHC]_,...,/\Ck,._.,Cn" = ’\détllcli"')ckz"')cn ||
(b) dét|ci,...,06+ bk, ...;enll =
dét||c1,...,ak,...,cn|| + dét”cl,.‘.,bk,...,cnﬂ
2. Si deur colonnes sont égales, le déterminant est nul 1.

NOTA. — Naus verrons une réciproque de cette propriété {cf. proposition 4.11) en ce sens que toute
application multilinéaive et alternée, c'est-a-dire qui vérifie les propriétés 1. et 2. ci-dessus, est,

dans une certaine base, le déterminant d'une matrice.

Démonstration : Par récurrence sur n. 2

Pourn=1 il n'y a rien & démontrer.
Pour n =2 ¢’est une simple vérification. On a :

Aa ¢ a ¢
ool = dad-xbe=A(@d-bo=Al} §
a+a ¢ , . ; ,
b d| fat+ald—(b+¥)c=(ad—bc)+(a'd—be)
a ¢ a e
= o a|T|v 4

'Paur une raison que Pon verra par la suite (cf. corollaire 4.3 page 107), cette propriété s'exprime
en disant que le déterminant est une application alternée.
2Cette démonstration est tirée de S. Lang : Algebre lindaire 1, InterEditions, Paris, 1976.
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ce qui montre la linéarité par rapport & la premiére colonne. De la méme maniére, on vérifie
la linéarité par rapport & la seconde colonne.

Enfin |g g‘ =ab—ab=0 et la propriété 2. est vérifiée.
Supposons le théoréme vrai jusqu’a 'ordre n — 1 et soit A € M, (K).

Montrons d’abord la linéarité de dét A par rapport & la k™ colonne ot k € {1,...,n}.
D’aprés la définition, dét A est une somme de termes du type :

(=1)* ay; dét Ay

1l suffira de vérifier que chacun de ces termes dépend linéairement de la k*™ colonne.

@y e ey r @ik i Qg
Sij#k,ona: 4=

Gni 0% Q0N <5 Bpg E G
Dans ce cas, le terme @15 ne dépend pas de la k*™ colonne, alors que la matrice A;; contient
la k*™ colonne. D’aprés ’hypothése de récurrence, dét A;; est une fonction linéaire de la
k'™ colonne. Ainsi, a1;dét A;; dépend linéairement de la £*™ colonne.

Si j =k, a1; = aix dépend linéairement de la k** colonne, alors que Aix ne contient pas
la k*™ colonne. Aussi, aiydét A;x dépend linéairement de la k*"* colonne.
Ainsi dans tous les cas, dét A dépend linéairement de la k*™ colonne.

Il reste & montrer que si deux colonnes sont égales, le déterminant est nul.
Lemme (a) :
Si deuzx colonnes adjacentes sont égales, le déterminant est nul.
En effet, supposons par exemple que cx = ck+1 et soit j un indice différent de k et de k+1.
ayy cc @y vt @k @k Gt Gln

Ona: A =

Qpy -+ Quj - Gpk Gnk 0 Qpn

Cette matrice d’ordre n—1 a deux colonnes égales, donc, d’aprés ’hypothese de récurrence,
son déterminant est nul. Aussi, dans le développement de dét A tous les termes du type
a1 dét A1; avec j#k et j# k+1 sont nuls. Il reste :

dét A = (—1)"** ayp dét Ay + (—1)" @y pqa dét Ay p

Or ck = ckt+1, donc a1k = a1,k+1 et Air = Aj 41 ; les deux termes se compensent et par
conséquent détA=0. &
Lemme (b) :

Si dans un déterminant on échange entre elles deux colonnes adjacentes, le déterminant

change de signe.
En effet, remplagons dans la matrice A la 7™ et la (5 + 1)*™ colonne par leur somme
¢; + ¢j+1. D’aprés le lemme (a), on aura une matrice a déterminant nul :

dét e, .- 05 + Cig1,65 + g1, . .6 =0
En utilisant la linéarité par rapport & chaque colonne que nous avons démontrée ci-dessus,
ona:
0= dét|ler,..., ¢y CjyevnyCnll + dét|ler,. .. ci, Cit1y.. el
+dét|lery ...y Cig1y Ciyenosn|l + détler,. .. Cia1, Cig1yenn,Call
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En utilisant le lemme (a), on voit que le premier et le quatritme termes sont nuls et donc

que: )
détller, ... c5 cierooonCnll = —détller,. . i, Gy nll

¢e qui montre le lemme . &

Revenons maintenant au théoréme et supposons que deux colonnes quelconques soient égales,
par exemple ¢ = ck. Par échanges successifs de colonnes adjacentes, on peut modifier la
matrice jusqu’a ce que les deux colonnes égales soient adjacentes. Chaque fols que l'on fait un
tel échange, le déterminant change de signe d’aprés le lemme (b) ce qui n’a pas d’incidence
sur le fait qu'il soit nul ou non. Puisque, lorsque les colonnes égales sont adjacentes le
déterminant est nul d’aprés le lemme (a), il le restera lorsque ¢; et ¢ sont deux colonnes
quelconques égales. [

Le théoréme que nous venons de démontrer entraine toute une série de propriétés
importantes.

Corollaire 4.3 - Si Uon échange entre elles deuzr colonnes, le déterminant change
de signe.

La démonstration est analogue & celle du lemme (b). Remplagons dans la matrice A
les colonnes ¢; et ¢ par leurs sommes. On a :

0= détfler,...,ci+ck,.. ., itk ...,cnll = détfler,. ... ¢ call
+dét|ler,. . e |l FdéE[ler, ke en ||
—I—dét"Cl,...,ck,...,ck,...,cﬂﬂ

Le premier et le dernier termes étant nuls, d’aprés la propriété 2. du théoréme 4.2, on
obtient facilement le résultat.

Permutations des colonnes

Soit A={lc1,...,¢n| et A’ une matrice obtenue en changeant I'ordre des vecteurs
colonnes de A (on dit que A’ est obtenue de A par permutation des vecteurs colonnes).
Par exemple A = |c1,¢2,¢3,¢4| et A = |eq, 3,1,

Il est facile de se rendre compte qu’en échangeant entre elles deux colonnes on peut,
par de telles opérations successives, passer de 4’ 4 A.

Il y & méme une fagon standard de le faire qui consiste & mettre d’abord la colonne
¢1 & la premigre place, puis c; 4 la seconde, ete.

Par exemple :

Ar = ”641 c3’ Cl’ CQ " an échangeant Hcl‘ CS’ 04‘ cz ” en #changeant "C]_ ? 82’ 647 CS "
Cy et g‘( Co et ng
en échangsant ||C1, C'Z) C3: 64" = A
cz et C4

L’opération qui consiste & échanger entre elles deux colonnes en laissant fixes les autres
est dite transposition des colonnes. A chaque transposition le déterminant change de
signe et donc, dét A’ = (—1)" dét A ot T est le nombre de transpositions nécessaires
pour passer de A & A’.® En particulier, si détA =0 alors dét A’ = 0.

Dans Pexemple précédent : 7 =3 donc dét A’ = —dét A.

3Pour une présentation plus détaillée de ces questions, cf. paragraphe 3.
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Ezemple — Calculer :

000 1 0
1 00 0 0
A=|0 0 0 0 1
g1 0 0 0
00100
A = dét|es,es, es, e1, 3| = — dét |ler, eq, €5, €2, ea|| = dét|le1, 2, €5, €4, €3
1 o -- 0
0 :
= —dét|ler,ez,es, 4,85 = — 0l=-1
0 o 1

Ces remarques permettent de démontrer le théoréme principal, celui qui motive 1'in-
troduction de la notion de déterminant.
Théoréme 4.4 - Soit A = ||e1, ... en|| € Mn (K). Alors les vecteurs ¢1,...,¢n
forment une base de K™ si et seulement si dét A 0.

Qu, d'une maniére équivalente, (en prenant la contraposée) :

Un déterminant est nul si et seulement si 'une des colonnes est combinaison linéaire
des autres colonnes.

Démonstration : Supposons, quitte & changer 'ordre des colonnes {ce qui n’a pas
d’incidence sur le fait que le déterminant soit nul ou non) que la premiére celonne
goit une combinaison linéaire des autres :

A=”Zi\icz';c2:---:cn”
=2

En utilisant la linéarité, on a :

Tt
dét A= "N dét|es ez, nl
i=2
Or, chaque terme de la somme est un déterminant avec deux colonnes égales, donc
nul, et par conséquent dét A = 0.

Réciproquement, soit {c1,...,c,} une base de K™ et montrons que si on avait
dét|[e1,...,6n || =0 lon aurait une contradiction.

Puisque {e1,...,cx} est une base, tout vecteur v de K™ s’écrit comme combinaison
linéaire de ¢q,...,c,. Soient :

3 3 m
1)1=Zﬂ,j6j . UQZZbka A E oy
4=1 k=1 =1

n vecteurs quelconques de K™, On a, en utilisant la linéarité par rapport & chaque
colonne :

i3 n n
détllor,. .., vall = dét]| > aici, > brer,..., D gic
§=1i k=1 =1
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" ¥
=EZ ajby...gidét|lcs,en, ..., al

i=1 k=1 =1
Or, chaque terme de cette somme est du type adét||e;, ek, - . ., ¢l, ol @ est un scalaire
et les indices #,k,...,I sont I'un quelconque des nombres 1,2,...,n. Si deux indices
sont égaux, [l¢j,ck,...,cll = 0; si tous les indices sont différents, [¢j,ck,-.. .,
est obtenue par permutation des colonnes de la matrice ||e1,...,cn|. Puisque le
déterminant de celles-ci a été supposé nul, le terme «dét||cj,ck,...,afl est nul
et, finalement, dét lvg,...,v,[ = 0.
Mais ceci est impossible, car v1,...,v, sont des vecteurs arbitraires (il suffit de pren-
dre pour {v1,...,va} la base canonique {e1,...,en} de K™ :dét|les,... en] =
dét I, =1} 0O

Exercices 3. 4. 5.

4.3 Permutations, transpositions, signature

Dans ce paragraphe, nous allons définir d’une maniére plus précise certaines notions que
nous avons introduites et utilisées au paragraphe précédent.

Comme nous I'avons vu, un rdle important dans la théorie des déterminants est joué par les
permutations des colonnes. Voici la définition précise de la notion de permutation.

Définition 4.5 — On appelle permutation de {1,2,...,n}, toule application bijective :

o:{1,2,...,n} — {1,2,...,n}

Lensemble des permutations de {1,2,...,n} est noté S,.
Puisque o est bijective, I'ensemble des valeurs de g, {#(1), o(2),...,0(n)}, posséde n élé-
ments distincts et donc est composé des entiers 1, 2,...,n rangés dans un ordre éventuel-

lement différent.
Par exemple, 'application & : {1, 2, 3, 4} — {1, 2, 3, 4} telle que (1) = 4, ¢(2) =
1, o(3) = 3, o (4) = 2 est une permutation : ¢ € S4.

Comme il est bien connn, 8, contient n! éléments (n!=1-2-3-...-n).
La notation hahituelle pour une permutation consiste & écrire dans une premiére rangée les
entiers 1,2,...,n et au-dessous leurs images par « ;

o= 1 2 e n
T\ e(l) o2 - o(n)
Ainsi, la permutation de l'exemple ci-dessus s’écrit :
{1 2 3 4
7TV 41 3 2
Bi g1 et o2 sont deux permutations dans Sn, on peut former la permutation produit a1 o o2.
Par exemple, si :

_{1 2 3 4 ¢ {1 2 3 4
=V 4 01 03 2 € 2=V s 1 2 4
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on a:
ooz (1) =0(3)=3, cro03 (D =m{1} =4
om@=n@ =1, ocicmd)=al)=2

1 2 3 4
q1°02=1 3 4 1 2

On écrira aussi, d’une maniére naturelle malgré 'abus de notation :

1 2 3 4
Ty 003 = 3 1 2 4 e
3 4 1 2 oyeop

donc :

De méme, puisque ¢ est bijective, on peut considérer la permutation inverse o=, Dans
I'exemple précédent :
1712 4 31

Définition 4.6 — On appelle transposition une permutation gui échange entre euz deur
éléments différents ef laisse fices les autres. Les transpositions seront notées 7,1, ...

{1 2 3 4 5
T™=Ll1 4 38 2 5
4.

est la transposition de S5 qui échange 2 et

Par exemple :

Remarquons que si 7 est une transposition, 7° = id et done 7' = 7.

Comme nous 'avons vu au paragraphe précédent, on peut obtenir une permutation en ef-
fectunant plusisurs transpositions successives. Par exemple :

1 2 3 4
a:(i ? g ;)= 4 2 3 1 | parnquiéchangeletd
4 1 3 2/ parnquiéchange 1 et 2

donc o =mom.

Proposition 4.7 - Toute permutation peut se décomposer en produit de franspositions.

Démonstration : Socit ¢ € §,. Raisonnons par récurrence sur .
Pour n =1 il n'y a rien & démontrer,
Supposons la propriété vraie jusqu’a Yordre n — 1 et considérons une permutation ¢ € Sa.

Soit k = a{n}, c’est-a-dire :
{12 - om
T=0s % -k

Deux possibilités peuvent se présenter :

1. k=n. Ceci veut dire que 1'élément n est fixe et que donc « est une permutation de
{1,2,...,n—1}. D’aprés I’hypothése de récurrence ¢ est un produit de transpositions.

2. k £ n. Considérons alors la transposition 7 qui échange & et n et soit &1 = 70 0.
Ona:

gi(n)=ro(n)=7lk}=n

Donc ¢ laisse fixe n, et d’aprés Panalyse du cas précédent, elle se décompose en
produit de transpositions : 61 =11 0---07p.
Onauradonc: Too =T, 0+ 0 7p, d’0il, en composant avec v & gauche !

g=TOTL0-+0Tp

car 72 = id. Done o est un produit de transpositions. 0
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Remarquons que la facon de décomposer ¢ en produit de transpositions n'est pas unique. -

{1 2 3 4 5
=44 38 5 1 2

Par exemple, si

ona:
1 2 3 4 5
1 2 3 4 35 21 3 4 5
o= 4 2 3 1 5 ot aussi @ = 4 1 3 2 b
4 5 3 1 2 4 3 1 2 5
4 3 5 1 2 4 3 5 2 1
4 3 5 1 2
Dans le premier cas, o est produit de 3 transpositions, danz le second cas elle est le produit de

5 transpositions.

Cependant, ce qu'il ¥ a de remarquable, et important pour la suite de la théorie, est que la
parité du nombre de transpositions {c’est-a-dire le fait que ce nombre soit pair ou impair)
est indépendante de la décomposition. On a :

Théoréme 4.8 - Soit o une permutation. 5" existe une décomposition de o en un nombre
pair (respect. : impair) de transpositions, alors toute autre décomposition de o comportera
un nombre pair (respect. : impair) de transpositions. Par conséquent, le nombre :

£(0) = (~1)7

(ot p est le nombre de transpositions dans une décomposition de o) est indépendant de la
décomposition. Ce nombre est appelé signature de o,

Démonstration : Il existe une démonstration directe de ce résultat (par des raisonnements
de combinatoire). Cependant, on peut le démontrer facilement en utilisant les résultats dun
paragraphe 2. 4

Le corollaire 4.3 dit en effet que si I'on échange entre elles deux colonnes le déterminant
change de signe. Avec les définitions de ce paragraphe, cela peut s'énoncer de la maniére
suivante :

Soit 7 une transposition de {1,2,...,n}. Alors :
dét [vrqay,-- s Vrimyll = — Bt [lva,. . vnll
Soit maintenant ¢ une permutation et considérons deux décompositions de g en produit de
transpositions :

G =T10: 0Ty
g =1{0-0ly

1l s’agit de montrer que : (—1)F = (~1)%.

Soit {e1,...,ex} la base canonique de K™ et A = dét llea(ays-- - €arnyl]. On a:
A =dét ||e,1 ot 07p(1)1+ -+ 1 ETyorg0-ars(n) | = —dét ”BWD.”QTP(]), ceey e,.zo__.o.,-p(")H
= 448t ooy -+ Eromarymyl] = - = (1At lea, .. enl| = (~1)7

De méme, en utilisant la deuxidme décomposition, & = ¢ 0 -+- 0, on trouve A = (—1)¥,

doir : (—1)® = (1) O

14u paragraphe 2, nous n'avons admis que la proposition 4.7 que nous venons de démontrer.
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On a immédiatement les propriétés suivantes :

Corollaire 4.9 -

1. SiT est une transposition, (v} = —1.

2 eloroom)=c(o1)e(o2), Yo1,00 € Sn

3 elo N==c(o), Vo E€8n

4 dét |lveqay, . Vol = € (o) dét [Jor, .. vl
Vérifions par exemple 2. Soient 7y = 1y 0:-07p et oa =t 0. 0t;. Ona:gr00y =
Lo oTpoly ooty done !

£(01002) = (~1)P* = (~1)P (—1)¢ = & (o) (o2)

Les autres propriétés se démontrent tout aussi facilernent.

Exercices 6. 7.

4.4 Une formule explicite pour le déterminant

A Palde des résultats du paragraphe 3, on peut donner une formule pour calculer les déter-
minants, dont I'intérét est surtout théorique : elle va nous permettre de démontrer certaines
propriétés importantes des déterminants.
Commengons par le cas n = 2.
Soit 4 = ( Zn 212 ) = |le1, cz2||, ol c1, €2 sont les vecteurs colonne de A. 3i {e1, ea} est
21 G22
la base canonique de K2 :
£1 = ai1 €1 + 2182
€2 = dizé1 +ax ez
En utilisant les propriétés fondamentales vues au paragraphe 2., on a:

dét A = dét|lar e1 + az1 €2, d12e1 + a2z 2|

a11 a12dét |le1, er]] + @11 @aadét ||e1, e2)) + az a1adét |lez, e
S it

=0
+ a21 az2dét ||e'2, 82” = (au az2 — az1 alz)dét "61, 62”
e, et

=0
= 11 dgz — £2] 212

{on retrouve la formule vue au paragraphe 1).
Considérons maintenant le cas n =3 et soit A = ||a1, ¢z, ¢a|, avee :

3
cn =anertaneztanes =y _ 068
3
c2 = anzer+azeztasnes =3 _ ame;
3
€3 = oc13e1+azmez+@zea =3 5_, Gk3
On a:
3 3 3 3
dét A = dét" E a1 €, E ajo €5, E i3 ek|| = E i1 G52 Gp3 dét Heg,ej,e;cﬂ
i=1 i=1 k=1 i,5,k=1

Lorsque deux des indices i, 7, k sont égaux, le terme correspondant dans la somme est nul
(car le déterminant qui y intervient a deux colonnes égales). Il reste les termes correspon-
dant aux indices {3, §, k} avec i, j, & variant entre 1 et 3 et différents entre eux, c'est-a-dire
correspondant A toutes les permutations de {1,2,3}. Par exemple {4, 7, k} égal &4 {3,1,2} ou
a {1,3,2}, etc.

En changeant de notation et en posant :
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i=o(l) , j=0(2) , k=0(3) avec o € 83

on & dét 4 = Z Br{1)1 Boi2)2 Gotz)a dét|lec(1), €x(2)s Eorayll
aESy .
= Z: {0} @131 Gai2)2 2a(2)s dét [ler, e2, es]|
e St
€Sy =1
= Z £ (0) fa (1)1 Qe (2)2 2o(2)3
cESy

Plus généralement, on démontre exactement de la méme fagon :

Proposition 4,10 - St A = {ai;), on & :

dét 4 = Z 3 (O’) Ga(1)1 Go(2y2 " Co(n)n
TES

Exemple — Explicitons le résultat pour n = 3. Cherchons d’abord toutes les permutations
de {1,2,3}. On a:
83 = {01, 52, 03, 71, T2, T3}

S
I
="
Il
PN
L
[ S )
L L
Mo’
=
b2
Il
——
[
[N &) LA b
[ Y — e
S R
23
Il I
TN
[l e =
— b — ha
[oFS ) o
S

{123 A=
™ =l 03 2 S Y
On vérifie facilement que e{o;) =1 et e(r)=—-1 {(i=1,2,3),d'ou:

dét A = @11 G2z @33 + @21 432 213 + @31 Q12 823
— 611 @32 G23 — @31 022 G413 — @21 B12 433

(on retrouve ainsi la formule de Sarrus).

La formule ci-dessus nous permet de montrer que toute application qui vérifie les propriétés
1. et 2. du théordme 4.2 est en fait le déterminant d'une matrice dans une base opportune,
Commencgons par le cas n = 2 et considérons une application f:R*xR* — R

- bilindaire {c’est-A-dire linéaire en chague facteur)

- et alfernée, c'est-a-dire telle que f (v, v) =0 Vv € R?

(ce qui équivaut & f (v, w) = — f(w, v}, Yv,w € R?) (cf. corollaire 4.3 page 107).

Soit {e;,e2} la base canonique de R*et v =ae1 +bes, w = cer + dez, deux vecteurs
quelconques de R?. On a :

fly,w} = flael+bes, cer1+de2)
= acfle, er)+adfle, ex) +bof (e, e1) +bd f ez, e2)
= {ad — be) f (e1, e2).
c’est-a-dire

f(viw) = dét || v, w ”ei f(el, 82)
Ceci montre que si f(e1,e2) = 0 alors f est identiquement nulle, ou, en prenant la contra-
Posée, que si f n'est pas I'application nulle, f(e1,e2) # 0. 8i donc f # 0, en remplagant f

I
f(el, 92)

par Papplication f = ,ona:

dét [lv, wlle, = flo,w)
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On peut énoncer ce résultat aussi de la maniére suivante :

Soit f: R2xR® — R une application bilinéaire alternée telle que fle1,e2) =1,
{e1,e2} étant la base canonigue. Alors

flo,w)=détAd, ot: A=|vw
De la méme maniére, en utilisant la formule de la proposition 4.10, on prouve :

Proposition 4.11 - Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K el
fiEx-xE ~— K
nfois
une application multilindaire et alternée, c’est-d-dire vérifiant :
a) Fwr,..,Avi+pws ..ot )= A (v, V00,0 F gl Wi Vs )
b)  Fv1,ee Biye. . tn ) =0
S0it {e1,...,ea} une base de E et {v1,..,va} n vecteurs de E. On ¢ alors :
Flo,..,om )} =détflvn,. .. 0l flea, - en)

Exercice 8.

4.5 Déterminant de la transposée d’une matrice

Théoréme 4.12 — Pour toute matrice A € Myn(K), on a

dét (PA) = dét A

Démonstration : Soit A = (a;;). Comme nous I'avons vu :

dét A = Z g(o) @oy1 Go(mz *** Go(n)n

gESy

Puisque le corps K est commutatif, on peut effectuer une permutation quelconque sur les
termes & second membre. Par exemple, on peut permuter les deux premiers facteurs :

Go(1)1 Qo(2)2 *°" Coin)n = Qo(2)2 Bo{1)1 " Go(n)n
Si T est la transposition qui échange 1 et 2, on peut écrire cela de la maniére suivante :
8s(1)1 Go(2)2 " Go{nin = Boer(l)r(l) Foor(2)v(2) 7 Peor(n)rin)
Plus généralement, pour toute permutation g € Sn :

Go(1)l Qo212 **° Boinin = Goop(l)p(l) Paop(2)p(2) " Boop(n)p(n)
En particulier, pour p = o7!
Go{1)l Ga(21z " Dofnin = @1p(1) *° Qn pin)

D'autre part € (p} = {0~ ) =¢(o) donc:

e{0) apry1 ** Gatmin = £{P) Q1p(1) " Gnop(m)
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Lowsque o décrit 8Eny p= o1 décrit aussi S, et donc :

dét A = Z e(pyarsy - B p(n)
. pESa

Or ceci est exactement dét (*A). En effet, ‘A = (bi;) avec by; = ey ; donc :

at('A) = Y e(P) bunys + botayn = D €00 G100y < Bnptny O

PES, pES,

On en déduit immédiatement :

Corollaire 4.13 Regle de «dualité» —
Toutes les propriétés des déterminants relatives aux colonnes peuvent étre affirmées
pour les lignes.

Ainsi par exemple, les propriétés exprimées par les théorémes 4.2, 4.3, 4.4 admettent
leur version duale :

Théoréme 4.14 -
1. Le déterminant est une fonction multilinéaire de chague ligne.
2. Si une matrice a deux lignes égales, le déterminant est nul.
3. 8i Uon échange entre elles deux lignes, le déterminant change de signe.
4

. Le déterminant d'une matrice est non nul si et seulement si les vecteurs lignes
sont indépendants,

ou (d’une maniére équivalente) :
un déterminant est nul si et seulement si une des lignes est une combinaison

linéaire des autres lignes.

Exercice 9.

4.6 Calcul des déterminants

Nous avons déja calculé le déterminant par le développement selon la I87€ ligne (cf. dé-
finition 4.1). Compte tenu du fait que si Pon échange entre elles des lignes le déter-
minant est le méme an signe prés, et compte tenu aussi de la régle de dualité, on
peut imaginer que le role de la premigre ligne peut étre tenu par 'une quelconque des
lignes ou des colonnes, quitte & tenir compte du changement de signe.

Définition 4.15 - On appelle cofacteur de I'élément ay; le scolaire :
cof (a,?;:,.-) = (—1)i+“f dét A-jj
0% Ay est la matrice obtenue en supprimant la i*™° ligne ef la °™° colonne.

Par exemple, si

1 0 -3 -
A = 2 4 -2 R ccaf(l]=+'_1 3l:lO
5 -1 3
cof(0) = - |§ _g ! = -1 etc.
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REMARQUES. -

1. Le signe (—1)**7 dans la définition de cofacteur est déterminé par le schéma suivant
(schéma en damier) :

2. Avec cette notation, la formule de la définition 4.1, s’écrit :

dét A = a11 cof (a11) + a1z cof (@12) + -+ + a1 cof{ain)

Théoréme 4.16 -~ On a les formules suivantes :

Développement du déterminant selon Ia j°™¢ ligne :

dét A = a;, cof (aj1) + a2 cof (aj2) + --- + ajn cof (ajn}

Développement du déterminant selon la j™° colonne :

dét A = o35 cof (ay;) + az; cof (az;) + -+ + anj cof (an;)

Démonstration : 11 suffit de démontrer la formule du développement suivant la j%™° ligne

(le développement selen la §2™ colonne s’obtient par dualité, c'est-a~dire en remplagant A
par "A).
aix '+ Qi
Soit A= : : et considérons la matrice B obtenue de A en échangeant
Arl ' dnn
la premiere ligne avec la 7°™° ligne {on aura : dét B = — dét A) :
by oo b -0 bim a1t Gk ccc Gjn
B=)] bn - bpe o0 b |=| o1 0 awm 0 G1a |5 ctligne
bnl Tt bnk coo ban bn1 rrr @pk 7t Gan
c'est-a-dire, pour towt k=1,...,n:

b1k=aJ—k, bjk=a1k et  bip = air [Si'.':;él eti;éj)

Développons B suivant la premigre ligne selon la définition 4.1 :

détB = bu COf (611) + blz COf (513) LR bln C,le (b]n)
= aj1 Cﬂf(bll) + a2 COf(blz) + -+ + agn cof (bm)
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Considérons 1'un des termes de cette somme, par exemple ajx cof (bix). On a :

lahi SRl S aHas T

a1 ¢ Qg v O2n

cof (biy) = (—1)'+* ﬂ;.l a;:.- a;,,
owi < Ul B

Gz1 -+ @Gg - Uon

=(—1)I+k an ﬂllk a;n

Qpy * lpg t Opp

Si maintenant on améne la (j — 1)®™¢ ligne en I*" ligne en effectuant (j — 2) transpositions
avec les (j — 2) lignes qui la préceédent, on aura :

ap v @k v G
gy ot dgp vt 02y

00f (bu) = (1) 02 (e e | = —00f ()
H’lll N “’nk e = u:rnr

donc :
dét B = — (a;,u cof (aj1) + aj2 cof (az2) + --- + @jn cof (ajﬂ))

Puisque dét B = —dét A, on a la formule. O

1 -2
A= 2 1
1 =1

— D’eveloppons A selon la ITI® ligne :

Ezxemple - Soit :

B O W
SN———

= 13 1 —2| B
sama|2 3| cnfl 3 woft 2|=ms-ssr0mn
— Développons A selon la III¢ colonne :

_ 2 1 1 -2| _ _
détA—+3|1 —1 +2|:."3 1l = 94+10=1

Le calcul d’un déterminant ne présente pas de difficultés, mais il peut étre trés long.
La somme qui apparait dans la formule 4.10 comporte autant de termes qu’il y a de
permutations dans S, c’est-a-dire n! (pour n = 5 cela donne 120 termes, pour n =
10 plus de 3 millions...). Cependant, le théoréme fondamental 4.2 et sa version duale
4.14 permettent de simplifier les calculs. On utilise pour cela la propriété suivante :
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Proposition 4.17 - Le déterminant ne change pas si ¢ une ligne (respect. & une
colonne) on ajoute une combinaison linéaire des auires lignes (respect. des autres
colonmes).

La démonstration est trés simple. Ajoutons par exemple & la i*™° colonne une com-
binaison linéaire des autres colonnes, on a :

dét [lor, v + 2, X Vs U | = détlur,. v o0 |
+Z#i)\ijl,...,v,-_l,vj,v‘:+1,...,vn " = dét||v1,..‘,v?;,.”,vn H
car dans la somme a second membre chaque terme est nul puisqu’il comporte deux
colonnes égales. [

La méthode pratique pour le calcul des déterminants consiste & utiliser la propriété
ci-dessus de maniere a faire paraitre le plus possible de zéros sur les lignes ou sur les
colonnes.

Egemnple - Calculer :

1 -2 1 3 4

1 -1 0 2 4

détA=| 2 i 3 1 2
-1 0 T Al ol

0 1 -1 13

Ona:
1 -2 1 3 4
L 1 -1 -1 0 £4-£,
détA= |0 5 1 -5 —6|rz-2L,
o -2 2 4 T Ls+ly
0 1 -1 1 3

En développant selon la premidre colonne :

1 <1 -1 0 1 0 0 0
5 1 -5 —6| _ 6 0 —~6
detA=) o o 4 7= |2 o 2 7
1 -1 1 3 1 0 2 3

Ca+C1 i+

en développant selon la I*7 ligne :

6 0 —6 5 7
détA =0 2 7 —6’2 3':6(6-14)=-48
0 2 3

Exercices 10. 11. 12. 13.
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4.7 Déterminant du produit de matrices. Déterminant d’un
endomorphisme

Théordme 4.18 - Pour foutes matrices A,B € M, (K}, ona:

dét (AB) = (dét A) (dét B)

Pour toutes matrices A, B e M, (K)

Démonstration : Soient :

211 "t Qln bll e bln
A= : i =lle,...aal, B= X o =B )
Gnl - @Gmn b1 - bun
€11 Cin
et : ¢ =AB = = {lex,. - eall
€nl ‘' Cnn

On a, d’aprés la définition du produit de matrices :

i
Gk = E Qij bjk
i=1

done :
E @1y Jk
=1 n G1j
tr = : = E b_-,.'k =bwar + - + brpaa
[ =1
3 Cnj
E Dng bjk
j=1
T
= E :b.fk 5
i=1
d’ol :

dét (AB) = détljer,....cal = dét ||Zbﬂo,;, Zb;m, Y bina]
i=1

=1

n .
= Z bj]bgz,...,bmdét”(lj,ai,...,ain
Gy izl

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 4.10, on voit que les ter-
mes de cette somme avec 7,{,...,%¢ non tous distinets, sont nuls; il reste les termes avec
Jidy... 4 variant de 1 & n et tous différents entre enx, c’est-a-dire {4,{,...,i} permutation
de {1,2,...,n}. En écrivant, donc j = ¢ (1), I =0(2), ..., i = a(n) avec ¢ € S, on
aura :

dét (AB)

Z bo(1)1 + -+ Bo(ryn A6t [|ag(ry, -« -5 Gommll
ocES, '

Z () bo)1 - - - bognyn dét [lan, ..., an] = (dét B) (dét A) O
gES,
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Corollaire 4.19 - A € M,; (K) est inversible si et seulement si 3ét A # 0 et lon o
alors ;

1

dét (A_'l) = m

En effet, supposons A inversible. Il existe alors A~ € M, (K} telle que AA™1 =17
d’olt dét{A A1) = 1 et par conséquent (détA)dét (A1) = 1. Donc détA # 0 et

1
dét (A1) = ——-
( ) dét A
Réciproguement, soit A = |ley,...,cqll et supposons que dét A # 0. Les vecteurs

colonnes de A forment done une base de K™ (cf. théoréme 4.4) et A est la matrice
de passage de la base canonique {e;} & la base {&} 1 A = P.,—,. Or, on sait que
les matrices de passage sont inversibles, (cf. proposition 3.24 page 77} donc A est
inversible. O

Corollaire 4.20 - Si A et A" sont deur matrices semblables {c'est-d-dire, i elles
représentent le méme endomorphisme en des bases différentes), alors dét A = dét A'.

En effet, puisque A’ = P~ AP on a:

dét A' =dét (P 1 AP)=dét(P~1) (dét A) (dét P)
_ dét A - détP 2F
B T
O
Ce corollaire permet de poser la définition suivante :

Définition 4.21 - Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomor-
phisme de E. On appelle déterminant de f le déterminant de la matrice qui représente
[ dans une base (quelcongue} de E :

dét 7 = dét M (f).,

{e;} étant une base quelconque de E.

Exemple -

Calculer le déterminant de la matrice A qui représente dans la base canonique de Rr?
la symétrie par rapport au plan ® d’équation z + 2y + 3z = 0, paralltlement & la droite
d'équation = = ¥_,

On pourrait calculer la matrice comme dans ’exercice 19 du chapitre 3. On trouve :

1 -1 —4 8
A= 3 -6 -3 12
-2 -2 7

d'olt détA = ~1, comme on le vérifie en eflectuant les calculs. Cependant, on peut
procéder plus facilement de la maniére suivante,
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vecteur directeur de D et {va,vs} sont deux
vecteurs indépendants de 7. Si g est la symétrie

On considére la base {v1,v2,v3} ou v est un
D

it
t &, :
par rapport & 7, on a N
glm)=—un  glr)=v gw)=1u
U.r
d’olr g .
-1 0 0 T K
M{gle=| 0 1 0 etdonc  détg= -1
0 01
Figure 1

Exercices 14, 15. 16. 17. 18,

4.8 Calcul de l'inverse d’'une matrice

Théoréme 4.22 - Soit A € M, (K) et cof(A) la comatrice de A, c'est-d-dire lo
matrice obtenue de A en remplagant chagque élément par son cofacteur.
On a alors :

Atcof (A) = tcof(A) A = (dét A)T

En particulier, si A est inversible {¢’est-a-dire dét A # 0 ), ona :

1
A_'l = mtcof(fl)

Démonstration : Considérons I'expression :
a;1 cof {ax1) + a2 cof (ara) + -+ + ajn cof (akn)

—si k=7 elle vaut dét A (il s’agit du développement selon la 7°™* ligne) ;
-8 k 75 j elle vaut 0. En effet, soit B la matrice obtenue de A en remplagant la £¥™e ligne
par la 7°™° ligne. Son déterminant vaut 0, car B a deux lignes égales :

0 = détB = a1 cof {ar1) + -+ + axn cof (ain)
a1 cof (eka) + -+ + ajn cof (axn)

On a donc
asn cof (@r) + ajo cof (ag2) + -+ + ajm cof (Gen) = O dét A (¥}

ol &5 est le symbole de Kronecker. On en déduit : A *cof(A) = (dét A) 7 . En effef, dans
Pexpression (*) le premier membre est le terme de la 5°™° ligne et k*™ colonne de A * cof (4}
et le second membre le terme de la 72 ligne et k°™° colonne de (dét A) /.

D’une maniére tout & fait analogue, on démontre que ‘cof(4) A=17 L.
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Exemple 1 - Soit A = ( B ) OnadétAd=5#0, donc A est inversible. On a.:

2
3
cof (3} =1, cof (—1) =~2, cof (2) =1, cof (1) = 3.
Doncoof(A):(_wg })etAq:%(:f _f )

Plus généralement, si A = ( '2 3 ), avecad — be #£ 0,ona:

L1 d —b
A _ad—bc(—c a)

1 2 0
Egemple2-A=| -1 3 0 ) ,dét A = -3~ 2= —5%0. Donc A est inversible,
01 -1
Les cofacteurs des coefficients de la premiére ligne sont :
3 1 _ _|=1r o|_ _|-1 3] _
cof(l)—0 1 =-3, cof(2)= } 0 -1 = -1, cof(O)-’ 0 1}— 1

Aprés calcul des autres cofacteurs, on trouve :
1 -3 2 0
A ol 5 -1 -1 0
-1 -1 5
Exercices 19. 20.

4.9 Application des déterminants &4 la théorie du rang

La principale application des déterminants concerne la théorie du rang.

(A) CARACTERISATION DES BASES

Nous avons déja vu le théoréme fondamental 4.4 {page 108} qui affirme que les vecteurs
{v1,...,vn} de K™ forment une base si et seulement si dét |lvy,...,v,|| # 0. Ce
résultat s’étend immeédiatement & un espace vectoriel quelconque E de dimension
finie. En effet, le choix d’une base {ei,...,e,} de E permet d’identifier E & K, par
I'isomorphisme.

w: E K"
U=y et By €0 — {Z1,yTn)
(cf. proposition 1.14), Puisque ¢ est un isomorphisme, les vecteurs vy,...,v, for-
ment une base de K si et seulement si les vecteurs ¢ (vy),...,¢(v,), c'est-a-dire

les composantes des vecteurs v;, forment une base de K™ [et, plus généralement :
rg{vn,...,vn} =18{(v1),...,© (vn}}). Aussi le théordme 4.4 peut s’énoncer :
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Théoréme 4.23 - (A)
Soit E un espace vectoriel de dimension n. Les vecteurs {v1,...,vn} de E forment
une base si et seulement st :

dét‘ "t’,lz e )vﬂllei # 0

ot |[1,. ., Unlle, désigne la matrice dont les colonnes sont les composantes des
vecleurs vi,...,v, dans une base {e;} (quelcongue} de E.

NoOTA. — Dans la suite, si le contexte est clair, on notera simplement ||v1,...,vnl| la ma-
trice dont les colonnes sont les composantes des vecteurs vy,. .., vs dans une base de B,

(B) COMMENT RECONNAITRE SI UNE FAMILLE DE
VECTEURS EST LIBRE

On appelle mineur d'ordre r d’une matrice A le déterminant d’une matrice d’ordre
r extraite de A obtenue en choisissant r lignes et r colonnes.

Par exemple, en choisissant la 26™* et 3*™° ligne et la 2%™° et 4°™° colonne dans la
matrice

1 2 3 2
0 |3 4| 1
4] on obtient le mineur 4§ = 3 44 14
o E 1 1 6
2 1 =1 3 2
Théoréme 4.24 - (B)

Soient {v1,...,v.} T vecteurs d'un espace vectoriel E de dimension n (r <n) et
A =|v1,-..,v| lo matrice dont les colonnes sont les composantes des vecteurs
Y1y ..., Up dans une base quelconque de E.
Lo famille {v1,...,v.} estlibre st et seulement si on peut extraire de A un mineur

d’ordre r non nul.

D’apreés la remarque ci-dessus on peut se limiter 4 démontrer ce théoréme, ainsi que ceux
qui suivent, pour les vecteurs de K™, ce qui simplifiera les notations.

Démonstration : Montrons d’abord que la condition est suffisante.

Soit :
a1 - @iy
A= Qpy ' Gpp
Gn1 "t Gy

Quitte & permuter les lignes — ce qui n’affecte pas le rang de la matrice — on peut
suppaser que le mineur encadré est non nul.
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Considérons I'application :

By by
. —

br‘ b'r

bn

Il s’agit d’une application linéaire. On a :

(225 IR 13

lo (), ..o (o)l =
Or1 - Opy

Donc
dét|lp(v1),. -, p{w)| #0

D’aprés le théoreme (A), {p{v1),...,p(v+)} est une base de K", donc une famille
libre. On en déduit que {v1,...,v,} est libre. En effet si Ayvy + -+ Arvp = 0, en
prenant I'image par p,ona: Ay p(w)+--+A- plv} =0 et donec Ay =0,..., A =0.
Réciproquement, supposons la famille {v,...,v.} libre. On peut alors compléter
cette famille par n — r vecteurs de la base canonique de K™ de maniére & former une
base®. Quitte & changer la numérotation de la base canonique, on peut supposer que

{v1,. - Ur, €r415--.,8n} €st une base. Soit :
@y v @1, g - -0
1 . [/ g «-- -« D
B=11U1,...,'{‘Jr, e?‘-l-l)"'renHBi: Grd1,1 0t Orilr 1 0 -+ 0
: : 0 1
: : A R ¢
\ pl v f - ¢ ¢ -+ 1 )

D’aprés le théoreme (A), dét B # 0. En développant dét B selon la derniére colonne
et en répétant successivement cette opération, on trouve :

a1 v Qir
détB =

Gr1 ' Gpr

On peut donc extraire de A un mineur d’ordre v non nul. (O

5Le théoréme de la base incompléte dit non seulement que toute famille libre peut étre complétée
en une base, mais qu'elle peut étre complétée en choisiasant les vecteurs dans une famille génératrice
quelcongue fixée an préalable {(cf. remarque page 16.)
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Ezemple -
Les vecteurs :
1 0 1
2 1 5
™" = 3 Uz = 2 Uy = 9
3 4 -2
5 0 0
forment une famille libre de R® car dans la matrice :
1 0 1
2 1 5
A= 32 %
3 4 -2
5 0 0

le mineur encadré est non nul.

(C) | COMMENT RECONNAITRE SI UN VECTEUR APPARTIENT
A L’ESPACE ENGENDRE PAR D’AUTRES VECTEURS

Définition 4.25 - Soit A une matrice et § un mineur d'ordre v extrait de A. On
appelle bordant de § tout mineur d’ordre r+ 1 exirail de A, dont § est un déterminant
exfrait.

1 2 2 -1 0
Par exemple, soit : 1 3 4 2 -1 et d = ’ 12 ‘ Les bordants de 6 sont :
1T 2 -1 0 1 3
4 1 4 2 -1
1 2 2 1 2] -1 1 2 0
enbordant g 4 1 3| 2 1 3|-1
avec la I1I°™€ ligne
3 -1 2 3 -1 -1 3 0
1 2] 2 1 2] -1 1 2 0
en bordant 1 3| 4 1 3| 2 1 3| -1
avec la IV*™° ligne
4 1 4 1 2 4 1 -1
T
en bordant en bordant en bordant
avec la I[[*"® colonne avec la IVe™€ colonne avec la V™€ colonne

On voit immédiatement que si A € My, ,, et § est un mineur d'ordre 7 il ¥ a exacte-
ment (p—r)(n —r) bordants de § dans A.

Théoréme 4.26 - (C)
Soient {vi,...,v.} r wecteurs linéairement indépendants, A = ||v1,...,v ] la
matrice dont les colonnes sont les composantes de ces vecteurs dans une base quel-
congue, et § un mineur d’ordre v non nul extroit de A.
Pour qu'un vecteur w appartienne & espace Vect{wv1,...,v,} i fout et d suffit
que tous les bordants de § dans la matrice B = |jvy, ..., v, w| soient nuls.
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Démonstration : Comme dans les théorémes précédents, on peut se limiter 4 con-
sidérer les vecteurs de K™.

Solent :
811 v e Oy v R ¢ ST by
a e a i e @ b
A= 1 Qpy et B= rl T T
Grp1,1 0 Qetble Gr1,1 ' Gptly  bey
nl T Gnn nl e Qan by,

Quitte changer I'ordre des lignes et des colonnes, on peut supposer que le mineur §
nen nul est le mineur encadré.

Supposons que w € Vect{v1,...,v.}. 81 'un des bordants était non nul, la famille
{v1,...,vs, w} serait libre {cf. théoréme (B) ), ce qui est exclu, car w appartient
I'espace engendre par {vl,.., vy }. Done tous les bordants de § dans B sont nuls.
Réciproquement, supposons que tous les bordants de ¢ sont nuls.

En regardant les vecteurs lignes de la matrice B, on voit que les r premiers sont
indépendants, car § # 0 (théoréme (B}} et chacun des autres est lié¢ aux r premiers
(théorzme (A)). Ainsi la matrice B a pour rang r. Donc les vecteurs colonnes de
B, {vi,...,vs, w}, forment une famille de rang r et comme {#1,...,v,} est une
famille libre, w € Veet{w1,...,v.}. O

[ 4
Fremple - Pour quelles valeurs de «, 8 € R, le vecteur w = f appartient-il
8
1 0
av sous-espace de R* engendré par les vecteurs v, = 2 el v = é fOna:
0 1
1 0 1 0 o
a<| o1 c‘;=’10‘8th 0 1] 2
1 0 01 T 0 1
0 1 o 1 B
Les bordants de & sont :
10 o 1 0 «
A= 0 1 2 =1l—-0a et Ap= 01 2 =3-2
1 0 1 0 1 8

Donc w € Vect{v, v2} siet seulementsi o =1 et §=2.

D) DETERMINATION DU RANG

Théoréme 4.27 - (D) Soit A€ My (K). Le rang de A est r st et seulement
st on peunt extratre de A un mineur & d’ordre v non nul tel que tous les bordants
de § dans A sont nuls.
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Démonstration : Les conditions sont suffisantes. Soit, en effet :

a1yt G1r | -t Bia
A=llv,. vl = Grl o | e G
ip1 coo Gpy o Gpn
et soit & # 0 le mineur encadré. Comme § # 0, les vecteurs {v,...,v.} sont

indépendants {théoréme (B)). Puisque tous les bordants de § sont nuls, chaque vecteur
us (s Z 7+1) appartient & I'espace Vect{vi,..., v} {théoréme (C)}. Donc les vecteurs
colonnes engendrent un espace de dimension r et par conséquent rg A = r.

Réciproquement, soit rg A = r et supposons, quitte & changer 'ordre des colonnes,
que {v1,-- ., } est une famille libre. On peut alors extraire de la matrice formée par
les r premigres colonnes de A un mineur § d’ordre r non nul {théoréme (B)). Quitte &
changer la numérotation des coordonnées, on peut supposer que § est le mineur formé
par les 7 premieres lignes et colonnes de A. Or rg A = r donc v, € Vect{v1,..., v}
pour s > r+1; d’aprés le théoréme (C), tous les bordants de § dans A sont nuls. O

Théoréme 4,28 - (E)
Le rang d’une matrice A est U'ovrdre mazimal des mineurs non nuls extraits de A,
c’est-G-dire :

- il existe un mineur d'ordre r non nul
rigd=r = : )

- tous les mineurs d'ordre s > r sont nuls
Démonstration : Supposons que le rang de A est r; 8'il existait un mineur d’ordre
s > r non nul, on pourrait extraire des colonnes de A une famille libre formée de
s > 7 vecteurs (théoréme (B)). Or ceci est impossible car les vecteurs colonnes de A
engendrent un espace de dimension r.
La réciproque est une conséquence du théoréme précédent. [

Exercices 21. 22,

4.10 Interprétation géométrique du déterminant :
volume dans R”

NOTA. — La présentation que nous donnons ici est tirée du livre de 8. Lang : Algébre linéaire 1,
InterEditions, Paris, 1976,

Comme nous 1'avons dit dans Pintroduction, l¢ déterminant posséde une remarquable in-
terprétation en termes de volume dans B™.

Etudions d’abord le cas de dimension 2 et considérons le parallélogramme engendré par deux
vecteurs v et w de R,
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Figure 2

En regardant v et w comme deux vecteurs colonnes, on peut considérer le déterminant
dét ||lv, w||. Etant donné que

détlfv, w|| = —dét

[, vl

le déterminant lni-méme ne peut étre I'aire du parallélogramme, puisque cette aire doit atre
> 0. On a cependant :

Théoréme 4.29 — L'aire A(v, w) du peraliélograrnme engendré par v et w est égale & I
valeur absolue du déterminant dét|v, w||. C’est-a-dire :

Alv, w) = |dét v, w”’

Démonstration : Posons :
- Alv, w si  dét|v, w|| =0
Aewy o AW s dalyul>
— A, w) si  dét|v, w|l <0
A est dite aire orientée. Avec cette notation, il s'agit de démontrer que :
A (v, w) = dét |v, w|).

Pour cela il suffira, d'aprés la proposition 4.11 page 114, de montrer que A est bilinéaire,
alternée et que A(e1, e2) = 1.

On a immédiatement ;

Afv,v) = £A{x,v) = 0
et :

Aﬂ (81, 62) =
|aet les, ezl

1l ne reste plus & démontrer que A est bilinéaire.

Lemme. — Pour tout A€ R, on a :

Ay, w)y=|x| A(v, w}

Pour montrer ce lemme, il suffira de vérifier que :
a)  Al-vw) = A(v,w)
b) Afcv, w) = cA(r,w), YceR, e>0

8i v et w sont liés, ou si £ =0, a) et b) sont évidentes ear I'aire du parallélogramme engendré
par deux vecteurs liés est nulle. Supposons donc que v et w sont indépendants et ¢ # 0.
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a) est immédiate : le paraltélogramme engendré par
¢ et w est le translaté du parallélogramme en-

gendré par v et w (cf. fig. 3).
Montrons b). On a d'abord :
A(nv, w) = n Ay, w) pour tout entier n.> 0

car le parallélogramme défini par nv et w est la

réunion de n parallélogrammes qui sont les trans-
latés du parallélogramme défini par v et w (of. fig.
4}.
Y g~ ;
n—1wf------- :'

On en déduit, en remplagant v par - dans la

formule trouvée :

A (lv, w) =1A(v, w)
n n
et donc :
¥Yym,neN
m>0,n=>0

_A(E'u, w) = %A(v, w)},

Scient maintenant v et ' deux nombres rationnels

tels que :
D<r<c<r';ona(cf fig. 5):

A(rv, w) < Alcw, w) < A{r' v, w)

done :
rA{y, w) < Aler, w) <1 Ay, w)

en faisant tendre r et v’ vers ¢, on obtient :
Figure 5

c Ay, w)=Ae, w)

ce qui montre le lemme. <
En revenant 3 la proposition, on en déduit que :
A(wv, w) = MA@, w), YAER

En effet, si v et w sont liés, ou si A est nul, cela est trivial. Autrement :

A, w) :MA(M;, w)
‘dét IAw, wl |
A détl, w

1M1 aes o, wi

A A, w) = A A(v, w)
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I ne reste plus & démontrer que :
Al + vz, w) = Ao, w) + Avz, w), Yoy, ve, we R

(la linéarité dans le second argument se démontre de la méme maniére).
La démonstration se fait par les étapes suivantes :

(i) Aw+w, w) = Ay, w}
En effet :

A(v+w, w) = AlreB + AireC
A (v, w} Aire A + Aire B

Figure 6

et d'antre part Aire A = Aire C, car le triangle ¢ est le translaté du triangle A.

(ii) Aw+w, w) = Ao, w).

Cela est évident si v et w sont liés. Si v et w sont libres :

Jaec o +w, wl)

A+ w, w) A{v 4w, w)
- aerl, ”’"|,4 i
AL (v, w) = Alv, w)
(iif) Ao+ pw, w) =2 A(w, w), YA uck

8i p =0, cela a déja été démontré,
Supposons 1 £ 0 ;

A+ pw, w) =«i(z\v+,uw,ﬁ =

1 -
—Adv+ puw, pw

" ”( pw, pw)
UE

) =A (v, w)
Soient maintenant v1 =av+bw et v =cv+dw,ona:

A+, w) = A{le+dv+(b+d)w, w) & (a+c) A(v, w)

1

=aAv, w)+ g,& (v, w) = Alav, w) + A(cv, w)
© Alvr, w) + A(vz, w)
]

L’'intérét de cette démonstration réside dans le fait qu’elle peut se généraliser facilement en
dimension supérieure.

Notons que le parallélogramme engendré par v1 et vz est I'ensemble :
{zeR*(z=A1vi+ At avec 0<N<1,i=1, 2}

Ona:
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Théoréme 4.30 — Soient v1,...,vs n vecteurs de R™ ; on note Vol (v1,...,va) le volume
du parcllélépipéde engendré par v1,...,vn, c’est-d-dire de ’ensemble :

{zeR"|z=Mwm+-+Anta, svec: 0<A<1,i=1,...,n}

On a alors !
Vol (v1,...,0n) = |dét]v,... va|

La démonstration se fait exactermnent de la méme maniére qu’en dimension 2. Celle-ci, en effet,
repose essentiellement sur le fait que le déterminant est une forme multilinéaire alternée. Or
les conditions qui expriment que le déterminant est une forme multilinéaire alternée f (cf.
proposition 4.11 page 114) ne font intervenir que deuz arguments de f en méme temps.
En gardant donc fixes tous les v; sauf deux, on peut étendre sans trop de difficultés la
démonstration donnée ci-dessus. O

Exercice 23.

4,11 Orientation

L'une des applications les plus importantes de la théorie des déterminants est qu’elle permet
de définir la notion d’orientation.

Soit B = {v1,v2,v3} une base ordonnée de R®; puisque B est une base, dét |Jvi,ve, va|| #
0. On dit que B est orientée positivement si dét |lvy, »2,vs| > 0; dans le cas contraire,
on dit que B est orientée négativement :

arientation positive otientation négative

Figure 7

On sait 'importance que cette notion d’orientation a en physique {par exemple en électro-
magnétisme) et, plus généralement, dans tous les problémes ol il intervient des rotations.
Elle sert & donner une signification précise 4 la notion de sens de la rotation ce qui revient
& choisir un ordre dans les repéres de référence.

La notion d'orientation se généralise 3 un espace vectoriel réel quelconque de la
maniere suivante,

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n , {e;} et {e}} deux bases ordonnées
différentes® de Eet P = P, .. lamatrice de passage. Puisque dét P # (), on peut
poser la définition suivante :

8« différentes » en ce sens que deux bases sont considérées différentes méme si elles ne différent
que par 'ordre des éléments. Par la suite nous supposerons toujours cela, méme si nous ne le disons
Pas explicitement.
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Définition 4,31 - On dit que les bases {e;} et {e]} d’un espace vectoriel réel de
dimension finie ont méme orientation si dét Pe, o1 > 0 (dans le cas contraire, on dit
gu’elles ont une orientation opposée).

REMARQUE - Cn peut poser cette définition car on a les propriétés suivantes :

¢ {e;} ala méme orientation que {e;}, puisque dét Po, __,., = dét I =1 > 0;

¢ si {e;} ala méme orientation que {e)} alors {e{} a la méme orientation que {e;} car si
dét P, .. >0 alors dét Pe;_,gi_ = {dét Pe‘.__,,er_}_l >0

» of, enfin, si {e;} a la méme orientation que {e/} et {e!} a la méme orientation que {el},
alors {e;} o la méme orientation gue {ef'} (vérification laissée en exercice).

Le lecteur familiarisé avec la notion de quotient {cf. Appendice A.3.), aura remargugé

qu’il s’agit d'une relation d'éguivalence.
g

Proposition 4.32 — L'ensemble B de toutes les bases de E se partage en deuz sous-
ensembles disjoints non vides : B =B UR,. Toutes les bases de By (respect. : de By )
ont méme orientation. By ef By sont dites classes d’orientation.

Le. démonstration est trés simple”. Choisigsons une base B8 de E et notons :

=3

= { bases de E, de méme orientation que 5 }

={B B |dé Pg_—p >0}

Cg : = { bases de E, d’orientation opposée  celle de B }
={B’EB|détPg_+3:<0}

Il est clair que toute base de E est soit dans Cg soit dens Cg et qu’elle ne peut
étre dans les deux & la fois ; ainsi B est la réunion disjointe de Cj et de Cj.
Si maintenant nous fixons une autre base B’ de E ont voit immédiatement que :

Ch =Cg si B et B’ ont méme orientation

Ct =C5 si B et B’ ont une orientation opposée

ce qui montre que la partition construite 4 I'aide de B est indépendante du choix de
B. O

Définition 4.33 - Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. On dit gue Uon
o fixé une orientation de E 31 l'on a choisi une classe d’orientation. On dira alors que
les bases de cette classe sont orientées positivement (ou qu’elles sont directes) et celles
de l'autre négativement.

En d'autres termes, fixer une orientation revient simplement & affecter d'un signe +
une classe et d’un signe — l'autre classe.

NOTA. — Pour choisir une orientation, i suffit de choisir une base B de E : seront
orientées positivement (par définition) toutes les bases B’ qui sont dans la méme classe
que B, c’est-a-dire telles que dét Py __, g > 0.

“Elle est immédiate si 'on fait appel & la notion de quotient (of Appendice A.3 ).
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Exemple — Orientation canonique de R,

Puisque sur R™ il y a une base canonigue {e;}, B™ est muni d’une orientation canonique :
la base {wi,...,¥n} est orientée positivement si et seulement si dét Pe, .., > 0, c’est-
a-dire si dét|v1,...,vall > 0, comme nous l'avons dit ci-dessus pour n = 3.

De la méme maniére on peut orienter canoniquement R,[X] par le choix de la base
{1, X,... X"} ou encore My, (R}, en choisissant la base formée par les matrices 8lémen-
taires {Fi;} (cf. page 65.)

Orientation induite

Comme on vient de le voir, dans certains cas I'espace vectoriel peut étre muni cano-
niquement d’une orientation. Cependant cela n’est pas toujours le cas. Par exemple
si 7 est un plan vectoriel dans R?, il n’y a pas sur 7 de base canonique (c’est-a-dire
privilégiée) et donc il n’y a pas d’orientation canonique.

On peut définir une orientation sur 7 en choisissant une base {v, vo} de 7 . Mais on
peut le faire aussi d’une autre fagon, qui sous certains aspects est plus pratique.
Pour cela, on choisit un vecteur w € R3\ {m} :

on dira qu'une base B = {1, vz} de 7 est ori-

entée positivement si la base B = {v1, v, w}

est orientée positivement pour l'orientation ca- A
nonique de R3.
Cela fixe effectivement une orientation de . Q

T Y U2

Montrons, en effet, que, conformément a la dé-
finition 4.31, deux bases B = {uv, v}, B’ =
{v},v5} sont dans la méme classe si et seule-

Fi 8
ment si dét Pg.g > 0. i igure
NO(‘.OIIS P = Pg_p et soient 8 = {91:@23'&:’},
B ={vi,vh,w};ona :
P 0
détpg_’g; = dét HL’;,‘UE, w”{ul"vz‘ ‘-'.U} = dét 0 — détP
0 0 1

Ainsi B et B’ sont dans la méme classe (au sens de Porientation que l'on vient de
définir, c’est-a-dire : dét Pgz_, ;5 > 0) si et seulement si elles le sont au sens habituel,
c'est-a-dire si dét Pg_.5 > 0.

Nous avons done orienté n en choisissant un vecteur w ¢ «. Cette définition se
généralise immédiatement :

Définition 4.34 - Soit E un espace vectoriel réel, orienté, de dimension n el F un
sous-espace vectoriel de dimension n — 1. Le choiz d’un vecteur w ¢ F, définit sur
F une orientation dite orientotion induite par w et par Uorientation de E . une base
B ={v1,...,vn-1} de F sera dite positivement orientée si la base B = {v1, .., Un—1, %}
de E est positivement orientée.

REMARQUE — On pourrait penser qu'il y a une infinité d’orientations induites sur F, c’est-
Adire autant que de choix du vecteur w ¢ F. Ceci est exclu, évidemment, car sur un espace
vectoriel il n'y a que deux crientations possibles.
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Il est facile de voir, en effet que l'orientation définie
par w ne dépend que du demi-espace auguel w ap-
partient.

Plus précisément : solent w, w’ ¢ F; puisque w
E = F & Vect{w}
w' s'écrit d’une maniére unique F
w =+ Aw avec z € F.
Si B est une base de E et B = {v1, ..., Un_1} est Figure 9
une base de F, on a :
dét ||‘b‘1, vory Un—1, w"”g; = dét ||‘U1, oy Un-1,2 + )\’w”g, = dét ||?J1 ey Un=1, )\ng,

= hdét ”1.'1, vy U1, w”g,
ce qui montre que Porientation définie par w' est la méme que celle définie par w si A > 0
et est 'opposée si A < 0. a

Exercice 24.

EXERCICES
Calculer les déterminants suivants :
o cobs
Ar=|-a 1 ¢ Ag = N a2 abc deR
b —c 1 ¢ 0 ]
Dpu, ol gl

E Résoudre 'équation :

=0 {a, b, ¢, d € R non nuls ).

BHH & =
co8 =
o B - R
oo

E’ Montrer que pour n > 2 le déterminant suivant est nul :

a1 —b1 a1 —bx - a1 —by
az—b1 az—by -+ ap-—-by
gn— b1 an—by - ap—bn

EI Les nombres 136, 221 et 595 sont divisibles par 17. Montrer, sans le calculer, que le
déterminant :

i
2
5

=T =]
A = h

est divisible par 17.

2 A 13
El Pour quelles valeurs de A, p € B les vecteurs ( H ) , ( 0 ) , ( A ) forment-ils
1 0

1
une base de B3 7

Calculer la signature des permutations suivantes de {12345} :
o1=(24135) , 02=(15243) , o03=(23451)

Calculer o = g1 002 0 o3 et vérifier que ¢ (o) =e{e1) cloz) e(o3).
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*
Soit o € 8. On dit que deux éléments 4, 7 € {1,2,...,n} sont inversés dans o si

*

i<k et o(i) >oc(k). Soit :

fi:= nombre des k € {1,2,...

k<d

n

Montrer que : £(o) = (—1)i=

[Par exemple si ¢ € Fg : ¢ = (2413 65),ona:

£ ua

,n} tels que
et o(k)>o(i)

i =

§4=2,§5=0,j6=1, donc: e{c) = 1.

Soit A une matrice de terme général a,;. Montrer que I'on ne change pas la valeur de
3 q £

son déterminant si Pon remplace les éléments ayj, avec i+ J impair, par

—4y-

Soit A € My(K) antisymétrique. Montrer que si n est impair dét A = {.

Calculer les déterminants suivants :

3 16 24 33
1 5 7 9
A1 =5 97 36 55
7 38 51 78

Calculer le déterminant :

On  Gp—1

-1 T

0 -1
An=| 0 0

] 0
Calculer le déterminant :
1+ 2 o
T 1422
0 x
Ay, =
0 0
0 0

:
Déterminant de Vandermonde

Montrer que :
1 = (x1)2

1 x2 (x3)?

1 = (zn)?

x+2 2243 S3z+4+ 4
Ay = [2x4+3 3z4+4 4z 5
3z45 5x4+8 1W0x+417

Qn-2 (An-3 aQ
0 0 0
x 0 (]
-1 z Q 0
0 Q -1 =z
0 (]
x Q 0
1422 = 0
2z 14z% e
Q x 1+ z2
(ml}n—l
n—1
@ - n (-
: 1€i<j<n
(xn)“‘l
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*
Soit

k n—k
e,
A B
1k
D= avec A € M(K)
- }ﬂ_k et C € M, _p(K)
0 C
Montrer que dét D = dét A - dét C.
(Généraliser :
*
dét = détA;-dét Az-.-dét A,
’ (A1,---, Ap étant des matrices carrées)

0 &

*
Montrer que, si A, B € Mu(K):

A | B
dét = dét (A + B)dét (A — B)
B | A

*
Montrer que, si 4,8 € M,(R) et AB=BA4:

A+ -B
dét = dét (A% + B?)
B A

Soient vy,---, ¥ R vecteurs d'un espace vectoriel E de dimension n et {e;}, {ef} deux
bases de E. Montrer que :

détflor, - valle, = (46t Py _er) dbtor, -, valles

Calculer le déterminant de la matrice qui représente dans la base canonique de B3 la
projection f sur le plan & — ¢y + 52 =0 parallelement & la droite £ = y = z suivie de
la projection g sur le plan x4+ ¢ + 2z =0 perallélement A la droite 2 =y = —5=.

i

11
Pour quelles valeurs de a € R la matrice A = ( i 2 4 ) € M3z (R) est-elle
i 3 a

inversible 7 Calculer, dans ce cas, son inverse.

Boit A € My (K). On note AT =’cof(A). Montrer que si A est inversible, dét AT =
{dét A)"~1. En déduire que si A est inversible, A* I'est aussi et que AT+ = (dét A)*2 A
[Pour une généralisation au cas non inversible, cf. exercice 5 , chapitre 6.)

*

e 2 -1 b
Soit la matrice A = 3 0 1 —4 |.Monirer que rgd > 2.
5 4 -1 2

FPar quelles valeurs de a et b a-t-on rgA=27

a) Soient v1 = (a b, c) et v2 = (a', ¥, ) deux vecteurs indépendants de
E3. Ecrire Vexpression du plan vectoriel engendré par v) et vg.

b} Méme question pour v = {a, b, ¢, d) et v = (a’, ¥, ¢/, &), vecteurs indépendants
de R4,

B
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Montrer que l'aire du triangle de sommets A = (z1, 1), B = (2, y2), C = (23, v3)
est. donnée par :

1

2

¥g—T1 T3 -1
Y2—% y¥3— 4

1. Soit © 'orientation de B? définie par les vecteurs
{m =(1,1,0,1), v2 =(0,0,1,0), va =(0,—1,0,1), va = (0,0,0,1)}
Coincide-t-elle avec 1'orientation canonique de B2 ?

2. Seit F le sous-espace de B* engendré par les vecteurs {w1 = (1,0,2,1), w2 =
(2,-1,1,7),wz = {1,0,1,1}}. Quelle est la dimension de F? Déterminer un
vecteur w ¢ F tel que lorientation induite sur F par w et par ¢ coincide
avec 'orientation définie par {w1,w2,w3}.

3. Soit B? muni de l'orientation canonique et & I'hyperplan défini par « + 4 — 2 +
2t = 0. On munit F de 'orientation induite par le vecteur w = (1,1,1,1). La
base w1 = (1,-1,0,0), wz = (0,1,1,0), w3 = (0,0,2,1) de F est-elle orientée
positivement ?

INDICATIONS
E Ar=1+a2+02+¢® | Ag=(ad—be).

1 1 1 1
ERERRES!
r e b ¢

a1 i

E Soient @ = : et

On 1

=1
1l

A =dét||&— 817, & — baF,...,d — bnF|

Les vecteurs colonnes appartiennent & Vect{&, ¥’} et donc, si n > 2, ils sont donc liés.
IZ‘ Ajouter & la [II¥™¢ colonne la I*"¢ multipliée par 100 et 1a I[2™e multipliée par 10,

2 A B
# 0 A=24+p2-223=0-1)24p2-1

1 1 0

Les vecteurs sont liés pour A =1+ cos®, u=sinf (8 € R).

|

5(01)=—1‘ e{ea)=1; eloa)=1; o=(54312), e{o)=-1

Par récurrence sur n. Pour n =1 il 0’y a rien A démontrer.
Supposons la propriété vraie & 'ordre n—1 et soit & € Sy. Soit n = o (k), ¢'est-a-dire ;

(1 2... k... n)
F =
¥ kees B eee &

Considérer la permutation o1 qui améne n 4 la dernitre place en effectuant successive-
ment des échanges avec les éléments qui le suivent. Montrer que
e{o1) = (— L)! . Appliquer ’hypothése de récurrence & o3 = 01 0 o et utiliser le
fait que £ (o2) = ¢ {o1) £ (o).
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D'aprés la formule de la proposition 4.10, dét A est une somme de termes du type
e{f)aj;1 0jp2-  8j,n o0 § ={(j1,...,Jn) est une permutation de (1,2,...,n). Etant
L , nin+1 . . .
donné que j1+do+- -+ fn = % ona: (1+U+(Ge+2)+ +{Frtn) = nln+1)
qui est un nombre pair. I1 y a donc dans aj,1 a542,..., @j,n un nombre pairde couples
(ir. k) tel que jj + k est impair. Conclure.

[0 | aet (t4) = aet(-a) = (—1)m des ...

M= -2

Pour Az : soustraire la premiére ligne de la seconde et la seconde de la troisieme. Mettre
en facteur (& + 1) (z 4+ 2). On trouve : Az = —3(z + 1)2 (2 + 2).

En développant selon la premiére colonne, on trouve A, = apa™ + A,p_1; d'ob
n=an2® +en2® " 4tz +ap

Ap—(1+22)Aq 1 + 22 Ay = 0. A V'aide des résultats de I'exercice 19 du chapitre 1,
on trouve A =1+z% 4z 4 -+ 22

Considérer le déterminant comme un polyndme en les indéterminées (®;);=1,... n. En
donnant & w; et x; (1 # F) des valeurs égales, le déterminant s’annule (deux lignes
égales). Donc @; — @; divise le déterminant. Puisque les z; — x; sont deux & deux
premiers entre eux, le déterminant est divisible par leur produit, et, pour des raisons de

degré, il vaut & ] (z; — ;). En comparant les termes en (x;)®~! on voit que k=1,

i<l
I, © A B
D:
0 0 Ing

En ajoutant la (n+i)*™¢ colonne 3 la i*™€ colonne (pour i =1,...,7n) :

A B A+ B B
dét = dét
B A B+ A A

Soustraire la i¥™¢ ligne de la (n+1)*™¢ ligne (pour i = 1,...,n).

Remarquer que

Comme dans l'exercice précédent :

A -B A-iB - B
dét =dét [
B A B+iA A

A-iB -B
= dét
0 A+iB

Soient : X = M(vi)e;,, X[= M(U@)e:. Ona:
détlur,... ,vnlly = dét || X5, ..., X4l = A& ||P~! Xq,..., P~ X,
=dét (P 1||X1,...,Xnl} (cf. chapitre 3, exercice 23).
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jury

Autre méthode : Si wv1,..vn sont liés, les deux membres sont nuls. 8i {v1,...,vn} est
une base, alors, d'aprés la transitivité des matrices de passage (cf. proposition 3.24,
pege 77)

dét I|‘U1, .,.,'Un” = dét Fajmu; = dét (Pe‘-—re,-_'Pe‘-"—v'u,-_) = dét"PG"—‘Ef" dét ”‘Ul, ...,’Uﬂ"e‘:u

Ona dét f =0, dét g = 0, car f et g sont non injectives.
Danc dét{go f) = {dét g} {dét f) = 0.

{ 2a—12 3—a 2
4i—a a—1 =3

a#®T Al=
a—7 1 -2 1

De la relation AAYT = (dét A)T on obtient (dét A)(dét AT) = (dét A)™. Ecrire
ensuite la relation A A = (dét A)J en remplagant A par At.

-1 b

a 2
Dang A= 3 0 1 —4 le mineur encadré est non nul, donc rg 4 > 2.
5 4| -1 2

Caleculer les bordants. On trouve a = 1 et b= 3.

a o x
a) |b ¥ y| =0 En effet cette équation exprime, d’aprés le théoréme (A), que
¢ ¢ =z

( Y ) € Vect{vy,va}.

r
b) Utiliser le théoréme (B). 5i par exemple (; z, #£ 0, le plan est défini par le
systéme formé des équations :
a o = e o =
b ¥ yi=20 b ¥ y|l=0
c ¢ z d d& u

Llaire étant invariante par translation, effectuer une translation de maniére 4 ce que
le sommet A soit I'origine.

1. Ona dét| v1,ve,v3,v4 || > 0. Donc l'orientation définie par ces vecteurs coincide
aver l'orientation canonique.

2. Il suffit de choisir un vecteur w ¢ F, tel que dét || wi, w2, ws, w|l > 0. On voit
que, par exemple w = {0,0,0,1) convient.

3. On a dét Jlw,ws,ws, [ = 3.
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Chapitre 5

Systemes d’équations linéaires

Au chapitre 2. nous avons appris A résoudre les systémes d’équations linéaires par la méthode
du pivot. Cette méthode, méme si elle est trés simple et trés efficace 1, se révele en général
mal alsée lorsque dans le systéme interviennent des parametres et surtout elle ne permet
pas de savoir a priori si le systéme admet on non des solutions : pour le savoir on est obligé
d'entamer la résolution du systéme et voir si 'on obtient des équations du type 0 = a avec
a#0.

Les déterminants fournissent un outil efficace et indispensable pour la discussion des systémes
linéaires : ils permettent d’avoir les conditions de compatibilité sous forme de relations liant
les coefficients et fournissent aussi des formules qui donnent explicitement la solution (for-
mules de Cramer).

5.1 Définitions et interprétations
Considérons un systéme linéaire de p équations en n inconnues :

an T +awdz s + oty =i
: (L)
Gp1 L1+ Gpz Ty + - + Opnitn = bp
o les a;; et les b;; appartiennent & un corps K (commutatif).
On appelle selution tout vecteur z = (z1,...,2,) € K™ dont les composantes z,

satisfont toutes les équations. Le systéme est dit compatible 8’il admet au moins une
solution.

Expression matricielle
Soient :

@11 - Ole
A=fay)=| D | € Mpn(K)

ap]. P apn

1Cf en perticulier les considérations que nous développons en Appendice 5.

141
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b] 1
B=| i |eMp(k) et Xx=[ : |eMuitk)
by Zn

Le systéme (1) peut s'écrire sous la forme matricielle :

AX =B (1)

comme on le voit facilement, en effectuant le produit des matrices A et X.
On appelle rang du systéme le rang de la matrice A.

Expression vectorielle

Notons ¢,..., &, les vecteurs colonnes de la matrice 4 ;
@11 a1n
&= e K?, . ... yCn = c K?P
fn'rpl Gpn
Ona:
211 L1 @1n Tn
r1CL = "B RISAE s
ap1 T1 Gpn Tn
b
Sidone 5= | : | e &P, lesystéme peut s’écrire :
bp
o o 7 "

ljtésoudre le systeme signifie déterminer les coefficients de la décomposition du vecteur
b € K7P surles vectewrs {¢i,...,} de K7 :donc, pour que le systeéme soit compatible
’ . =< x x 4 — -

il faut et il suffit que b appartienne & I'espace engendré par les vecteurs &,..., &,

5.2 Systémes de Cramer

Définition 5.1 — On appelle systéme de Cramer un systéme linéaire dont la matrice
A est carrée et inversible.

Il s'agit done d’un systéme de n équations en % inconnues de rang n :

antLt+ -+ Gt =0
: avec dét A# 0 (2)
Gp1 %y + -+ annxn:bn

Sous forme matricielle, le systéme s’écrit :
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AX =1 21
Comie A est inversible, en multipliant par A~! & gauche, on trouve :

X=4A"'B (3)
Réciproguement, X = A~ 1B satisfait I’équation (2). Aussi :

un systéme de Cramer admet toujours une et une seule solution donnée

par (3}.
La solution peut étre exprimée aussi par les formules de Cramer. Considérons 'inter-
prétation vecterielle du systéme (17); la solution (z1,...,2,) est telle que :

B84+ Bl =0

Or: .
dét |61,...,E;'_1, b, é}.,.l,”.,c};ﬂ =
= dét”C-i:"-:E;—l: Z::l Tk C_;;, 5:'+1,---,C?z||
=3 o1 zxdét|lel, ..., &1, &, G, Gll

Pour k £ i les déterminants de cette somme sont nuls (deux colonnes égales). Il reste
le terme avec k =1, c’est-a-dire x; dét A. Ainsi:

dét||éi,..., 81, b, Eiyr,. s Gl = @ détA

o _ detlad, &, b GGl
! dét A

On peut résumer les résultats dans le théoreme suivant :

Théoréme de Cramer . 5.2 - Un systéme de Cramer :
181+t Bin Ty = bl
@p1 21+ -+ Gpp T = by
{avec A =(ay)=|le1,...,c|l, dét A0}

admet toujours une et une seule solution, quel gue soit le vecteur D = (h1,... ,bn),\
solution donnée par les formules de Cramer :

2: = d»ét'" c-i)"'lai—la ba 6&4—1:"')6_1"1 "
i dét A
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Ezxemple - Soit le systéme :

2z — 5y +2z =7
x4+ 2y —4z =3
3z —4dy -6z =5
Ona:
2 -5 2
détA = |1 2 —4| = —46
3 -4 -6
Le systéme est donc de Cramer.
Les formules de Cramer donnent ;
1 7 —5 2 1 2 7 2
T =—-——13 2 —-4|=5, y=-—11 3 —4f[=1
6 |, _4 _g 615 5 _s
1 2 =5 7
z=—-—11 2 3l=1
15 4 5

Exercices 1. 2.

5.3 Cas général. Le théoréme de Rouché-Fontené

Considérons un systéme de p équations en n inconnues de rang r ;

e + - F ar®H + o0+ GwmzZ, = b
grity + o A O] + o A+ Gnzn, = by (1)
aprxy + 0 o+ T o A+ GpeZn = by

On peut supposer, quitte & changer lordre des équations et la numérotation des
inconnues que le mineur encadré est non nul.
Sous forme vectorielle, avec les notations du § 1, le systéme s’écrit, :

TG+t an = §

Le systéme est compatible si et seulement si b€ Vect {&1,...,Ea}. Or, la famille de
vecteurs {&,...,8,} a rang r et, puisque
aiy - Gir
dr=1: S| #£ 0,
L B ¢
{&1,...,&} est une famille libre et donc une base de Vect {¢),...,&,} (cf. théoreme

(B) ). D’aprés le théoréme (C), b e Vect {&1,...,Cn} = Vect{C1,...,&} si et seule-
ment si tous les bordants de & sont nuls :
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a1 0 2 | b

Ac=|] ¢ Lt =0, s=r4l,..m
Qyyp ' Qpp b’r
Qg1 v Ggr b.s

Les déterminants A, sont dits déterminants caractéristiques. Leur annulation est donc
une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme soit compatible.

Recherche effective de la solution

Considérons le systéme (4), dans lequel on suppose gue la matrice encadrée a un
déterminant non nul et supposons réalisée la condition de compatibilité. Soit la ma-
trice :

@11 0 G| o am by
- — - X ’ :
BZHC],...,CT,...}CR, b” = Gry v Gy e b
Gpr vt Gpr o Gpn by
Cette matrice a rang r, Car Cr41,-..,Cn, b € Vect{é1,..., ¢} et les vecteurs ¢3,. .., Cr

forment. un systéme libre. Donc les lignes de B forment une famille de rang r. Puisque
les r premieres lignes sont indépendantes (& cause de la présence du mineur encadré)
les p — r derniéres lignes sont combinaisons linéaires des r premiéres. Ceci veut dire
que dans le systéme (4) les dernidres p — r équations s’obtiennent comme combi-
naisons linéaires des antres et, par conséquent, efles peuwvent étre élimindes. Aussi le
systeme (4) est équivalent au systéme :

a1y + 0 + QA + 0+ Gm®, = b

yy L1 + . + g L + - + Urn £n = br

Ces équations sont dites équations principales . Les inconnues qui y interviennent —

c'est-a-dire 1, ..., 12, — sont dites inconnues principales ; les autres variables libres.
Pour calculer la solution, on donne aux variables libres #,4;,...,%, des valeurs ar-
bitraires :

L+l = A'f“l’li ...... g By = An (Ai S K)

Le systéme (4’) s’écrit alors :

e1121 + o + %] = b —Girp1Arpi— - —QlnAn

(4")

1%t o+ G ® = b — Gyl Arp1— = G As
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On obtient ainsi un systéme de Cramer, lequel admet une et une seule solution pour
chaque choix de Ary1,..., An. La solution dépendra donc des n — r constantes que
I'on a fixées. On dit que 'on a une indétermination d'ordre n —r.

On peut résumer les résultats dans le théoréme suivant :

Théoréme de Rouché-Fontené . 5.3 - Soif ;

a11%1 T -+ & + -+ . = b
@11 + 0 G T+ o+ BTy, = b
apl I + -+ apr Er + -0+ Gpn Tn = bp

un systéme de p équations en n inconnues, de rang 7.
On eztrait du systéme un mineur d d’ordre r non nul ; quitte 4 changer la numérotation,
on peut supposer que & est le mineur encadré :

@11 - Q1p
5= |20
Gry v Qe

1. Le systéme est compatible si et seulement si tous les déterminants caractéristiques
associés a4 & sont nuls :

a1 v a1 | b

A = =0 (s=r—+1,..,1)
Qp1  rt Qpp by
Qe e Oy bs

2. 8i cetle condition est réalisée, le systéme est équivalent ou systéme des équations

principales :
@111 + o+ ae%| = b —Girp1%rp1— 0 —@lnTn
e &1 + 0+ Qe Zy| = b‘r‘_ﬂ'rr+1mr+1_ cer —lpep Ty

Il admet alors une infinité de solutions dépendantes de n — r paramétres®. Les
solutions se calculent en résolvant le systéme de Cramer obtenu en donnant auz
variables libres z.41,...,2, des valeurs arbitraires.

2Plus précisément, les solutions forment un espace affine de dimension n —r (cf. Appendice A.8).
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FExemple :
Discuter, d’aprés les valeurs de %, a, 8, v € R le systéme
2z + ¥ X =&
y+3z =8
22+ ky+ 22z =+

On étudie d’abord le rang du systéme. La matrice du systéme est :

2 -1

1
1] 3
k

A=

0
2
Deux cas se présentent :

1. . Le systéme est de Cramer. La solution s’obtient. par les formules de Cramer :

o 1 -1 2 a -1 2 1 fa]
3 1 3 0 B8 3 0 1 Fe)
oy k2 2 4 2 12 kv
T Tee@-n YT TeE-n T Tepon

En effectuant les calculs, on trouve :

2:_(2—3;‘;:)0:—[k+2),6+41'7r _a+ 8- z_—-a+(1-k),3+'y
= 6(2— k) Y=o T 0 F T 32~ k) '

2. |k=2|. Le systéme est de rang 2. On étudie alors la compatibilité a Paide des
déterminants caractéristiques, On extrait un mineur d’ordre 2 non nul, par exemple :

2 1
& = 0 1
Le seul déterminant caractéristique est :
21 o
A=[]0 1| 8 |[=2(y-a-3)
2 2 7

Donc le systéme est compatible si et seulement si v = a + 3.
Les solutions s'obtiennent alors en résolvant le systéme des équations principales :

22+ y| —z=ao
y| +3z=8

La variable libre est z. En posant z = A, on a :

- A
m:g% s Y=8-3XA , z= A
En résumant ;
1. si k#2 le systtme admet une et une seule solution ;
2. s k=2 deux cas peuvent se présenter :

8) v # o+ : le systéme n'admet pas de solution ;
b) v = a+ f# : le systdme admet une infinité de solutions dépendant d’un
parameétre.

Exercices 3. 4. 5.
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5.4 Cas des systémes homogenes
On appelle systérme homogéne un systéme du type :
AX =0

c’est-a-dire un systéme linéaire dont le second membre est nul,

On voit immédiatement quun systéme homogéne est toujours compatible : il admet
au moins la solution nulle. Dans de nombrenx problémes (cf. par ex. chapitre 6} il est
important de savoir &'il existe des solutions non nulles.

Remarquons tout d’abord que ensemble des solutions forme un espace vectoriel. On
le voit immédiatement en considérant Iapplication : f: K™ — K? dont la matrice,
dans les bases canoniques est A. Le systéme s’écrit :

flz) =0

et 'ensemble des solutions n’est pas autre chose que le noyan Ker f de f, quiest un
espace vectoriel.
En utilisant le théoréme dn rang, on a :

n =dim Ker f +rg f

Donec 'espace des solutions est de dimension n — r, ol r est le rang du systéme. On
a ainsi :

Proposition 5.4 - Soit

e1e1 + -+ ooy + -0+ AipnLy = 0
a1 + -+ Gl + o+ GenTn = O
a’pl Z1 + e 4+ ap'r' T + - + amxn = 0

un systéme linéaire homogéne de rang r. On suppose que le mineur encadré est non
nul. Puisque les conditions de compatibilité du théoréme de Rouché-Fontené sont iri-
wialement satisfaites, le systéme est équivalent au systéme des équations principales :

anx + -+ + anx] + - + Gy, = 0

Gr1Zy + 0 o+ G Bl + -+ G, = 0

Les solutions forment un espace vectoriel de dimension n — r (on dit briévement
que : r équations homogénes indépendantes {ou 7 hyperplans indépendants) dans un espace vectoriel
de dimension n définissent un sous-espace vectoriel de dimension n — r}.
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REM‘ARQUES‘ -

1. Les solutions d’un systéme linéaire non homogeéne A X = B avec B # 0 ne forment
pas un espace vectoriel. En effet, si Xy et X2 sont deux solutions, on a AX, = B
ot AXy=DB,dou A(X;+ Xs)=2B # B : done la somme de deux solutions n'est
pas une solution®

9. D'aprés la proposition ci-dessus, un systéme homogdne admet une solution non nulle
si et seulement si n > r. C'est le cas, par exemple, si n > p, c'est-a-dire 5'il ¥ a plus
d'inconnues que d’équations (cf. aussi théoréme 2.2 page 43).

Un cas particulierement important est celui ou la matrice A est carrée. Dans ce cas,
la condition pour qu'il y ait des solutions non nulles (r < n) est équivalente & ce qu'il
ne soit pas de Cramer, c’est-a-dire dét A = 0. On a ainsi :

Proposition 5.5 - Soit AX =0 wun systéme linéaire homogéne ot A est une ma-
trice carrée, A € M, (K). Le systéme admet des solutions non nulles si et seulement
st dét A=0.

Exercices 6. 7. 8 9. 10.

EXERCICES
IZI Résoudre les systémes suivants :
3z - ¥ '+ 2z ='a
-z 4+ 2y - 3z = b (a,b,c € R)
r + 2y + z = ¢
(1+di)x + (1=20)y + {(—1+4+3i)z = 2+
x — 2y + z =40
iz + (2—d)y — 2z = 0
Soient ®1,...,%nt1 1+ 1 nombres réels deux & deux distincts. Montrer qu'il existe un
et un seul polynime & coefficients réels de degré < n qui prend en z1,...,Zn+) des
valeurs préfixées.
E Etudier et éventuellement, résoudre les systémes suivants :
_ _ z - y - z = 1
2e Sy + 2 =1 2¢ + 2y - 3z = 0
x + 4y - 2z = 0 9
8x — y - z = 3 A 2 =0
4z + 3y — Bz = 1
r - ¥ + z + i = 2
x + ¥y — =z + 2t =1
¥y + 2z = 0

IZ' Discuter suivant les valeurs du parameétre réel «, et éventuellement résoudre, le systéme

suivant :
x + v + (1-20)z = 2{1+0a)
(1+a)s - (14+axy + (24+a)z = 0
2y - 200y + 3z = 2(1+a)

3Elles forment un espace affine (cf. Appendice 3).)
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‘El Discuter selon les valeurs de a, b, ¢ € R {avec abe 3£ 0}, le systéme :

4bex — acy + 3abz = a
Sbcx + 2acy + Tabz = b
3bex + acy + dabz = e

Résoudre le systéme suivant :

{ 2-i)z + (1+i)y + (44+3i)z = 0
(d+3i)z + (—14+3i)y + (—2+11i)z = 0
Déterminer la dimension et une base du sous-espace vectoriel de BY défini par les
équations :
zt-y+2z—- t4+ v =140
2z 4+y + 2-2t42u =190
x + z— t4+ u =1

Déterminer quatre points alignés M, N, P, ) connaissant les milieux A4, B, C, D des

segments MN, NP, PQ, QM. Quelle relation doivent satisfaire A, B, C, D pour que
le prabléme admette une solution ?

Izl Soit f I'endomorphisme de R? qui dans la base canonique est représenté par la matrice :

3 2 -2
A= -1 0 i
1 1 a

Pour quelles valeurs de A € R, existe-t-il des vecteurs non nuls v € B? tels que f {v) =
Av?

On suppose que le systéme :

by + ez = 0

{aw+
adzx + ¥y + 2z = 0

est de rang 2.
Expliquer pourquoi une base de I'espace des solutions est donnée par (x, y, z) avec :

b [ a [ a b
2y ] L S PY ) R PV v
(Généraliser.
INDICATIONS
Pour le premier systéme :
Ba+56b—c —2a+ b+ Te —d4n — Th+ 5e
= -, =
8 8 8

Pour Je second systéme : x =y =z =i

El Soit P=an,a" + an—12” L 4+ .- 4 a1 =+ ag. Ecrire le systéme :

Pzi) = ey i=1,...,n41

On a un déterminant de Vandermonde (cf. chapitre 4, exercice 13).
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2244 5A-1 .
Exz T L Y= i , 2= A pour le premier systéme.

4
Solution unique pour le second systéme : = =, y= — 1 2= g
- 1+ 2
Le troisiéme systéme est de rang 3 ; solutions : & = y = — (——;l
1+A
= — , t= A
=%

E Si ef{a+ 1) {(a—1)# 0 on a une solution unique :

c= 1 _ 2ea+3 z_1+ce
Tle-y’ YTg-w T i-a

81 a = 0 le rang est 2 et le systéme est compatible :

3 A
=1l==2X, =14, =A
@ 2 Yy +2 z
8t @ = =1 le rang est 2 et le systéme est compatible :
z=A4, y=—-4, z=40

Si @ = 1 le systéme est incompatible.

El Le déterminant du systéme est :

4be —ac 3Jab 4 -1 3
Bbe 2ac Tab| = a®b2c|5 2 7| =0
3be ac dab 3 1 4

Le systéme est de rang 2. La condition de compatibilité est : 13e —a—7b=0,

Systéme de rang 1.

Systéme de rang 2. En prenant la premiére et la troisidme équation :

Solent x, y, z, t les abscisses de M, N, P, ¢}

{ x —y|+22z -t +u =90

* + z -t +u =40
Solutions : x = —z+t—u, ¥y = z — u avec z, t, u arbitraires, c'est-a-dire :
—z+t—u -1 1 -1
z—u 1 0 -1
X: k- = Z 1 +t 0 +'|'J; D
¢ 0 1 0
u 0 0 1

Les trois colonnes mises en évidence forment une famille génératrice et libre, done une

base, de l'espace des solutions.

résoudre le systéme :

z+y = Zea
y+z = 2b
z+t = 2¢
t+x = 2d

Systéme de rang 3. La condition de compatibilité est a + ¢ = b + d, c’est-d-dire : le

milieu de AC coincide avee le mieliew de BD.

Il faut et il suffit que le systéme 4 X = A X, c'est-d-dire (A — AJ) X = 0 admette des
solutions non nulles. Pour cela, il faut et il suffit que dét (A — AJ) = 0. On trouve

A=1.

et a, b, ¢, d celles de 4, B, C, D. On doit
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8i A est une matrice carrée et a;; ses coefficients, on a :
ag cof (ag1) -+ aiz cof (agz) + -+ + ain cof (ag,) = & dét A

{cf. théoréme 4.22). La somme & premier membre est donc nulle si i # k. On considére

la. matrice :
t m n
a b c
o b

pour ¢ = 2 et k = 1, }a relation ci-dessus donne :
acof (1) + beof(m) + ccof(n) =0
pouri=3et k=1:
a’ cof (I) + & cof (m) + ¢ cof{n) =0
Daone cof {I), cof (m), cof (n) vérifient le systéme. L’un deux est non nul car le systéme
est de rang 2. Puisque I'espace des solutions est de dimension 1, (cof {t), cof (m), cof (n))

est une base de I'espace des solutions.

GENERALISATION :
Soit le systéme homogéne & n équations et n inconnues :

{ ay] &} + -+ @1n Tn

l

0
Gn—1,1%) + -+ Gp-1,nTh = 0
supposé derang n—1. Une base de ’espace des solutions est donnée par (oof {#1),...,cof {En])
dans la matrice :
2 g —
11 212 se Gln

An-1,1 dp—1,2 ' fdn-1,n



Chapitre 6
Réduction des endomorphismes

6.1 Position du probléeme

Soit E un espace vectoriel sur X et f un endomorphisme de E. 8i E est de dimension
finie et {e;} est une base de E, on peut construire la matrice qui représente f dans
cette base :

M(f)ei = "f (el):"':f(en)"ei'

Comme on I'a vu, si Pon change de base, en général la matrice change : si 4 =
M(f)e;s A =M (f)e; et P =P, est la matrice de passage de la base {e;} & la
base {¢}}, on a:

3 = P AP

Dans ce chapitre, nous nous proposons de chercher des bases de E dans lesquelles la
forme de la matrice est la plus simple possible, c’est-a-dire, par exemple, diagonale
ou, éventuellement, triangulaire.

Plus précisément, on dira que f est diegonaliseble s'il existe une base {e;}, telle que :

@11 o 0]
¢ a
M(f)e; = _22
: . . 0
0 e 0 Qnn

On dira que f est trigonatisable s’il existe une base {e;}, telle que :

all 75 o .- 0
a2
M(fl=| 0 o ou M(f)e, =

0 0 Onn [ -

153
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Ce probléme est en tout point semblable &

celui qui se pose, par exemple, en mécani- 0
que ou en physique lorsqu’on essaie de dé-

terminer le repére dans lequet le probléme

a la forme la plus simple et la plus pra- v
tique. Par exemple, si 'on étudie la chute
libre d'un corps il est naturel de prendre
un repére dont l'un des axes est vertical,
de maniére A ce que le vecteur accélération ¥
n'ait qu'une composante non nulle. Il se-
rait contraire au bon sens de prendre les
axes obliques selon lesqguels on serait obli-
gé de décomposer le vecteur accélération.
Pour les endomorphismes, ¢’est le méme
type de probléme : il s’agit de déterminer
les bases dans lesquelles la matrice de f
(c’est-a-dire, au fond, Vensemble des co-
ordonnées de f) a le plus de z€ros possible. Figure 2

¥

=)

Figure 1

Le probléme qui nous occupe est double :

1. Caractériser les endomorphismes diagonalisables (ou trigonalisables).

2. Déterminer effectivement, si elles existent, les bases dans lesquelles la matrice
est diagonale ou triangulaire,

En termes de matrices, puisque deux matrices A et A’ liées par la relation A’ =
P~1A P représentent le méme endomorphisme en des bases différentes, le probléme
&’énonce ainsi :
1. Caractériser les matrices A € M, (K) pour lesquelles il existe P € M, (K)
inversible, telles que A’ = P~1 A P soit diagonale (respectivement : triangulaire).

2. Déterminer effectivement P et A’.

Dans certains cas, le probléme peut se
résoudre assez facilement par des considé-

A
rations géométrigques. Soit, par exemple, f ¥3
la projection de R? sur le plan d’équation vy
z+ 2y + 3z = 0 parallélement & la droite
D d'équation § = % = z. Dans la base O,
canonique {e;}, on a : ! T
1 7 -6 -9 w /_j

M(fla= = | -2 6 -6
W1 2 7
{cf. chapitre 3, exercice 19).
En revanche dans la base {v1, va2, va} ott {v1, 92} € wetvs € D,ona: f(n) =w, f{v2) =

vz, flva) = 0, donc :

1 0 0
M(f)vi = 0 1 0
0 0 0
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est donc diagonalisable. De méme, si 'on considére la symétrie g par rapport au plan 7,

parallélement & la droite D, on a : g1}y = vy, g{va) = va, g{vs) = —wa; donc:
1 0 o
M{g),, = 0 1 0
0 0 -1

Il est clair, cependant, que 1’on ne peut pas espérer de résoudre toujours géométriquement
ce type de questions. Dans les paragraphes qui suivent, nous allons donner la théorie et les
méthodes de ealeul qui fournissent la solution explicite du probléme.

NoTA. — Dans tout ce chapitre, nous supposerons que E est un espace vectoriel de
dimension finie sur K. Certaines définitions, cependant, restent valables en dimension
infinie. Nous ne manquerons pas de le souligner et de donner des exemples.

Le lecteur qui n’est pas familiarisé avec les corps abstraits, pourra toujours continuer &
supposer K = R ou C. Cependant, la différence entre R et C est importante, comme
nous le verrons.

6.2 Vecteurs propres

La clé de la diagonalisation est la notion de vecteur propre (dont la définition est
valable en dimension infinie).

Définition 6.1 - Seit f € Bnd x(E). Un vecteur v € E est dit vecteur propre de f
8
1. v#0.

2. MeK: flv)=Av.

Le scalaire A est dit valeur propre correspondanie d v.

REMARQUES. —

1. Alors que les vecteurs propres sont non nuls par définition’, la valeur propre peut étre
nulle : les vecteurs (non nuls} de Kerf sont justement les vecteurs propres correspon-
dant 4 A =0

2. 8i v est un vecteur propre correspondant & la valeur propre A, alors pour tont u €
K, 5 # 0, yv est aussi vecteur propre correspondant & la méme valeur propre A. En
effet :

Flpvy = pfv) = p(Av) = A(pw)

Ainsi les vecteurs propres sont :

- 80it les vecteurs du noyau ;

- 8oit les vecteurs qui ne changent pas de di-
rection sous ’action de f.

En particulier, la droite vectorielle I engendrée

par un vecteur propre de f est invariante par

f, Cest-a-dire : f (D) C D. Figure 4

1La raison de ce choix est que les vecteurs propres sont utilisés pour construire des bases,
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Ezemple 1 -
Soit B = R? et f la projection sur un plan = D
parallelement & une droite D w

Pour tout vecteur v # 0 du plan, on a f(v) = v

et pour tout vecteur directeur w de la droite, on

a flw)=0.

Ainsi, les vecteurs non nuls du plan sont des
vecteurs propres correspondants 4 la valeur pro-

pre +1 et les vecteurs directeurs de la droite

sont des vecteurs propres correspondants A la il
valeur propre A = 0.

Ce sont 14 les seuls vectewrs propres — et donc

aussi les senles valeurs propres — car tout autre
veeteur change de direction sous 'action de f. Figure 5§

FEzemple 2 -

Soit f: R? — R? 1a rotation d’angle # et de centre 0.

Il est clair si @ # kil n’y a pas de directions invariantes sous I'action de f, pas plus que
de vecteurs du noyau (car f est bijective). Dans ce cas, il n'y a pas de vecteurs propres
et donc pas de valeurs propres.

Exemple 3 -
Soit k€ Ket hy : E— ’:E I’homothétie de rapport k.

Tout. vecteur non nul de E est vecteur propre correspondant & la valeur propre k.
L'intérét des vecteurs propres réside dans la propriété suivante :

Théoréme (I) 6.2 - f € End g(E) est diagonalisable si et seulement si il existe
une bose de E formée de vecteurs propres,

La démonstration est immédiate?. Si {vy,...,v,} est une base formée de vecteurs
propres correspondants aux valeurs propres Ay, ..., Ay, On a:
flo)=Xw, flwm)=lsvy, ool JFlun)=Apun
ainsi ;
A0 - D
0 A
M(f)vi = 2
Dooe 0
0 -~ 0 M\

2Ce n'est en fait qu'une reformulation de la définition de vecteur propre. Si nous 'appelons
«théoréme», ¢'est pour en souligner l'importance : dans la pratique il faut toujours avoir présent
que diagoneliser c’est chercher une base de vecleurs propres.
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ot donc f est diagonalisable.
Réciproquement, s'il existe une base {e;} telle que M (f)., est diagonale :

11 0o ... 0
0 .
M(f)&! = a22
: . . 0
0 v 0 ann

En regardant les colonnes de la matrice, on voit que f(e1) = a1iey, fleg} = axes,
..., Flen) = @nn en, ce qui signifie que les vecteurs e; sont des vecteurs propres. O

Ainsi, par exemple, les endomorphismes des exemples 1 et 3 sont diagonalisables, car
dans ce cas on peut construire une base formée de vecteurs propres.

Remerquons que sur la diagonale principale de la matrice diagonale apparaissent
justement les valeurs propres de 'endomorphisme.

Exercice 1. 2. 3.

6.3 Recherche des valeurs propres. Polynéme caractéristique

Seit A une valeur propre de f; il existe donc un vecteur v € E, v # 0, tel que f(v) =
v, c'est-a~dire (f — Aid}v = 0. Comme v # 0 cela signifie que 'endomorphisme
(f — A id) n’est pas injectif, ce qui, en dimension finie, équivaut & :

dée (f —xid) = 0
Aussi, si {e;} est une base de E et :

11 -+ Q1n
M{(fle, =

Gn1 "' Onn

la condition pour que A soit une valeur propre s'écrit :

@11 — A 012 x Gin
asy @z — A e aon _0
anl Qn2 v Opp — A

En développant ce déterminant, on trouve une équation du type :
(D)™ N + @y A"+ s R aAtag = O

domt les racines (dans ) sont les valeurs propres de f.
Cette équation est dite équation caractéristique et le polyndme & premier membre,
appelé polyndme caractéristique de £, est noté Py (A}). Nous avons ainsi démontré :

Proposition 6.3 - Soit f € BEnd x(E), ot E est un espace vectoriel de dimension
finie n. Les valeurs propres de f sont les racines du polynéme :

Pi (A) == dét (f — A id).
Pr (A) est un polynéme de degré n en X, appelé polynéme caractéristique de f.
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Ezxemple :
Scit f : R? — R? 'endomorphisme qui, dans la base canonique, est représenté par |a
matrice :
1 2
a=(a 1)

On a :

. 1-x 2 2

Prid) = dét (f—xud) = l _1 4_)\| = X ~-5A4+6 =(A-2)(A-3).

Donc, les valeurs propres de fsont A =2 et Ax = 3.

Si A= M(f)e;, Pr(X) = dét (A— AI) sera noté aussi P4 (A). Il est clair, cependant,
que le polynéme caractéristique dépend de f et non pas de la base {e;} choisie, car
le déterminant d’un endomorphisme ne dépend pas du choix de la base dans laquelle
on le calcule (cf. définition 4.21 page 120).

L’ensemble des valeurs propres de f est dit spectre de f et est noté Spy(f) {ou
Spr A, si A est la matrice qui représente f dans une base).

Notons que A = 0 est valeur propre de f si et seulement si dét f = 0, car Py(0) =
dét f.

REMARQUE —L’indice K dans la notation Spy(A4) est nécessaire pour la raison suivante.
Considérons, par exemple, la matrice :

Mg

’2—)\ 1

_ 2
5 —g—y| = A *

Ona: Pa(A) =

S5i donc on considére A comme matrice de Mz (C), elle a deux valeurs propres : +i et — i, 8i,
en revanche, A est considérée comme une matrice de M3 (R) elle n’a pas de valeurs propres.

En d’antres termes :
SpeA = {-4, +i} , SprA =10

Cependant, si le contexte est clair, on notera aussi Sp f (ou Sp A4).

Exercice 4. 5.

6.4 Digression sur les polynémes

Par la suite il sera souvent question de polynémes. Dans ce paragraphe, nous allons rappeler
brigvernent les définitions et les résultats dont nous nous servirons dans ce chapitre et dans
les chapitres snivants. La théorie des polynbmes est présentée avec plus de détails dans
1'Appendice A.2.

Afin de nous placer dans le cadre le plus général englobant le cas oil le corps K est fini, nous
utiliserons la notation K [X] (polyndmes formels) an lien de K [z] (fonctions polynémes)
(cf. Appendice A.2). Le lecteur qui n’est pas familiarisé avec ces notions peut, sans aucun
inconvfnient, continuer & supposer que K = R ou € et considérer les fonctions polyndmes
K [z].

3Dans le cas ol le corps K contient une infinité d'éléments les deux notions (polynéme formel et
fonction polyndme) coincident, & un isomorphisme prés - of Appendice A.2.
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1. Théoréme de la division euclidienne
Soient A, B € K [X], B # 0. Il existe alors un et un seul couple de polyndmes (Q, R) tels

e A(X) = B(X)Q(X) + R(X) avec d°R<d°B

ot d° P désigne le degré de P4 Q est dit quotient et R reste de la division euclidienne de

A par B.
gi le reste de la division eunclidienne de A par B est nul on dit que B divise A (et on note :

BlA).

2. Racines
Soit Pe K[X];a€ K est dite racine de P si P{a) =0 [P (a) désignant la valeur en a de
la fonction polyndme associée & P).

Ona:
a est racinede P <= (X —a)|P

En effet, si on effectue la division euclidienne de P par X —a,on a:
PIX) = (X-a)Q(X) + R(X) avee d°R<1l
donc R est un élément de K. En faisant X = o, on a immédiatement : P{a) =0 < AR =0

Donc a est racine de P si et seulement si on peut écrire :

PX) = (X—-a)Q(X) avec @Q(X)e KI[X]

3. Racines multiples

Supposons que ¢ est racine de P; on peut donc écrire P{X) = (X — a)@1(X). Si a est
racine de Q1, on peut mettre 3 facteur X — o dans Q1 et éerire P(X) = (X — a)}*Q2(X). Si
@2(a) = 0 on peut encore metire X — a A facteur et ainsi de suite, jusqu's aboutir & une
expression du type .

P(X) = (X ~a)* Q(X) avec Q(a)#0.
On dit alors @ € K est racine d’ordre k de P (en d’sutres termes, (X — a)* divise P et
(X — a)**! ne divise pas P. )

Sia1,...,a, sont des racines deux & denx distinctes respectivermnent d’ordre er1,..., ap, on
1 y U kR 7 |
peut écrire :

P(X) = (X —a1)" (X —a2)*%,..., (X — ap)* Q(X)

avee Q(X) € K [X], Q n'ayant pas de racine dans X ®

On voit de (i} que un polyndme de degré n admel au plus n racines (en comptant chaque
racine autant de fois que sen ordre de multiplicité).

4, Polyndémes scindés. Factorisation des polyndémes de C[X],
La terminologie de la définition suivante sera employée souvent par la snite :

Définition 6.4 - Soit P € K[X] de degré n. On dit que P est scindé dans K si P admet
7 racines dans K (en comptant chagque recine avec sa mulliplicité).

4Par définition, on pase %0 = —oo .
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Ainsi, par exemple :
P(X) = X* - 5X +6 = (X -2)(X —3) estscindédansR
De méme :
P(X) = X® —4X*® + 5X — 2 est scindé dans R,

car P(X} s’écrit : P(X) = (X — 1)2 (X —2) et donc il a trois racines {1, 1, 2}.
En revanche P(X) = X? - 1 est scindé dans C mais pas dans R.
En d’autres termes, un polyndme est scindé si et seulement si il peut s’écrire sous la forme

P(X) = a(X —a) - (X — o)
avec a€ K, a; £ a; pour 1 £ (ii)
et a1 + -+ ap = d°F

Théoréme de D’Alembert . 6.5 - Tout polyndme de C[X] est scindé dans C.

Par conséquent, tout polyndme de C[X] se factorise sous la forme (ii).

5. Factorisation des polyndmes de R[X].

Un polyndme P de R[X] peut &re considéré comme un polynéme de C[X] et A ce titre il
est scindé {dans C) : il admettra donc n racines (n = d° P} égales ou distinctes, réelles ou
complexes.

On voit facilement que :

si A est racine de P Ao ™ est racine de P
d’ordre de multiplicité « d'ordre de multiplicité o

§i done ai,...,ap sont les racines réelles de P de multiplicté ai,...,ap et b,... b,
b1,...,bg les racines complexes de multiplicité f1,...,8;,0na:
P=k(X —a)™ (X — ap)™ (X =52} (X = B1) - (X = b (X — B;)Ps
or: (X -2{X-X=X>+rX+s, avec rseR, r*—4s<0.
On a dong :

Proposition 6.6 - Soit P € R[X]. Alors P g'écrit d'une maniére unique (& {'ordre des
facteurs prés) -

P=k(X —a)® (X = ap) P (X247 X + 505 (X% 41, X + 59)7
avec: ka7, 8i€ER, rZ-ds <0 (iii)

et ayt-Fap+2(B+--8y)=n (n=dP)

6. Clature algébrique. Sp et Sp’.

On peut montrer que pour tout corps K il existe un corps K* 5 K tel que tout polyndme
P de degré n & coefficients dans K’ admette exactement n racines dans K' (c’est-a-dire P
est scindé dans K'). Bn particulier, puisque X C K’, tout polynéme de degré n de K[X]
admet, exactement n racines dans K'. K’ est dit cléture algébrigue de K. (Ainsi C est la
cloture algébrique de R).

Tout polynéme P € K[X] peut donc s'écrire sous la forme (ii) & condition de considérer
les racines aj,:++,ap éventuellement dans K’. Ainsi, par exemple, P = X2 4+ 1 s'écrit
P=(X—i){X +1).
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En appliquant ces considérations au cas du polyndme caractéristique d'un endomorphisme
f, on voit immédiatement que si dimgx E = n, alors f admet au plus n valeurs propres (si
7 est de dimension infinie le spectre de f peut étre infini).

gi P;(X) est scindé dans K, il s'éerit :

Pr(X) = (CP (0 = 2™ (X =)

oll A1, -+:Ap € K sont les valeurs propres deux & deux distinctes de f de multiplicité
respectivernent oy, -+, g,

Dans la suite nous utilisercns la notation suivante : soit f un endomorphisme d’un espace
vectoriel de dimension n sur K et A1, ..., An ses n valeurs propres, égales ou distinctes,
éventuellement sur la cléture algébrique K de K, % on pose

Sp'f={ A1, An}
Par exemple, si Pp(X) = (~1)"{X —2)*(X —4)*,ona:
Spf={2,4} e  Sp'f={224,44}

NoTA - La notation Sp’f n’est pas standard, mais nous ne nous génerons par pour 'utiliser.

7. Polyndémes premiers entre eux

Les polynémes Pi,..., P- € K[X] sont dits premiers entre euz ° si les seuls polynémes qui

divisent simultanément P, - - -, P» sont les polyndmes de degré 0 (ou «polyndmes constants»).
Par exemple P = (X —2)(X —3), Po = (X —1){X —3) et P35 =X —2 sont premiers entre
eux.

Il est clair que si Pp,---,P. sont scindés, ils sont premiers entre eux si et seulement si

il n'existe pas de racine qui soit commune % tous les ;. En revanche, par exemple, les
polyndmes de R[X] : Py = (X ~2)(X%+1), et P2 = (X -3)(X*+1) ne sont pas premiers
entre eux (X2 +1 est diviseur commun) bien qu'ils n’aient pas de racine commune (dans R !}

Théoreme de Bezout . 6.7 -
Les polynémes P, -+, P, € K[X] sont premiers entre eut si et seulement s'il existe des

polyndémes Uy, -, U, € K[X] tels que
Pl(X) U1(X) + -+ Pr(X) U,—[X) =1

On dit que les polyndmes P,..., P sont deur d deur premiers enire eux si pour chaque
i# j, {F, P;} sont premiers entre eux.
Par exemple si P = o (X —a1)}®t -+ (X —a,)® est un polyndme scindé, avec a; # a5 pour i # j,
les polynémes {X — a1)®1, .- (X — ar)®" sont deux & deux premiers entre eux.

6.5 Recherche des vecteurs propres

Une fois calculées les valeurs propres on détermine les vecteurs propres en résolvant,
dans le cas ol la dimension est finie, un systéme linéaire : le systéeme

(A—AD)v=0.

SPour le lecteur qui n'est pas familiarisé avec les corps quelconques, considérer K = R ou C et
K’ = C, et les n racines du polyndme caractéristique, A1,...,An , égales ou distinctes, réelles ou
compleres.

80n dit parfois premiers entre euz dans leur ensemble.
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Ezxemple :
Reprenons ’exemple du § 3 : f est 'endomorphisme de B® qui dans la base canonique est

défini par :
1 2
N E)

Les valeurs propres sont Ay = 2 et Az = 3. Il existe donc deux vecteurs propres vy, va tels

que :
flui)=Xv et flw)=lwm

Calcul de v,
Il faut résoudre I'équation f(v1) = A1, c'est-d-dire : (f — X id) w1 = 0. En écrivant cette

équation dans la base canonique et en notant v, = y la matrice du vecteur v,

- . ~1 2 zy_{0
(A—2Nv =0 équivaut & : (—~1 2)(y)_(0)

ce qui donne le systéme :
-x+2y =0
-z4+2y =0

dont les solutions sont engendrées par le vecteur vy = ( 3 ) {ou par tout autre vecteur
non nul colinéaire & vy ).

Calcul de va.

11 faut résoudre (f — 3 id) vz = 0. En posant w2 = ( ; ), on a, dans la base canonique :

-2z +2y =0

(A—38Iwa =0, clest-a-dire: { C2ziay —0

et la solution est engendrée par vy = ( i )

On a donc deux vecteurs propres v = ( ) et vp = ( ) On voit immédiatement
qu'ils forment une base de R?, car dét |Ju, vef = i

f | #£ 0. Par conséquent f est

diagonalisable et

M= (5 3)

La matrice de passage Pe, ., est la matrice :

2 1
P= ”31:1’9”86 = ( 1 1 )

On vérifie facilement que : A' = P71AP, oh A' = ( (2’ g )

REMARQUE. — Pour chercher les vecteurs propres il faut résoudre le systéme (A — ATv = 0.
Puisque dét (4 — 3 I) = 0 (& cause du fait que A est valeur propre) I'une au moins des lignes de la
matrice A — AJ est combinaison linéaire des auntres lignes (cf. proposition 4.14), Par conséquent
on obtiendra toujours un systdme linéaire homoggne dans lequel une équation au moins est com-

binaison linéaire des autres, et donc elle peut &tre éliminée.
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Notons enfin la propriété snivante :

Soit AE Mn(K) et Sp’A ={)1,..,2} 7, alors ;

YA = X4+
dét A Alcrre o hg

Clela est clair pour ce qui est du déterminant, car
PaX)=dét{A-XI)=(-1)"(X — A1)-- - (X = ).
En faisant X = 0 on trouve immédiatement dét A = X1 --- An.
Pour ce qui est de la trace c’est un peu moins évident. Qu’il nous suffise ici de le voir dans
Ie cas out A est diagonalisable : A est semblable A la matrice de M. (K")

Al Q
A= .
0 An

et A et A" ont la méme trace (cf. exercice 30, chapitre 3, )
Nous verrons que cette propriété est vrale dans le cas général (cf. corollaire 6.16, page 173).
Le lecteur est invité cependant & s’en servir dés maintenant en prenant I’habitude de vérifier
que la somme des valeurs propres qu'il a trouvée par le calcul est bien égale & la trace de la
matrice.

Exercices 6. 7.

6.6 Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

Dans I'exemple du § 5, nous avons vu que les vecteurs propres v, et vy correspondant
aux deux valeurs propres A, Ay différentes étaient linéairement indépendants. C’est
13 un fait général que nous allons expliquer dans ce paragraphe.

Définition 6.8 - Soif A € K. On note :
Ey i ={veFE|f(v)= v}
E, est un sous-espace vectoriel de E dit espace propre correspondant 4 M.

On vérifie immédiatement, en effet, que E est stable pour les lois d’addition et de
produit par un scalaire.
Remarguons que :

1. si A n'est pas valeur propre, Ej = {0} ;
2. s\ est valeur propre, alors :
E = { vecteurs propres associés & A} U {0} et dimE, > 1.

La théorie sur la diagonalisation des endomorphismes se fonde sur deux propositions
(A} et (B) (6.9 et 6.12) que nous allons expliquer maintenant.

7C’est.-ﬁ-dire, par exemple si 4 est une matrice réelle, en prenant les racines réelles ou complexes
égales ou distinctes du polyndme caractéristique.
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Proposition (A) 6.9 - Soient \1,..., A, des scalatres deur & deux distincts. Alors
les espaces propres E, ---, Ey, sont en somme directe.

Ceci veut dire (cf. théoréme 1.38, page 26} que si By,...,B, sont des bases de
Ey, ..., E\,, lafamille {By,...,B,} est libre dans E (non nécessairement génératrice).

Démonstration : Par récurrence sur p.
Pour p =1 il n'y a rien 4 démontrer.

Supposons que E,,..., E), sont en somme directe et montrons que Ey,, ..., By |
Es,,, sont aussi en somme directe. Il s’agit de montrer que si = € (Ey, + -+
E,) N Ex,,,, alors = 0 (cf. proposition 1.41, page 28) : les autres propriétés sont
automatiguement vérifiées d’aprés I'hypothése de récurrence.
Soit dome z=x1 4+ - +ap € (Ex, +--- + E), )N E,,,, avec i € E),. En prenant
I'image par f on a :

flm)=Xz+ -+ 2z

IYautre part, puisque z € B,

F@) = o1z =Mz + -+ dpn1 T
En faisant la différence :

0= —dpp)m +- -+ (g — App1) %p

Or E,,,...,E,, sont en somme directe, denc Ug = Og,, +-+- + OEAp est la seule
décomposition de 0, ce qui implique que :

(M —2ppa)zr=0g, powrk=1,...,p
Comme les A; sont deux & deux distinctes, ona z =0, pour £ =1,.-+,p, et done
z=0. 03

Ainsi donc les espaces propres sont toujours en somme directe, mais il peut se faire
que leur somme «ne remplisse pas» E tout entier, ¢’est-a-dire que ’on ait

EM@“'@E;,,&E

ce qui se produit si dim Ey;, + -+ dim E,, < dim E (cf. proposition 1.40, page 27).
Tout le probleme de la diagonalisation tient & cela. Plus précisément, comme nous
allons le voir, f est diagonalisable si et seulement si dim Ex, +---+dim E), = dim E':

Théoréme (II) 6.10 - Soit f € End (E) et Ay,..., A, les valeurs propres de f.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est diagonalisable.
2. E est somme directe des espaces propres : E=FE &---® E), .
8. dimE + - +dmE,, =dimE.

Démonstration : Puisque E) @ ---@ Ey, C E, il est clair que (8) = (¢).
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[Drautre part :

_si E=E\ &---BE), alors, en prenant des bases By, ..., B, de EAl,...,E‘Ap,
la famille B := {B4, -+, B,} est une base de E'; puisque B est formée de vecteurs
propres, f est diagonalisable. Donc (b} = (a).

- Réciproquement, si f est diagonalisable, il existe une base B de E formée de
vecteurs propres. Soit :

B= {Pl‘.”’vnb’”"}_ul’.”"wnf,}'
Eg,\i GEAP
Comme card(B) = dimE,on a: ny + -+ n, =dim E, c’est-a-dire :
dim Ey, +---+dimE,, =dimE .
Donc (a) = {c} O

Corollaire 6.11 - Si f admet n valeurs propres devz & deux distinctes alors [ est
diagonaolisable.

En effet dans ce cas f admet n valeurs propres de multiplicité égale & 1. Il ¥ aura
donc n espaces propres de dimension 1.

Les dimensions des espaces propres interviennent donc d’une maniére essentielle dans
le probléme de la diagonalisation. Un renseignement sur la dimension des espaces pro-
pres peut étre lu directement sur le polynéme caractéristique. La proposition suivante
permet d’améliorer le Théoréme (II) :

Proposition (B) 6.12 - Soit f € End x(E) et A une valeur propre d’ordre v 2
Alors

dim EA <o

En effet, supposons que dim Ey > a + 1, et soient vy, ...,va41 des vecteurs propres
indépendants correspondant & A. Complétons cette famille en une base B de B :
B= {1)1,..‘,Ua+1,6a+2,...,€n} Ona:

A 0

. A

M _ .

(f)s 0 \

0 | B

d’oll
A-—X 0
A
PHX) = dé x
0 [ B-X1

= (A-X)**+1gét(B - XTI}
A serait donc valeur propre d’ordre de multiplicité an moins égal & o + 1, ce qui est
exclu. O

®e'est-a-dire A est racine d'ordre o et de PplN).
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Le théoréme principal sur la diagonalisation est une conséquence des propositions (A)
et (B).

Théoreme (III) 6.13 - Soit f € End x(E}. Alors f est diagonalisable st et seule-
ment st :

1. Pr(X) est scindé dans K, ce qui veut dire que Pp(X) s’écrit :

Pr(X) = (=)™ (X = A)* - (X = M)

avec A1,..., p EK et cn+...+ap=n

2. Les dimensions des espaces propres sont mazimales, ¢’est-d-dire : pour chague
valeur propre A; de multiplicité oy, on a :

dim Ey, = o

Démonstration :  Si les conditions 1. et 2. sont satisfaites, on a :
dim E), +---+dimE), =1 +---+ap =n

et done, d’aprés le théoréme (I1), f est diagonalisable.

Réciproguement, les conditions sont nécessaires. Supposons en effet f diagonalisable,
c’est-a-dire, d’aprés le théorgme (II), dim Ey, + - 4 dim E), = n. Si Pf(X) n’était
pas scindé il serait du type :

Pe(X) = QX)X = X)® - (X = Ae)™  avec ag+--t+ag<n.

Par conséquent : dim By, +- - +dim Ex, < a4+ -+ ar < n, ce qui est exclu. Pp(X)
est donc scindé @ Pr(X) = (—1)*(X — A))* (X — Xp)% avec on+ -+ ap =n,
D’autre part, s'il existait un A; tel que dim E; < a; on aurait :

dmEy, +---+dimEy, <oy 4 +ap=n

ce qui est exclu. Donc la condition 2. est vérifiée. O

2 0 4
A= 3 -4 12
1 -2 5

Ona: Pa(A)=-2(A-1(-2).
A admet donc 3 valeurs propres distinctes et donc elle est diagonalisahle.
Déterminons les sous-espaces propres.

Fremple 1 —

T
Ep:Soitvn=1{ y ) i v1 € Ep si et seulement si Avi = 0 ce qui donne le systéme :
z
2z + 4z =0
3z—-4y +12z =0

z —-2y+ 5z =20
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—4
on trouve : v = 3 (ou tout autre vecteur colinéaire & celui-ci.)
2
E, : 11 fant résoudre le systéme (A — I} vz = 0, ¢’est-a-dire :
T + 42 =0 -4
3z—5y +12z2z =0  ce qui donne, par exemple, v2 = 0
x —2y+ 4z =0 1

E : On doit résoudre (A — 27} v3 = 0, ¢’est-a-dire :

4z =0
3z—-6y+12z =0
z -2y +3z =10
2
dol ¥z = 1 1, 4 un facteur de proportionnalité prés.
0
000
Donc A est semhlable & la matrice A’ = 01 0 et une matrice de passage est
o 0 2
-4 —4 0
A= 3 0 1
2 1 0
Exemple 2 -
~1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 -1

On trouve Pa(A} = —(A~1}(A 4+ 2)2. Donc A est diagonalisable si et senlement si espace
propre correspondant & A = —2 est de dimension 2.
E_3 est défini par le systéme {A + 27} v = 0, c’'est-3-dire :

z+y+z=0
r+y+z2=0
r+y+z=10

Il s’agit donc du plan vectoriel d’équation = + y + z = 0 qui est de dimension 2. f est
done diagonalisable.
Une base de E_3 est donnée, par exemple, par

1 0
Y = 0 et v = 1
-1 -1

Pour E; on trouve la droite vectorielle d’équation :

—2z+ y+z =0
r—2y+z =40

1
dont un génératenr est w3 = | 1 |. Ainsi A est semblable & la matrice
1
-2 0 0 1 01
A= 0 -2 0 etona: A= P 'AP avec P= 0 11
0 0 1 -1 -1 1
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-1 1 0
A= 0 -1 1
1 o -1

Ona: Pa(A)=-A(A+3X+3)donc:

Exemple 3 (cf. exercice 7) —

Spad=(0) Spoa={o=i¥EE BoBIY

Ainsi A n’est pas diagonalisable dans R, car le polyndéme caractéristique n’est pas scindé
dans R, mais elle est diagonalisable dans C, car elle a trois valeurs propres complexes dis-
tinctes (cf. corollaire 6.11). C'est-a-dire A est semblable 4 une matrice diagonale complexe,
mais pas & une matrice diagonale réelle.

-4 0 -2
A= 0 1 0

Exemple 4 -

5 1 3

On trouve Pa(2) = —(A—1)2(A+2). Donc A est diagonalisable si ¢t seulement si dim E; =
2. La détermination de E) conduit au systéme

—oz —2z2=0
Sz4+y—2z=0

qui définit une droite vectorielle, car les deux équations sont indépendantes. On en déduit

que dim £; = 1 et, par conséquent, que A n’est diagonalisable ni dans R ni dans C.

Exercices 8. 9. 10. 11. 12, 13. 14. 15, 16.

6.7 Trois applications

L CALCUL DE LA PUISSANCE D'UNE MATRICE

Soit A € M, (K). Supposons A diagonalisahle ; il existe alors une matrice diagonale A’ et
une matrice inversible P telles que : A" = P7LAP, c’est-a-dive A = PA’ P~!. Done :

A¥ = (PAP™HYWPA'PTY...(PAP™Y) = P4 P!

Pty

k—fois
M 0 Y1 0
Orsi A' = , (AN = et donc A* se calcule facilement
0 An 0 AE
par la formule
Af 0
Ab=P Pt
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Exemple —

1 -1
Sl:uii;fl:(2 4).

OnaPa(l) = A2 —5XA4+6=(A~2)(A—3). Ainsi A’ = ( g . )

Pour les vecteurs propres on trouve :

Ey: —z—y=0, donc : v1=(_i)
1
By : —2x—y=0, donc: wvz= _9

o 1 1 -1 _ 2 1
Ams:.P—(_l _2) et P —(_1 —l)'

En effectuant les calculs on obtient :

2k+1 __'3k 2k+1 —_9 ‘3’€
AF = .
(—2’°+3’° -2k 4 2.3k )

1L | RESOLUTION D'UN S§YSTEME DE SUITES RECURRENTES

Illustrons cela sur un exemple. 11 s’agit de déterminer deux suites (Un)nen, (Un)nen telles
que :

Ungl = fn — Un tg =2
(1) { vor1 = 2n + 4n et telles que { v =1
On pose Xp = ( 1:“ ) Le systéme (1) s’éerit :

1 -1
Xnp1 = A Xy avec A= (2 4)

d’ou, par récurrence :

Xo=A"Xg avec Xo = (f) .

On est ainsi ramené au calcul de A™. Dans notre cas, compte tenu du résultat ci-dessus :
(uﬂ) B 2?1-]-]_31’1 2ﬂ+1_2_3¥1 (2)
U —2" 43" 24 2.3 1
ont? _g.gn pontl _g.gn
RS AT B L O B

Un = 3-2"F1 4.3

c'est-b-dire : .
vt =-3.2" 1+4.3"
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1L SYSTEME DIFFERENTIEL LINBAIRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

Soit & résoudre le systéme différentiel

dtl =onr+- -+ ana
dp,
di = @n,; 1 + it Gun T

avec 2y ER et z; ¢ R — R dérivables.
Sous forme matricielle le systéme s’écrit. :

(1) %=AX , ob A:(aﬁj), X =

In

Supposons A diagenalisable. 11 existe alors A’ matrice diagonale et P matrice inversible telles
que: A’ = P71 AP. 8i on considére A comme la matrice d'un endomorphisme f dans la bage
canonique, A’ est la matrice de f dans la base de vecteurs propres {v;}.
De méme X est la matrice d'un vecteur & dans la base canonique et X' = M (%) ,, est lide &
X par
X =P 'x

{cf. proposition 3.25, page 77.) En dérivant cette relation :

AAO T

di di

(car A étant A coefficients constants, P sera aussi & coefficients constants). Donc :

dT)f = PlAX = (P“‘AP)X’ = AX

Le systéme (1) est donc équivalent au systéme

dx’

- oyt
dt =4X

Ce systéme s'intégre facilement, car A’ est diagonale.

L , . dX . .
Ainsi, on peunt résoudre le systéme —— = AX de la maniére suivante :

dt
a) On diagonalise A. Scit A" = P~' AP une matrice diagonale semblable & A4 ;
b} on intégre le systéme =AX",
c) on revient 3 X par X = PX'.
Ezemple —
Soit le systéme
dz _ . _
aa c Y
dy
=
it r+4y

,_ {20 {1
Ona.A—(O 3)etP—(_1 _2)
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!
Le gystéme 4x = A'X' g'écrit :

di
dmlﬂ ¥
E = 2z
dy’ ,
ar T %
= Che® ,
qui donne immédiatement { ; C, & et donc, en revenant & X par X = PX":
¥y = Cae
z\ 1 1 Che* _ Che® + et
Yy - -1 -2 [ e3t o -4 et — 20, et

» A 4 .
¢’est-d-dire :
Cl eZt -+ Cg 63t

= —Cl 62‘ — 2026“

—_——
w B
(|

Exercices 17. 18. 19. 20.

6.8 Trigonalisation

Une matrice A € M, (K) est dite triangulaire supérieure (resp. : friangulaire infé-
rieure} si elle est de la forme

ain 12 o Qi 211
a : G2y @22 O
A= 2 (resp.: A= )
O Qnn Grni Qg

REMARQUE. — Toute matrice triangulaire supérieure est semblable 4 une matrice trian-
gulaire inférieure.
En effet, soit .4 une matrice triangulaire supérieure et f I'endomorphisme de K™ qui dans

la base canonique {ei, -, en} est représenté par A, c’est-a-dire :
fler) = anes
fle2) = anzer + axzez
flenc1) = 2ym—re1 + -+ Bn-1a-16n—1
f[en) = el +- -+ Ganén

Considérons la base

£1 = €n, E£2=E&p—1, -+ y En =€)

On aura :
f(El) = GinEn + G2nfn-1 +---+ Gan £l
fle2) = arm-18n +-- 4 n—1,n—122

f(En) = @11&a
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donc
@nn 0
dp—1,n fn—1,n—1 ;
M(f)s.' = : . = A
aln ‘‘‘‘‘‘ a‘ll

A et A’ sont semblables car elles représentent le méme endomorphisme en des bases
différentes.

Le probléme que nous allons étudier est de savoir quand une matrice A € M, (K)
est semblable & une matrice triangulaire de M,,(X) (ou, en termes d’endomorphisme,
quand un endomorphisme peut étre représenté dans une certaine base par une matrice
triangulaire). D’apres la remarque, il suffira d’étudier le cas ol A est semblable 4 une
matrice triangulaire supérieure.

Théoréme 6.14 — Un endomorphisme est trigonalisable dans K si ef seulement si
son polyndme caractéristique est scindé dans K.

NoTa —Ceci veut dire (cf. (ii) page 160) que le polynéme caractéristique a n racines dans K
{n = dim £) et donc s'éerit :
Pr(X) = (=)™ (X = A% - (X = 2p)0

avec 1 + - Qp =T

Corollaire 6.15 - Toute mairice A € M,(C) est semblable ¢ une mairice triangu-
laire de My(C).

En particulier une matrice A € My, (R) peut étre considérde comme matrice de Mn(C) et, & ce titre,
¢lle est trigonalisable ; cependant les coefficients de la matrice triangulaire semblable & A ne sont pas
en général des réels mais des complexes. On dit dans ce cas que A est trigonalisable dans € mais pas
dans E.

Démonstration : Supposons que 'endomorphisme f est trigonalisable et soit une
base {e1,---, e, } telle que :

a1 *
M(f)e. =
0 Gnn
On a:
all—X *
Pp(X) = dét = (a1 — X)(azz — X) -+ (@ — X).
0 8nn — X

donc P¢(X) est scindé (remarquons que si A est triangulaire, les éléments de la diag-
onale a;; sont les valeurs propres).

Réciproguement supposons Py (X) scindé et montrons par récurrence que f est, trigo-
nalisable.
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Pour n = 1 il n’y a rien & montrer.

Supposons le résultat vrai a l'ordre n — 1. Puisque P{X) est scindé, il admet an
moins une racine A € K et donc il existe au moins un vecteur propre ¢; € Ej.
Complétons {£1} en une base : {e1,£2, - ,ep}. On a:

A by oo by

0
A= M(fle, = : ‘ B , ou: Be M, (K)
0

Soit F = Vect{es,...,g,} et g: F — F I'unique endomorphisme de F tel que
M(g)ez,.en = B. Ona:
Pp(X) = dét{A—-XI,) = (A-X)dé&t(B — XI,_1) = (A — X) P(X)

Puisque P;{X) est scindé, P, (X) l'est aussi et donc, d’aprés I'hypothése de récurrence,
B est trigonalisable, c’est-a-dire il existe une base {es,...,en} de F relativement a
laquelle M (g)e,, ..., est triangulaire. Dans la base {1, €3,...,e,} la matrice f est
triangulaire. O

REMARQUES. —
1. Comme on I'a déja dit, si A est trigonalisable, la matrice A’ triangulaire semblable &
A a sur la diagonale les valeurs propres de A.

2. Toute matrice A € M, (K) est trigonalisable sur la cléture algébrique K’ de K.

Compte tenu de la remarque 1, on peut montrer dans le cas général la propriété
concernant la relation liant la trace et le déterminant aux valeurs propres {cf. page
163) :

Corollaire 6.16 - Soit A € M, (K) et Sp’A = {1, -+, \n}. On a alors :

TrA =X+ +A
d6tA =X - o An

En effet si A’ € M,,(K’) est une matrice triangulaire semblable 4 4, ona Tr 4’ =
A+ A, eb détA =My -+ - A,. Puisque deux matrices semblables ont méme
trace et méme déterminant, ona TrAd =M+ + A, et 36t A =X ---- - X, O

—4 0 -2
Soit A= 0 1 0
5 1 3

Ona Pa(X) = —(X —1)*(X + 2). Le polynéme caractéristique est scindé dans R ; donc
A est, trigonalisable dans R. En regardant A comme la matrice d’un endomorphisme f de
&2 dans la base canonique, on sait qu’il existe une base {v;} de R? telle que

1 a b
M(fl,= |0 1 c
0 0 -2

[} T T
flw)  flv2)  flws)

Ezemple -
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ceci signifie que :

I flm) =w
11 flv2) = avi 4w
111 flwa) =buni+cve—2u

Calcul de vy (v est le vecteur propre correspondant a Ap).
L'équation I, (f —id)vy =0 (c'est-d-dire {4 — v, = 0), donne :

—~Bx —~2z =0

S5z+y+22 =0
2
On peut prendre v = 0
—5

Caleul de va.
On résout ’équation II, (f —id)wve = aw1, c'est-d-dire (A —INva = avy :

-5z — z = 24g

Sz+y+2z =-ba
—2
d’ol, par exemple, en prenant a=1: w = | -3
4

Caleul de V3.

On sait qu’il existe un vecteur propre v correspondant a la valeur propre —2, c’est-a-dire
tel que f(v) = —2v. On peut prendre, donc: va =, b=c=0.
En résolvant (f + 2 id)vs = 0, c’est-a-dire (4 +21)vs =0, on trouve :

-2z -2z =10
3y =0

1
qui donne, par exemple : vz = 0 |. Ainsi A est semblable & la matrice
-1
1 1 0
A=M({fl=0 1 0
0 o0 -2
et la matrice de passage est la matrice
2 -2 1
P = ||lv1,v2, 93] = 0 -3 0
—3 4 -1

Exercice 21.

6.9 Polyndémes annulateurs. Théoreme de Cayley-Hamilton

Comme nous I'avons vu (théoréme (III) 6.13) pour savoir si un endomorphisme est diago-
nalisable, on est amené & faire une étude des dimensions des espaces propres, étude qui peut
étre délicate, en particulier si des paramétres interviennent dans le probléme. La théorie des
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polyndmes annulateurs, que nous allons développer dans les paragraphes qui suivent, permet
de s’affranchir de la recherche des espaces propres et de la discussion sur leur dimension en
donnant d’une maniére explicite les relations qui doivent relier les coefficients de la matrice
pour qu’elle soit diagonalisable.

Soit E un espace vectoriel sur K et @ € K[X]) :
QX)) =X+ am 1 X" 1t a1 X +ap
8i f € End x(E), on note Q(f) 'endomorphisme de E défini par :
Qf) = amf™ +am 1 f™ 4+ F oy f +apid

ol ff=fo-of

k—fois

REMARQUE. — Bien que la loi de compaosition des endomorphismes ne soit pas commu-
tative, on a cependant :

P(f) e Q(f) = Q(f) o P(f)

pour tout couple de polynomes.

Cela tient au fait que f est linéaire et que les différentes puissances de f commutent entre elles.
Lt m

Yoient en effet  P{f} = Zagfi o Q)= ijfj sona:
i=1 =1

P(HoQU) = (Siyaf)o (T b)) =5, jabyfio fi= 5, jasb; 1+
= Ty bsactt o £ = (7, 6,49) o (T, aif) = QU © PU).

Soit f un endomorphisme de E. Nous nous intéresserons par la suite aux polynémes
Q(X) € K[X], non nuls, tels que Q(f) = 0 °. Par exemple, si f est un projecteur
(Cest-a-dire si f2 = f), on a f* — f = 0 donc le polyndéme Q(X) = X? — X vérifie
Q(f)=0.

Définition 6.17 - Soit f € End x(E}. Un polynéme Q(X) € K[X] est dit annula-
teur de f st Q(f)=0.

Dans les paragraphes qui suivent nous mentrerons le résultat suivant

Un endomorphisme f est diegonolisable si et seulement st il eriste un polynéme (non
nul} annulateur de [ scindé et n'ayant que des racines simples (¢’est-d-dire d’ordre de
multiplicité 1),

Alnsi, par exemple, un projecteur est nécessairement disgonalisable car le polynéme (X )=
X(X — 1) Pannule, est scindé et n'a que des racines simples {cf. exercice 11 chapitre 3).

De méme, considérons un endomorphisme f de E tel que f3 = F. On peut montrer (cf. exercice
12 chapitre 3) que F = E; & Fy @ £_1; donc f est diagonalisable car E est somme directe
d'espaces propres. Le théoréme que nous venons de citer donne directement le résultat, car le
polynéme Q(X) = X% — X = X(X — 1)(X + 1) est annulateur de f.

9Bien entendu, 0 désigne ici le I'endomorphisme nul.
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Notons tout d’abord que la connaissance d’un polyndéme annulateur donne immédia.-
tement des renseignements sur le spectre de f. On a :

Proposition 6.18 - Seit (N X) un polynéme onnulateur de f. Alors les valeurs pro-
pres de f figurent parmi les racines de @, c’est-a-dire :

Sp(f) C Rac@

En effet, si A est une valeur propre de f, il existe un vecteur v non nul tel que
flv}=Av. On a:

FPv) = fw)=Af(v) =\

o) =x%

FHw) = Mo
Soit Q(X) =apX™+an_1X™ 1+ +a;X +ao un polyndme tel que Q(f} =0,
c’est-a-dire vérifiant :

anf™ + a1 /™ o f+agid=0
En applignant cette relation au vecteur » on trouve :
(Cm ™+ ame1 [ 44 aL f+apid)v=0
c'est-a-dire
(B A™ 4 Gt A e At ap)u =0
Or v#£0,donc @ A™+---+a;A+ag =0, cest-a-dire QM) =0. O
Ainsi, par exemple, un projecteur ne peut avoir que les valeurs propres 0 ou 1 {ou 0 et 1}. Si f
est un endomorphisme qui vérifie f 3 = f ges valeurs propres ne peuvent étre que 0, 1 ou —1.
Remarquons que toutes les racines de ) ne sont pas nécessairement valeurs propres.

Par exemple id vérifie id® = id, donc Q(X) = X(X — 1) est annulateur, et pourtant
0 n’est valeur propre.

La premiére question qui se pose est. de savoir si, pour tout endomorphisme f, il existe
un polynéme annulateur de f (autre que le polyndme nul).
La réponse est affirmative. En effet, si dimg E = n, on a dimy End x(E) = n2. Done
toute famille de2 n? 4+ 1 endormophismes est liée. En particulier les endomorphismes
id, f, f2,---, f™ sont liés. Il existe donc ag,a1,az2, ++, 8,2 € K non tous nuls, tels
que :
2

apid+arf+az fP 4 +au f* =0,
ce qui veut dire que le polynéme Q(X) = ap + a1 X + a2 X%+ - + 22 X" est
annulateur de f.
Le théoréme suivant dit que parmi les polynémes annulateurs de f il y a toujours le
polyndme caractéristique.

Théoréme de Cayley-Hamilton . 6.19 - Soit f € End x(E) et P;(X) le poly-
nome caractéristique de f. On a alors :

Pi(f)=0




6.9 Polyndmes annulateurs. Théoreme de Cayley-Hamilton

177

REMARQUE. — Comme nous le verrons dans la suite, le théoréme de Cayley-Hamilton
permet, entre autres, d’élaborer un algorithme qui donne tous les polyndmes annulateurs
de f. On peut ainsi savoir effectivement si parmi les polyndmes annulateurs il y en a un

qui n'a que des racines simples.

pémonstration ; Supposons d’abord K = C. Dans ce cas f est trigonalisable. Soit

{ei} une base de F telle que :
M *
M(f)e; = -
0 An
Ona:
P X)y=(h - X = X)) (A — XD
1l g’agit de montrer gue
(Mmid=f)o(rid=flo---o(A,id=f) =0.

Considérons 'application

giz()\lid—f)o“-o()\iid—f)

Nous allons montrer par récurrence que g; annule les vecteurs ey, es,...,e;; pour
i=n on aura le théoréme.
Pouri=1l,ona:
gier) = (Mmid—fley = hey — flea) =0
(cf. la premidre colonne de M{f)e, ). Supposons que g;—1{e1} =0, ..., gi—1{e;i=1) =0

et montrons que :
gifer} =0, ..., giles) = 0.

Ona: gi=giq10(Mid—f)=(Mid—f)og-1, donc:

giler) =0, ..., gile;-1) = 0.

Il reste & montrer que g;(e;} = 0. On a: gile;} = gi—1(Ae; — fle;)). Or:

{ M1 a
o 9
. @ie1
M(f)e, = A
0
\ 0 0 o
T

f(ei)

)
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donc
fles)=arer+ - Fairei 1 +hie
d’on :
gile) =gia{he—(arer+ - +ar1e 1+ Ae))
=-gi1(ae+asea+ - +a,_1€-1)=0
car g;—1 s’annule sur e1,...,e;—1. Ceci montre que si A € M,(C), P4(A) =0.

Si A € M, (R), on considére A comme une matrice complexe particuliere et donc op
a: P4(A) = 0. Le théoréme est donc démontré pour K =R et K =C.

Si K est un corps quelconque, on considére la cloture algébrique K’ de K (cf. page
160). Le théoréme se démontre de la méme maniére en faisant jouer & K’ le réle de
Cetd Klerdlede R. O

Soit ¢ un un polyndéme scindé :
QUX) =(X —a)™ - (X —a,)™.
Le polynéme
QX)) =(X-a) - (X —ar)

est dit redieal de Q). 1l est facile de voir que si f est un endomorphisme diagonalisable
non seulement P;(X}, mais aussi son radical est un annulateur de f :

Proposition 6.20 - Soit f un endomorphisme et
Pr(X) = (-1)" (X = A)™ - (X = Ap)®

le polyndme caractéristigue. Alors, si f est diagonalisable, le radical de P;(X), ¢’est-
d-dire le polyndme Q(X) = (X — M) (X — Ay}, annule f.

En effet, puisque f est diagonalisable, il existe une base B = {v1,---,%,} formée de
vecteurs propres. Si A, -+, Ap sont les valeurs propres, pour tout v € B il existe an
moins une valeur propre A; telle que {(f — A;id)v = 0; done pour tout v € 5, on a

(f = Mid) oo (f = Apid)v = 0,

car les endomorphismes (f — Axid) commutent {cf. remarque page 175).
Puisque ’endomorphisme {f — A1 id)o- - o (f — A, id) s’annule sur une base, il s’annule

sur tout vecteur. Donc le polyndme Q(X) = (X — A1)+ (X — Ap) est un annulateur
de f. O

REMARQUE. — Cette proposition montre en particulier que si f est diagonalisable, alors
il existe un polyndme annulateur qui est scindé et qui o toules ses racines simples. Dans
le prochain paragraphe nous allons montrer la réciproque de cette propriété.

Exercices 22, 23, 24.
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6.10 Le Lemme des noyaux
Lemme des Noyaux . 6.21 - Soit f € End g (E) et
Q(X} = QI(X) ...... QP(X}

un polyndme foctorisé en produit de polyndmes deux ¢ deux premiers entre eun.

5 Q(f) =0 alors

E=KerQ:1(f}) & -+ & Ker Qp(f)

REMARQUE. — Avant de donner la démonstration regardons d’abord comment ce lemme
s'applique. Considérons, par exemple, un projecteur, c’est-a-dire un endomorphisme f tel
que f% = f. Le polynéme Q(X) = X(X — 1) annule f. Comme X et X — 1 sont premiers
entre eux, on a :

E=Kerf & Ker(f —id)

Donc E est somme directe d’espaces propres et, par conséquent, f est diagonalisable.
Plus généralement, si

QUX)= (X =) - (XA}, avee Aty
annule f, on a :
E =Ker(f —nid}d- - @ Ker{f — Ay id)
=E5,6-® E,

et donc f est diagonalisable.

Plus précisément, on a :

Théoréme (IV) Théoréme des polyndmes annulateurs. 6.22 - Un endomor-
phisme f est diagonalisable si et seulement st il eviste un polynéme annulateur de f,
seindé et n'ayant gue des racines simples.

On vient de montrer en effet que la condition est suffisante. La réciproque est consé-
quence de la proposition 6.20 page 178. O

Démonstration du Lemme des Noyaux : par récurrence sur p.

Pour p = 1 le lemme est évident. En effet Q(X) = Q1(X} et, par hypothése, Q:1(f) =
0; ce qui veut dire que Yz € E : @Q1(f)(z) = 0, c’est-a-dire E C Ker Q1(f), donc
E=Ker@Q:(f).

Cas oll p = 2.

Soit @ = @) - @,. Puisque @1 et (3 sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de
Bézout il existe deux polyndmes Uy et Uz tels que

D1 +U:Q2=1

doi

i(f)oQu(f)+ Ua(f)oQe(f)=id
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Ainsi -
Vo€ E @ z=Ui(f) o Qi(f) () + Ualf) o Qz(F)(z) {*)

c’est-a-dire :

ECIm U1 (f) o @1(f) +Im Us(f) o Q2(f)

et donc :
E =Tm Uh{f) o Qu(f) + Im Up(f) o Q2(f).
Or -
Q) e h(f) o Qu(f) =0 (car Q2(f) o Qu(f) = 0)
donc :
Im U1(f) 0 Q1(f) C Ker Qa(f).
De méme :

Im Uz(f) o Q2(f) C Ker Qh(f)

ef, par conséquent :

E = Ker Q1(f) + Ker Q2(/f).
D’autre part, si z € Ker @1(f) N Ker Q2(f), d’aprés (*} on a & = 0 et donc :
E = Ker Qi(f) ® Ker Qa(f).
Supposons maintenant le théoréme vrai jusqu’a 'ordre p — 1 et écrivons -
Q=01 Q2 Qp_1-Qp
Qr

Dapréslecas p=2:
E=KerQ"(f) ®Ker@,

Il reste & montrer que :
Ker Q"(f) =Kerh(f) @ ®Ker Qp_1(f}

Soit F' = Ker @*(f). D'aprés 'hypothése de récurrence :
F=KeQy(f) @ - @ KerQp1(f)

ot KerQu(f) = {z € F|Qu(f){z) =0} < KerQ:()).

Or en fait I?é@,:(f) = Ker Q;(f) . En effet si € Ker Q:(f) ona @Q*(f)(z) =0, donc
x € F et donc z € Ker Q,(f). Ainsi donc :

F=KerQ(f) ® - - ®KerQp_1(f). D

Le Lemme des noyaux s’applique en particulier au polyndme caractéristique qui,
d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, est annulateur de f :
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Corollaire 8.28 - Soit Pr(X)} = (X —2)* - (X =A% Q(X) (avec M # A;) la
décomposition de Py(X) en polynémes deur d deuz premiers enire eus 0 /Q étant
sans racines dans K }. On a alors :

E=Ker(f —Aid)*' & - @ Ker(f — A\ id}* & Ker Q(f)
En particulier, si Pr(X) est scindé dans K, ¢’est-d-dire si
Pr(X) = (=1)M(X = M) o (X = )%,
alors : E=Ker(f — Mid)* & - @ Ker(f — Apid)*»
Cette décomposition en somme directe jouera un rdle important dans la suite.

Exercices 25. 26.

6.11 Recherche des polynémes annulateurs.
Polynéme minimal

La thécrie du polynéme minimal et le théoréme de Cayley-Hamilton donnent une
méthode de construction systématique de tous polyndmes annulateurs de f.

Définition 6.24 - On appelle polynéme minimal de f - noté my(X) - le polynéme
normalisé annulateunr de f de degré le plus petit M.

On démontrera (cf. ci-dessous) que le polyndme minimal est unique.
Notons que, par définition, on a :

ms(f) =0

Il est clair que si un polynéme Q est un multiple de m;(X) (c’est-a-dire est divisible
par myg(X)) alors Q(f) = 0. En effet :

QX)) =AX)my(X} = Qf)=A(f)ms(f) =0
On a, en fait, la réciproque :
Proposition 6.25 - Les polyndmes annulateurs de f sont les polyndmes du type
Q(X) = A(X)yms(X) avec A(X) € K[X]

Supposons en effet que Q(f) = 0. En effectuant la division euclidienne de @Q par my,

| QUX) = A(X) m (X} + R(X)

oll d°R < d°my (c’est-a-dire : ou R =0ou, si R# 0, d°R < d°my).

Puisque Q(f) = 0 et ms(f} =0, on a R(f) = 0. Donc R est un annulateur de f.
Mais m;(X) est 'annulateur de degré le plus petit : ainsi R # 0 est impossible (car
on aurait alors d°R < d°my). Donc R =0 et my divise ¢. D

Wet. (i) page 159
normalisé veut dire que le coefficient du terme de plus haut degré vaut 1.
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Corollaire 6.26 — m;(X) divise Ps(X).

Unicité du polynéme minimal

Soient m; et my deux polynémes minimaux. Puisqu’ils sont annulateurs de f, m,
divise sy et mg divise ms. Donc mg = kmy (k € K). Or my et mg sont normalisés,
donc : my = ms.

Recherche du polynéme minimal

La proposition 6.25 montre que pour connaitre tous les polyndmes annulateurs de £, il
suffit de connaitre le polynéme minimal. Nous allons expliquer maintenant commeng
on détermine le polynéme minimal.

Proposition 6.27 - Les racines de ms(X) sont exactement les racines de Py(X),
c’est-d-dire les valeurs propres, mais avec une multiplicité en général différente. En
d’autres termes, si on considére Py(X} scindé (éventuellement sur la cléture algébri-
que K’ de K ), c’est-d-dire s

Pr(X) = (—1)™MX = A)™ - (X = M) avec: A #E A,

arttog=n

alors :

my(X)=(X - /\1)51 (X — )\p)*‘rip avee 1< < oy,
Démonstration : On sait que Pr(X) = A(X)ms(X); donc si A est racine de my,
alors elle est racine de Fy.
Réciproquement, soit A racine de Py, ¢'est-a-dire valeur propre de f, alors A est racine
de my, parce que my annule f (cf. proposition 6.18, page 176). O

Ezxemples :

. Az(

donec :

01 2
10 2). On a: Pa(X) = ~(X + 1)(X + 2)(X - 3,
1 20

ma(X) = (X +1)(X +2)(X - 3).

-1 1 1
2. A:( 1 -1 1) Pa(X)=—-(X~1){X +2)~
1 1 -1

On a donc deux possibilités :
soit mp(X) =(X -1}{X+2)
soit mp(X) = (X - 1(X +2)°

Calculons (A — IN(A + 2I); si I'on trouve la matrice nulle le polynéme minimal sera

le premier, sinon ce sera le second.
11 00 0
1 1)=]0 00
11 000

-2 1 1
(A—I)(A+2I):( 1 -2 1) (
11 -2

my(X) =(X - 1){(X +2)

Donc ;
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Théoreme (V) 6.28 - Un endomorphisme f est diagonalisable si ef seulement si
som polyndme minimal est scindé et il a toutes ses racines simples.

En effet la condition est suffisante, d’aprés le théoréme des polynémes annulateurs
6.22, car m;(f} = 0.

Réciproquement, soit f diagonalisable; alors Py(X) est scindé et, comme ms(X)
divise Pr(X), my(X) est scindé. Soit Sp(f} = {M,..., A} et B = {v1,...,9,} une
pase de vectewrs propres. Comme on l'a vu {(c¢f. page 178), le polynéme Q({X)} =
(X — A1) (X — Ap) est un annulateur de f. Il ’ensuit que my(X) divise Q(X).
Puisque Q{X) n’a que des racines simples, ms{X) n’a que des racines simples. O

Exemples :
-1 1 1
1. A= 1 -1 1]. Onavuque ma(X)=(X+2)(X-1).

1 1 -1
Donc A est diagonalisable.

3 2 -2
2. A:(—l 0 1) Ona: Pa(X)=—-(X-1)°

1 1 0
X-—1
LT
done : mal{X) =< (X =1)?
oy
(X - 1)

ot A est diagonalisable & ma(X)=X -1+ A-I=0.
Comme A n’est pas la matrice unité J, A n’est pas diagonalisable,

3 -1 1
3. A:(z 0 1. 0na: Pa(X)=—(X—-1)(X-2)*
1 -1 2
(X — 13X —2)
donc: ma(X)= ou :
(X - 1)(X ~2)°

Ainsi :
A est diagonalisable <= ma(X) = (X —1)}(X —2) «<—= (A-DNA4-2=0.

En effectuant le produit (4 — I}{4 — 217) on trouve :

2 -1 1\ /1 -1 1 1.
(A~I)(A—2I)=(2 -1 1) (z —2 1)=(. : .)950
1 -1 1 1 -1 0 L

done A n'est pas diagonalisable.

Exercices 27. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 34. 35. 36.
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6.12 Réduction en blocs triangulaires
(ou réduction selon les espaces caractéristiques)

Comme nous I’avons vu, cf. théoréme 6.14, si le polyndme caractéristique Py(X ) est
scindé il existe une base (v;) telle que :

Y *
M (f )Ui = .
0 An
Une simplification supplémentaire est possible dans laquelle plusieurs des termes «*»
sont nuls.

Définition 6.29 — Soit P;(X) = (—1)"(X — A )™ - (X — Ap)er (avec X; #
Aj}. On appelle espace caractéristique associé & la valeur propre X\; le sous-espace
vectoriel !

N)\‘. = Ker(f — /\1'. id)m

Drapres le corollaire 6.23, si Pr(X) est scindé, E est somme directe d’espaces carac-
téristiques (que f soit diagonalisable ou non) :

E:NM@...@ _N)‘P

REMARQUES. —
1. N, DO E,

En effet, si z € By, (f — Aid){(z) = 0 done (f — A 1d)*{z) = 0 (a étant ’ordre de
multiplicité de A}, c’est-&-dire x € Ny,

2. Les sous-espaces caractéristiques sont stables par f, c'est-a-dire : f{N\) C N,.

En effet, siz € Ny, ona: (f—-Aid)*(z) =0; d'oh fo(f—Aid)*(z) =0 et done
{(F — Aid}* o f(z) = 0, c’est-d-dire f(z) € Ni.

Théoréme 6.30 . (Réduction selon les sous-espaces caractéristiques)

Soit f € BEnd g(F). On suppose que le polynome caractéristique est scindé :
PrX)=(-1)"(X = A)* - (X — Ap)¥P (avee s # Aj)

It existe alors une base B de E, B = {B1,B;---B,} ot B; est une base de N,,, telle
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que ¢

A * 0

ha *

0] Ap
“ iy ’ N g ’ . .
a g ap
et
/\,‘ *
= M(f|NA{ )&
0 A

La démonstration est trés simple et repose sur le lemme suivant :

Lemme 6.31 - Soit E=E, ¢ - By, ou les E; sont des sous-espaces vectoriels
stables par f. Si By, -, B, sont des bases de Ey,--+, Ey,, la matrice de f dans la
base B={By,---,By} de E est :

0

M(f), = . on : Mg:M(ﬂE‘_)
0
En effet, soient 81 = {e1,---,en, },--, Bp = {€1, -, €n,}. Puisque f(E;}CE;,ona:

{f(€1)= 211€1 + -+ Qip; En,y {f(t‘l): b1+ -+ bin, en,
e

8

f(Enp) = bnpl g1+ ‘|"!7'-npw'r.j‘J Eng

donc

0

M(f)s: . ol1 M1=(a'ij})"':Mp

0

(blm)



186 Réduction des endomorphismeg

Démonstration du théoréme ;

Puisque les N, sont stables par f, d’aprés le lemme il existe une base B de E telle

que
0
M(f)s = olt: My =M{fy), f; = flm,,
0
Il s’agit de montrer que chaque matrice M; est trigonalisable et ses valeurs propres
sont {A;,>++,A;}. Ona:
\—,‘—/
aj fois N)\,- = Ker(f _ /\j id)ﬂj
done (f — A;id)*i{z) = 0, Vo € N,,, cest-a-dive : (f; — 2;id)* = 0. Ainsi le
polynéme (X — A;)*/ est un annulateur de f; et par conséquent le polynoéme minimal
de f; est du type :
mp(X)=(X -7, avec 1<y <ay
On en déduit :
Py (X) = (—1¥5(X = X\)%, avec &; >
Donc Pj, (X} est scindé et son spectre est {X;,---,A;}. Ceci prouve que M; est
[

§;fois
trigonalisable.
Il reste & montrer que & = a;. On a:

Pi(X) =dét(M;— XTI)-- dét(M, — X I)
= P (X) - Pr(X) = (= 1)M(X = M) (X = M)

et comme par ailleurs Pr(X) = (—1)*(X — A)® -+ (X — XAp)?, on a facilement
(5,' = {¥. 1

Ezemple — Soit
1 -1 2 -2
0 0 1 -1
1 -1 1 0
1 -1 1 0

Considérons A comme la matrice d’un endomorphisme f de R* dans la base canonique
{e:}. Onoa:

A=

Pi(X)=X*(X - 1)%

Il existe donc une base de B* {v1,- -+, 24} telle que :
1 a 0 0
M) 0 1 0 0
“Tl o o [o b
0 0 0 0
T T T T
flva)  flva) flva) Flva)
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ce qui veut dire que :

fln) =wn
flvz) =anm+w
flvs) =0
flus) =bus
x
Onlcul de vi. On résout le systéme A = v, avec v1 = z
t
-y +2z-2¢ =0 ..'r;
v+ z -t =10
- Y
T —y =10 i
r—=y+ z—-t =20

On a donc un espace vectoriel de dimension 1 engendré par

, C'est-a-dire :

o u
~ ow

— e T

Calcul de v2.  On résout f(v2) = aw + vz, Clest-d-dire: (A—Nwve=aw :

-y +22—-2{ =10 z
-4+ z -1 =10 {
T Y
Ty =a |
r—y+ z—-L =a

d'oll, par exemple, en prenant a = 1: vz =

[ e e B

(on ne peut pas prendre a = 0 sinon retrouve v, )

Caleul de vz, f(va)} = 0 donne le systéme :

r—y+22—2{ =0

2=t =0 On trouve : 73 =
T—y+ z =10 )
T—y+ z =10

Caleul de vq. On résout le systéme flvy) = bvs :

c—y+2z2z—2¢t =b

z=t =b ui donne : 5'; i

z—y+ 2z =0 9 1, =

t—y+ z =0 N
0
En prenant b = 1, on a par exemple v4 = i
0

Ainsi :

M(f)w =

Do |9~
oo =
= o o= o
ol oo

n
(=N~

e e R

= pli e
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et une matrice de passage est :

P= ||vl,v2,vs,ﬂ4”g‘- =

== OO
[ N - om i
[== R

- T

Notons que 1’espace caractéristique N} est Fespace engendré par v1 et vz, et que N est
I'espace engendré par v et va.

Application : calcul de la puissance d'une matrice.

Soit A trigonalisable, A' = P~'AP une réduite triangulaire de A par blocs triangulaires, P
la matrice de passage.
Ona: AF = P(A")"P1, Le calcul de (A')* est simple car :

0N (G 0

A *
On est ramené au calcul de ; ' . Posons :
0 A
A * 0 *
B = = MHT Adi | de= .
0 A 0 1]
— _—

On voit facilement que J est nilpotente, c’est-a-dire i1 existe p < n tel que J? = 0. En effet
Pi{X) = (-1)"X" et donc ms(X) = X?, avec p < n; comme my{J)=0,ona J% =0
Puisque AT et J commutent, on calcule facilement Bt par la formule du bindme, & 'aide
de J, J?, .-, 0L

Exercice 37.

6.13 Décomposition de Dunford

Un endomorphisme § est dit nilpotent (cf. exercice 3) s'il existe & € N tel que f* = 0.
Le plus petit entier p tel que f¥ = 0 est dit indice de nilpotence.

Le théoréme de décomposition selon les espaces caractéristiques permet de démontrer
assez facilement le théoréme suivant :

Théoréme 6.32 Décomposition de Dunford. .
Soit f un endomorphisme dont le polyndme caractéristique est scindé. Alors [ se
décompose d’une maniére unique sous la forme :

f=d+n

ot d est un endomorphisme diagonaliseble €t n un endomorphisme nilpotent qui com-
mutent.
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En particulier :

Toute matrice A € M, (C) se décompose d’'une maniére unique sous la
Jorme A = D+ N, o D ef N sont deux matrices, respectivement
diagonalisable et nilpotente, gui commutent.

pDémonstration :
a ) Egistence

Seit B une base dans laquelle f est réduit selon les sous-espaces caractéristiques :

b8 * 0
0 M
Az *
0 X2
A= M(f)s =
0 Ap *
a Ap
I e

Notons I la premiére matrice & second membre et N’ la deuxiéme matrice :
Al=D'+N

et soient d et n les endomorphismes qui dans la base B sont représentés respectivement
par IY et N'. On aura :

f=d+n.

Remarquons que d est diagonalisable, car 7Y est diagonale, et que n nilpotent, car NV’
est nilpotente. De plus d et n commutent car IV et N’ commutent. En effet, d’aprés
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Pexercice 24 du chapitre 3, on a la propriété suivante du produit par blocs :

on] 0N ([m] o\ ([aN] 0
0 M|/ N0 M) 0 N

Par conséquent, il suffira de montrer que les matrices

A 0 0 *
. =M1 et o
0 As 0 0
commutent, ce qui est évident.

Aussi f est somme d'un endomorphisme diagonalisable et d’un endomorphisme nilpo-
tent qui commutent.

b) Unicité

Pour montrer que la décomposition est unigue, considérons deux décompositions

¥ d+n

= PR

comme dans ’énonce, c'est-a-dire : d,d’ diagonalisables, n,n’ nilpotents et d (resp :
d') commutant avec n (resp : avec n'). Par soustraction on a :

d—d =n' —n.

Soit h:=d—d' = n’ —n. Nous allons montrer que d — d’ est diagonalisable que n —n/
est. nilpotent : on aura alors h = 0 (cf. exercice 3), done : d = d’ et n = n/.
La démonstration repose sur les lemmes suivants ;

Lemme 1, - La somme de denx endomorphismes diagonalisables qui commutent, est
un endomorphisme diagonalisable.
Pour la démonstration, ¢f. exercice 14.
Lemme 2. - La somme de deur endomorphismes nilpotents qui commutent, est un
endomorphisme nilpotent.
En effet, soient n, et ne deux endomorphismes nilpotents d'indices de nilpotence
respectivement r et s. Puisque n; et ns commutent, on peut utiliser la formule du
bindme; on a :
r+a
(ny +mng) e = Z Ch  nfnymro"k =0
£=0
car si k>r: nb=0
si k<r: alorsr+s—k>s,donc ng"t k=90

Lemme 3. - d et & commutent, de méme que n et n'.
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Démonstration : - Notons tout d’abord que d commute avec n done il commute
avet f =d+n; de méme d' commute avec f.
Considérons la décomposition de E en somme directe de sous-espaces caracté-
ristiques :
E=Ny& -dN,,;
tout € E g'écrit d'une maniére unique
r=x14+-xp, avec 3 € Ny

Soit ¢; le projecteur sur Ny, : ¢;{z) = x;. Dans la base B adaptée & la décompo-
sition on a :
{0 0

M(g:)s =

0 0
donc
d=Aa+ - dptp

Considérons maintenant ’endomorphisme d’ et montrons d’abord qu'’il laisse sta-
bles les sous-espaces caractéristiques.
Soit = € Ny, c'est a-dire tel que Ker(f — X;id)* () = 0. Puisque 4’ commute
avec f,on a:

(f = Xsid)* o d(z) = d' o (f — Mid)*(z) =0,

c'est-a-dire &'(z) € Ny,. Les sous-espaces caractéristiques sont donc stables par d’.

Il s’ensuit que :
god (z) = d ()
god (z;) =0 Four i # 7

On peut montrer maintenant que d’ commute avec tous les projecteurs ¢;. En effet,
pour tout z € E, on a :

doglx) =d (@) et
giod (@) =qod(m+-tap)=qod @)+ god ()
giod (x;) = d (21)

done d' o ¢; = g; o d pour tout ¢ = 1,..., p. Par conséquent d' commute avec d, car

d=daq+ - Apgp.
De la méme maniére on voit que n’ commute avec d.
On a enfin :

non=n"o(f-d)=(f-d)cn’=non’ ¢
Le théoréme est ainsi démontré. O

Exercice 38.



192 Réduction des endomorphismeg

6.14 La réduction de Jordan

La réduction par blocs triangulaires est, en général, suffisante pour les applications ; cepen-
dant une derniere réduction peut étre effectuée & U'intérieur de chaque bloe jusqud parvenir
a la forme qui, dans un certain sens, est la plus simple possible : la forme de Jordan.

Par exemple, soit :

100
A={0 1 1| =M(f,
00 2

Cette matrice est sous forme triangulaire. On pent se demander si elle est diagonalisable.
On trouve :

PAX)=—=(X-1*(X-2) et ma(X)=(X-1){X~-2)

A est donc diagonalisable : il existe une base {v:} telle que

1 00
M({f)e, =10 1 0
0 0 2

En revanche, soit

t

]
Lo
=T
| e R e

On oa:
Pe(X)=—(X-1%X-2) et mp(X)=(X-1*X-2)

donc B ne peut pas &ire réduite & la forme diagonale. Ainsi pour certaines matrices tri-
angulaires une ultérieure réduction est possible, pour d’autres non. La théorie de Jordan
permet d’arriver & ce que ’on peut considérer la derniére réduction, aboutissant ainsi & une
classification des matrices & la relation d’équivalence prés “A est semblable & B” (ou si I'on
veut : “A et B représentent le méme endomorphisme™).

Plus précisément le probléme est le suivant. Comme on I'a déja vu, si deux matrices sont sem-
blables alors elles ont la méme trace, le méme déterminant et, plus généralement, les mémes
valeurs propres. En d’autres termes, si deux matrices ont, par exemple, une trace différente
(ce qui est trés facile & vérifier), alors elles ne représentent pas le méme endomorphisme. 1
est clair cependant que le spectre n'est pas le seul invariant de la classe des matrices qui
représentent le méme endomorphisme : le rang, par exemple, est un autre invariant. Mais
le rang et le spectre eux-mémes ne suffisent pas 3 caractériser les matrices semblables. Par
exemple :

01 9 0 10
A=| 0 0 0 ], B={ 0 01
1 0 0 60 00

ant méme rang et méme spectre et pourtant elles ne sont pas semblables (vérifier qu’il n'existe
pas de matrice inversible P telle que AP = FPB).

La question se pose d'une manidre naturelle de savoir s'il existe un systéme complet d’inve-
riants, ¢'est-3-dire si 'on peut associer & chaque matrice A un ensemble fini &4 de scalaires
(tels que le spectre, le rang, etc) tel que si pour deux matrices 4, B € Mp(K)ona S4 = 8B,
alors A et B sont semblables, c’est-b-dire elles représentent le méme endomorphisme en des
bases différentes. La réponse est donnée par le théoréme de Jordan que nous allons expliquer
dans ce paragraphe.
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Définition 6,33 - On appelle bloc de Jordan une malrice cerrée du type :

A1 0

J(A) = ‘
N
0 A

[pou*r les matrices de type (1,1) : J(A) := (A)] .

Propriété 6.834 — Soit J()) un bloc de Jordan d’ordre n, on a :

Pp(X) =(-1)"{(X - A)"
my(X) = (X - W)"
dimE, =1

La vérification est immédiate : il suffit d’effectuer les calculs.

Théoreme de Jordan . 6.35 - Seit f € End x (E}; on suppose que Pp{X) est scindé.
Supposons d’abord gque f n'a qu'une seule valeur propre et que :

P(X)=(-)"(X - 0", meX)=(X-N" dimEy=7y

1l existe afors une base B de E telle que :

0
J2{A) -
M(f)a = 400 ) - W

) notation
0 Ly (3)
ot :

- les Ju(X) sont des blocs de Jordan ;
- Vordre du plus grand bloc est 8 ;
- le nombre des blocs est -y
{ceci est évident, car dans chaque bloc il n'y a qu'un vecteur propre, d'aprés la
proposition précédente).

5% f admet les valeurs propres My, ..., Ap de multiplicité o, ..., oy, c'est-d-dire si
PrX)y=(-1)"(X = 2)" - (X = X)™ (M # Xy)

alors il existe une base B de E telle que (avec les notations de| 1) :

0
M(f)s =
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Par exemple : soit dim E =5, Py{X) = —(X — A)5, mg(X) =(X —2)? et dimE), = 2, il existe
une base {v;} de E telle que :

A1 0 0 0
0 A1 0 o
M(f)o, = 00 x| 0 0
00 0 (a1
0 0 0 )0 A

SidimE =35, PrX)=—(X — A%, mp(X)=(X-2)% et dimE, = 3, il existe une base {1;} de
E telle que :

M(f}v,' =

0
0
0
0

]
o0 o

[ o B I o e O
[ e N I - S ]
[ e B ol el

o

REMARQUE : Une matrice sous la forme de Jordan est diagonalisable 5i et seulement si elle
est déja sous forme diagonale.
En effet si elle n’est pas diagonale il y a un bloc de Jordan d’ordre 3 > 1, ce qui implique
que dans le polyndme minimal il y a an moins un facteur du type (X — )\)’5 ,donc mp(X)
n'a pas toutes ses racines simples.

Démonstration du théoréme ;
Soit Pr(X) = (—1)"{X — A)".
Puisque P¢({X} est scindé, f est trigonalisable. Il existe donc une base B’ telle que :

A *
A
M(f)B’ = N notetisn
0 A
Posons A= A7+ N (ou, si 'on veut, f = Xid +u) avec :
0 #
N = t. . = M(‘I’.&)B!
0 0

Comme on 'a vu (cf. page 188), u est nilpotent. Puisque la matrice A7 de Aid est la méme
en toute base, le probiéme revient d éludier la réduction des endomorphismes nilpotents.
Soit donc u un endomorphisme nilpotent et 3 son indice de nilpotence. On a m, (X} = X B,
Donc u n'est diagonalisable que si 8 = 1, ¢’est-a-dire u = 0. Par la suite on supposera donc
que u # 0.

Lemme 1. Soit © un endomorphisme nilpotent d'indice de wnilpotence 8. Les propriétés
sutvantes sont éguivalentes.
1. B =n, c’est-a-dire le polyndme minimal est égal (au signe prés) au polyndme caracté-
ristique .
Pu(X)=(-1)"X", mu(X)=X"
2. Il existe un vectewr z € B, z # 0, tel que {z,u(z),u*(x), -, u* 1 (x)) est une base
de E {on dit que u est cyclique).
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2 I existe une base B telle que :
0 1 0
M(u)g = .
f1
0 0
(e’est-a-dire u est représentable par un bloc de Jordan).
Démonstration ;
L'équivalence de 2. et 3. est immédiate : B est justement la base {x, u(z), «*(z), -, v" " {z)}.
§i §. est vérifiée, 8 = n {cf. propriété 6.34).
Supposons 1. vérifiée. Puisque ™! # 0, il existe z € E, = # 0, tel que u"~'(z) # 0. Posons
(cf. exercice 41} :

T = F
Pn-1 = H(I),
v = u" (),
v = N x)
On voit facilement que cette famille {v1,: -, v} est libre et donc elle est une base. En effet
s0it : n
Z Arty =0
k=1
c'est-a-dire :
Au T @)+ A" @) + - Ancr w(@) + An = 0.
En prenant l'image par w*~*,v"~2,. .-, u on trouve successivement : Ap =0, Any = 0, -,
da = 0;doin A u""z) =0, et, puisque u"1{x) # 0, A1 = 0. Done la famille {v;} est
une base et
0 1 0
M(u)‘-'i, = ' ‘ 1
0 .0

Le théoréme est ainsi démontré pour g =n. ¢

D’aprés le lemme 1. et le lemme 6.31 page 185, le probléme revient & démontrer que :

si u est un endomorphisme nilpoleni, E est somme direcle de sous-espaces
stables par u, tels que la restriction de u & chacun de ces sous-espaces est
un endomorphisme cyclique.
Comme nous allons le voir, la construction de ces sous-espaces stables se fait comme dans le
lemme 1. en choisissant. opportunément certains vecteurs et en prenant leurs itérés par w.

Lemme 2. Bn notant K, = Keru®, on a la suite d’inclusions strictes :

0} =KoeCKiCKeC - CKgrCKp=E
Wy =Ko C KGR Gor G Koa G Ko

En effet, K, C Kpe1, car uP{x) = 0 implique w*™1(z) = 0.
DYautre part, s'il existait p € {1,2,.--,8 — 1} tel que K, = Kpy1, on aurait :

Kp=Kpy1=Kpyo=--=Kg=FE

(cf. exercice 16, chapitre 3). Donc p serait 'indice de nilpotence, ce qui est excln, car p < f.

¢
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D’aprés le lemme 2., pour tout p € {1,---, 3} il existe un sous-espace vectoriel M, # {0}
tel que K, = K1 & M,. On sait que le supplémentaire de Ky, n’est pas unique, majs
tous les supplémentaires ont, méme dimension. Nous allons choisir les sous-espaces M, de
maniére & ce que certaines conditions, nous permetiant de mener & bien la construction,
soient satisfaites,

Lemme 3. If existe des sous-espaces vectoriels My, Ma,- -+, Mg non réduits 4 {0}, tels que ;

1) Kpy=Kp_1 & M,, pour p=1,---, 8
2) H(Mp)CMp_l, pour p:2’.”,ﬁ'

Démonstration : par récurrence “descendante” sur p.

- 8i p = B, on choisit pour Mz un supplémentaire quelconque de Kp_, dans K.

— Supposons avoir construit les sons-espaces Mg, Mg_1, - -, M, vérifiant 1) et 2) et montrons
que l'on peut construire M,_, vérifiant ces mémes propriétés.

Remarquons tout d’abord que M, vérifie :

a) w{Mp) C Kpoy
b) u{Mp) N Kp—y = {0}

En effet, soit = € M,,. Puisque M, C K, ona uP{x) =0, d'oit v '(u(z)) = 0, c'est-a-dire
u (x) € Kp_1, ce qui prouve a).

Montrons b). Soit y € u(Mp) N Kp—2 ' ¥ = u{z) avec z € Mp et ©P 2(y) = 0. On aura :
uP " (z} = 0, cest-d-dire z € K,_1 et par conséquent = € M, NKp-1 = {0}, doi 2 =0 et
done y = 0.

Ainsi u (Mp) et Kp_2z sont en somme directe (d'aprés b)) et Koz ® u(Mp) C Ky
(d’apres a)).

11 s’ensuit qu’il existe un supplémentaire Gp_1 de Kp—2 ® w(M,) dans Kp_ :

Kp—]. =Ky 2 @ u(Mp) ® Gp1
On pose alors ;
Mp—] = U(Mp) [35] Gp-—l
M,_1 vérifie Y et 2). ¢

Lemme 4,
E=M® M & - & Mp

En effet :
E= Kﬁ:Kﬁ—l & Mg :Kg_g 23] M,G-l o Mg
:Kﬁ—a SE] Mﬁ_g & Mﬁ—l Jas] Mﬁ
=M G My -+ oo e @Mg
¢

Nous allons maintenant construire une base de E en choisissant, par un procédé itératif, une
base sur chaque espace M; : cela permet de mettre en évidence les sous-espaces stables sur
lesquels « est cyclique.

Remarquons tout d’abord que u(M,) C M-, et que 'on a :
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Lemme b. L'imoge par u d’une base de M, est une famille libre de M,_, (pourp > 2).
En effet, soit {v1,- -, v} une base de M et soient Xy,... A., tels que :
Aulo) 4+ -+ Arule) =0
ona (w4 +Au) =0, donc:
v+t hevz €EKeru= K C Ky

Ainst davi 4+ -+ Ar v € My 0 Kpoy = {0} et, puisque w1, .-, v, sont indépendants, on
ac

Al =A2=-erenn =X =0 ¥
Venons maintenant & la construction de la base de E ;
- Dans Mg ( que nous allons noter Gg), on prend une base quelconque.
- Dans Mp-1 = u(M;) & Gp_1 on prend 'image par u de la base construite sur M, et on

compléte par une base quelconque de Gp_1.

On a ainsi les bases Ba, Ba_1,..., 81 de Mg, Mp_1,..., M :

By = {vl,.‘.,vnﬁ}
—_——
Gp
Bp,= {u(w), o Ui Vng ) W1, Wy }
T
Bp_z = {ug(vl), ot g hu(wn), . (W ) 21, Zng s }
.................................................... Gp-2
B, = {uﬁ Yon)y o N ng ) 6P 2 wr)s o R wng ) wl(in), - w(ng),
u{Ga}
SR S
—_—
Gy
Introduisons la notation suivante : pour k=#,8-1,...,2,1 et z € G}, soit:
Ie(z) = Vect {z, u (z),u*(z),...,u* )}
Ainsi, par exemple :
Ia(n) = Vect {vr,u(wn), v*(n),...,uf (o)}
Is_a(w1) = Vect {un, u(wi),u(w1),... v *(un)}} etc.
Lemme 6.
a) dimI(z) =k
b) Ix(x) est stable par u.
¢) La resiriction de u & I(z) est cyclique.
La démonstration de ce lemme est une simple vérification. ¢
Il est clair que E est sormme directe de Ig(v1), ..., Ja(vng), Is—1(wn), ... vIg-1{wn,_y ),

v hi{m), L Ii{zs, ) Aol il suit immédiatement la partie 1. du théoréme.

La partie 2. vient du fait que E est somme directe de sous-espaces caractéristiques et sur
chaque espace caractéristique on applique la partie 1. du théoréme. 0O
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Calcul des dimensions des blocs de Jordan

Dans I'énoncé du théoréme nous avons donné des indications sur la dimension des bloes
de Jordan, qui sont suffisantes, en général, pour déterminer la forme de Jordan lorsque lg
dimension de E n'est pas trop grande. En fait, en analysant la démonstration, on voit que
T'on peut caleuler explicitement & l'aide de f le nombre des blocs de Jordan de taille donnge
qui apparaissent dans la réduction.

Proposition 6.36 - Soit

np(A} : = nombre de blocs de Jordan d’ordre p pour la valeur propre X ;
Fp(A) :=Ker(f — X id)? .
On a alors :

np(A) = 2 dim Kp(A) — dim Kpo1{A) — dim K11 (X)

En effet, comme dans la démonstration du théoréme, on peut se limiter & démontrer cela
pour un endomorphisme nilpotent. Dans ce cas, 1n,(0) = dim G,. Or

Kp = Kp-—l 3 7] Mp, Mp = U(Mp-l—]) D Gp
et ular,,, est injective. Ainsi:
dim Gp = d]m Mp — d1m Mp-}.]

et dim M, = dim K, — dim Kp_,
d'on la formule, O

Corollaire 6.37 - Deuz matrices A, B € M (K), dont les polyndmes caractéristiques sont
scindés, sont semblubles si et seulement si elles ont la méme réduite de Jordan (a Uordre des
blocs prés).

En effet si elles ont la méme réduite de Jordan J, alors elles sont semblables & J et donc
elles sont semblables.

Réciproquement, si A et B sont semblables, elles représentent le méme endomorphisme,
done, en particulier, elles ont les mémes valeurs propres. D’autre part, comme on vient de
le voir, les dimensions des bloes de Jordan sont calculées 3 1'aide de Y'endomorphisme par
les formules ci-dessus et elles dépendant donc de ’endomorphisme et pas des matrices qui le
représentent. Ainsi les deux matrices auront les mémes blocs de Jordan.

On peut aussi exprimer le corollaire en disant que si A4 est une matrice carrée dont le
pelyndme caractéristique est scindé, alors :

l'ensemble des valeurs propres (avec leurs ovdres) et les dimensions des blocs de Jordan
associées @ chague valeur propre forment un systéme complet d'invariants.

Exercices 39. 40. 41. 42. 43.

EXERCICES

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F et (7, deux sous-espaces vectoriels tels
E=F®G et pp: E — E le projecteur de E sur F. Montrer que Trpp = dim F.
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Soit B = R? et f : B2 -+ R? la symétrie orthogonale par rapport & la premidre
bissectrice. Déterminer péométriquement les vecteurs propres, les valeurs propres, la
trace et le déterminant de f.

E] Soit f un endomorphisme nilpotent (c'est-d-dire : il existe p € N tel que fP = Q).
Montrer que f admet comme seule valeur propre 0. En déduire que si f est diagonali-
sable et nilpotent, alorts f = 0.

* Soit P(X) = (—1)*X"™ + an—1 X" 1 + .+ + a1 X + ao. Montrer que ap = dét f et

n-1 = (_l}n_l Tr f.
En déduire que pour A € Ma(K) :, P4{X) = X? — (TrA) X + dét A.

** Densité du groupe linéaire.

Dans cet exercice on suppose connu le fait qgue Mup(K), avee K = R ou C, est
un espace vectoriel normé. On prendra, par exemple pour norme de A = (a4) :
4] = Tie10ij (¢f Appendice A.6.} et on munire Mn(K) de lo topologie
associée d fo norme.
Montrer que le groupe linéaire des matrices inversibles, GL(n, K), est dense dans
M (K).
APPLICATION. Généraliser les propriétés de l'exercice 20. du chapitre 4 au cas non
inversible, c'est-a-dire :
dét AT =(dét A" | ATt = (dét A2 A
pour toute A € M, (K), ol AT = Teof (A).

7 4 0 0
Soit A= | — 12 -7 0 O 1. Montrer que A est diagonalisable ; déterminer une
20 11 -6 -—-12 !
—-12 — 8 6 11
matrice réduite diagonale et une matrice de passags,

Soit 4 € Mn(R). Montrer que si A est une valeur propre complexe de A alors X est aussi
valeur propre de A, de méme ordre de multiplicité, et que si v est un vecteur propre
correspondant & X alors T est un vecteur propre correspondant i A (ol ¥ désigne le
vecteur dont les composantes sont les conjuguées d=s composantes de v).

-1 1 0
Soit A = 0 -1 1 |. Déterminer une matrice dans My (C) diagonale et sem-
1 0 -1

blable & A, ainsi qu'une matrice de passage.

Soit f 'endomorphisme de B3 qui dans la base canounique est représenté par la matrice :
1 Log,b log.e
A= | Logsga 1 OELC
Log.e Logb 1

oil a,b, e sont trois nombres réels strictement positifs et différents de 1.
Montrer que f est diagonatisable et déterminer une base de vecteurs propres. En déduire
la signification géométrique de f.

*
u Soit

Ag= | " T T | € MalR).
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£

Sans calculer le polynéme caractéristique, montrer que A = £ — 1 est valeur propre.
Déterminer E;_1 ; que peut-on dire de l'ordre de multiplicité de ¢ — 1 comme valeur
propre 7 En déduire Sp’ A;. A; est elle diagonalisable 7 Pour quelles valeurs de ¢ a-t-on
dét 4, =07

Soit
0 @1 a2 as an
a; 0 a3 a3 fn
ar az 0 agz n
A=
a1 02 as ap O

Déterminer, comme dans 'exercice 9, le spectre de A sans passer par le polyndme
caractéristique. En déduire dét A.

Déduire de cet exemple une méthode simple pour construire une matrice diagonslisable
non diagonale, dont on se donne les valeurs propres.

Soit B un espace vectoriel de dimension finie et f € End x(E) tel que rg f = 1.
Déterminer le apectre de f. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si Tr f # 0.
Déduire de cet exemple une méthode simple pour construire une matrice non diagona-
lisable.

Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie. Montrer
que fog et go f ont mémes valeurs propres.

Soient f et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension n, tels que fog =
gof. On suppose que g admet n valeurs propres distinctes. Montrer que f et g admettent
une base commune de vecteurs propres. En déduire qu'il existe ag, a1,a2,...,0a-1 € K
tels que :

ni—1

F=opid+a1g+ang®+ --+an_14g

Diagonalisation simultanée.
Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables. On suppose que f et g commutent.
On note A1,..., A p (resp: p1,..., iiq) les valeurs propres de f (resp:deglet Fy,... | F,

les sous-espaces propres correspondants (resp : Gy, ..., Gy).
1. Montrer que chague G; est stable par f et chaque F; est stable par g.
2. Onpose: Hy; = NG (i=1,...,p; F=1,...,¢). Montrer que, pour i

donné, Fy est somme directe des H;;, i = 1,...,q (qui ne sont pas réduits & {0}).

En déduire le résultat suivant :

Etont donnés deux endomorphismes diagonalisables f et g, il existe une base de
vecteurs propres commune & f et & g (c'est-d-dire f et g sont diegonatisables
dans une méme base) si et sewlement st f el g commulent.

En particulier :

La somme de deur endomorphismes dicgonalisables qui commutent est un en-
domorphisme diagonafisable.

Décomposition spectrale.
1. Soit f un endomorphisme diagonalisable de E, Ai,...,Aq les valeurs propres

de f. Montrer qu'il existe un systéme complet de projecteurs {Py,..., P} (cf.
exercice 10, chapitre 3) tel que :
f=MP+ - +2P (*)
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2. Réciproguement, montrer que, s5'il existe un systéme complet de projecteurs
{P1,...,Pg} et des scalaires M1,...,A; deux & deux distincts tels que f =
A P14 Ay Py, alors f est diagonalisable,

L'expression (*) est dite décompogition spectrale de f.

3. APPLICATION. Déterminer la décomposition spectrale de

1 2 -2
A=1]2 1 =2
2 2 -3
En déduire A™.

4. Montrer que dans la décomposition spectra.e de f, le projecteurs F; sont des
polyndmes de f dont les coefficients sexprirnent en fonction des A; et peuvent
étre caleulés explicitement.

Exemple de vecteurs propres en dimension infinie,
1. Soit F l'espace vectoriel des fonctions €% sir B & valeurs dans .
On considére 'endomorphisme ® de £ qui & f associe la fonction g définie par :

1
o) = [ et sy ar
o
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de @.
2. Mémes questions pour P(f) =g ol :
/2 ]
glz) = f cos(x + &) f{t) di.
—w/2
Seit f: Ro[x] — B2|x| définie par :
QD =02z+1)Q-(=*-1)Q

Calculer f™{ag + a1 2 + a2 22).

On note £ Pespace vectoriel des matrices carrées réelles d'ordre 2 & trace nulle. Soit

B:(é g) et f:E& — £ définie par f(M) = MB - BM.

Calculer f*(A) ou A= (3 _b).

Résoudre le systeéme différentiel

|
il

dx+6y

i

—3xr—5y

—3r—-6y—5z

il

*
Résolution d'un systéme différentiel par la “méthode d'élimination”.
Soit P € Bplx], P=09+ 212+ -+ + ara™ On note P [‘%] I'opérateur différentiel
P [‘3?] : 0% (R) — C*(R) défini par :

d _ d d\®
P [E} =ao id+a1 o+ +an (ﬁ) .
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Soit le systéme différentiel] ;

dml
_(F = @121+ -+ 2nda

N a; € R
den 4+ +a

at = 2nl¥l nnTn

Maontrer que chague x; vérifie I'équation différentielie
dx,
Pa|—| =0
4 [ d ]

olt Py est le polyndme caractéristique de la matrice A = (a;5).
APPLICATION. Résoudre le systéme différentiel :

d

% =3:r1—2x2
d.

% =271 — 22

1. Pour chacune des matrices ci-dessous, donner une matrice réduite triangulaire en
précisant la matrice de passage :

3 -1 1 3 2 -2 13 -5 -2
Ai=1l2 0 1}, Ae={-1 0o 1], 43=| -2 7 -8].
1 -1 2 1 1 0 -5 4 7

2. Résoudre le systéme différentiel % = A1 X.

Soit @ un polynéme et § un endomorphisme. Montrer que si f est diagonalisable alors
Q(f) est diagonalisable et, si Spf = {A1,...,Ap} est le spectre de f, alors:

Donner une autre démonstration du résultat de 'exercice 20 en utilisant le théoréme
de Cayley-Hamilton.

£
Soient A4, B € Mn{C). On suppose que Spc AN SpcB = §.
1. Montrer que dét Pg(A) # 0.

2. Soit v : Ma{C) — Mu(C) définie par (M) = AM — M B. Montrer que si
M € Kerip, alors pour tout polynéme Q{X), on a:
QUA) M = M Q(B).
3. Déduire des questions précédentes que  est injective et que
YO EMA(C) M EMu(Cltelleque: AM-MB=C.

*
Calcul des projecteurs sur Ker):(f) et Ker@Qa(f).
Soit f un endomorphisme de E et @ = (}1 2 un annulateur de f, ol les polynémes
et Q2 sont premiers entre eux. Soient /1, Uz deux polynémes tels que 1/ Q) + Q2 = 1.
Montrer que les projecteurs de & = Ker @1{f)®Ker Q2(F) sur Ker Q1(f) et Ker Qa2(f)
sont respectivement

pryi=Ue(f)oQa(f) et pry:=U(f)oQu(f).

En déduire un algorithme permettant d’exprimer les projecteurs sur les espaces Ker Q1(f)
et Ker Q2(F) comme polyndmes de f (i s’agit done d’une généralisation de 'exercice

15. 4)
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Soit la matrice

A=

LT
.
i
—
|
—

-1 1 1 1

On admettia que ¢ et 1 sont valeurs propres de A. En déduire que

B*=Ker(A - I @& Ker( A+ 7).

Calculer le polyndme minimal des matrices de I'exercice 21.

1 a 1
SoitA: 01 b |,(beceR)
0 0 e

Pour quelles valeurs de a,b, ¢, A est-elle diagonalisable 7

5 1 1 -1
. 1 5 1 -1

Soit A=| , ; 5 _3
1 -1 -1 5

Montrer que A est diagonalisable et inversible. En déduire le polynfime minimal et, &
P'aide du polynéme minimal, caleuler 4~1.

P+
1. Pour quelles valeurs de a1, a3, aa € €3, la riatrice

0 0 a1
A= 0 0 az
61 az a3
est-elle diagonalisable 7 {On suppose a; €t ap non tous les deux nuls, autrement.

le probléme est trivial).

2. Soit f I’endomorphisme de €* qui dans la kase canonique {(e1,...,€n) est repré-
senté par la matrice

a1
M(fle; =
@1 -+ On--1 an
On pose o'=a%+-“+a,21_1 et v=aje1-t -+ 0nen.

(a) Calculer fle;), f2(es), f3(es), pour (i =1,...,n), en fonction de ¢,v,as. En
déduire un polyndéme annulateur de f.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.

"
Soit {e1,...,er} la base canonique de C™ et f endomorphisme de € défini par :

{ f(e‘i) = Eitl (pouri‘:: 1:"‘:n_1)

f(en) =€
1. Caleuler f¥(e;) pour k=2,.. ,neti=1,...,n
En déduire que f est dlagonallsab}e Montrer que id, f, f2,..., f*"1 sont linéai-

rement, indépendants. En déduire le polynérme rmmmal
Déterminer les valeurs propres, le polynéme caractéristique et le déterminant
de f.
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2. Montrer que la matrice

an adn—1 &n-2 - a2 @1
a1 g L Y

A= az ) g " . € Ma{T)
O] fGn-2 Gpn-3 - 4] o

est diagonalisable. Calculer dét A. [ Utiliser I'exercice 22 |.

Soit f € End (E) ol E est un espace vectoriel de dimension n. Montrer que si f 50 = 0,
alors f* =0.

Soit f : Rnf[z] — Ra[z] V'application qui A tout polynime P associe le reste de la
division euclidienne de P par @ = X2 32X +7. Mantrer que f est un endomorphisme.
Maontrer que f est diagonalisable.

*
* 1. Montrer que si f est diagonalisable, alors f2 est disgonalisable.

(Dans lo suite il s'agit d'étudier dans quel cas on a la réciprogue. Pour simplifier,
on distinguere les cas dét f # 0 et dét f = 0)

2. (a) On suppose f2 diagonalisable et dét f # 0. Soient Ay, ..., Ap les valeurs pro-
presde f2. Montrer que le polyndme (X2-3X;).--{XZ=),) est annulateur
de f et en déduire que f est diagonalisable.

{(b) On suppose f2 diagonslisable, dét f = 0 et Ker f = Ker f2.
Soient 0, A1, ..., Ay les valeurs propres de 2, Montrer que

Fro(f2 —aid)o-- o (f2 —xpid) = 0.
En déduire que
Im[(f2 —Arid)o-eo(f® —,\,,id)] € Ker f2

et que
Fo(ff=Mid)o - (f2=)yid)=0.
En déduire que f est diagonalisable.
3. Montrer que si f est diagonalisable alors Ker f = Ker f 2,
En déduire le résultat suivant :
Soit f € End{T™). Alors :
f eat diagonalisable — ( 72 est diagonaliseble et Ker f = Ker f2 )

4. AppLicaTioN. Conditions nécessaires et suffisantes pour que la matrice

o ... ... a1
A= 42 € Mn(T)
an -+ - 0
soit diagonalisable.
Soit la matrice
1 - —cx 1
_ 1—-8 a a-—1 - N
A= 8 o l-a +p ,on a,FER
0 o & 0

1. Condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.
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*

*

2. A l'aide du spectre de A, montrer que A + F est inversible.
Calculer (A + I)~* lorsque A est diagonalisable.
Déterminer toutes les matrices A € Ma(R) telles que :
A —gAT 1214187 =0,

Soit A la matrice de 'exercice 35, avec &« = 1 et § = 0. Déterminer les sous-espaces
caractéristiques. Calculer A™.

Résoudre le systéme différentiel % =AX.

Donner la décomposition de Dunford de la matrice

3 -1 1
A= 2 0 1
1 -1 2

Soit A € Mg{K). On suppose que :
Pa(X) = (X-1)*(X -2)?
ma(X) = (X -1 (X -2

QQue peut-on dire des dimensions des espaces propres 7
Quelles sont les formes de Jordan possibles ?

Soit la. matrice :

1 o 0 0
0 1 0 Q .
A= 1 2 3 1] ol a £ B.

-2 —(4+a) —4 -1
En discutant selon les valeurs de &, donner une réduite de Jordan ainsi qu'une matrice
de passage.

Méthode pratique pour la construction d'une base de Jordan (cf page 195)

3 2 =2
Az = -1 ad 1
1 1 0

(cf. exercice 21). Quelle est sa réduite de Jordan ? (ordonner les blocs selon l'ordre

décroissant en taille). En construisant la base de Jordan, peut-on choisir comme
1

premier vecteur le vecteur v = 0 ) ? Déterminer une base de Jordan.

1. On consid&re la matrice

1

2. On considére un endomorphisme f d’un espace vectoriel de dimension p et on
suppose que sa réduite de Jordan est constituée par un seul bloc J(A). On pose
g = f — Aid. Montrer que I'on obtient une base B = {v),...,up} dans laquelle la
matrice de f est J()\), en prenant :

vp € B\ Kerg?™!
vp—1 = g (vp)
Yp—2 =g (vp-1)

v1 = g{ve)
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3. Erempte. Déterminer une réduite de Jordan et une matrice de passage pour la

matrice
1 0 0 0
-1 4 1 -2
4= 21 2 -1
1 2 1 0
*
On suppose que :
Pa(X) = (12 (X - )
ma(X) = (X - )P
dim E), =7
Montrer que :
a4
—<y<lta-4
B
00000401
o0 00000
o010 00 900
A=|0 01000 0 avecafi':?“
00000000 -
0 000 & 00
g 0004 a D
Donner la forme de la matrice réduite de Jordan, en discutant selon les valeurs de a et b.

INDICATIONS

Ecrire la matrice de pr dans une base B = {81, Bz}, oit By est une base de F ot By

une baze de G.

IZIVecteurspropres: vlza( } ), acR et ug:ﬁ( _i ), pelr

Valeurs propres : 1, —1. Tr f =0; dét f = —1.

Soit v vecteur propre : f(v) = Av. Ona: 0= fP(v) = APy, dott: A=0.
Si f est nilpotent et diagonalisable, il est représenté, dans une base de vecteurs propres,
par une matrice diagonale ayant des zeros sur la diagonale; donc f = 0.

ap = Pr{(0) = dét (f — 01d) = dét £.

Développer dét {f — X id) selon les éléments de la premidre ligne : les cofacteurs de
212, @13,...,81n sont des déterminants d'ordre n — 1 qui contiennent chacun n — 2
termes du type ai; — X. Par suite, les termes de degré n et n —1 de Py(X) proviennent
du produit des termes de la diagonale principale : (@11 — X){azz — X)- - (@nn — X).
Donc :

Pi(X) = ()" X" + (-0 (a1 +aze + -+ ann) XV 4

El [l s’agit de montrer que
VA EMu(K)et¥Ve >0, 3B € GL(n, K) telle que J|JA - B|| < ¢
Seit Sp(A) = {A1,..., Ap}. Sitous les A; sont non nuls, dét A # 0. On peut donc prendre

Supposons, par exemple, que A1 = 0. Soit £ > 0 arbitraire et # > 0 tel que r <

) Iglin || et r < i. Prenons B = A+ rI; les valeurs propres de B sont { A1 +

=2, ,n Ti

..., Ap + 7} donc non nulles, aussi B € GL(r, K'). D'autre part :
fA-Bl=|rill=rvn<e.
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APPLICATION. Les applications
ACMp(RK)r— détA et A Mup(K)— AT

sont continues, car dét A est une fonction polynomiale des coefficients de 4 et At se
caleule en calculant des déterminants. Aussi les fonctions
fiMu(K)— K et g: Mp(K)— K
" det at T det ayn
sont continues. Puisque elles sont égales sur une partie dense, elles sont égales sur

De la méme manidre on voit que ATT = (dét 4)"~2 4.

1 2 0 a
-2 -3 g a
-1 9 -2 -3

P4(X) € C[X] est & coefficients réels. Donc si A est racine d’ordre «, X est aussi racine
d'ordre c.
Av=2v = Av=Aiv = Av=2Av

FPuisque 4 est réelle : Av= .

, . 12 2
SpA={O, 3+“/§, 3 “/g}, P=|1 -14:/3 —-1-iv3
2 2 1 —1—4v3 —14iv3

: B
Pa(X) = —X%(X - 3) (se Lo Lo 1%;”)' £z}

By = (Log a) x+ (Log &) ¥+ (Log <) z est de dimension
2. Done A est diagonalisable. Dans une base de vecteurs

propres : ——yz
00 D W
M =[0 0 0 .

0 0 3

f est la projection sur Ej3 parallélement & Eyp, suivie /g,
d'une homothétie de rapport 3.

B3
t—A 1 .- 1 Figure 6
1 t—A 1 .- 1
PAe(’\)z :
: . . 1
1 cve e 1 t—A

Pour t — A = 1 deux lignes {et méme toutes) sont égales donc le déterminant est nul.
Donc A = £ — 1 est valeur prapre.

Ey_1 est défini par #1 +---+ 2n = 0 et donc est de dimension n — 1. Dol : ordre
(t—-1)>n—1. Donc:

BpfAr={t—-1,t—1,...,t— 1A}

n~1 fois
La derniére valeur propre se caleule par la trace : Tr Ay = (i — 1){t — 1) + Ay d'ol
Aa=ntt—1.
Ona An #£1t— 1, donc ordre ({ — 1) = n — 1 = dim F,; et, par conséquent, A, est
diagonalisable.
détAd, =t -1)""n+t—1);donc:détA; =Opouri=1letpouri=1—n.
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Dans P4{A) les deux premiéres lignes sont égales lorsque A = —a3. Ainsi —ay est valeur

propre. De méme, —aa, —a3,..., —aGn sont valeurs propres. Par la trace on a la derniére
valeur propre : a1 + -+ + aq. Done
Ll n
SpfA={-a1,—a2,...,—0n,a1 +++ +an} et dét A= (—1]“( .]'Il a,;) ( 'El a._,-).
i= J=

S5i les a; sont tous deux A deux distincts et différents de —(_El @;), A est diagonalisable.
=

Pour construire une matrice diagonalisable, il suffit de prendre, par exemple, les a; deux
A deux distincts et > (. Par exemple :

A=

Tt et
[ e R
(U R X 5]
[ Iy =R LY JL)

dim Ep = n — 1. Done ordre(0) > n — 1 et Sp'f = {0,...,0, Tr f).
[

n—1 fois

f est diagonalisable si et seulement si ordre(0) = n — 1 c'est-a-dire si et seulement si
Tr f &£ 0.
Pour conatruire une matrice non diagonalisable, on peut fixer arbitrairement la premiére
ligne, puis se donner les autres lignes proportionnelles & la premiére en ayant soin de
choisir le facteur de proportionnalité de la derniére ligne de manidre que la trace soit
nulle. Par exemple :

1 2 4 -1

2 4 8 -2
-1 -2 -4 1

1 2 4 =1

Si A = 0 est valeur propre de fog,ona dét(fog) =0, done dét{go f) = 0; donc
X = 0 est valeur propre de g o f.
81 A #£ D est valeur propre de fog, il existe v #£ 0 tel que (f 0 g){(¥) = Av d'on
go fog{v) = Ag(v). Or g(v) # 0, car si g{v) = 0, de Pégalité (f og)(v) = Av on aurait
v =0 ; donc g(v) vecteur propre de go f pour la valeur propre A.

Montrer que s1 v est un vecteur propre de g pour la valeur propre A (v c Ef\g)), on

a: f(v) € Ex(g). Utiliser dim B = 1.

Ecrire Péquation f = ap id+a1 g+ +an—_1 g™ ! dans une base de vecteurs propres
commune & f et & g. On obtient un systéme dont les inconnues sont ag,ay,...,8a-1
et le déterminant est un déterminant de Vendermonde.

1. Trivial.

2. Soit 3 € F;. Comme E=G1@ - @ Gy, ¢ =y1+---+yg, avec y; €45. On
a: fl@)=Aln +---+uy) = flin)+---+ flyg). Or fly;) € G (d'aprés 1. )
et, en vertu de l'unicité de la décomposition : f(y;) = A; ¢;, done y; € FiNGy.
Alnsi, F; = FinG+ - -+ Fy NG,

Montrer que la somme est directe comme dans la démonstration de la proposition
6.9, page 164.

Puisque E est somme directe des F; et pour chague i F; est somme directe des
H;; (non réduits & {0}), j = 1,...,q, E sers somme directe des H;;. En prenant
une base dans chacun des H;; qui ne sont pas réduits 3 {0}, on obtient une base
de E formée de vecteurs qui sont propres aussi bien pour f que pour g. Aussi,
si f et g commutent, ils sont simultanément diagonalisables.

Réciproquement si f et g sont simultanément diagonalisables leurs matrices dans
une base commune de vecteurs propres commutent, done f et g commutent.

i. Fuisque E est diagonalisable, FE' est somme directe des espaces propres :
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E=E) &---&E;

Prendre pour F; le projecteur sur Ey .
Tout € E séerit x =21 +--- + 24 (z; € Ey,) d'ol, en appliquant f :

f@=he+--+Agzg=M P+ Ay Py

2. Ona E=ImP1 &---&ImF, (cf. exercice 10, chapitre 3)
Puisque f = Ay P14 -4+ X Fy et PioP; pouri# j,onapourtout z € ImPF; :
f@) =X Pi(x) = Mz Done ImP; C E;,. D' :

EAIGBH‘GBE,\QDImP1®~-€§Iqu=E;

donc F est somme directe d’espaces propres.
3. Les valeurs propres sont A1 = +1 (simple) et A2 = —1 (double). On a :

=P+ P
A=F -5
d'otr :
1 1 -1 o -1 1
I+ A i-
p="22_(11 2 et B=1"A_[ 1 o1
2 1 1 -1 2 -1 -1 2
A" =P+ (-1 P
4, Dans le cas général, on a :
Pit- + Py

([t

I
A MPL+ -+ A Py
AL = TP AR

Le déterminant de ce systéme est un déterminant de Vandermonde (cf. exercice
13, chapitre 4). Ceci permet de calculer explicitement les projecteurs F;.

REMARQUE - La relation f = A1 P14+ ---+---Aq Py n'a tien de mystérieuz. 80 [ est
diagonalisable, on a, dans une base de vecteurs propres,

A1

[

Al
M(f)'—’s: = =X

ot Mg =P+ + APy

—

1. Analyse. En éerivant ¢{f) = Af, ona:
[ =i M

En dérivant, on trouve : Aff(z) = Af{z). SiA#£ Dona: f(x)=Ce".
Synthése. Si A # 0 et f(z) = €®; en remplagant dans (1), on trouve A = 1. 5i
A=0ona [ f(t)e"tdt=0.

Donc les valeurs propres sont 0 et 1 et les espaces propres :

fol F() e tdt = o}, By = {Ce"}oeg

B = {f(t)
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2. L'analyse donne : Af” +Aaf=0
Pour la synthése, utiliser 'indépendance des fonctions cos et sing.
On trouve les valeurs propres 0, #/2, —w /2 avec espaces propres :

f2 iy
Eﬂz{f(f)| f_ﬂzf(t)costdt:f : f{t}sintdt:g}

—n/2

Eg o est engendré par cosz et B_, /2 est engendré par sinz.

Ecrire f dans la base B = {1,x,22}. On trouve :
1 1 0
A=Mfls=[2 1 2|, SpA={1,-1,3}
011

Une matrice de passage de B & une base de vecteurs propres est :

{111
P==( 0 -2 2
4l 11
o ag
(2)-~(2)
¥ a2

et écrire le résultat sous la forme o 4+ Fz + vz2 .

Calculer

A=(f:t g)es=> a+d=0<= A=qaE; +bE;+cE; avec
{0 0 1 0 0
n=(o V) m=(50) m=(15)

0 2 0
B = {By, E2, E3} est une base de £. Soit C' := M{f)g = ( 0 =z G).
—4 0o -2

On trouve :

0 1 0
o =2 ( 0 1 0 )
2-1" -+ (V") D7

b b
doi: fm{A) =27
fr=2 ( 2a (1) —b(1+(-1)")+e(-1)" -b )

t=0C2e"2 1 2Che!, y=—Coe P —Caet, z=Cre ¥ 4 Che 2,

oy
8] [¢]

Ona: *Cof(A—AI) (A= ADX=PiA) X (+)
x1

o X = : et le systéme s'écrit : (A -7 —‘:%) X =0
Tn
. " d

Prendre la i-itme composante de (*) et remplacer A par 5.

Dans Pexemple @1 et 2 vérifient 'équation différentielle y” —-2¢ +y =0, dont la
solution générale est y¥ = e*{c1 + cat). Donc 1 et x2 sont de la forme :

z1 =et{atbt)
z2 =€ {c+dt)
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En remplacant, par exemple, dans la premiére équation, on trouve :

3b+2d =b 4 =—b
d'on :
dJa+2ec =a+b c =—a+ =

ce qui donne :

21 =et{at+bt)
2z —et(—a+ g —bt)

Nota. Cette méthode permet de résoudre le systéme sans chercher les vecteurs propres
{ou, le cas échéant, les espaces caractéristiques : cf exercice 37) .

i. 8p'A; ={2,2,1}.
Si f est 'endomorphisme associé & A) dans la base canonique, il existe une base

{15} telle que
2 a 0
Mo =0 2 0
g 01

1
Eg est engendré par v1 = | 1 | ; commedimE2=1,ona a #0.
0
En prenant ¢ £ 0, on cherche v tel que f(v3) = aw + 2v2. En prenant par

0 0
exemple 2 = 1, on trouve : vz = (D . By est engendré par vz = (1) . Donc :

1 1
A;:(

10 oW |
204 £1(pd 3
01 o101

Sp'ds = {1,1,1}; By : z+y— 2z = 0. On prend v,v2 € 1, par exemple :

oo

1 0
™ = O) , g = (1 ) , et on compléte en une base en choisissant, par exemple

1 1

0 1 0 @
va= 0] Ainsi: Ay =M{flp,=[0 1 b |[.

i 001

On calcule e, b en imposant que f{va) = avy+bdvz+vs. Onobtient e = =2,b = 1.
2
Sp’Az = {9,9,9}. dim Eg = 1. Eg est engendré par v = 2 |. Il existe une

-1
9 a b
M{flo, =0 9 c) .
9 0 9

En imposant f(vz) = avy + 9ve on voit que I'on peut prendre, par exemple,
-1/3
a=1letu = -2/3 ) {Attention : on n'a pas le droit de multiplier vo per

base {v;} telle que :

]
3, car vg est solution d'un systéme non homogéie).

V]
On compléte {v1,v2} en une base en prenant, par exemple : v3 = (0) .
1
On trouve b =18, ¢ = 2.
[

X = A} X' et on revient 3 X pur X = PX’.

2. On résout :
n résou "
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f = (Cat+ )
dr' = 9af 4y ¥ = (G4 G)
Edyéz 29 _— ' = et
dz’ _ '
da = F y =Cet

z = (Cat+C3)et +Caet

1

— Y (Cat+Cy)e®t +3Ch et

z = Coe?t 4+ (Chet
Si v est vecteur propre de f pour la valeur A, on a: Q(f){v) = Q{A)v.

En dérivant le systéme "L—“{ = AX, on a par récurrence : (%)px = APX. D'autre
part, 8i Pa(d) = (—=1)"A% tan 1A L rardtag,ona: (1" A" ran Ar—1y
w4 a1 A+agl=0. Appliquer 4 X et tenir compte du fait que APX = (%)p){,

1 SiSpA={\, ... )}, ona: SpPg(A) = {Ps(A1),.. Pe{Ap)} (cf exercice 22),
donc toutes les valeurs propres de Pg(A) sont non nulles.
2. Ona A* M = M B* pour tout k € N, etc.
3. Ecrire I'égalité de 2. pour Q(X) = Pp(X). Utilizer le théoréme de Cayley-
Hamilton et 1.

@ On a pr, opry = 0 puisque Q1(f) o @a(f) = 0. D’autre part, d'aprés (*) page 180,
on a : x=prz)+pralz), ¥z € B, d'ot pry{z) = pré{z ). Ceci montre que pr, est
le projecteur sur Ker Q1(f). Méme démonstration pour prs.

Il est clair que Palgorithme de calcul des polynémes Uy et Uz du Théoréme de Bézout
permet de calculer facilement les projecteurs pry et pra.

Puisque A est & coefficients réels, si i est valeur propre, alors —i est aussi valeur
propre. Dane 8p'A = {i, —=1,1, A} et TrA=i—i+1+ A D'od A =1 Le polynéme
caractéristique de A est donc P4(X) = (X —=1)2(X%+1). Puisque X—1 et X*+1 sont
premiers entre eux, on en déduit immédiatement que B! = Ker{ A—I )2 dKer( A2,
Noter que le Lemme des Noyous s’applique aussi si les polyndmes J; ne sont pas
scindés.

mAl(X)=(X—2)2(X—1), mAg(X}:(X—l)Q, mAs(X)=(X—9)3‘

PA(X) = —(X — 12(X —©).

Si c£1: ma(X)={X—-1){X—¢) ou ma(X)=(X—-1)?(X —c). Donc A est
diagonalisable si et seulement si m.4(X) = (X — 1){X — ¢}, c’est-a-dire si et seulement
si (A—I(A - cl)=0.On trouve que A diagonalisable si et seulement si a = 0,et &
quelconque.

Si e=1: mal(X)=X—1ou{X -1)% ou (X — 1)3. Donc A est diagonalisable si
et seulement 5i ma(X) = X — 1, c’est-2-dire si et seulement si A =1, ce qui est exclu.
En resumant : A est diagonelisable si et seulement si ¢# 1, a =0

Comme dans 'exercice 9, Sp' 4 = {4,4, 4,8}, dim E4 = 3, Donc A est diagonalisable et
par conséquent : m.4(X) = (X —4){X —8) d'oi: (A —4I)(A-8I) =1, cest-a-dire:
A2 124+ 321=0
Comme il n'y a pas de valeur propre nulle, A est inversible. En multipliant par A1
cette équation, on trouve :
7 -1 -1 1
- 1 ! [-1 7 -1 1
1+ Ay = =~
At=S@l-A=g5 | T T
1 1 1 7
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L PAX) ==X (X2 = cX — (a® +8%). 81 ® + B £ 0 et c? + 4 (a2 +52) #0, A
admet trois valeurs propres distinctes, donc elle est diagonalisable.
Soita? +82 =0;0na: Pa(X)= —X2%(X —¢).Sic=0, A est diagonalisable si
et seulement si ma(X) = X, c'est-d-dire A = 0, ce qui est exclu. Si ¢ # 0, A est
diagonalisable si et seulement si A{4 - ¢J) = 0, ce qui est aussi exclu. Donc s
a? + b2 = 0, A n’est pas diagonalisable.
Etude analogue pour ¢ + 4{a? + b%) = 0.

2. {a) On trouve f3 = a2 + of. Polyndme annulateur :
QX)=X(X? -0, X — o)

(b) 8i ¢ #0 et a2 + 40 # 0, @ n’a que des racines simples et donc A est
diagonalisable.
Sio =0, alors Q(X) = X%(X —an). 8i an =0, A est diagonalisable si et
seulement si A = 0, ce qui est exclu, stc. (raisonner comme dans 1.).

1. fhe) = e [modn]- Done f*(e;) = e;, c’est-ardire " =id.
Done Q(X) = X™ — 1 est annulateur de f. Puisqu'il est scindé dans C et il a
toutes ses racines simples, f est diagonalisable.
Si bpid+b1 f+ b2 f2+ - - by_1 f2~1 =0, en appliquent cette expression sur
€1, on trouve by = by = bz = --- = by_1 = 0. Donc d®ms(X) = n et par
conséquent : me(X) =X" —1 et Pp{X)=(-1)"(X"—1).
On en déduit : i

Spf = {wo,wi,. .o ywn_1), wgp =€’k

2. Hoit g I'endomorphisme associé & A dans la base canonique. On a : g = P(J)
avec P=ap+a1X + - +an_1 X" L. Donc g est diagonalizable et :

S8pg={Plwo), P{w1),..., Plwn_1)}, dét A= Pluwg)P(w1) -+ Plutn=1).

X80 est annulateur. Donc mg(X) = X?# (avec B < 50) et, par conséquent P;(X) =

(—1)"X™. D'aprés Cayley-Hamilton : f* = 4.

f2 = f. Pone X(X — 1) est annulateur.

1. Tout vecteur propre de f est vecteur propre de f2, donc, si f est diagonalisable,
£? est diagonalisable (dans la méme base de vecteurs propres).

2. (a) Puisque f2? est diagonalisable, myea(X) = (X — A1)---(X — Xp). Utiliser
mea(f 2y = 0. Comme toutes les A; sont différentes de zéro, le polyndme

Q) = (X - VX)) (X +Var) o (x - v&) (% + V)

a toutes ses racines simples.
(b) Puisque f? est diagonalisable, mez(X) = X(X = M) (X — Ap), dou
FPoi(ffmAido--o(f2— Ap id) = 0, cest-a-dire

Im [(f2 — Ay id) o - - 0 (f% = Xp id)] C Ker f?
Utiliser Ker § = Ker f2.

3. En ecrivant les matrices de f et f2 dans une base de vecteurs propres, on voit
facilement que Ker f = Ker f2.

4. APPLICATION. A? est diagonale, done A est diagonalisable si et seulement si
Ker A = Ker A%, Cette condition s’exprime sur les coefficients a; par :

a;, =0+ a,_i41 =0 (i=1,...n)
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1. Pa{X) = X?*(X —1)?; donc A est diagonalisable si et seulement si
A(A-T)=0. Ce qui équivaut A @ = 0, = 0.

2. Sp'(A+1)=1{1,1,2,2}, donec dét{A +1) 0. 8oit B = A+ ; B est diagonali-
1
sable, done (B-IN(B -2 =0;donu: Bl = %(31— B)y=1I- EA,

QX)) = X3 —8X2 421X — 18 = (X — 2)(X — 3)? est annulateur ; donc m4(X) divise
Q(X) et d®m4(X) £ 2. On a 4 cas possibles :

-ma(X) =X — 2, ce qui donne A:((2] [2))
: 3 0
-m4({X) =X -3, qui donne A:(G 3)

(X)) = (X —2)(X —3),dob: PA(X)=(X—-2)X -3)=X2-5X 46, ce qui
équivaut & TrA =15 et dét A =6, c'est-a-dire :

b
A:(a ) avec a{S—a)—bec=26
¢ b—a

-ma(X) = (X —3)% ce qui équiveut & Tr A =6 et détA =9, etc.

0100
A est semblable 4 A’ = g {D] (1) g avec matrice de passage :
00 01
R () S
g
-1 0 1 1

L'espace caractéristique Np est engendré par les deux premidres colonnes de P et
I'espace caractéristique Ny par les deux derniéres colonnes.

0000

(A" = pour 7 3> 2

oo
oo o
o = o
- OO

Calculer P{A""P—1.

Ona Pa(X)= —(X — 1) (X — 2)°. En effectuant une réduction en blocs triangulaires
on voit que A est semblable 4 la matrice

2 1
A= a 2
0 0

+
Donc

2 090 0 1 0
A=D+N = 0 2 0 + o 0 0
0 0 1 o0 90 0
1 0 0 g 0
une matrice de passage étant P = ( 1 0 1 ).Ona.: pPl1= ( 1 -1 1 ),
01 1 -1 0
donc :
1 -1 1 2 g 0
N=PN'PI=| 1 -1 1}, dod: D=A-N=|[ 1 1 0
0 g 0 1 -1 2
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Les formes de Jordan possibles sont :

11 11

01 0 1

et

2]

En particulier : dim E; = 3 ou dim F; = 2.
PalX)=(X = 1), ma(X) = (X - 1)

ay =0 . 3 si =
Eny: _ et  dimEyy = .
e+ 2y+224+t=0 2 si a0

L=
- -

=]

1 1 0 0
a1 (] 0
Done: sia=0 A est semblablea A’ =
00 0
00
1 1 o 0
01 o 0
sioe# 0 A est semblable & A’ =
0 0 1 1
0 0 a 1
Matrice de passage :
0] 1 Q i
. 0 0 1 Q
sta=0: P= 1 0 —i 0
-2 0] o -1
0 1 1 -2«
. ‘ 0o 0 0 1«
sia#l: P = 1 0 0 0
-2 0 -1 0

1 1 Q
1. Réduite de Jordan : 01 0
0 0

F est te plan x4y — 2 = 0. Si {v1,v2,va} est la base de Jordan on doit avoir
1
v, uz € B et vz tel que Avo = v1 + v2. Si on prend vy = ( 0 ),on aboutit
1
pour ¥z au systéme
2x4+2y—-2z=1
-x —y +z=0

2
qui est incompatible. Prendre v1 = ( -1 ) , &te.
1

Nota. Clest pour éviter ce type de problémes que l'on utilise la construction
ci-dessous.

2. Simple vérification
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3. Réduite de Jordan :

0
0
]

[1]

Les vecteurs {v1, v2, v} engendrent le sous-espace caractéristique N7 ; le vecteur
1
1

—4

-1

A!ZM(J’)W =

0
1
2
0

== ==y 5]
[=0 I—N L

vy engendre le sous-espace propre £y : vg =

Détermination de N2. On a Ny = Ker(A — 212, En effectuant le calcul on voit
que, dans les coordonnées {z, ¥, z,t}, N2 est défini par Péquation z = 0.

Détermination de vz. On prend pour vz un vecteur quelconque de Nz \Ker{A — 25)2,
Le calcul montre que Ker{A — 27)? est défini par le systéme :

w =9 z=10
-z +y—t=40 c'est-a~dire : { B

3z +y—t=0 y=t
0
On peut prendre, per exemple : 13 = é
0
0 0
On prend ensuite vy = (A - 21)u3 = ? et vy =(A—21)vy = (1)
2 1
Ainsi une matrice de passage & la forme de Jordan est :
0 9 0 1
P=luumuwual=| 5 & o _g
1 2 0 -1

La matrice est d’ordre a et décomposée en + blocs d'ordre respectivement :
P=45, B2 Bay..oy By O B> 1(pour i =2,...,7). Done:
a=ph+B+- -+, 2B+1+-+1=04+v-1
N
=1 fois

D'autre part : 3 < B;donc a < B~ Ainsi: f+v—-1<asfy

Ona A =0; P4(X)=-XT7, ma(X) = X3, dim Ep = 3 quels que soient a et b
Pour connaitre la forme de Jordan, il faut caleuler na, no et n1 & 'aide des formules
de la proposition 6.36.
Sia=1et =10, on trouve n3 =2, donec np =0et ny =1;
sia=0c¢et b= 1, on trouve nz =1 et ng = 2, donc ny = 0.



Chapitre 7

Espaces euclidiens

La niotion d’espace vectoriel ne constitue que le cadre général de Palgébre linéaire : il s'agit
de la structure minimale qui permet de traiter les problémes linéaires. La richesse de la
théorie s’accroit notablement si 3 la structure d'espace vectoriel on ajoute des structures
supplémentaires qui permettent de rendre compte d’antres propriétés remarquables que 'on
rencontre naturellement.

La plus importante de ces structures additionnelles est celle qui fait référence aux questions
concernant la mesure des longueurs, des distances, des velumes, des angles, ete @ c'est ce
que l'on appelle les notions métrigues {du grec pévpor = mesure). De méme que la notion
d’espace vectoriel permet de donner un sens, de définir et étudier les phénoménes linéaires,
la notion de produit scaleire permet de donner un sens, définir et étudier les propriétés
métriques dans les espaces vectoriels.

7.1 Produit scalaire canonique dans R? et R3?

Dans ce paragraphe nous donnons les notions intuitives de “norme”, “angle”, “orientation”,
de maniére & assimiler plus facilement les notions plus précises qui seront éfinies par la
suite.

On sait qu'en physique ou en mécanique on introduit sur les vecteurs du plan B2 ou de
espace R? une opération dite produit scalaire définie de la maniére suivante :

Si = (z1, 72, 33) et y= (1, y2, y3}, on appelle produit scaloire de x par y le scalaire -
{z,y) =1+ 22y + 233

Le produit sealaire joult des propriétés suivantes :
i) 11 est bilinéaire, c’est-3~dire linéaire en chagque argument :

gty z) = (2,2} +{y, 2)
Az 2) = Az, 2)
(.’B, u+ Z) = (x! y) + <$! Z)

{x, Az} = Az, 2}, Yo,y R, VAR
ii) Il est symétrigue, c'est-A-dire :
{z, 9} = {, o} , vz, y € R,

iii) Il est défini positif, c’est-a-dire :
{z,z) >0,YzecR® et
{z,z2} =0=z=0 '

217
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Bien entendu, le produit scalaire vérifie d’autres propriétés, mais en fait tontes les notions
“métriques” peuvent étre introduites en tenant compte de celles-ci.
Nous allons rappeler ici brigvement quelques-unes de ces notions.

1. Norme
On appelle longueur ou norme du vecteur z le scalaire :

x|l :=/{= z) = /a2 + 22 + 23

La propriété iii), assure que l'on peut prendre la racine carrée et qu'un vectenr est nul sj et
seulement si sa longueur est nulle.
Cette notion correspond & celle intuitive déduite du théoréme de Pythagore (cf. fig. 1).

&
E3 .
‘-\
N
N
\\
\‘\
N
1
i |
5 X ‘
i '
1
1 m2
- (= . ” >
N ) .
B \‘\ 1 e
- ¢ -
. | .
Ed -
X-?‘ S :/,
Fa A2 A 5- F- a4 45 2
Figure 1

2. Orthogonalité
On dit que deux vecteurs v, w sont orthogonauw si

(g, w} =0

Cette définition coincide avec la notion intuitive d’orthogonalité. Soient en effet v et w deux
vecteurs ; on peut exprimer le fait qu'ils sont orthogonaux par la condition (cf. figure 2.} :

lv+w] =llv—wl

Figure 2
Or, d’aprés les propriétés i), ii) :
lo+wll? ={v+tw,v+w) =17 +jlwl® +2 (v, w)
et fv—wl® ={v-—wv-w) =+ |l® -2, w)

Donc la condition |lv + w|| = ||v — w|| est équivalente & (v, w) = 0.
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3. Angle (non orienté) dans R® ou R®

Qi » et w sont deux vecteurs non nuls, on
définit d’abord la projection orthogonale
de w sur v comme étant le scalaire A tel
que le vecteur j = w — Aw soit orthogonal
3 v (cf fig. 3). On trouve :

(v, w)
=~y =0= A= —>.
(w = A0, v) CE

Si v et w sont deux vecteurs non nuls, 'angle non
orienté entre v et w est 'angle compris entre 0 et .
# que forment les vecteurs de longueur 1 .

D’aprés la trigonométrie, le cosinus est défini par :

cosfd = A . K
) étant la projection orthogonale de w) sur vy : AN _,z"
e
3 = {vi, w1} _ o, wr) = {v, w)
[lor |2 llell Jla)| Figure 4
Donc
(v, w;
cosf = = (1)
2l [l

Ceci définit 'angle (non orienté} compris entre 0 et m. C'est cette formule qui inspirera,
par la suite, la définition d’angle dans un cadre plus général (cf. page 233).

4. Angle orienté dans R?

Etant donné un couple de vecteurs non nuls de
R?, {v,w}, on appelle angle orienté entre v et w
celui qui est compté de v & w dans le sens trigo-
nométrique. Cet angle, qui est compris entre 0 et . .

27, est noté (v, w). ‘ )
On voit facilement que si @ = (v, w) et {e;} est !
la base cancnique : \

dét ||v, wlle; W

sinf = ———————~ 2 :
ol ol @ Figure 5
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ez
Soient en effet v = ||v|| (ﬁz) etw = |jwl| (:?r?g) w 4
« et 3 étant les angles orientés que v et w forment v
( g
avec
cosax cosf A
dét ||v, w|le, = |Jv|| ||lw a
o, wlles = ol | S S g
Ll
[lvll Jlw|| (cos & cos B — sin & sin B) o
= ol ol sin(B — @) = o] ] sin @ e

En particulier, si A(v, w) désigne I'aire du parallélogramme engendré par v et w, on a (cf.
proposition 4.29) :

A(v, w) = [Jo]| [lw]] |sin 6] ®3)

(ou, ce qui revient au méme : A(v, w) = ||v|| |w| sin @, & désignant ici I’angle non orienté).

REMARQUE. — On a sinf > 0 <= dét||v, w|le; > 0, c’est-d-dire sinf > 0, si et seulement si
la base {v, w} a la méme orientation que la base canonique (cf. définition 4.31.)

5. Angle orienté dans R®

La définition d’angle orienté ne s’étend pas immédiatement 4 deux vecteurs de R®.

Soient en effet v, w deux vecteurs indépendants de R? et 7 le plan qu’ils engendrent. Pour
pouvoir parler d’angle orienté il faut d’abord préciser ce que l'on doit entendre par «sens
trigonométrique», car tout dépend — pour le dire en termes expressifs — du c6té duquel on
regarde le plan (cf fig. 7).

Figure 7

D’une manigre plus précise, pour pouvoir parler d’angle orienté il faut fixer au préalable une
orientation de la normale au plan 7 = Vect{v, w}, c’est-a-dire choisir un vecteur directeur 7i
de la normale & 7. Le choix de 7i détermine, conformément & la définition 4.34, une orientation
de 7 : sont dites orientées positivement les bases {v1, v2} de 7 telles que dét ||vi, vz, 7| > 0.
Si {vi,v2,7} est une telle base, on appelle sens trigonométrigue ou sens positif celui qui
est compté de v1 & vz pour décrire un angle plus petit que 7 (c'est ce que I'on appelle en
physique «la régle d’Ampeére» ou aussi du «tire-bouchon» (cf. figure 8).
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Ceci dit, une fois 7 choisi, on appelle an-

w
gle orienté entre deux vecteurs non nuls
v, w celui qui est compté de v & w dans
le sens positif défini par 7. Cet angle est
k23] v2

noté (v, Whn.
Si #=(v,w)n,ona:

Figure 8
cin@ — dét ||v,w,ﬁ'_||gi ()
o)l Hlzefi 17 I
En effet :
| dét l|o, w, |l | = Vol(v,w, i) = A(v,w} - |If]| = | sin ||| || [l ||| 7

Or sin€ > 0 si et seulement si {v,w} est orienté positivement (cf. remarque page 220},
c'est-d-dire si dét ||v,w,|le, > 0. On en déduit la formule.

REMARQUE — Bien entendu, le fait que 1'on puisse définir sans ambiguité 1'angle orienté entre
deux vecteurs de B2, tient & ce que B2 est muni d’une orientation canonique {P’orientation définie
par le base canonique).
A lafin de ce chapitre nous donnerons une définition plus précise d’angle orienté (cf. définition
7.29)
Comme on le voit de ces quelques exernples, les différentes propriétés métriques de I’espace
ordinaire peuvent &tre définies rien qu’en faisant appel aux propriétés i), ii}, et iil). Aussi
1}, ii) et iii) peuvent étre utilisées comme axiomes pour définir le produit scalaire dans les
espaces vectoriels quelconques.

Exercices 1. 2. 3, 4.

7.2 Produit scalaire sur un espace vectoriel. Espaces
euclidiens

Définition 7.1 - Soit £ un espace vectoriel réel ; on appelle produit scalaire sur E
une application {,} : Ex E— R gquiest:
1) bilinéaire
i)  symélrique
i)  définie positive, ¢’est-d-dire :
{z,z} 20, Yz € E et
{#,2) =0 = x=0
Un espace vectoriel réel de dimension finie, muni d'un produit scalaire est dit espace
euclidien’,

Ezemple 1 — Soit E=R" avec {, } défini par :

{z,) = x4+ - FEnln, oz =(x1, -, Za),¥={U1, "1 Un)

18} E est de dimension infinie, il est dit espace préhilbertien réel.



222 Espaces euclidiens

Le produit scalaire ainsi défini est dit produit scalaire canonigue.

Cet exemple est important : nous verrons par la suite (cf. corollaire 7.7) que si E est
un espace euclidien, moyennant le choix d’une base, on peut identifier £ & R muni dy
produit scalaire canonique. En d’autres termes, i s'agit, 4 un changement de base prés,
du sewd exemple d’espace euclidien 2.

Exemple 2— Soit E un espace vectoriel réel de dimension n et {e;} une base de E.
On définit alors un produit scalaire sur E, en posant :
(2, g, =Tamn+ - +Zayn

pour £ =30 | Tiei, ¥ =D Yi&i
{z, ) e, o8t dit produit scelaire associé d la base {e;}.

Exemple 3 — Sur EB? on définit
(z,9) = 2130 +222%, 42 + 3Tz 3 + T2 + T2

La symétrie est évidente. La bilinéarité vient du fait que tous les #; et y; apparaissent 4
la puissance 1 : plus précisément, le second membre est un polyndme homogéne de degré
1 en les z; et les y;. Montrons que {, } est défini positif.
Ona:

o, @) =) + 275 + 325 + 22,122

Ecrivons le premier et dernier terme & second membre comme le début d'un carré :
{z,x) = (&1 + 22)° = 25 +225 + 325 = (z1 + 22)° + 224 323 > 0
[

2
x1 +2x1 22

et on a :
x1 + 22 =0
{z,2) =0 < T2 =0 <= rn=r2=13=0
£33 =0

Done {, } est défini positif.
Exzemple 4~ Sur M2(R) on définit : {4, B) := Tr(*AB).

1l g’agit d'un produit scalaive. En effet si 4 = ( o1 ) et B = ( vioh2 ), ona:
&3 X4 Y3 Y

{(A,BYy =z +xeye + 233+ Tap

qui est bilinéaire, symétrique et définie positive.
Plus généralement sur M,(R), (4,B} := Tr(*4AB) définit un produit scalaire, dit
canonique. 31 A = {x5;) et B= (1), ona:
(A, By= )  ziyuy.
i, =1
11 8’agit donc du produit scalaire associé A la base canonique Ey; de My {R} (cf exercice
10, chapitre A.1}.

2 Ainsi, si on cherche des exemples ou contre-exemples i} suffit de se limiter & ce cas.
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1
Exemple 5 — Sur R[z] on définit : (P, Q) ::/ P(x)Q(z)dz.
0

La bilinéarité et la symétrie sont évidentes. D'autre part, (P, P} = fu P{z)%dz > 0.
Supposons que {P,P} = 0; puisque P(z) est une fonction continue et P(x)2 > 0,
f P(x)*dz = 0 entraine .P(S..")l[g 1) = 0. Ainsi P(z} est un polynéme ayant une infinité de
racines et par conséquent, nécessairement, P(x) = 0. Donc {, } est un produit scalaire.

Notons que R[], n'est pas de dimension finie et donc qu'il n’est pas euclidien, mais pré-
hilbertien réel.

Eremple 6~ 8i F est un sous-espace d’un espace vectoriel & muni d'un produit scalaire
{, } 5, on définit sur F :

(g, p = {20, (Vg F)

On vérifie facilement que {, } o est un produit scalaire sur F, dit produit sealaire induit.
Sauf mention contraire, nous supposerons que les sous-espaces vectoriels d’un espace eu-
clidien sont munis du produit scalaive induit. 5’il n'y a pas de risque de confusion possible,
nous noterons d'ailleurs {, } aussi bien le produit scalaire {, ) que le produit scalaire
induit {, }p

Exercices 5. 6. 7.

7.3 Mséthode de Gauss pour la réduction en carrés
Dans ce paragraphe nous allons préciser la technique utilisée dans ’exemple 3. page
222 qui permet de savoir si une application bilinéaire symétrique est définie positive.

Définition 7.2 - Soit E un espace vectoriel sur K (non nécessairement de dimension
finie). On appelle forme bilinéaire une application f:E x E — K qui est linéaire
dans les deur arguments, c’est-a-dire qui vérifie ©

- f(m—f_y: Z):f(ﬁ, z)+f(ya Z)
= f(:c:y+z)=f($’ y)+f($:z)
- flaz, ) =Aflx, )= flz, Ay, Yo,z € E, YA€ K.

Supposons E de dimension finie et soit {e;} une base de B. Si z = Y .. % e; et
Y= yjej,ona:

f(:vy (Ziﬂzenzyﬁ;) szyj 81,83}

‘J_
Les f(e;,e;) sont des éléments de K. Si on note ay; := f{e;, €5), I'expression de f
dans la base {e;} est :

n
flay) = oy
i‘j=1
C'est-a-dire f est du type :

flayy) =anzim tazciye + o+ ag @iy + -+ Gan Tn Yn
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Autrement dit, on reconnait une forme bilinéaire par le fait que, en 'écrivant dang
une base, on obtient une somme de monémes dans lesquels z; et y; apparaissent 4 |a
puissance 1,

Ainsi, par exemple :

fEryl=a1nt2rnp-—znt+nw
est bilinéaire, alors que :
flz,y) =8z + 32Ty +
ne Pest pas, pas plus que :
fle,¥)=3a2y2+ 222+ -
(car dans le second monéme y; n'apparait pas & la puissance 1).

La vérification de la symétrie est tout aussi facile : le fait que f ne change pas lorsqu’on
échange le role de x et y équivaut, bien entendu, & a;; = aj; : c’est-a-dire le coefficient
de z;y; doit étre égal & celui de z;y;. Ainsi, par exemple :

Jley) =2e1m +oaya —Torys — Toayr +4zays + 4232

est symétrique.
Pour saveir si f est définie positive (dans le cas ot K = R), on proceéde comme dans
I'exemple de page 222, selon la technique suivante due 3 Gauss.

Il s’agit de savoir si f(x,2) > O et si f(z,z) = 0 implique z = 0. En écrivant f(z, z)
on obtient une expression du type :

f(s:,:z:)=a1133%+--‘+am$i+---—f—a§jx‘:mj+---

f(z,z) se présente donc comme un polyndme homogéne de degré 2 en les x;. Les
termes en x? sont dits «termes carrés», les termes en r;%;, avec ¢ # J, «termes
rectangles».

REMARQUE. — Si f est un produit scalaire, tous les coefficients a.; des termes carrés sont
strictement posilifs.

En effet, s’it existe un ¢ € {1,---,n} tel que ay; < 0; on a 0:; = fles, ) <0, done f n'est
pas définie positive.

Ainsi par exemple si f(z,2) = 222 + 23 + 32129 + 52223 on n’a pas pas un produit
scalaire (le coefficient de #3 est nul).

Pour comprendre la méthode de Gauss, nous allons d’abord considérer quelques ex-
emples :

Ezemple 1 -
Soit B =R>, {e;} la base canonique, £ = z; €3 + rzez + x3 3 et :
fle,ny=2f +223 +522 4 22100 —d2g 22

Considérons un terme cairé, par exemple z$ (s'il 1’y a pas de terme carré, f n’est pas un
produit scalaire).
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- on ordonne suivant la varia-  f(z,z) = 22+ 2z 20 +222 4+ 522 —da2ms
. \"__"NI--'—/
ble z; : termes avec )
— on écrit les termes contenant flz,z) =(z1 + t2) - 224223 + 523 —dwoas
. R . [ S—]
x1 comme le début d'un carré : ; ;

terme terme
avee £y correctif

— on obtient le carré d'une for- Flo2) = (21 + 22)° + 25 + 522 —da2 2
me linéaire plus des termes qui
ne contiennent pas x1 :

termes ne contenant

pas
- . ] :
on recommence Iopérmflon flzx) = (21 + 22 + 22— desmy +507
sur les termes qui ne contien- Nt
nent pas xp : termes avec L2
= {z1 + 932)2 + (w2 — 2w3,)2 — 4:::§ +5 m§
T
terme
correctif

— jusqu’a obtenir une scmme flz, ) = (x1 + 22)* + (22 — 223)° + 73

de carrés de formes linéaires ;

Cette expression est dite réduction en carrés de Gauss.

Notons que la réduction de Gauss n’est pas unique, car au leu de partir de la variable
x1 on aurait pu partir de n'importe guelle autre variable.

1l est facile maintenant de savoir si f est définie positive. Dans notre exemple on a
bien f(x,x) > 0. D’autre part f(z,z) = 0 équivaut au systéme :

1+ &g =10
$2—2$3 =10
zg =0

qui donne immédiatement x; = z2 = x3 = 0, ¢’est-a-dire x = 0. f est donc un produit
scalaire.

Ezemple 2 —

Soit. £ de dimension 3 et supposons que dans une base {e:} :

flz,x) =xi+3$g+5x§+2x1$g—4$11‘3+6x2x3
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En appliquant la méthode de Vexemple 1, on trouve :

flz,2) = ($1 + (x2 — 2$3))

.

2
— (22 —22x3)° +3z3+ 523 4622122
’ e e

” T
ter:;];es avee T terme correctif
= (z1 + 22 —273)° + 223 + 23 + 1022 x3
= (21 4+ 22 —223)° + (z3 + 522)* — 2523 + 223

= (214 72 — 223)% + (23 + 522)* — 2323

On voit immédiatement que f n'est pas un produit scalaire car cette expression peut
s’annuler sans que x soit nul {ceci tient au fait que le dernier carré est affecté d’un signe
“moins”). Il suffit, en effet, de prendre x1, x2, 73 solution du systéme :

T 42z 223 =0
T3 — 520 =23z

systéme qui a des solutions non nulles, par exemple 22 = 1, 23 = 5++/23, 21 = 94+2/23,

1l est facile de se convaincre de la propriété suivante :

Théoréme 7.3 - Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R, et f une forme
bilinéaire symétrique ; alors [ est définie positive si et seulement si lg réduction de
Gauss donne n carrés affectés du signe “plus”.

En effet si la réduction de Gauss donne n carrés affectés du signe +, en imposant
f{z,2} = 0 on obtient un systéme homogéne de n équations en n inconnues, gui est
échelonné (car la méthode de Gauss permet, 4 chaque étape, d’éliminer une variable).
Or un tel systeme n’admet que la solution nulle.

Réciproquement, s'il y a moins de n carrés, ou si l'un des carrés est affecté du signe
“moins”, il n’est pas difficile de se convaincre qu'il existe des solutions non nulles de
J(z,2) = 0. En effet, soit

fz,z) = a101(®)? + a2 p2 (@) + - - + 2 0n(2)?

la réduction de Gauss, ol les p;(z) sont des formes linéaires. Supposons, quitte &
changer la numérotation, que a; > 0 et az < 0 et considérons le systéme :

i) = /22 ala)

ws(x) =0

%;(:B) =0

Ce systéme est homogeéne et comporte moins d’équations gque d’inconnues. 11 admet
done des solutions z # 0 (cf. theoréme 2.2 page 43) ; de tels x vérifient f(z,z)=0. O

Exercice 8.
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7.4 Le théoréme fondamental des espaces euclidiens. Procédé
d’orthonormalisation de Schmidt.

Soit (E;{(’ } ) un espace euclidien et soit {e;} une base de E. Si z =Y z;e; et
¥ = Zj:lyj 8j, on a :
@,y = <Z?=1 Ti€i , ) im1 Y €j> = )l miys e, ¢)

Les {e;, ;) sont des éléments de K. Si on pose a;; := {&;, ¢;}, 'expression de {, }
dans la base {e;} est :

"
@ y) =D aiziy

id=1

c'est-a-dire {, } est du type:
(T, 9} =auz1 tapmyr+ -+ 0Tyt T G T Yne
Dans ce chapitre nous allons montrer qu'en fait d n'y ¢ qu'un seul type d’espaces
euclidiens. Plus précisément, modulo un changement de base, tout produit scalaire
peut s’écrire sous la forme 9 :
(Zmy) =211+ +Tayn

Commencons par quelques définitions.

Définition 7.4 - Soit (E,{, }} un espace euclidien. Puisque {x,z) > 0 pour tout
z € E, on peut considérer la racine carrée :

x|l = +/{z, ).

Llexpression ||z || est dite norme * de .
Deug vecteurs z, y € E sont dit orthegonouz st {2, y) = 0. On note cela aussi z 1 y.

Définition 7.5 - Soit E un espace euclidien. Une base {e;} est dite orthogonale i :
(e, £5y =0, Vi, 7 tels que ¢ £ j.
Elle est dite orthonermée si de plus chaque vecteur est de norme 1, c’est-g-dire si :
(€3, €5) = dy;

1 sii=j

ot 9;; est le “symbole de Kronecker” défini par : 6y = { 0 siishj

3En particulier, par exemple, si I'on demande de montier une propriété sur les espaces euclidiens,
on ne perd pas en généralité en la démontrant sur R™ muni du produit scalaire canonique, ce qui,
bien entendu, est en général plus simple.

4La notion de norme et ses propriétés seront étudiées au §5.
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REMARQUES. —
. . £ PP
1. Tl est clair que si {;} est une base orthogonale, les vecteurs e; := —— définissent une

lle:l

base orthonormée.
2. Toute famille de vecteurs non nuls {£1,...,6,} deux & deux orthogonaux est libre,
En effet, 81 a1e1+--+apep=0;0na,pourj=1,.,p:
0={e;,ae1+ - +apcp} = a;

ce qui montre que la famille est libre.

Soit {e;} une base orthonormée et = = 577 xie;, y¥ = 3.7 y; €5 deux vecteurs de
E. Ona:

{z,y) = <Z?:1 Ti € E;—I':l Y; €j> = Z:j:]_ Ty {ei, Bj).
= Y Y0 = By b+ Eayn
Ajnsi :
Dans une base orthonormée le produit scalaire prend la forme du produit
scalaire canonique.

On comprend dés lors l'intérét de savoir s'il existe des bases orthonormées et, le cas
échéant, comment on les construit.

Théoréme Fondamental des Espaces Euclidiens . 7.6 .

Dans un espace euclidien il existe toujours des bases orthonormées.

Démonstration : [Yapres la remarque ci-dessus, il suffit de montrer qu'il existe des
bases orthogonales. Montrons cela par récurrence sur la dimension n de E.

Pour n = 1 il n’y a rien & démontrer. Supposons le théoréme vrai & l'ordre n — 1 et
soit # € E, v # 0. Considérons 'ensemble de tous les vecteurs orthogonaux 4 v :

F={zeE | {x,v) =0}
I est facile de voir que F est un sous-espace vectoriel de F et que dim F = n — 1.

En effet, F = Kerw oit w est la forme linéaire ® définie par w(z) = {z,v). Comme
w)=||v||#0, w#0 et donc dim F = dimKerw =n — 1.

|

]
o 3

Figure 9

50n a bien w € B*, car le produit scalaire est linéaire en le premier argument.
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Il s’ensuit, d'aprés hypothése de récurrence, que sur F il existe des bases orthogo-
nales. Par ailleurs, v ¢ F, car si on avait v € F, on aurait {v|v}) =0 et donc v =0.
Aussi B = Vect{v} ® F. Par conséquent, si {v,-+,v,} st une base orthogonale de
F alors {v,vs,++,v,} est une base orthogonale de £ (cf. figure). O

On en déduit :
Corollaire 7.7 Le choix d'une base orthonormée B = {e;} dans un espace euclidien,
permet d'identifier E & R™ muni du produit scaladre canonique, par isomorphisme :

Py i E — R®

=30 ®ie;  —  (T1,Fa)

Construction de bases orthonormées.
Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Nous allons expliquer ici une méthode due & Schmidt, qui, par un procédé standard,

permet d’associer  toute base de E une base orthonormée 8.

Proposition 7.8 Soit {v1,---, v} une famille libre d'un espace euclidien F et F' =
Vect{vi, --,vp} le sous-espace engendré. Alors, par un procédé standard, on peut
alors construire une base orthonormée de F' ¢ partir de {v1,--+,vp}.

En particulier, & toute base de E on peut associer une base orthonormée de E.

Démeonstration : La méthode consiste & construire d’abord, par récurrence, une base
o . €
orthogonale {e1, --,&,} de F et ensuite & la normaliser (e; = ﬁ)
£q

Pour cela on pose :

g1 =1

gg=wvy+Aer, avec Atel que g3 L g;.
En imposant cette condition, on trouve :

0 = {v2 +Aepe1) = (va,e1) + Allen|*.

{v2,€1)
e ll?

U1 =&
vg=62—/\61

€1 et £9 engendrent le méme espace que v, et .
Une fois construit £4, on construit €3 en posant :

. Notons que, puisque

Comme £1 #£ 0, on obtient A = —

E3 = Uz + e +VeEg
avecu et v telsque: ez L ey et g3 L &g,

Ceci donne

6Nous verrons au chapitre 9. (cf. page 307) une autre méthode fondée sur la réduction en carrés
de Gauss.
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0= {vs + pe1 +veg,e1) = {va,e1) + ¢4 lleilf? , car {e1,e2) =0

_{vs, 1)
Jlex(|®

lle2fl?

dott p= . De méme, en imposant que g3 L &9, on trouve ¥ = —

Comme

=8

Ua = £9 — A £1

Vg =E3— ME1 — VE2
on a Vect{e),e2,635 } = Vect{vi,ve, v3}, c’est-a-dire {e1,£2, €3} est une base orthogo-
nale de P’espace engendré par vi, va, va

On voit bien maintenant le procédé de récurrence.
Supposons avoir construit €;,+ -, gx—1 pour k < p ; on pose :

£r = 4 + combinaison linéaire des vecteurs déja trouvés
=vg+ e+ -+ Ao1E61

Les conditions e L e; (pour¢z=1,---,k — 1) sont équivalentes & :

{vk, £4)

M e

comme on le vérifie immédiatement.

Puisque wvx = £ — Ay €1 — +++ — Ag—1Ek—1, on voit facilement par récurrence que
Vect{ey,...,ex} = Vect{v1,..., v}, aussi {e1,...,€x} est une base orthogonale de
Vect{vy,...,v5}

Ezemple -

Déterminer une base orthonormée du sous-espace vectoriel F de R® engendré por les
vecteurs :

1 1 0
"= ! vy = 0 = 1
0 ! -1 ! 1
0 1 1

(R* étant muni du produit scalusre cenonigue).
On vérifie d’abord que {v1, vz, vz} est une famille libre, ce qui est immédiat, car dans la
matrice :

1 1 0
oo wl=| |5 % ]
1, V2, W] = 0 -1 1
0 1 1
le mineur encadré est non nul. On pose :
Y (o2, 2
V2, €1 1
= A = - = — .
£2 =2 + Ag1, avec B 2
1/2 1
-1/2 1 -1
Donc g2 = v2 — 261 = 11 =35 | —2

1 2
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Remarquons gue 'on peut prendre comme second vecteur un vecteur 5 colinéaire A £ :
1

£1 et £} resteront orthogonaux. On prend donc : £ = :; (ceta simplifie les calculs).
2
On pose ensuite :
<U3=51) (1"315!'2)
ez=vy+Are1+Azeh, avec A= - et Az = —
i lisa]? lle2 112
-1
1 1 2 1
t e i=—=, a=— doil: g3=<
On trouwv 1 2 2= 10 3=¢ 9
3
-1
Ainsi €1, €5 et €5 = ; forment une base orthogonale de F.
3
En normalisant, on trouve :
1 1 -1
1 1 o 1 -1 1 1
€l = —= y B2 = —— ey = —F/—
N g V10 -; ' V15 §

qui ést une base orthonormée de F.

Exercice 9.

7.5 Norme d’un vecteur. Angie non orienté

1. Norme

Soit F un espace vectoriel réel muni d'un produir scalaire.

Proposition 7.9 - L'application | || : Ev+— Rt définde par |z | = +/{z, ) est
une norme, c'est-d-dire elle vérifie les propriétés suivantes :

L Ixzlt = Mllell, Ye€E, VAeR
2 |zl =0 siet senlement si z=0;
3. Inégalité triangulaire -
lz+y il <zl +{y I, Vo,y €k
U'égalité ayant lieu si et seulement si il existe A > 0 tel que y = Az (ou x = Ay).

Démonstration :
1. et 2. sont évidentes. Pour montrer 3. on a bescin du lemme suivant :

Inégalité de Cauchy-Schwarz . 7.10 - Pour fous z,y € B, on a .

@, y)* <l fy |17

Végalité ayant lieu si el seulement si x ef y sont lids.
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En effet, si ||| = lyfl =0, ona =0 et y =10 et la propriété est triviale,
Supposons que [|y|] # 0 et soit A € R arbitraire; on aura |z + Ay|*> > 0,
c’est-a-dire :

=2 + [(Ayf® +2{z,Ay) >0, VAER,
donc : L

Xl +24 {z, y) +lzl> 20, YreR (%)
Pour que ce trindme en A soit > 0 il faut et il suffit que le discriminant soit < g,
c’est-a-dire :

2
{z, y)* — ll=*ly |* < 0,

ce qui montre 'inégalité.
D’autre part, si 'on a {z, )% = [|z%|ly||?, le trinéme (*} a une racine (double)
A; clest-a-dire, il existe A€ R tel que :

Nyl +22 {2, )+ llz)* = 0.

En remontant les calculs, on voit que cela signifie qu'il existe A € R tel que
lz+ Ayl =0, cest-a-dire : z + Ay =0. O

Montrons maintenant I'inégalité triangulaire, On a :
lz+y 12 =202+ lly {* +2 (2, 9) = fel” + ly {12 + 2 {z, y) |
o

5 li=? + 1y 12+ 20zl fy 1= =l + lly 1)?

donc i+ Il < 2l + lly -

Notons que si ¥ = Az avec A > 0 on a I'égalité. Réciproquement, supposons que |’ on
a I'égalité ; en remontant les calculs, on voit que :

- I'égalité en (b) implique que = et y sont colinéaires, d’aprés I'inégalité de Cauchy-
Schwarz ; done, si par exemple ¢ #0, y= Az

- on a P'égalité en (a) si (z,7) = |{z,y) | Puisque y = Az , on a Afjz|* = (M=
donc AZ>20. O

REMARQUE, — L'inégalité triangulaire
exprime le fait que dens un triangle la lon-
gueur d'un coté est inférieure ou égale a la

somme des longueurs des deux autres ca-

tes,

Figure 10
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2. Angle

Soient x, y deux vecteurs non nuls; on a, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

l(z, v}
Elr

Par conséquent, il existe un et un seul 8 € [0, 7| tel que

RENH

¢ est dit angle (non orienté) entre les vecteurs z et y (cf. (1} page 219 ).

cosf = (@, y) (1)

Notons enfin la relation qui exprime le produit scalaire en fonction de la norme :

@ v) =5 (la+ 9 I* = Il =~ I 1) @

dont la démonstration est immédiate. On a en effet :
le+yll> = @4y, z+y) = e+l 1P+ &, v)+ @, 2) = 2 + v 17+ 2, v)

{en vertu de la symétrie du produit scalaire).

Exercices 10. 11.

7.6 Représentation matricielle du produit scalaire

Pour les calculs il est souvent pratique d’utiliser 'expression matricielle du produit
scalaire.

Soit F un espace vectoriel de dimension finie nn sur K et b: £ x E — K une forme
bilinéaire (cf. définition page 223. Si {e;} est une base de Eet z =31 7€, y =
Y Yiej,onac:

b(ﬁ?, y) = in Yy b(t’,@, ej)'
i=1

b est donc déterminée par la connaissance des valeurs b{e;, e;) sur une base.

Définition 7.11 Soient b une forme bilinéaire sur E, et {e;} une base de E. On
appelle matrice de b dans lo base {e;} la matrice :

bler,e1} bler,ez) --- bler,en)
My, = | e
b(e'.mel} b(eﬂ,s eﬂ)
= {16 (e: , €5)l
T T
iéme jéme
tigne cofonne

Ainsi I’élément de la i°™® ligne et j°™° colonne est le coefficient de x; y;.
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Ezemple 1— 5i b: E® x R® — R est la forme bilindaire qui dans la base canonique
{e:} séerit :

bz, y) =5z — 2xeys + dx3ys + Txayz + 62193 — dxsyn + 222ys + 823y,
on a

5 7.6
M@®)e,={ 0 -2 2
4 8 4

Exemple 2.~ Si {, ) est le produit scalaire canonique sur R™, {z, 4} = t1y1+- - +2,y,,

QI 4 :
1 - 0

M( (.} e = o =1

Proposition 7.12 Soient b une forme bilinéaire sur E, {e;} une base, et

A= M(b)en X= M("":}Eu Y = M{y)e. (56‘, y € E).

Ona
bz, y) = N AY
La démonstration est une simple vérification.
1 2
Exemple - Soit & est la forme bilinéaire ci-dessus et X = 2 ) ,¥Y=13 ].0n
-1 1
o
5 7 6 2
pg 0 -2 2 X 3 Y
—4 8 4 1
XAY = (1 2 —1) (9 —5 6) - 9
M—. — N— — EXAY
tX tX A

Donc &{z, y)=9.

REMARQUE. — Une base {e:} est orthonormée si et seulement si :
(z,4), = XY

En effet, {e;} est orthonormée si et seulement si {z,4), =211+ + Tn Yu, ce qui équivaut
au fait que la matrice dans la base {e;} est I'identité.

1l est clair qu’une forme hilinéaire b est symétrigue si et seulement si sa matrice est
symétrigue. En particulier, la matrice d'un produit scalaire est symétrique (et, bien
entendu, réelle, puisque dans ce cas, K = R). La question qui se pose naturellement
est de caractériser, parmi les matrices symétriques réelles celles qui sont associées a
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un produit scalaire 7. Notons pour le moment que la matrice qui représente un produit
scalaire dans une base {quelconque) est nécessairement inversible. Soit en effet A la,
matrice qui représente le produit scalaire dans une base {e;} et X € M,, 1, tel que
AX = 0. En multipliant par X & gauche, on aura :

EXAX =0

Cela signifie que si & est le vecteur de £ qui dans la base {e;} est représenté par
X,ona: {x|z) =0, dolt x = 0, c’est-d-dire X = 0. Donc Ker A = {0} et, par
conséquent A est inversible.

Changement de base
Soient {e;} et {e{} deux bases de E, P = F,, . = |le}, -+, ¢,|le, la matrice de

passage, et =, y € E. Si X = M(x),,, X’ ‘: Y =My ),37E et Y'=M(y)e,
ona:

I
=
f:“-.u
3

X'=P7lX, dot X = PX' et Y =PY'
{cf. proposition 3.25 page 77). Donc :
bz,y) = 'XAY = H(PXVA(PY') = 'X'(PAP)Y".
D’autre part ;
bler,er) - blel,en)
bz, y) = "X'AY o A= M) = :
blen,e1) -+ blen, en)

On a donc :
X'(CPAPY' = X'AY', VX'Y' € Mpa(K)

et par conséquent (cf exercice 13) :

A" =1'PAP

REMARGQUE — Comparons cette formule avec la loi de changement de base des endomorphismes. Une
fois fixée une base, & toute matrice sont associés un endomorphisme et une forme bilinéaire : dans le
premier cas elle se transforme par P~'AP et dans le second par 'PAP.

En particulier, par exemple, il a un sens de patler de déterminant d'un endomorphisme. Cn le définit
comme le déterminant de la matrice qui le représente dans une base quelconque, car

dét A’ = dét (P~ AP) = (dét P)~1 dét A (dét P) = dét A.
En revanche, on ne peut pas définir le déterminant d'une forme bilinéaire comme le déterminant de la

matrice qui la représente dans une base, car dét A’ = dét (*PAP) = (dét P)? dét A et la définition

dépendrait donc du choix de la base.

"Nous verrons par la suite (cf. Proposition 7.39) que la eondition (nécessaire et suffisante) pour cela
est toutes les valeurs propres de la matrice {dont on montre qu'elles sont réelies} sont strictement
pasitives.
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Ezemple ~ Ecrire le produit scalaire canonigue de R? dans la base {¢}, eh}, ou :
el =2e; + 3eq, en = —Bey + 563
Soit A’ la matrice du produit scalaire dans la base {e}, e3}; on a:

A = 'PIP = ‘PP

2 —-B
P=(3 %)
Donc X
't _ 1 -1
A= PP_( 2o )
c'est-a-dire : {z, y)_, = 132191 — 214k — zhy1 + 89 xh p5.

Exercices 12. 13.

7.7 Sous-espaces orthogonaux
Nous allons établir quelqgues propriétés relatives & la notion d’orthogonalité.

Définition 7.13 - Soit A C E (A un sous-ensemble quelcongue) ; on pose :
At :={z € E|{z,a)=0, Vae A}

NoTA — A cause de la symétrie, A est aussi I'ensemble {z € E|{a, 2} =0, Ya € A}

On vérifie facilement que AL est un sous-espace vectoriel de E (méme si A ne lest
pas), dit orthegonal de A.
Ona:

fl

1. {0}t E
2. EL = {0}
1, est évidente : ¥o € E, on a {z, 0} = 0, car 'application {,} est linéaire dans le second

argument,
2, vient du fait que {,) est défini positif. Soit en effet z € BL;ona.{r,y) =0, Yy € E;en

particulier {z, z} =90 et donc z = 0.

Proposition 7.14 - Pour tout sous-espace vectoriel F d'un espace euclidien E,
ona:

1. dimE =dim F + dim F+;
2, E=Fa®F*t,
g FLi=F

Démonstration : 1. Soit {v1,...,v,} une base de F et complétons-la en une hase
B = {v1,...,Up,8ps1,....€n} de E. Notons (a;;) la matrice du produit scalaire dans

cette base : n
{y, 2} = Z @45 Yi T5
i3=1
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Puisque les composantes des vecteurs vy, vz, ..., vp dans la base B sont respectivement
(1,0,.‘.,0), (0,1,0,...,0), ...{0,..., 1 ,0,..,0),ona:

rAng R

(vi3) =0 &= 37 a1%;=0

{vp,2) =0 Z?:l apjz; =0
Donc x € F'* si et seulement si les composantes de x vérifient le systéme

11 %L+ G1p&n =0

Gp1 T1+ -+ Gppity =0

Or dét {a; ) # 0 (cf. page 235), donc les lignes de la matrice ( a;; ) sont indépendantes.
1l s'ensuit que ces équations sont indépendantes. Le rang du systéme est donc p
et par conséquent l'ensemble des solutions est de dimension n — p, c’est--dire :
dmF+=n-p.

2. D’aprés 1. il suffira de montrer que F N £t = {0}. Or cela est immédiat. Soit
eneffet € FNFL. Ona:

{z ,z) =0
T 1
. ceFeFL

denc x = 0, car le produit scalaire est défini positif.

2. On a, tout d’abord F € F't carsia e Foona: (g, z) =0, Vo € Ft,
cest-a-dire ¢ € FLL. D'autre part

dim Ft+ = dim E — dim F* = dim E — (dim E — dim F) = dim F.
Puisque FC Filt ona F=F'1 O

La propriété 1. vient aussi de la proposition suivante. On sait qu'en dimension finie £ et E* sont
isomorphes (car ils ont méme dimension); mais en général il n'y a pas une maniére canonigue
de construire l'isomorphisme. Cependant si E est euclidien, on peut construire un isomorphisme
canonique entre E et B,

Proposition 7.15 - Seit (E,{,}) un espace euclidien. L 'application
i+ B — E* ot j{y): £ — R

v = #y) z — {z,y}
est un isomorphisme de E sur E*.
De plus, si F est un sous-espace vectoriel de E et FO est annulateur de F {cf. 8.37 page 87}, on
a:

JFEH)=F°
Démonstration : La linéarité de § vient de la linéarité de {, ) par rapport au premier argument.
Puisque E et E* sont de méme dimension, pour montrer que j est un isomorphisme il suffira de
montrer que § est injective.
Soit ye E tel que j{y) =0, c'est-a-dire {z,y} = 0, ¥z € E. On aura, en particulier, {y, ¥} =0,
donc y = 0. Ainsi j est injective et par conséquent bijective (car E est de dimension finie). D'autre
part ;
JITHFY) ={y€E|jly) € FY={yc E)jly)=) =0, YzcF}

={ycF|{z,y)=0,vzc F}=rFL

Comme j est bijective, ceci est équivalent 2 j(FL) = F¢. O

Il s’ensuit, en particulier, que dim £ = dim F 4 dim F (cf. proposition 3.39).

Exercices 14. 15. 16, 17, 18, 19. 20.
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7.8 Endomorphisme adjoint

La formulation des énoncés et des démonstrations est parfois simplifiée par l'utilisation
de la notion d’endomorphisme adjoeint.

Proposition 7.16 - Soit E un espace euclidien et f € End (E). Il existe un et yy,
seul endomorphisme f* de E tel que

(flz)y) = (=, f"), Veyck

f* est dit adjoint de f. Si {e;} est une base orthonormée et A = M(f).,, alors Iy
matrice A* = M(f*),, est lo transposée de A :

Démonstration : Soit {e;} une base grtherfgrmée de F et notons
A=M(f)en A*:M(f*)eu X=M(.’L‘)e‘-, Y:M(y}e{

Puisque on est dans une base orthonormée, I’identité de 1'énoncé s’écrit (cf. remarque
page 234) :

HAX)Y = 'XA'Y, YX,Y € Mui1(R)
ce qui est équivalent & ‘A = A* (cf. exercice 13). Ceci montre que A* (donc f *) est
unique.
Réciproquement, si on définit f* € End (E) par M(f*) = *A on voit, en remontant
les calculs, que f* vérifie I'identité de 1'énoncé. O

NOTA. — Ceci donne une interprétation de la transposée d'une matrice :

Soit A € Mn(R) et f Uendomorphisme de R™ qui dans la base canonique est représenté par A ;
alors A représente dans o base canonique Uendomorphisme f* adjoint de f relativement au
produit scelaire canonique sur B®, {r gyl =211+ + Zntn-

On a les propriétés suivantes, qui se démontrent immédiatement dans une base or-
thonormée, compte tenu du fait que dans une base orthonormée A* = 'A.

Proposition 7.17 -Pour tous endomorphismes f ety et pour tout scalaire A, on a :
o) fe=f, (d)=id.
) (e =rtg, () =AM, (fog=g'of".
c) rgfr=regf, dét f* = dét f.

Exercices 21. 22, 23.

7.9 Groupe orthogonal

Le but de ce paragraphe est d’étudier les endomorphismes f d’un espace euclidien
qui conservent la norme des vecteurs, c¢’est-a-dire tels que || f(z)|| = ||=|| pour tout
& € E. Il s’agit donc de la généralisation des isométries vectorielles de R2 et de R®
(c’est-a-dire les rotations et les réflexions) &,

B Attention : les translations ne sont pas des isoméiries vectorielles, car elles ne sont pas des
applications linéaires {elles sont des applications affines : ¢f. Appendice A.7)
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Définition 7,18 - Soit E un espace euclidien et f € End (E). On dit que f est une
frangformation orthogonale si

(F=), fy)h = (2,9}, VYa,y€E.
On note O(E} Uensemble des transformations orthogonales de E.

Proposition 7.19 - Les propriétés suivantes sort équivalentes :
LAf), fw)) = @, y), Yz, yck.

2. [ f@) = =], VzeE.
9. i {e:} est une base orthonormée et A = M(f)e,, alors 'AA =1 (ou, d'une
maniére égquivalente, A'A=1).

Démonstration : 1. = 2, est évidente : il suffit de faire x = y.
Pour montrer que 2. == 1., on utilise I'identité (2), page 233 , qui exprime le produit
scalaire en fonction de la norme, On & :

(), F) = 501F@) + FI2 - 1F @I - 17 @))1?)
= 3 (IlF+ I = 1A - 15 @)%

donc, si f conserve la norme :

{(flz), fly)) =

Montrons que 1. < 3.
En écrivant 1. dans une base orthonormée, on a (of. remarque page 234) :

(flz), fyh = (2, 9),Vo,y€E
= YAX)AY = XY, VX, Y eM, 1 (R)
= AA=1
ce qui montre que 1. < 3.
Drautre part, puisque *AA =7, on a dét (*AA) = | c’est-a-dire :
dét (*A)(aét A) = 1. Or dét*A = dét A ; donc (déi. A)? = 1, et par conséquent
dét A = £1.

On en déduit que A est inversible. En multipliant par A~! 3 droite, I'équation *AA =
I, on obtient A=! = *A; d’oil, en multipliant & gauche par A: AtA=1 O

(lz+ 9l = llz]® - 1) = (e, v).

B2 =

REMARQUE. — La propriété 3. montre que les transforinations orthogonales f sont caractérisées
par :
fef=id,

Propriétés 7.20 - Soit f une transformation orthogonale ; alors :

1. Les valeurs propres de f sont +1 ou —1.

2. dét f = +1. PEn particulier f est bijective.
Les transformations orthogonales de déterminant + 1 sont dites directes; celle de
déterminant - 1 sont dites indirectes ou “gauches” .

En effet, si v est vecteur propre correspondant & A, on a : [[f(x){| = {|Av|l = M| |[vll;
or f est orthogonale, donc || f{v}|| = {{v] et, comme v#0,0ona {A]=1.
D'autre part, de f* o f =id, il vient immédiatement (dét f)2=1. O
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REMARQUE. — Si 4 est la matrice qui représente une transformation orthogonale, ses valeurg
propres réelles sont donc +1 ou —1. Cependant, vue comme matrice de Mn(C), A peut avoir
des valeurs propres complexes. Nous verrons par la suite (cf. remarque page 284) que les valeyrs
propres complexes de A sont de module 1, mais ceci ne résulte pas de la propriété ci-dessus, qui
n'a de sens que dans le cas réel, puisque f est un endomorphisme d'un espace vectoriel réel.

Les transformations orthogonales peuvent &tre caractérisées aussi par la propriété
suivante :

Proposition 7.21 - f est orthogonale si el seulement si elle transforme toute base
orthonormée en une base orthonormée. Pour cela i suffit qu’il exisic une base or-
thonormée qui, par f, est transformée en une base orthonormée.

En effet soit f orthogonale; puisque f est bijective, elle transforme toute base en une
hase. Soit {e;} une base orthonormée, on a :

(fled), fleg)) = (e, e5) =6y

donc {f{(e;)} est une base orthonormée.

Réciproquement, supposons qu'il existe une base orthonormée {e;} telle que {f{e;)}
soit. une base orthonormée, et solent © = 3" ze;, y =3 o, yies

Puisque {e;} est orthonormée, on & :

(333 y) N z:1=1 T3 i
D’autre part :

{(F(=), fw)

<Z?=1ﬁ-”e' fles), Z?:lyjf(ej)> = Db @i i (flea), fleg)h)
= z:;;=155:‘ ¥ 0 = i = (%, y)
donc f est orthogonale. [

Définition 7.22 - L’ensemble
O(n,R) := {4 € Mo(R}| ‘A4 = It ={A e M,(R)| AtA = I}

vérifie les propridtés suivanies :

(a} st A, BeO(n,R) alors AB e O{n,R);

(b} T€O(n,R};

{¢) si A€ O(n,R) alors A~ € O(n,R).
En particulier, O(n,R} est un sous-groupe ° du groupe linéaire GL{n,R) dit groupe
orthogonal.

La vérification est laissée en exercice.

La signification des matrices orthogonales est claire : elles représentent dans une base
orthonormée les transformations orthogonales d'un espace euclidien. On peut dire aussi
qu'un matrice A est orthogonale si et seulement si ¢lle représente une isométrie vec-
torielle de R™ dans la base canonique.

%¢f. Appendice A.1
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1l est clair que si A € O(n,R), dét A = +1. On a donc deux types de matrices or-
thogonales : celles de déterminant +1, dites mairices orthogonales dirvectes, et celles
de déterminant -1, dites matrices orthogonoles gauches. L'ensemble des matrices or-
thogonales directes est noté SO(n, R ). On vérifie facilement la propriété suivante :

Proposition 7.23 - L'ensemble des matrices orthogonales directes
SOn,R)={A€O(n,R)|dét A =1}
est un groupe, dif groupe spécial orthogonal.

Ezxemple — La matrice

1 2 ~1 2
-1 2 2

est orthogonale. On peut vérifier en effet que *AA = I. Plus simplement, il suffit de
vérifier que les vecteurs colonnes ¢i, ¢z, ¢3 forment une famille orthonormée, c’est-a-dire :

lesl> =1 et {ei,e;) =0 siisj

En effet si I'on interpréte A comme la matrice d’un endomorphisme f de R® dans la
base canonique, on a ¢; = f(e;). Donc f transforrae la base orthonormée {e;} en la base
orthonormée {c;} et par conséquent, d’aprés la proposition 7.21, f est orthogonale. On
voit, immédiaternent que dét A = +1 ; f est donc une transformation orthogonale directe.

Proposition 7.24 La matrice de passage d’unz base orthonormde d une base or-
thonormée est une matrice orthogonale.

En effet, soient {e;} et {e;} deux bases orthonormées et f I’endomorphisme défini
par fles) =€ (i =1,-+-,n). Ona M(f)e, ={ fle1), ... F{en) |le;= Pes—er- D'aprés
la proposition 7.21, f est orthogonale et donc P,,_,.: est une matrice orthogonale.

Exercices 24. 25. 26.

7.10 Etude de O(2,R) et O(3, R)

Dans cette section nous utilisons les notions intuitives et élémentaires de rotation,
angle de rotation, angle orienté, ete. vues dans le paragraphe 7.1. Dans le paragraphe
suivant nous donnerons les définitions précises de ces notions.

Etude du groupe O (2,R)

SOit. A a I \I
c d

A€ O(2,R) si et senlement si le systéme des vecteurs colonnes est orthonormé, ¢’est-a-dire :
a2+t =1
¥+di=1

ab+ed=0
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IVaprés la premidre équation, il existe & € R tel que :
a=cosf , c=sind.
De méme, d’aprés la deuxidme équation, il existe ¢ € R tel que :

b=cosy , d=Tsneg.

Enfin,
ab+ecd=0+= cosBrosyp +sinfsing = 0<= cos(f — ) =0
c’est-a-dire :
p—-8=[02k+1)m/2
Donc :

b =cos (9 + (2k 4+ )m/2}) = (—1)**'siné
d =sin (9 + (26 + Dr/2) = (~1)* cos @
Ainsi A€ O(2,R} si et seulement si:

_ ( cosf (—1)**1sind )

sin# (—1)*cos 8

Puisque dét A = (—1)*(cos? f+sin®8) = (—1)*, A € SO(2,R} si et seulement si k est pair.
On a done :

Proposition 7.25 - Soit A € O(2,R); alors :

~ Soit A€SO(2R) et dans ce cas A= 0 ~onI
sin @ cosd

(rotation d'angle 8 et de centre O, cf. Ezemple 5, page 69).

_ _{ cosd sin #
— Soit AZSO(2,R} etalors A= sinf —cos®

Dans ce cus A représente la symétrie orthogonale par rapport d la droite d’angle polnire
8/2 {cf. exercice 3)

A e SO(2,R) A¢S0(2,R)

Figure 11
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Etude du groupe O (3,R)

Proposition 7.26 — Soit A€ O(3,R)} et f I'endomorphisme de R® tel que A = M(f)e,,
{e:} étant la base canonigque. Il existe alors une base {e}, €4, 5} de R®, orthonormée, telle

que

cos® —sing 0
A= M(f)y = sind cosf 0
0 0 £

ot e=+1 & détA=1, clest-d-diresi AcSO(3,R);
et e=—1 si détA=—1, c’'est-d-dire 5i A& SO(3,R).

Démonstration : 8i A = £7 le résultat est trivial (prendre pour {e}} la base canonique
et 6=0s1A=1, GZ?TSiA:——-I).

Supposons donc A # £J. La démonstration se fait par les étapes suivantes :

Lemme 1, 5@ détA =1, A=1 est valeur propre d’ordre I ou 3.
S5t dét A= -1, A= =1 est valewr propre d’ordre 1 ou 3.

En effet, supposons dét A =1 (le cas dét A = —1 se traite d’une maniére analogue.) Si
les trois valeurs propres A1, Az, As de A sont réelles, puisque AAzds = dét A =1 et
M = £1, on a nécessairement :soit A =1let da =Xy =—1s0it i =A2=X3=1.5i

I'une des valeurs propres est complexe, alors, en la notant p, % est aussi valeur propre,
puisque A est réelle (cf. exercice 7 chapitre 6). Ainsi dét A = A ol A est Pautre valeur
propre, nécessaivement réelle, donc égale & A = :£1. Or dét A = 1 donc A > 0 et par
conséquent A =1, §

Lemme 2. 5i dét A =1 glors dimE) = 1.
8i dét A= -1 qglors dimE_1=1

En effet, supposons dét A = 1 (A = 1 est alors valeur propre simple ou triple). Si
dimF; =3, ona By =R? donc A = I, ce qui est exclu. Supposons par 1'absurde que
dimE; = 2 (A = 1 est alors valeur propre triple}. Soit {v(, vz} une base de EF) et
w € Vect{vi, v2}*,w #£0. Ona:

(Flaw), v} T {f (), flu)) T {w, ) =0 pouri=12,

CaAF cAar f
Flugl=v; arthagonale

donc f{w) € Vect{vi, vo}*, c'est-a-dire : f(w) € Vect{w}. Il existe donc Xo € R tel que
f(w) = Aow. Mais 1 est valeur propre triple, donc Ao = 1 et f{w) = w, c’est-a-dire
w € E, ce qui est exclu car w € Bi. On a donc nécessairement dim By = 1.

Le cas dét A = —1 se traite d'une manidre analogue. §

Lemme 3. Si dét A =11 (respect. : dét A = —1), alors le plan 7 = Ei- (respectiv. :
7 = E_1") est invariant por { et lo restriction de f & 7 est une rotation.
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E) {ou E_y)

Soit en effet x € «, c’est-4-dire {z, w} = 0. Comme § est ortho- tw
gonale : {f(z}, flw)) =0. Or flw) = £w, donc {f(z), w) =0,
c’est-a-dire f(x) € 7. Ainsi m est stable par f.
Soit f = fi,- ¥z, y€mona:
{(F@)f@w) = U@, fWhe = (& v = @ 1),
donc f est orthogonale.
Montrons que dét f =1. Si {w), v2} est une basede 7; ona :

a b 0 o b : -
M(f){vl,vz,w} = e d 0 y ol ( c d ) = M(f){vl,vz} igure 12

0 0 ¢

et £ = £1 selon que dét A = 1 (C’est-b-dire ¢ = dét A). Or le déterminant de cette

matrice vant dét A, car le déterminant est invariant par changement de base. Donc :

a b} a b
v E =

dét A = d i

‘-déLA.

Z =1 et donc f est une rotation. <
1l existe donc une base orthonormée {e}, €5, €3} avec ¢i, b € 7 et ej € E1 (respect :
€3 € E_1) telle que :

Ainsi

cosff —sind 0

M{f)e = | sin€ cosd 0

0 0 ¢

avec € = dét A. Ce qui achéve la démonstration de la proposition. 0O
"F w

. M-~

R M AR S s,
xf fw /'

détA=1 dét A= -1
Figure 13

Ainsi, si dét A = 1, f représente une rotation gutour de l’aze E;. Puisque la trace est
invariante par changement de base, ’angle (non orienté) de rotation est donné par la relation :

TrA=2cos84+1.
Si dét A = -1, on peut écrire f =hog avec:

cosf ~—sind 0O 1 06 0
M(g)e, = | sind cos® 0 et M(h)y,=|0 1 0
1] 0 1 0 0 -1
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est donc la rotetion autour de Uaze E_) suivie de la symétrie orthogonale par rapport au
plan E_1%. L'angle de rotation est donné dans ce cas par

TrA=2cos8— 1.

En résumant :

Proposition 7.27 - Soit A€ O(3, R), A # 1.
Si dét A = 1, A représente dans la base cunonique de R une rototion autour de aze
Ey ; U'angle fnon orientd) de rotation est donné par :

TrA=2cosf+1.

8 dét A =—1, A représente dans lo base canonigue de R® une rotation autour de 'aze
E_1 suivie de la symétrie orthogonale par rapport au plan E_1* ; Uangle (non orienté)
de rotation est donné par

TrA=2cosf — 1.
En particulier, st TrA =1 on a 8 = 0 : A représente dans ce cas la symétrie arthogonale
par rapport au plan E_1T, dite aussi réflezion par rapport & E_1~.

(Pour une généralisation de ce résultat en dimension quelcenque, cf. exercice 28}

Caleul de Vangle orienité de rotation.

Pour calculer 'angle orienté de rotation, il faut fixer une orientation du plan de rotation, ce
que P'on pent faire en fixant 'orientation de la normale (cf. page 220). En choisissant donc
un vecteur 7 de E) (respect. de E_1) et un vecteur « du plan de rotation, 'angle orienté de
rotation est (u, f(u)) et donc, d’aprés la formule (4) page 221 :

_ dét|lu, flu), 7|

né = —
a7
car || f(w)|l = ||lull, puisque f est orthogonale.
Ezxemple -

Considérons la matrice

1 2 -1 2

A= 3 2 2 -1

-1 2 2

Nous avons vu {cf. page 241) qu’elle représente une rotation dans la base canonique de R
L'axe de rotation est déterminé par un vecteur propre correspondant & la valeur propre

1
A= 1. On trouve facilement que F; est engendré par le vecteur w = ( 1 )
1

L’angle (non orienté) de rotation est déterminé par la relation : Tr A = 2cos8 + 1, ce qui

donne cosf = = et done 8 = +n/3.

Pour déterminer I'angle orienté, on choisit un vecteur directeur de la normale, par exemple
1

w = ( 1 ) et un vecteur uw € Fi (Ef est le plan x + y + 2 = (), par exemple
1

0
Ona:

1 1
%= ( -1 ) En calculant f(u) on trouve : f{u) = ( Q )
1

1 1 11
simf=—=1|—-1 0
2 01
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Donc # = =/3.

Ainsi A représente, dans la base canonique de R, la votation d’angle /3 autour de I'axe
1

D dirigé et orienté par le vectenr w = | 1
1

Exercices 27. 28, 29.

7.11 Rotations et angle dans un espace euclidien de dimension
2 ou 3

L’étude du paragraphe précédent, utilisait les notions intuitives de rotation et angle.
Elle nous permet de justifier les définitions précises de ces notions dans un espace
euclidien de dimension 2 ou 3.

Définition 7.28 - Seit B un espace euclidien de dimension 2 ou 3. On appelle rotq-
tions les endomorphismes f € SO(F).

Pour ce qui est de la notion d’angle, la définition d’angle non orienté est trés simple.
Solent u,v € E\ {0}. D’aprés Pinégalité de Cauchy-Schwartz on a : {0 >|rr <1.1

ull v
existe donc un unique @ € [0, 7], tel que

(u,v) )
fefifel |

cos 0 =

8 est dit angle non orientd entre les vecteurs u et v,

La notion d’angle orienté est plus délicate et elle fait intervenir, bien entendu, orientatiofl
du plan défini par les deux vecteurs (cf. page 220)1°.

Angle orienté en dimension 2

Soit (Eg,(, 3) un espace euclidien orienté de dimension 2 ! et f une rotation.
Comme on I'a vu {cf. Proposition 7.25), si B est une b.o.n directe,

cosf —sind
sin 8 cos @

M(f):s:(

La valeur de 8 €] —, 7] 12 dans cette matrice est dite angle de rotation. Par la suite,
une rotation d’angle # sera notée R,.

198; on a pu définir un angle orienté dans B2 ou R3 ¢'est parce que ces espaces sont naturellement
orientés par leurs bases canoniques.

1 Nous notons cet espace Eq, plutt que Fz, justement pour sonligner qu'il doit &tre orients.

200, i l'on préfere : 8 € [0, 2.
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proposition 7.29 Soient u,v € E2\{0} et U = ” i V= ” i Il existe alors un

unique 0 €] — 7, 7] tel que Ro(U} = V. 0 est appelé angle orienté entre u et v et esi
ot ().
pémonstration : Solent U = (U1,U3), V = (V1,V4) les composantes de U,V dans
une b.o.n. directe. Puisque

V12 + V22 = ]_

il existe o, B € R tels que Uy =cosa, Uz =sina ot V3 =cosf, Vo =sinf. Ona:

_ cosf —sinf cosa |\ { cosf3
ReU) =V ( sind  coséd ) ( sin o ) o ( sin 3 ) =
cosfcosar —sinfsina = cos 3 cos(f + a) = cos g
sinfcosa +sincwcos @ = sin 3 sin{@ + o) = sin

{W+%=1

& 0 =0 -« mod[2n]

O

Exemple . Soit R? muni de Vorientation canonique. Chercher I'angle entre les vecteurs

u=(1,1) et v=(1++3,1-3).
Ona:U= %(1,1) etV = —%(1 + V3,1 —v/3). Donc Ro{l) =V si et seulement i :

(e )75 (0)=0%)

c'est-a-dire :
cosfd —sinf = —+£
v 3/_
1-—
sinf +cos = — =
v

1 3
ce qui donne : cosf = 3 et sin@ = —\/?_ c’est-&-dire : ¢ = —g‘

Pour calculer cos 8 et sinf on a, en fait, les formules suivantes :

dét (|, vl e
{u,v) g = 2ol e

Tl ST Tl )

cos 8 =

ol (e;) est une b.o.n.directe. En effet, il suffit de résoudre par rapport & cos 8 et sin &

le systéme
cos@ —sind ) .
sinf  cosd U2 )
Un petit calcul donne :
cosf=U1Vi+WVe=(U, V) et sinf=UVo—UsV; =dét||U, Ve,

d’oil les formules (x).
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Propriétés 7.30

1. Rg ORQJ = Rg_’__g.-‘
2. Relation de Chasles pour les angles : (uv) + (vw) = (uw)} mod{2x].
En particulier, en faisant v = w,on a: (uv) = —(vu)

La premiére est une simple vérification. Pour la seconde, si U, V, W sont trois vecteurg
unitaires, ona :

W =Reuy(V) et V=Ryy(UV), donc: W =R 0 Ry (U)

D’autre part : W = Ry ) (U) donc Ryy) © Ry (U) = Ruuwy(U). Comme U egt;
arbitraire :

Rvw)+ue) = Riuw)

d’oi, & cause de P’unicité de 1’angle orienté, la relation de Chasles. O

Angle orienté en dimension 3

Soit (7} un plan vectoriel dans un espace euclidien orienté de dimension 3, E3. On
suppose (7) muni du produit scalaire induit et de l'orientation définie par le choix
d’un vecteur normal fi que I'on supposera unitaire. Puisque () est orienté, on peut
définir 'angle orienté & = (uv) entre deux vecteurs u,v € (7) \ {0}. Soit (£1,£2) une
base directe de (7) (cela veut dire que B8’ = (£, ¢4, ) est une base directe de £3). On
a alors

_ @t v, i,

lleell 1l

. A , . Iy 3 1 _u
(si u, v sont indépendants ; si u, v sont liés on pose sinf = (). En effet, si U = Tl et
)

v
V=-— ona:
Il
, ; Ui Vi 0
d t ' , 1 1
detllevilly oo viale =| U v 0= dét |, Vle, e, = 5in 6
o) 1 0 0 1

On a en fait :

Proposition 7.31 Soit @ un vecteur unitaire normal au plan Vect {u,v} et 8 'angle
orienté (uv) pour Uorientation défine par . Pour toute b.o.m. directe BB (et non seule-

ment pour les bases dont deur vecteurs sont dans le plan de rotation}, on @ :

dét [ju, v, 7 ||,

el [l

sinf =
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En effet, si v1, ..., v, sont n vecteurs d’un espace vectoriel £ de dimension n et (e;), (€})
sont deux bases, alors (cf. exercice 17, chapitre 4) :

dét "TJ], ---:UnHe{ = dét Pei—.e; - dét ”'{‘)1, -":'Un"e;

Or la matrice de passage de la base orthonormée directe B = (g1, £q,#) ci-dessus a
la base orthonormée directe appartient & S0(n,3) donc son déterminant vaut 1. On
en déduit que dét ||u, v, ||, = dét |lu,v,7 ||, d’ou la formule.

Exercice 30 .

7.12 Produit vectoriel

La notion de produit vectoriel est employée en Mécanique, notamment pour définir le
mement d’une force. On peut en donner plusieurs définitions équivalentes : chacune
présente son propre intérét_ que nous mettrons en évidence 4 la fin de cette section,

Dans tout ce paragraphe, E3 est un espace vectoriel euclidien de dimension 3, orienté.

Définition 7.32 - Soient u ef v deux vecteurs indépendants de 53. Le produit vec-
toriel de u et v est le vecteur noté u A v défini par les conditions suivantes :

- i est orthogonal au plan Vect {u, v} ; hv

- fluAvl] =Aire(P), ot P est le parallélogramme
défini par les vecteurs u ef v ;

- {u,v,uAv} est une base divecte de Eg. B
Siu et v sont lids, on pose : uAv=0. o 4

Propriétés 7.33 .

-]

1. w el v sont lids si ef seulement st urv=0.
2 uhv=-vAu.

8. Soit @ un vecteur unitaire normal au plan Vect {u, v} et 8 Uangle orienté {uv)
pour U'orientation défine par i. Alors :

uAv=|lufffjv| siné 7

4. Si(e;) est une b.o.n. directe et 7l un vecteur unitaire normal au plan Vect {u, v},

alors :
u A v = 3ét||u, v, 7|7
Démonstration :

1. et 2. sont triviales.

3. Soit N le vecteur unitaire de direction u A v. D’aprés la définition : u Av = .
Aire(P)N, dong, en utilisant la formule (3} page 220, uAv = ||u| |jv|| |sin8| N.
Or sinf>0si @=N et sinf < 0si 7=—-N, dol la formule.

4. est une conséquence immédiate de la proposition 7.31. O
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Corollaire 7.34 L’epplication E X E — E définie par : (u,v) > uw A v pgp
bilinéaire ef alternée.

Expression du produit vectoriel en fonction des coordonnées des vecieurs.

Soit (e1, ez, es3) est une b.o.m. directe; on a, comme conséquence immeédiate de 1g
propriété 7.33 :

el ANea=¢e3, exhexz=e1, ezhe=en (*)

On déduit du corollaire que, si (e1, e, e3) st une b.o.n. directe et 81 & = z1e1+ 22054
Taes, et ¥ = y1e1 + yee2 + yaea, alors

z Ay = (Tayz — Tayz)e1 + (@agn — T1ys)ez + (Tayz — Tayn des

Propriétés 7.35 1. Identité de Lagrange : lzryl|? = 2 y]2—(z, y }*
2. Double produit vectoriel ; sA(ynz)={z,z)y—{z,y 2
3. Identité de Jacobi : eA(yAzt+yun(zAz)+zn(zAy)

Démonstration : Pour montrer l'identité de Lagrange, on utilise 7.33, 3. et on ex-
prime sin® # en fonction de cos? 6.

La formule du double produit vectoriel est triviale si y et z sont liés. Si y Az £ 0, on
prend une b.o.n. directe, (4, 5, k) telle que 1 soit colinéaire & y et j € Vect{y,z}. On
aura alors x = ®12 + 22f + 23k, y = i et z = z1 + 227. La formule se vérifie alors
facilement.
L’identité de Jacobi se montre facilement & l'aide de la formule du double produit
vectoriel. O

NOTA - L'identité de Jacobi montre que la loi de eomposition sur Ea définie par le produit
vectoriel n'est pas associative.

Un espace vectoriel muni d'une loi de composition interne bilinéaire ¢t alternée vérifiant I'identité
de Jacobi est dit algébre de Lie'®. On note habituellement [, ] la lot interne alternée d'une
algébre de Lie; avec cette notation 1'identité de Jacobi s'écrit :

[=, [y,z]] + [y, [z,w]] + [Z,[:L“,y]] =0

Le produit vectoriel définit done sur (R3, {, Year) Une structure d’algébre de Lie.

On a enfin la propriété suivante :

Propriété 7.36 Soient ©,y € F3 et (e;) étant une b.o.n directe. = Ay est le seul
vecteur de By tel que

{x Ay, z) =8 |z,u, 2|le,, pour tout z € Ej.

131} s'agit d'une notion particulidrement importante en Mathématiques
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Démonstration : Si x et y sont liées, la propriéts est triviale. S'il sont indépendants,
prenons 7 de maniére que (z, ¥, fI) soit une base directe. Soit z = Au + pv + { 2,7) 7,
on & :

détfiz,y, 2lle, = dét ||z, y, (2, %) Alle, = (2,7) dét f|lz, y, 7,

D’autre part,
{zAy,z)={(2,7)(xz Ay, )= (z,7)dét]|z,y,7,

d’aprés 4. de la Propriété 7.33, d’oi I'identité.
D'autre part, s'il existe un autre vecteur u tel que pour tout z € E'3 on aurait aussi
{u,z} = dét ||z, y, 2|, et donc

{zAy—u,z)=0 pour tout z € Ba

d'oll & Ay = u, car le produit scalaire est une forme non dégénérée. U

REMARQUES. —

1. La définition 7.32 donnée dans cette section, a l'avantage de mettre en évidence la
signification géométrique du produit vectoriel : son rapport avec la notion d’aire et
le fait qu'il permet, & partir de deux vecteurs indépendants, de construire une hase
directe.

2. La propriété (7.36) peut étre prise comme défiaition du produit vectoriel, car elle est
indépendante du choiz de la b.o.n. directe. En effet si on change de b.o.n. directe le
déterminant dét ||z, ¥, z||., est multiplié par le déterminant d'une matrice de SO{3, R)
qui vaut 1. Cette définition a l'intérét de meltre en évidence le fait que le produit
vectoriel est une application multilinéaire alternée et de plus elle peut (dans un certain
sens) étre généralisée en dimension n. Cependant, cette généralisation n’a aucun intérét
dans le cadre d’un cours élémentaire d’algébre linéaire : en revanche elle intervient assez
naturellement dans le cadre de la théorie de I'dlgebre extérieure associée & un espace
vectoriel, théorie qui a des nombreunses applications, mais qui dépasse le cadre de ce
cours.

3. Une autre définition de produit vectoriel peut étre donnée & partir des formules (%),
page 250. On peut, deﬁnlr le produit vectoriel comme la seule a,pphcatlon hilinéaire
alternée f : Eyx By —s E3, qui, dans une b.o.n, directe vérifie *

fler,e2) =e3, flez,es)=e1, fles,e1}=e2

Ici aussi il faut vérifier 'indépendance du choix de la b.o.n. directe (ce qui cependant
est moins facile que dans le cas de la définition par le déterminant).

Exercices 31. 32.

Mef, exercice 1
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7.13 Diagonalisation des endomorphismes autoadjoints
d’un espace euclidien

Nous terminons ce chapitre par une application importante du produit scalaire ep
montrant que foute matrice symétrigue réelle est diagonalisable dans R.

Définition 7.37 Un endomorphisme [ d'un espace euclidien est dit autoadjoint g

(fl@)y) = (= fly)), Vo, y€E
En d'autres termes, [ est autoadjoint si f* = f.

La signification est claire. Soit {e;} une base orthonorméeet A = M{f)., ; la condition
de la définition s’exprime sous forme matricielle par

HAX)Y =X -AY | VXY € My, (R)

c’est-a-dire :
tXtAY = tXAY |, VX,Y € M (R)

ce qui est équivalent & *A = A. Ainsi : f est autoadjoint si et seulement si la matrice
qui le représente dans une base orthonormée est symétrique,

Théoréme 7.38 5oit f un endomorphisme autoadjoint d'un espace euclidien. Alors :

1. f est diagonalisable.

2. Les sous-espaces propres de f sont deuz & deux orthogonauz.
En particulier, on peut construire une base orthonormée de vecteurs propres en
choisissant une base orthonormde dans chaque espace propre.

NOTA - Soit 4 € Mn(R) symétrique. On peut voir A comme la matrice d'un endomor-
phisme f de 'espace euclidien (R", {,}_. ) dans la base canonique {e;}. Puisque la base
canonique est orthonormée, f est autoadjoint. On peut donc énoncer le théoréme en termes
de matrices de la manidre suivante :

Théoréme 7.38° - Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans R et les
espaces prapres sont deuz ¢ deux orthogonaux (pour le produit scalaire cononique de
R™ ).

Par ailleurs, si {u:} est une base orthonormée de vecteurs propres, la matrice de passage
P = P,,,j~(u;) &st orthonormée (cf. proposition 7.24) c’est-a-dire P~! =* P. On peut done
énoncer ce méme résultat aussi de la maniére suivante :

Théoréme 7.38” — Soit A € M,,(R™) symétrique. Il existe alors P € O(n, R) telle
que la matrice A’ =P AP est diagonale.

Natons que les théorémes 7.38, 7.38" et 7.38” sont trois maniéres différentes d’énoncer le
méme théoréme.
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Démonstration du théoréme ;

(e} Montrons d’abord que le polyndéme caractéristique de § est scindé, c’est-a-dire
que toutes les valeurs propres de f sont réelles. Soit A la matrice qui représente
F dans une bage orthonormée et A une valeur propre, réelle ou complexe, de
A (X existe car P4(X), considéré comme polynéme de C[X], admet, d’aprés
le théoréme de D’Alembert, au moins une racine}!>. Montrons que A € R. Soit

1

X= 5 € M,1(€) la matrice d'un vecteur propre v correspondant 3 .
En

Puisque A est symétrique, on a :

HAX)X = X AX (*)
D’autre part AX = X, d'oll AX = A X et, comme A est réelle, AX = A X.
En reportant dans (*) :
X)X =X2X
c’est-a-dire
A{1zP 4+ Healy = A (e + -+ Jeal?)

et donc A = A, puisque v # 0. Les valeurs propres sont donc réelles.

{b) Montrons, par récurrence sur la dimension n de E, qu'il existe une base de vecteurs
propres.
Pour n = 1, il n'y a rien & démontrer. Supposons la propriété vraie a 'ordre
n — 1. Soit A une valeur propre de f, z un vecteur propre correspondant a A et
H = Vect{z}+. Notons que : diimH =n — L.
¢ Tout d’abord, H est stable par f, c’est-a-dire f{H) C H. En effet soit y € H
(c’est-a-dire y L x}; il s’agit de montrer que f(y) € H, c'est-d-dire f (y) L =.
On a:

(Fly), =) = {y, flz)) = Ay, ) =0, puisquey 1 z;

donc f(y) L z. Ainsi la restriction f de f & H est un endomorphisme de H.

» Par ailleurs f est un endomorphisme autoadjoint de H (pour la restriction
du produit scalaire & H), carsi v,w e H

(fo,w) = () wp = @ f@)s = (v fw)

Or dim H = n — 1, ainsi, d’aprés I'hypotheése de récurrence, il existe une base
{eg, -, en} formée de vecteurs propres de f. Il est clair que {z, eq, -+, en}
est une base de E formée de vecteurs propres de f.

(c) Montrons que les sous-espaces propres sont deux A deux orthogonaux. Soient v
et vy vecteurs propres correspondant aux valeurs propres Aq, Az, avec Ay # Ao,
Montrons que vy 1 v3. On a :

15(¢ passage aux complexes n'est peut-&tre pas élégant mais néanmoins correct. Si l'on restait dans
le cadre des endomorphismes il fandrait utiliser le complexifié de Pespace vectoriel que nous n'’avons
pas introduit. Le lecteur qui connait les espaces hermitiens, reconnaitra dans la démonstration qui
suit utilisation de 1'expression matricielle du produit scalaire hermitien.
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(F(11), v2} = M (v, v2)
or f est autoadjoint, donc :
(F(v1), va) = (w1, flva)) = X2 (w1, va).
Ainsi @ (A1 — Ag) {v1, va) = O et puisque A # Az ,ona: {v,uv) =0 O

REMARQUE. — Les malrices symétriques complezes (non réelles) ne sont pas nécessai.
rement disgonalisables (ni dans R, ni dans C).

: 0 o
Par exemple, soit A = ( « A
Si 82 +4a° = 0 (dans C cela est possible sans que o et 3 soient tous deux nuls), on
aura deux racines confondues, c'est-a-dire une valeur propre double A = 3/2 et donc
Pa(X) = (X — $/2)%. A serait alors diagonalisable si et seulement si ma(X) = X — /2
cest-d-dire A = (3/2) ] ce qui évidemment est exclu.

Par exemple : A = ( 2 21. ) est symétrique et non diagonalisable.

), a, BEC. Ona: Pa(X)=X? - 8X - &

Caractérisation du produit scalaire a I’aide de sa matrice.

Le théoréme 7.38 a un corollaire important. Soit s une forme bilinéaire symétrique
sur un espace vectoriel réel E (non nécessairement euclidien). Pour savoir si s définit
un produit scalaire on peut effectuer la réduction de Gauss (cf. page 225). Mais on
peut, aussi utiliser le résultat suivant :

Proposition 7.39 - Soit s une forme bilindaire syméirique sur un espace vectoriel
réel E de dimension finie, {e;} une base de E et § = M(s).,. Alors s définit un
produit scolaire si ef seulement si la matrice S a toutes ses valeurs propres strictement
positives.

Démonstration :
Soit {, },, le produit scalaire associé & cette base (cf. exemple 2. page 222), que nous
noterons, pour simplifier (, ).

(o) Montrons tout d’abord qu’ il existe un et un seul endomorphisme f; tel que :
(. fs(y)) =s(my), Vmyek

Pour cela supposons que f, existe. En notant A = M( fs)e‘_, la relation de
I'énoncé est équivalente A :

tXAY = X 8Y, VXY € Mai(R), est-adire: A=S,

ce qui montre que f; est unique.
Réciproquement en définissant f; par M({f,)., = S, on voit immédiatement
que f, vérifie 'identité de ’énoncé.

(b) D’autre part f, est autoadjoint pour {, }. En effet,
(@, fs(¥) = s(®,y) = s(y,z) = {y, fs(x)} = (fulz), 9} , Vz,y€E.
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Par conséquent, en prenant dans chaque espace propre une base orthonormée,
on obtient une base orthonormée {v;} de vecteurs propres de f; (notons qu’il
g'agit de vecteurs propres de la matrice S).

Soient maintenant = =3 o | Z;v; et y = 2415 v; deux vecteurs arbitraires de E.
On a

s(@y) = Plim Ty s(vi,v) = Yo Ty (v, fo(vg)

Do Tl A (W) = 00 Y0 = AT+ Aa Tadin
d’olt :

s(z, @) = M %+ -+ Ap2n2
ce qui montre que s est définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres

de S sont strictement positives. [

NOTA, ~ Nous verrons au chapitre 9 (ef. covollaire 9.25) que le résultat de ce théoréme est, en fait,
plus riche que celui que Von vient d'énoncer.

1 1 0
Ezemple ~ Vérifier que la matrice 4 = 1 2 1 définit un produit scolaire
0 -1 3

sur BY

Ona: Pa(M)=-24+6X2-9X34+2 et Spp(d)={22++3,2-V3}.
Comme les valeurs propres sont strictement positives, A définit un produit scalaire.

Exercices 33. 34. 35. 36. 37.

EXERCICES

Produit vectoriel dans B2

1. Soit {e1, ez, ea} la base canonique de 3. Montrer qu'il existe une unique appli-
cation f: B3 x B — B3 bilinéaire, alternée telle que
fler, e2) = e3, flez, e3) =1, fles, e1) =e2
fz, v) est dit produit vectoriel de x par y et est noté = A y.
2. Caleuler = Ay en fonction des composantes de 2 et ¥ dans la base canonique.

3. Montrer que :
{x Ay, 2) =dét ""—': En 3”66 v YT,y z € RS

En déduire que £ Ay = 0 si et seulement si 2 et y sont lids et que z Ay est
orthogonal & = et & 3.

E Comment peut-on définir Pangle entre deux plans de R 7
Eremple ; calculer 'angle entre les plans P : 2x+y—32=0et P : 2 —3y+22=40.

IZ' Déterminer la metrice qui dans la base canonique de B? représente la symétrie ortho-
gonale par rapport 4 la droite d’angle polaire g.
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E 1. Déterminer la matrice qui représente dans la base canonique de B? la projection
orthogonale sur le plan P d’équation z + 2y — 32 = 0,

2. En déduire la matrice qui représente la symétrie orthogonale par rapport a .

El Montrer que l'application : {,} : B3 x B2 — B définie par :

{z, ¥4} = (%-’51 — %2 +$3) (%yl —yz -+ ys) + {2 — xa){y2 — ¥3) + 3za13

est un produit scalaire.

[6 ] On définit sur Rola] : (P, @) := (ao + 1) bo + (a0 + 3ar)by + 3z by
ot P=ag+a1a+ezx?, et @ =by+bix+ bsx? Montrer qu'il s’agit d'un produit
scalaire.

*
On considére I'intégrale :

I 1 f+oo 2t T /2 4 (n entier, positif ou nul)
- , positi
RV

1. Montrer que cette intégrale converge et que Izp4; = 0.
Montrer la relation de récurrence In = (n — 1} n_a et calculer /o

32
(rappel : fj:: e” 7 dx= \/ﬁ)
2. On définit: {,) : Rlz] xR[z] — R par:
2.Q = = [T e P
2 T
Var ) ¢

Montrer qu'il s'agit d'un produit scalaire.

Pour quelles valeurs de A € R les formes bilinéaires sur B3 ci-dessous définissent-elles
un produit scalaire ?
L obmy)=21n +6xave+32ays+2z1y2 + 2221 + 3A2 3 + 3Azs vt
2 dzy)=mm+10zya+6x1ye + ATz ys —Toys — @3y
3. b6z y) =21+ To1y2+ T2t +822y2 — 3ways + Axoya + Az e

E On munit Rafz] du produit scalaire de I'exercice 7. Déterminer une base orthonormée.

Distance associée & la norme (¢f. Appendice A.7, pages 384, 392 )

Solt £ un ensemble (non nécessairement un espace vectoriel),
Une application d @ £ X £ — Rt est dite distance =i elle vérifie les propriétés
suivantes :

ajdiz,y)=0<=z=1y

b) d{z,y) = d{y, z}
) d{z, 2) < diz, y) + dly, 2)

1. Montrer que si E est un espace euclidien, 'application d : Ex B — BT définie
par
div,w) = |lv — w|
définit une distance sur 5 dite distance associde 4 la novme.
2. Justifier cette définition en considérant E = R® muni du produit scalaire cano-
nique.
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Déterminer l'angle (non orienté) entre les vecteurs e) et ez de la base canonique de
B3, B3 étant muni du produit scalaire de 'exercice 5.

On munit B? de la forme bilinéaire b définie, dans la base canonique, par :
Mo,y)= mwmt2zsyt4sam+ 18xaatmiys sy + 2220
+2zaya+6x3ys +Bmaya
1. Montrer qu'il 8’agit d'un produit scalaire.

2. Ecrire la matrice de b dans la base canonique de B4,

Soit A € ML (K). Montrer que
a) *XAY =0, ¥X,Y € My 1(K) &= A=0
b) tXAX =0, , ¥X € M,1(K) < A est antisymétrique

Déterminer le sous-espace orthogonal au plan engendré par les vecteurs ej et ez de la
base canonique de B3, pour le produit scalaire de 'exercice 5.

On considere Pespace euclidien B? muni du produit scalaire de l'exercice 12. Soit F le
sous-espace de R défini par :

£1—T2+z3— g =0
ra — 224y =0

Déterminer F'L.

Solent E un espace euclidien et F un sous-espace de E. On appelle projecteur ortho-

gonal sur F le projecteur sur F relativement 4 la somme directe E = F' & F L, Soit p
un projecteur ; montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

¥ est un projectenr orthogonal.
Im(id —=p) = (Im p)+.

Im(id —p) C (Imp}L.

(=), p(y)) = (z,p(y)) , Vo,y€B.

{plz),y) = (=,p¥)}, Yx,y€EE
(On dit que p est «auto-adjoint» : cf. définition 7.37 )

LA

*
Soit F' un sous-espace vectoriel de £ et v € F; on appelle distance de v & F le

zealaire
P f
d{v, F) ‘-U¥2f d{v, v')

d étant la distance associée 4 la norme (cf. exercice 10). Montrer que si pp est le
projecteur orthogonal sur F, alors d{v, F) = ||v — pr(v]||. En d’autres termes :

pr(v) est le vecteur de F' qui est ¢ distance minimale de v.

1. Soit F un espace euclidien et pg le projecteur orthogonal sur un sous-espace F.
Montrer que si {e1,---,ep} est une base orthonormée de F'

pr(v) = (et} ea -+ (v,ep) &
Interpréter le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

2. On considére Rfz] muni du produit scalaire de I'exercice 7. et Rg[s."l et Ra[x]
munis du produit scalaire induit. Calculer la distance du polynéme x° 3 Rgx]
{ef exercice 17.)
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*
Matrice de Gram

1. Boit (E,{, }) un espace euclidien et {v1,...,vp} une famille ordonnée de vecteurs
de E. On appelle matrice de Gram associée & la famille (v, ..., up), la matrice
<U1!U1> (i}l,ﬂp} )
&’psvl} (”pv'”p)

Gram{vy,...,vp) = (

Cn note G{w, ..., tp) = dét Gram(vy,...,vp). Soit B = {e1,...,ep} une base or-
thonormée de Vect{v1,...,vp} et A= |lv1,..., %5
Montrer que Gram{vi,...,vp) = 44

2. En déduire que G{vi,...,vp) > 0 et que la famille {#;,...,vp} est libre si et
seulement si G{v1,...,vp) # 0.

3. Soit {v1,...,9p} une famille libre, F = Vect{v),...,vp} et z € E. Montrer que

Glz,v1, ..., tp)

2 _
diz, F)* = Glvg, .y 9p)

4. Retrouver par cette méthode le résultat de l'exercice 18.2. et comparer les deux
méthodes.

*
Soit B un espace euclidien, F, & deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :

FcG@ =FLoGt
(F+e)t = Flngt
(Fnayt = rFtigt

Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien. Montrer que

(Ker )T =Im f* et (Im f)L = Ker f*

Montrer que si A € My (R) vérifie tAA =0, alors A=0.

*ek

&) (8]

Méthode des moindres carrés. Inverse généralisée d’une application linéaire
injective (cf. aussi Appendice A.5).

1. Soient (E,{,}g) et (E',{, )p ) deux espaces euclidiens et f : E — E’ une
application linéaire. Montrer qu’il existe une et une seule application linéaire
f*: B — E telle que

(f(m);'y}g = (wtf‘(y”E' 1 V""-:EE:yE Er-

2. On suppose dans la suite que ¢ = dimFE < dimE’ = n et que f est snjective.
Montrer que dét (f* o f) # 0.

3. Soit p: B — E’ la projection orthogonale sur Im f. Montrer que :
p=fo(f o fy tof"
4. On note ft: & — E 'application définie par
ff=(refntof
It est dite inverse génératisée de f (noter que fl o f = idg et foft =p, et
que si f est bijective alors fT =f1.

Soit, le systéme linéaire f{x) = b, avec f injective. On appelle sclution des moin-
dres carrés le vecteur xo € E tel que [|[{(f{zo)—b|| = Igg |l f{x) — bY. Montrer que
T

la solution des moindres carrés du systéme f(z) = b est donnée par z¢ = f1(3).
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(ST X1
|
CaF =
e

5. Exemple. a) Caleuler I'inverse généralisée de la matrice (

b} Pour quelles valeurs de & € R le systéme
2z4+ gy =1
r—y =2
x+3y =a

admet-il une solution ? Calculer, dans le cas ol le systéme est incompatible, la
solution des moindres carrés.

Soit A € O (n, ). Montrer que si dét A = 1 chague terme de A est égal 4 son cofacteur
et si dét A = —1 chaque terme de A est égal & Popposé de son cofacteur.

Décomposition de Householder (cf. Appendice A .4).

A l'aide du procédé d'orthonormalisation de Schmidt, montrer que toute matrice A €
GL{n,R) peut s'écrire sous la forme

A=QR
oil € Cin,R)et R est triangulaire supérieure {décomposition de Householder).

Ezempie. Donner la décomposition de Householder de la matrice
9 1 1
A= 1 0 1
11 4

Soit f une transformation orthogonsle d'un espace euclidien. Montrer que
Ker(f —id) = Im(f — id)"*
En déduire que si {f —id)2 = 0, alors f =id.

Préciser la nature des endomorphismes de R? qui dans la base canonigue sont repré-
sentés par les matrices

L f 1 -2 -2 /2 2 -1 0 1 0
A==-l-2 1 2} ,B=-]-1 2 2}.c={0 0o 41
3\2 2 1 3V 2 1 2 1 0 0

Expression canonique des transformations arthogonales (cf. aussi exercice 16
du chapitre 8)
Soit f une transformation orthogonale d’un espace euclidien. On posera dans la suite
9=F+1
1. Montrer que g est autoadjoint {donc E est somme directe des espaces propres de
g). On notera A1, ..., Am les valeurs propres de g et V3 ...,V les sous-espaces
propres correspondants.

2. Montrer que les Vy, sont stables par f.

3. Soit fa, = f |VA:‘ . Montrer que le polynéme Q{X) = X2—X; X +1 est annulateur
de fi,-

4. On suppose V2 # {0}. Montrer que fz = id.

5. O suppose V_g # {0}. Montrer que f_» = —-id

6. Soit A; # £2 tel que Vi, # {0}. Montrer que si v € V), alors v n'est pas vecteur
propre de f. En déduire que l'espace W = Vect{w, f(v)} est de dimension 2.

7. Montrer que W est stable par f.
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& Soit f:= f |, . Montrer que f est une rotation.
9. Soit W+ Porthogonal de W dans Vy,. Montrer que W+ est stable par f.
10. Déduire des questions précédentes les résultats suivants :

Soit f une transformation orthogonale d'un espace euclidien. Il existe alors une
base {e;} telle que :

1

M(f)e; = cosfy —sinfy

sinfy costh

cosf. —sinf,

sin 8, cos O

*** Décomposition des transformatjons orthogonales en produit de réflexions

Soit £ un espace euclidien de dimension n. f étant un endomorphisme de E, on notera
E { I'espace propre de f correspondant & la valeur propre A. On appelle réflexion une
transformation orthogonale o telle que dim EY = n — 1. On se propose de démontver
la. propriété suivante :
(P) Soit E un espace euclidien de dimension n. Toute f € O(E) s'écrit sous la forme :
f=0a,0 - 00g,, avec : n—dimE‘ir < r o= o
1. Montrer que 81 f € O(E) est le produit de r réHexions, f = o4, 0--- 2 0q,.,
alors: r > n—dimE{.
2. {a) Montrer que si o est une réflexion, E‘I’J‘ est espace propre de ¢ pour la
valeur propre —1. En déduire que o est diagonalisable et que o2 = id.

{b) Montrer qu'un endomorphisme o est une réflexion si et seulement si il existe
{z, a}

lall?

e € E,a#0,tel que o(z) = 2 -2 a. On notera par la suite oo la

réHexion associée au vecteur a.

{¢) Montrer que pour tout couple de vecteurs non nuls y,z € E tels que y # =
et ||y]l = |l 2|, il existe une réflexion ca qui échange y et z, c’est-a-dire
telle que oa{y) = =.

3. {a) Soit (E,{,}) un espace euclidien de dimension n > 2 et soit f € O(E).
On suppose que Ef % 0. Soit z # 0 tel que f(z) =z et H =z . Montrer
que H est stable par f.

(b) Soit & € H, b # 0, et 5 la réflexion de 'espace euclidien H (muni du
produit scalaire induit) définie par b (cf. 2.(b)). Notons oy la réflexion de
E définie par le méme vecteur b. Montrer que oy |, = &5. En déduire par
récurrence la propriété () dans le cas o E{ # 0,

{c) On suppose que E{ = {0}. Soit z # D et a = z— f(z). Montrer que
g o f {z) = 2. En déduire la propriété (P) dans le cas olt Ef = {0}.

1 2 2 -1
4. EXEMPLE. Soit 4 = 3 -1 2 2 |. Montrer que A € O {3, R). Décom-
2 -1 2
poser A en produit de réflexions.
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{cf. aussi la démonstration de ce résultat dans "Appendice A.10, page {10)

*
On appelle similitude un endomorphisme d’'un espace euclidien £ qui

vérifie
N7 (z)l = &]lz|] pour toutz € E, avec k& > 0.

1. Montrer que les similitudes conservent les angles.

2. Soit f un endomorphisme injectif d’un espace euclidien E. On dit
que f conserve Uorthogonalité s’il transforme tout couple de vecteurs
orthogonaux en un couple de vecteurs orthogonaux. Soit (e;) une
b.o.n. Montrer que si f conserve I'orthogonalité, alors f{e;}+ f(e;) L
fle:)— f{e;) pour tous 4 # j. En déduire que tous les vecteurs f(e;),
i=1,...,n, ont méme norme.

3. Montrer que si f est injective et conserve 'orthogonalité, alors elle
est une similitude. En particulier, tout endomorphisme injectif qui
conserve les angles est une similitude.

*
Matrices des rotations dans la base canonique de R3,

1. Soit 7 un vecteur unitaire de R®, = € R® et 2’ la projection
orthogonale de « sur 7. Montrer que si f est la rotation
d’angle € autour de I'axe dirigé et orienté par 7, on a :

Fl@Yy=1(cos8)z' + (sin@)A Az
En déduire gue :
flz) = (cosf}z + (sinf )7 Ax+ (1 —cosb) (x, 7) 7

2. A l'aide de cette relation, donner la matrice de f dans la
base canonique de R3, en fonction de 8 et des composantes
de 7.

‘

*

@ Montrer que si f € End(F), f # 0, alors

flzry) = fl@nf(y), Yo,y € E, sl et seulement si f € SO(E).

Déterminer une base orthonormée formée de vecteurs propres
de la matrice

8 -1 2
A=1]-1 5 2
2 2 2

Interpréter géométriquement ’endomorphisme qui dans la base
canonique de R? est représenté par A.
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Soit A = (as; ) une matrice symétrique réelle. Montrer que ses
valeurs propres A; vérifient

*
@ Soit B = {v1,---,v,} une base orthogenale d’un espace eucli-
dien E et f € End (E). On dit que f conserve {’orthogonalité de
B si la famille {f(v1),---, f{vn)} est orthogonale. Montrer que
pour tout f € End (E) il existe une base orthogonale dont f
conserve I'orthogonalité.

*
Montrer gue I’endomorphisme

Par  Mu(R)— M,(R)
A T M AMEMAM

avec M € M, (R) fixée, est diagonalisable.

*%
Décomposition polaire

1. Soit ¢ un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien
E. On dit que g est défini positif si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.
Montrer que si p est défini positif, il existe un et un seul
endomorphisme o autoadjoint défini positif tel que p = o2
(7 est dit racine carrée positive de p).

2. Soit f un endomorphisme bijectif de E.
Montrer que l'endomorphisme f* o f est autoadjoint et
défini positif,

3. Soit ¢ la racine carrée positive de f* o f.
Montrer que u:= foo~1 est une transformation orthogo-
nale. En déduire le résultat suivant :

Tout endomorphisme inversible f de F s’écrit d’une maniére
unique sous la forme :

f=uoo avec u orthogonal et ¢ autoadjoint défini positif

{décomposition polaire de f}.
INDICATIONS
E 1. Puisque f est bilinéaire, elle est déterminée par la connaissance des Fles, e5).

Comme [ est alternée, il suffit de connaitre flei,e;) pour i< j.

2. zAay=(zayz—maye)er+ (may — w1 ysles + (m1yn — 22 1) €3
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3. Développer le déterminant selon les éléments de la troisizme ligne.

1)
On peut définir I'angle entre les deux plans comme étant
I'angle entre les deux normales n et n’. Si les deux plans
ne sont pas orientés, les normales ne le sont pas non
plus; cela définit deux angles &) et A2 (cf figure 14). 82
On peut prendre (par définition) comme angle entre les
deux plans celui qui est compris entre 0 et 7 /2,
2

Dans I'exemple on trouve 61 = «/3, 6z = ?ﬂ- L’angle 4 ,

n
entre P et P! est donc /3.

Figure 14
X R
Soit #i = cos = e +sin ~ ez un vecteur 1)
unitaire porté par la droite. On a : fla) e
flo) +2 =20z 7)Y v=zecR2 ’
Calculer f{e1) et f{ez). Omn trouve :
cas § sin & i
M(f)e; = ( sinf —cosé ) £
1. — Soit & un vecteur unitaire normal 3 P. On a :
ORI LET
dolt: flg)=z—{x,@)R
1 i =4
Sif= wiri _g ,en caleulant fle1), flez), flea) (z. TR oo
on trouve : : ‘
13 -2 3 o fle)

1
i (3 0 )

2. - Si g est lasymétrie: g{z)+2 = 2 f(z). On trouve :

. 6 -2 3
Mge, =3 -2 8 6
7 3 6 -2

‘E‘ Vérifier les axiomes de la définition 7.1.

Vérifier les axiomes de la définition 7.1.
Pour iii) : (P, P} = a3 + 2aga1 +3a% + 343 = (o + a1)? + 2a? + 343

Figure 15



264 Espaces euclidieng

1. Montrer la convergence ahsolue des deux intégrales [° e~ /2 gn dx et

f+°° —x22/2 o o Izp4+1 est nul puisque c’est I'intégrale d’une fonction impaire
sur ] — o0, +co[. En intégrant par parties, on trouve :

X x X
/ e~ 2y = [—x“‘le"‘zﬁ] +{n— ])/ at 2o /2gy,
X -X

d’ol, en passant & la limite pour X — 400 : I = {(n — 1)],_5. On en déduit
immédiatement, par récurrence :

Top=1-3-5---(2p—1).

2. Tout d’abord l'intégrale converge, car elle est une somme finie d’intégrales con-
vergentes. La bilinéarité et la symétrie sont immédiates. D’autre part, clairement

e=%°/2P(x)2 > 0, et donc (P, P} > 0. 8i {P, P} = 0, puisque e~ /2P(z)? >
0 et cette fonction est continue, on a nécessairement ¢~/ 2P(z) = 0 sur
| — o0, 400, done P{z) = 0.

1. flw, @) = (@1 + 202 + 3@3)? + 22 — 3A2a)? + (8 — 273%)a2. 1l faut et il suffit

1 <A 1
ug — = -
aue 3 3

2. Pour aucune valeur de A (f n'est pas symétrique)

3. Pour aucune valeur de A (le coefficient de z% dans f{z,z) est négatif).

Appliquer la méthode de Schmidt & la base {1, &, 2®}. La base orthogonale obtenue de
{1,%,2?} par le procédé de Schmidt est :
g1=1;
eg =m+ Al, avec A tel que {x+ A, 1} =0, c'est-a-dire Iy + Alp =0. Or Iy = 1 et
{1 =0, donc A =0, c'est-d-dire g2 = 7 ;

g3 = 224 Az + u 1. En imposant {e3, 21} =0ontrouve: L+ A1 +puly = 0.0na
Iy =1,do0: p= -1 Enimposant {¢3,e2) =0 ona Is+Alo+tul; = 0. Comme
I3 = 0, on trouve A= 0.
Donc &) =1, £ = z, £3 = 2% — 1. En normalisant on trouve :
1

—(x2 =
\/E(x 1}.

e =1, ex=2x, ez=

1. — Simples vérifications.
2. — Il 8'agit de la distance «naturelle’ entre les points P
et ), extrémités de v et w (cf. figure 16)

Figure 16

2
g = 5 {e1 et ez ne sont pas orthogonaux pour ce produit scalaire).

1. b2, @) = (w1 + 23)2 + 2 (22 + 2)? + 3 (23 + 224)% + 422
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(¥

b

I
oo
[ S an ) e}
[= R
[£ogp =+ ]

—

1. On a évidemment AX = 0 ¥X € Mpa(K) < A = 0, (car, en termes

d'applications, cela signifie : f{(x) =0, Ve € E <= f =0). Done:
IXAY =0, YX,Y € Mn1(K) <tXA=0, ¥X € Mn1(K) &=

{en prenant la transposée) TAX =0, ¥X € My, 1(K) < A=0 = 4 =0

2. *XAX =10, VX € Mp,1{K) <= en remplagant X par X +7Y : {X+Y)A(X+

¥y=0, ¥X,Y € Mn,1{K)}; stc.

T1
Soit 7 =( T3 ] une base de l'orthogonal ; imposer {fi,e1) =0 et {A,e2) = 0. On
@

_—

trouve 7 = [

Fi ={z el b(z,y) =0, Vy € F}, c’est-a-dire, sous forme matricielle :
Ff={X € Mn1(B)|'XAY =0, ¥Y € F}

b3

Soity = | ¥ YEF4=»{3”1_92+3’3_?"4 =0
ys v2 —2ya =0
4
20— A ~1 2
2 0 2
=Y= ‘;“ Y =2a 1 +#] o (ucR)
© 0 1
tXAY =0, VY € F équivaut & :
1 01 © 2~ A
0 2 0 2 2
(x1x273me) 1 0 4 6 § =0, ¥ pel
0 2 6 18 "

c'est-A-dire :

A(Bzs +62q) + (3% + 632 +0x3+2224) =0, VA pucRR

3z, +6x2+923+2224 =40

1. & 2. 8ipest un projecteur alors E = Imp & Im(id —p) (cf. exercice 9 chapitre 3).

Donc p est orthogonal si et seulement si Im{id —p) = (Imp)*.
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Im(ld — p) = (Imp)L
2.3 Il est clair que 2. =3. Réciproquement, si

Im(id —p) C (Imp)L, on a

Im{id —p) = (Imp)*, puisque dim Imfid—p) = n — ]
dim Imp = dim(Imp)L. == p(a}
3.4 Ona: Im{id—p) C (Imp)* siet seulement si

{o — ple),p{y)) =0 Yo,y € E, c'est-4 dire :

(=), ply )} = (=, p(y )} , Y2,y €E E.

4.4 5. Si 4. est vérifiée, en échangeant le réle de z et/ MP
y, on voit que cela implique que {p(=),y) = {z,p(y)},
¥Ya,y € E. Réciproquement si cette identité est satis-
faite, en remplagant y par p(y), on a :
{p(z),ply)} = (=,ply)}), Yo,y € E.
Figure 17

Al — s () =t —pp I = vl + Ipp(2))? -
2{v,pp(v)). Or v—prv) L pr(v), donc
{v = pr(v),pp(v)) =0, c'est-a-dire {v,pp(v)) = [lps(¥)|>.
Aussi d(v — ps())* = ol? —llpp (W)l 5
D’autre part, pour tout v' € F, d'»,v)? = |v —+'||2 =
l* + 1117 = 2 (v, 4"} = [l + ||’
- 2{pp(v),v") d'oir :

d(z, v")? — d{v, pp(W))* = V12 + Il () — {2 (v), v’) 0
=l —pp()lI* = d(+/. pp(v))

U—w‘

¢est-a-dire :

(v,v')? = d(v,pr(v))* + d(v', pr(v) )? Figure 18

{théoréme de Pythagore). Donc I IrelfF d{v, v') s'obtient
,ul'
pour ¥ = pp(v).

L pp(@) €EF,doncp(v) =are1+--+apep Imposer v—ppu € F+ (cf. extercice
16).
Soit {e1,:'-,en} la base orthonormée associde & {v1,-- ,vn} par le procédé
de Schmidt. On la construit en normant les vecteurs g = vy, — Pr,_, (vp), ol

Fy_y = Vect{v1, -, vr_1}, c'est-a-dire en normant les vecteurs
= Pyt g g} L (v)
2. d(msv Rafx]} = "m:& = Pryln) (xa}”
Pryial {(z?) = (:.,"3,51)&1 + {z%,e2) e + (ma,eg,) e3 ol {e1, €2, ea} est une base

orthonormée de Re[x], (par exemple la base obtenue de {1, z, z?} en appliquant
le procédé de Schmidt). On trouve :

(2 =h+ Iz + {23 ”2_1>‘“2_1—1 +Im+1(I — et —1)

P —-IS 43 "3 7z 3 4 s 3 .
=Niz=3z

Cn & donc :

Ip(®) — 2l =135 —2®|| = V812 — 61y + I5 = V6.

1. 11 suffit d'effectuer les caleuls.
2. G(v1,-,vp) = (dét A)2 > O et par conséquent G(vy,...,vp) = 0 si et seulement si
les vecteurs colonnes de A sont liés, c’est-d-dire {v1,...,vp} est une famille lice.
3. Notons zg la projection orthogonale de x sur F et - = x — 2p la projection
orthogonale sur F-. On a:
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G(mvell “'ie‘p)

(xrm} <.'.C,1.’1} e ($,‘Up}

{vi, 2} {v,m) o {mvp)

(g7} {vprm) o {opp)

flet 2 {zpwa) - {2F,vp) lzpl?  {zpw) - {zp.vp)

0 (vi,m} - {v1,vp) {vm,zr}  A{vr,v1y - {1, p)
= . + . . .

0 (o) o ) || pse) () e (omvn)

=d(z, F)? Gler,....ep) + G{zr, €1, ep) = d{z, F)? - Glei, ..., p)

puisque la famille {&F,v1,...,Up} est lide.

NQTA. Cette méthode permet d'éviter le calcul de la base orthonormée (cf. exercice 18},

HE
-

Se servir de l'exercice 36 du chapitre 3 et de 'isomorphisme § (cf. proposition 7.15).

Ona: {f(z), ¥ = {z, ()}, pour tous z,y € E. Sidonc x € Ker f, alors {z, f*(y)} =

0, pour tout y € B, c¢'est-3-dire ¢ € (Im f*)L-. Done Ker f C (Im f*)* et, en prenant
lorthogonal : Tm f* C {(Ker f)L. Vérifier ensuite que dimIm f* = dim(Ker f)*.
Pour la seconde égalité, remplacer f par f* et prendre 'orthogonal des deux membres.

Si f est 'endomorphisme associé & A dans la base canonique, la condition f*of =0

implique

[uy

0= {f*of(z)2 = (fl&), [(£)) ; donc : | f@)I° =0, Vze€E.

. Raisonner comme dans la démonstration de la proposition 7.16. Si 4 = M({ f) esiel

ot {e;} et {e}} sont des bases orthonormées de E et de &', on a: M(f")e:_ o = A

. Soit ztelque f*o f(z)=0. Ona:

0= {f*o flz),x}p = {f(x), flz)) g , do0 = =0.

La projection orthogonale de z € £/ sur Im [ est caractérisée par
p(z}) €lmf
{ z-plz) €(Imf)*

Or : pl{z) € Im [ équivaut & p{z) = f(u), avecu € F .

z —p({z) LIm f équivaut & : {z — f(u), f{z)} =0, Vo e E
c’est-a-dire & : <f"(z—f(u]),:c) =0, Yz € E etdoncd f*(z)— f*o flu) = 0;
doti: u=(f*o f)~lof (z). On en déduit I'expression de p.
b= £o) | = o= fo fT®) Il = b= p() || = d (b,Im ) (cf exercice 17). Done :

16~ Fwo) | =InL, 15— f(=)
a) At = {A* 4)~1A*. On trouve
-3 (3 3
b} Le systéme est compatible pour a = —2 et, dans ce cas, la solution est

(3

La. solution des moindres carrés est

i
At ~ i B-ea
zg = A (2)” ol —20414a

{Noter que pour a = —2, on retrouve la solution du cas compatible).
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Utiliser le fait que 4!Cof (4) = (dét A) J, pour toute matrice A, et que A'A =T s
A est orthogonale.

@ 1. Soit A= ||v1,...,%nlle;, {€i} étant la base canonique de BR”. Ona: A = Fe,,.
Soit {e!} la base orthonormée obtenue en appliquant le procédé de Schmidt & la
base {u:}, et Q:= P, _ .. D'aprés la proposition 7.24, Q € Of{n,R). On a:

A=Fe iy =Pe,-—»e Pe’i—w.; =QR

!
i
ot B = P _,, , qui est triangulaire supérieure (cf. démonstration du procédé de
Schmidt).

2. Le procédé de Schmidt appliqué 4 la base {v1, v2,v3} donne la base orthonormée
{e1,e5, €3} et

L[ 0 2 V2
Q=|le.ehetll=—=| v -1 V2

1
1 2v2 /3 1
R=Q A= QA= — 0 3 1 ).
6 0 0 2V3

selm(f —id)l <= (z,fly)-v =0, WEE
— {f*(x)sy}_(wsy}=0! V‘yEE .
= {{(f* —id){z),y) =0, VW€ E = x¢€Ker(f" —id)

Si (f —id)2 = 0 alors Im(f — id) C Ker(f —id), donc: Im{f —id) C Im{f - id)}*,
dloun: f—id=0.
A réflexion par rapport au plan d’équation z +y+ 2z =40.

1
5
B: rotation d’'angle ?ﬂ. autour de 'axe dirigé et orienté par le vecteur — ( )

1
1
ARV

B

1
27 1
' rotation d'angle 3 autour de 'axe dirigé et orienté par le vecteur —= —1]
-1

suivie d'une réflexion par rapport au plan d'équation x —y — 2z = 0.

Lg'=f"+f=y9

2. Utiliser le fait que g commute avec f.

3. ¥z €V, glz) = M, Qest-bedire (f + f* — A;id) (x) = 0, dodr :
(fPHfof" —Xh@)=0, VoeVi.

4. Pour M =2 @Q{X) = (X —1)2. Appliquer le résultat de l'exercice 26.

5. Méme démonstration.

6. Siw € V), était vecteur propre de f[x, = fx, . A devrait étre racine de Q(X) =
X2 —X; X +1, car ce polynéme annule fy, {cf. proposition 6.18 page 176). Ot f,
est orthogonale, donc ses seules valeurs propres sont +1let —1et Q(1) =2—-A; #
0, @Q(=1) =2+ \; # 0. W est de dimension 2 car v et f(v) ne sont pas liés,

7. 8Boit x € W, 2 = Av + pf(u). Puisque (f* — X; f + id) i, =0, f(z) = Af{v) +
2f2(0) = Af(v) + (i f(v) — v) € W. Donc W est stable par f.

B, fest orthogonale. DPautre part M(f}{v,f(u)} = ( ? _Al ) Doanc détf: 1.
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i0.

2.

4.

. Soit z € W, clest & dire {z,v} = 0 et {z, f(v}} = 0; il s’agit de montrer que

{flz), vy =0 et {f(x), f{v)} = 0. Puisque f est orthogonale, on a: {f{x), f(v)} =
(z,v) = 0. D'autre part, {f(=), v} = (f2(x), f(v)} ; utiliser le fait que (f% — A; F+
id) |v,, = 0.

Raisonner par réeurrence, en répétant, dans WL, la construction d’un sous-espace
de dimension 2 stable par f. On décompose ainsi chaque V), en des sous-espaces
stables de dimension 2 tels que les restrictions de f & chacun de ces sous-espaces
soient des rotations, Ecrire le matrice de f dans une base de F adaptée a la
décomposition en somme directe E = Va@V_ o PV, &-- BV, , ou chaque Vi,
est décomposé en somme directe de sous-espaces de dimension 2, en restriction
desquels f est une rotation.

Montrer par recurrence que si B, ..., Fr sont r sous-espaces vectoriels d’un es-
pace vectoriel £ de dimension n, alors :

dim{(Ain-.--nk) > 3 ,dmF —n(r—1).
En déduire l'inégalité en tenant compte du fait que
E{'n---nE C B

(a) Montrer que EY 1 est stable par o. Puisqu'il est de dimension 1, cela signi-
fie que c'est un espace propre. Or les valeurs propres d’une transformation
orthogonale sont nécessairement +1 ou -1. Done EfL = B¢,

On en déduit que E=E{ @ Ef’l E? @ E7, ; donc ¢ est dlagonahsable
FPour montrer que 0'2(:\:) = g pour tout %, décomposer = sur EY et 7.

(b} On vérifie facilement que &, ainsi définie est une réflexion. Réciproque-

ment, si ¢ est une réflexion, le projecteur (orthogonal) p_1 sur E7, est

(@)
P10 = e

part, si  =a1+2-1 avec 11 € Ef et 21 € E7,ona: e(@) =z —2_1.
D’ol I'expression de o.
{c) Prendre a =y — z.

(a) Soit y € H, c'est-a-dire {,z) =0 ponrtout z € 5. On a:

(F) e = G) ) = w2 =0
{z, )
1112
. — wh, .
yeEH :apf{y)=y-2 e b=ap(y).
La proprleté (P) est vraie pour ## = 1, ear dans ce cas O(E) = {id, & = —id},
et id = ¢9. Supposons la propriété vraie jusqu'a 'ordre n — 1 et soit §f =
fla. DY aplés I'hypothése de récurrence, on peut écrire f = dp 00T,
avecr <n—1 et by,....b € H. Or o3, (2) = 2,donc f =03, 0+ 00,
car les deux membres sont égaux sur H et sur Vect{z}.
{c) og. échange z et f(z) (cf. 2.{c)), donc : gq 0 f{z) = 2.
Ainsi 'application gs 0 f est une application orthogonale dont P'espace propre
correspondant & -1 n’est pas réduit 3 {0}. En utilisant le résultat de 3.(b},
on peut écrirg 0, 0 f =04, 0. Oap, avec r <n—1,d'oh

a, ol @ est un vecteur propre correspondant & —1. D’autre

(b) On a gp(z) = 2 —2 b pour tout x € E. En particulier, pour tout

f:a’aoaalo-noar,

f est donc le produit de r 4+ 1 < n réflexions.

1
z=| 1 | € Bff. On est donc dans le cas 3.(b) et A est produit d’au plus deux
1
1
réflexions oy, 03, Prendre & € 27, par exemple b = —1 ]. D’aprés 2.(b) :

]
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0 1 0
M@y=| 1 0 0 ].
00 1

Puisque A=opoop,, ma: op, =cp A=

L

——
|

[0 S B

|

= D B
|

[ S

e’

1. Utiliser la formule (*}, page 246.
2. On voit facilement que e; +e; L e; —e; done {f{e; + &5}, fle; — e;3)} =0, doir:
Il F{eidll = N f(e;)|l. Notons g eette valeur commune.
n i
3. Soit x = ng e; un vecteur quelconque de E. On a : ||z)2 = fo et
i=1

i=1

T
IFiz)? = w? E:ﬂ? Conclure.
i=1

1. 8i 2/ =0 la relation est triviale.
Soit z* #0; le vecteur ¥ Az = A A%’ appactient au plan 7 = Veet{A}" et il
est orthogonal & 2’ et de méme norme que z'. De plus la base {z, i Az'} dew
est orientée positivement par orientation induite par 7.
o
2.8 #A=|5h favec a® + b2 +c2=1) ona:
c
cosd+a?(l —cosd) —csind + ab{l — cos8)  bsind + ac(l — cos 8)
M(fle, = | c¢sinf+ab(l — cosf) cos 6+ b%(1 —cos@) —asing + be(l —cos )
—bsin@ 4+ ac{l —cos¥) asingd + be(l — cosB) coa 8 + c3(1 — cos )
Suppasans f € SO(E). Si = et y sont liés la relation est triviale.
51 z et y sont indépendants, alors (x, ¥,z A y) est une base directe. Puisque f € SO(E),

{f(z), fly), F(x Ay)) est aussi une base directe. Par ailleurs f conserve Porthogonalité,
done flzay) L Vect {f{z), f(y)} (puisque xz Ay L Vect {z, y}). Aussi, existe-t-il A € R

tel que :
flary) = Afz) A fy)
En utilisant l'identité de Lagrange et le fait que f € SO(E), montrer que
15 AI? = NI F () A F@)IP
d'odt |A| = 1. D'autre part
dét || f(z), f(¥), flz Ayl = (dét f) - dét ||z, y, 2 Ayll = dét |z, y,x Ayl >0

ef

dét || fiw), F(w), Flz Al = X - dét | £(=), £(3), F(=) A fl
d'o1 A=1.
Réciproquement, supposons que f conserve le produit vectoriel et soit (e;) une b.o.n.
directe. Il s'agit de montrer que (f(e;)) est aussi une b.o.n. directe.
On a: fles) = flea Aez) = fler) A flez), done fles) L Vect {f(e1), f(e2)}. En
calculant de méme f{e1) et f{ez), on voit que la famille { f{e;)) est une famille ortho-
gonale. D’autre part, f(ea) = f{e1) A flez), d'oir : ||f(ez)ll = || f(ex)ll | f{=2)(] {utiliser
P'identité de Lagrange). En échangeant le réle des e;, montrer que les vecteurs f(e;)
sont de norme 1.

0 0 8

1 ! 1 ! 1 {1
P = lu,v,wl, u:E _; , U=E _(1) , w=ﬁ }

Projection orthogonale sur le plan Vect{v, w} suivie d'une homothétie de rapport 6.

a 00
SpfA={0,66} A =pP-lAP=|(0 6 0], avec:
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1
Ona Tr(*A4) = E a?j‘ Puisque A est symétrique, il existe P orthogonale telle que
i,5=1

A1 0
Az
A =PAP =
0 An

n T
DX =Tr(*A'A") = W(PAP)(*PAP) = Tr' AA =) " al;.
=1

i=]

Mountrer que f conserve l'orthogonalité de B si et seulement si B est une base orthogo-
nale de vecteurs propres de f* o f. Utiliser ensuite le fait que f* o f est autoadjoint.

On munit My (R) du produit scalaire canonique (cf. page 222) ; montrer d'abord que
pour toutes matrices A, B, H € Mup(R), on a:
(HA,B) = {A,'HB)
(AH, By = (A, B*H)

A 1'aide de ces relations, montrer que s est autoadjoint.

1. Soit Sp’p = {A1, ..., An}. Si {e;} est une base orthonormé de vecteurs propres de
2, on définit ¢ par :
VA1 a
Mio)e;, = {1
0 Vi
D’autre part o est unique, parce que si ¢ est un endomorphisme autoadjoint
et défini positif tel que p = o2, en considérant une base orthonormée {e;} de

vecteurs propres de o, on voit immédiatement que cette base est aussi une base
de vecteurs propres de 2 et que M (o)., a nécessairement 'expression (1).

2 {f*o fi* = f*aof, donc f* o f est autoadjoint. D’autre part si v est vecteur
propre pour la valeur propre A, on a :
(fr o flu)yv) = {flu), fluly = {f o f(w), ¥} = A {w, v}
donc A = 0 et, puisque [ est bijectif, A > (.
3. {u(z),uly)) = (foo t(x), foo ™ (y)) = (frefoo Ma)o  y))
= {o{@), 07 y)) = {mooo y)) = {z,9)
« est donc orthogonal. Aussi f = wo g, avec u orthogonal et o est défini positif.

Pour montrer 'unicité, on suppose que f = # o, avec u orthogonal et ¢ autoad-
joint défini positif. Ona ¢ = w* o f, et u* ¢ f = f* ou, car ¢ est auwtoadjoint.
Montrer que o2 = f* o f et en déduire Punicité de o, en tenant compte de 1.
Puisque f est bijectif, o est bijectif. En déduire 'unicité de .
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Chapitre 8

Espaces hermitiens

8.1 Formes hermitiennes. Produit scalaire hermitien

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’établir, dans le cadre des espaces vectoriels com-
plexes, une théorie analogue & celle du produit scalaire ! 11 ne s'agit pas d'une généralisation
gratuite : les notions que nous intreduirens interviennent en des nombreuses branches des
mathématiques et de la physique mathématique, par exemple en théorie quantique des
champs. D’ofl leur importance.

1. Formes hermitiennes

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur €. Pour définir ’analogue du produit
scalaire sur E, on serait tenté de considérer la forme bilinéaire symétrique

s: ExE— C
(g} +— @11+ +Enin

(=31 @ies, ¥ = 2 ey Yi€s, {€i} base de E). Cependant la propriété spécifigue
du produit scalaire, & savoir que s est définie positive, n'est pas satisfaite. Ceci pour
deux raisons :

- d’abord parce qu’il n’a pas de sens de dire que s(z,z} > 0; (s(z,z) est un nombre
complexe) ;

- d’autre part parce que si s(z,z) = z% +--- + x2 est nul cela n'implique pas que
=1

Considérons, en revanche, application

§: ExE — C

(=) — Friy1+ - +Fnin

On aura :
fz,z) = |1 |? 4+ 2]’

1On trouvera en Appendice A.13 une table de correspondance entre les définitions concernant les
espaces euclidiens et la théorie que nous allons développer. Il est conseillé de se rapporter i cette
table pour se familiariser avec la terminologie.

273
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et dans ce cas on & bien :
dr,2)>0,VzeE e s§(z,2)=0=2z=0

C'est pourquoi pour les espaces vectoriels complexes on utilise, comme analogue dy
produit scalaire, I’application s plutdt que s.
Cependant, ¢’ n’est pas bilinéaire; on a, en effet, Vz,y,2 € E, YA € K :

sz+y,2)= &'(x,2)+ 5y, z2)
slz,y+2)= &xy) +5(x2)
s'(z, M) = As'(z,y)

mais :
s'(hx,y) = As'(z,y)-

(on dit que 5’ est antilinéaire €n z.)
De plus s’ n'est pas symétrique, mais vérifie la propriété suivante :

s'(z,y) = o'y, @)
Cette propriété est dite symétrie hermitienne.

Définition 8.1 - Soit E' un espace vectoriel su C. On appelle forme hermitienne une
application
h:ExE—C

antilinéaire dans le premier argument, linéaire dans le second argument ? et ¢ syméirie
hermitienne, c’est-dg-dire telle que, Yo, y,2 € E, YA€ K :

a) hiz+y,2) = hiz,z2)+h(y,2)
8) hizy+z) = hiz,y)+h{z,2)
¢ Rz Ay) = Ah(zy)
Q) hzy) = Xh(zy)

) hizy) = hiye).

2. Produit scalaire hermitien

Les formes hermitiennes jouent le méme réle que les formes bilinéaires symétriques
du chapitre précédent. Notons, en effet, que si A est une forme hermitienne, on a, en
vertu de la propriété e} :

hiz,z) cR, Vz cE. (%}

On peut donc parler de «forme hermitienne définie positive» : une forme hermitienne
h est dite définie positive si :

hiz,2} z0,Vzc E et h(z,z)=0 <= z=0.

2Une telle application, antilinéaire dans le premier argument et linéaire dans le second argument,
est dite sesquilinéaire (terme qui vient du grec et signifie : & moitié linéaire)
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Définition 8.2 - Soit E un espace vectoriel sur C. On appelle produit scalaire hermi-
sen une forme hermitienne

{{Y: ExE— C
{zy) — (x|

définie positive. En d’autres termes, (| } vérifie les propriétés suivantes :

a) ztylzy= (2|2} +{y|2
b) Zly+2y= (zly)+{z|2)
¢) lagy= Azly
d) Az|yy= Adz|w
€) (zly)= =

et

f) {(zlzy 20, V2 € E et {z|z)=0=z=0

Un espace vectoriel de dimension finie sur C muni d’'un produit scalaire hermitien est
dit espace hermitien.

REMARQUE. — Un espace vectorie! complexe E non nécessairement de dimension finie, muni d'un
produit scalaire hermitien est dit préhilbertien complexe. De m&me un espace vectoriel réel, non
nécessairement de dimension finie, muni d'un produit scaleire est dit préhilbertien réel. Ainsi les
espaces préhilbertiens de dimension finie sont les espaces hermitiens et euclidiens. Le préfixe “pré"
devant [’adjectif *hilbertien™ tient au fait que l'on réserve le nom d’'espace hilbertien aux espaces
préhilbertiens qui sont complets {c'est-a-dire : toute suite de Cauchy converge) pour la norme que
nous allons définir. On démontre que tout espace préhilbertien de dimension finie (c'est-a-dire
tout espace euclidien ou hermitien) est complet.

Ezemple | - E=C" avec {|} défini par :

Ely) =Tign+ o + Tt oit: = {21, , %), ¥ = (¥1. "\ Yn)

Le produit scalaire hermitien ainsi défini est dit. produif scalaire hermitien canonique.
Comme pour les espaces euclidiens (cf. corollaire 7.7), nous verrons que si E est un espace
hermitien, moyennant le choix d’une base, on peut identifier £ & C™ muni dun produit
scalaire hermitien canonique. En d’autres termes il s’agit, & un changement de base prés,
du seul exemple d’espace hermitien

Ezemple 2 - Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n et {e;} une base de
E. On définit alors un produit scalaire hermitien sur E, en posant, :

(xr?)‘}e‘; =Tit - +Tayn

pour x =3 i, Tiei, ¥ = 2oy Ve {2]y) o, €8t dit produit scalaire hermitien associé
¢ la base {e;} .

Ezxemple 3 — Soient a et b deux applications continues de [0, 1] dans E. On pose :

/ﬂl [a($)+ib(m)]dm = -/Ula(x)d$+ifolb(x)dx
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On considére I'espace vectoriel : E = {f : [0,1] — C, continues }. Il est facile de voj,
que l'application h : B x E — C définie par :

h(f,q) = ] 7@ g(z) dz

est une forme hermitienne définie positive. La vérification est laissée en exercice.

Comme nous allons le voir, tous les résultats sur les espaces euclidiens se transportent
sans difficultés aux espaces hermitiens.

3. Réduction de Gauss

Soit A une forme hermitienne sur un espace vectoriel (complexe) E de dimension
finie et soit {e;} une base de E. Puisque k est anti-linéaire dans le premier argument
et linéaire dans le second, on a, pour z = 2:;1333;35 et y = E?=1yjej :

n n
h(xay) =h (Zmiei ) Zyjej z T yj 81,83)
i=1 i=1

ij=1

Les h(e;, e;) sont des éléments de C. 5i on note a;; := h(e;, €;), 'expression de A dans
la base {e;} est :

hz,y) = Z a4 Fs Y5

i,5=1

c’est-a-dire b est du type :
Mz, y)=enZTiyi + o281+ + 6 E Y+ + 0nnEntn
Ainsi, par exemple :
flay)=m1p+(1-3i)T2p ~5iTam + T

est anti-linéaire dans le premier argument et lindaire dans le second.

La vérification de la symétrie hermitienne est tout aussi facile : le fait que la valeur de
h(z,y) change en sa conjuguée lorsqu’on échange les réles de z et y, équivaut, bien
entendu, a

fhig = @ji

c’est-a-dire le coefficient de Z;y; doit étre égal au conjugué de celui de T y;. Ainsi,
par exemple, Pexpression f(z,y} ci-dessus n'est pas une forme hermitienne, alors
que :

hlz,y)= Tipn+5Faya +4Tays — i Tagp +iZaym + (3 +2¢) Tay
+B-2)Tay + (1 +4)Tays + (1 —4) T30

est hermitienne.
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Pour reconnaitre si une forme hermitienne est définie positive, on peut adapter sans
difficultés la méthode de Gauss. Voici comment procéde-t-on.
Notons tout d’abord que, comme il en est pour .e formes bilinéaires, une forme her-
mitienne A est connue si application §: £ — R définie par

§(a) = h(z,z)
est connue. Par exemple, soit
Rlz,y}=Zipn+5Z2pn+ 3+ Ty + (3 ) T2y,

on a
6(33) = |$1|2+5|$2|2+ (3+3)fl zz + (3—1)521‘1.

Pour revenir 4 h{z,y) i suffire de remplacer les z; par le y; (cf. aussi exercice 3).

Notons que, comme dans le cas euclidien, si k& est définie positive tous les coeflicients
des termes {z;]? dans § (z) sont strictement positifs (car ces coefficients sont les valeurs
de h{e:,e;)). Ainsi, si dans §(x) il n’y a pas de carrés de modules, k n’est pas un
produit scalaire hermitien. Supposons donc que §{z) contient un terme en |z;|? et,
pour sitnplifier, raisonnons sur un exemple {le cas général se traite d’'une maniére
analogue).

Soit h la forme hermitienne sur C* définie dans la base canonique {e:} par :
§(z) = |.1|."1|2 +5 |x2|2 +3 fx3|2 + 21T 22 -2i21 T2 +4T2 23 — 42203

On choisit un terme en |x;|? {par exemple [71|%) et on cherche le coefficient de F; (ici :
T 4 2’.‘::.,"2).
On éerit :

d(x) = |1 + 21 z2* + terraes correctifs
Dans les termes correctifs il n'y a ni F; ni z;, comme on le vérifie facilement. On itére
ensuite le procédé. Dans notre cas :

gz} =|z; +2iw2|2 —4|2’,‘2|2 '|—5|.f|."2|‘2 +3|$(.‘3‘2 +iT2xa — iE3T2
= |:L‘1 +23'.’£2|2 + r$2|2 -|—3|$3|"2 +iTz s — iT3 X2
=le1 + 2iza|? + 122 +izs|®—|zs P3|z P = |21 + 24 3P e 4t )P+ 2 s

On voit immédiatement que §{z) > 0, ¥z € C*, et que §(z) = O si et seulement si = 0.
h est donc définie positive.

Exercices 1. 2. 3. 4. 5.

8.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz. Norme

Soit (E,{]}) un espace vectoriel complexe (non nécessairement de dimension finie)
muni d'un produit scalaire hermitien. On pose

lzll:= izl
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Inégalité de Cauchy-Schwarz . 8.3 -
Soit E préhibertien. Alors pour tous x,y € E :

[l f<lzltyl

Végalité ayant lieu si et seulement st x et y sont [iés.

Démonstration : Si {z|y) = 0 l'inégalité est évidente.
Supposons {z |y} # 0 (en particulier, ¥ # 0). Pour tout A€ Con a :

0L E+HAaylz+ry =llz P +X wla) + Mzly) + PPy |)?
=l +X{=[y) +Ar{ziy) + APy |?

T
Ceci étant vrai pour tout A € C, posons A = p | |y ,avec pn € R,

x|y

On aura : :
o<z +2p izl +utlly > VeeR

Puisque y # 0, le second membre est un trinéme en  ; son discriminant est done < Q,
c’est-a-dire :
zlwP<lzIPyl®> Vayek

Si x+Ay =0 on al'égalité, dans cette expression (il suffit de remplacer x par —Ay).
Réciprogquement ’égalité implique l’existence d’une racine g dans le trinéme et done
dun AeCtelquexz+Ay=0. O

L'inégalité de Cauchy-Schwartz permet de montrer que tout espace préhilbertien est
un espace vectoriel normé :

Proposition 8.4 - L'application : | ||: E — R* définie par || z {|= /{z|z) est
une norme sur E, c¢’est-d-dire elle vérifie :
Lz]|>20 e |z||=0=z=0;
A rzll=1A =], YAieC,Vze E;
S lletyll<tzl+lyl, Vzyek
De plus Uégalité a lieu si ef seulement st il existe \€ R, A >0 fel que y = Az
fouw z = Ay).

Démonstration : 1l suffira de démontrer 3., car 1. et 2. dérivent immédiatement de
la définition du produit scalaire hermitien.
On a, en notant Re z la partie réelle de z € C :

fz+yl? = @+ylz+y) =l +@le+ v+ 1y [?
=llz|? +2Relz )+ yl® < f=* +2{ &)+ 1y I?
SlalP+2tz iyl + Ny I*= U=+ 0y ID?
dot: flet+yl<(zl+Hyl-

81 y= Az avec ) € Ry, on I’égalité. Réciproquement si on a 1'égalité, en remontant
les calculs on trouve :
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— d’'une part que x et ¥ sont colinéaires en vertu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz;
done, si, par exemple x £ 0, y = Az avec A € C;

— d’autre part que Re{z|y) =|{{x|y}|

Puisque {z |y} = {z|Az) = A z|}% on aura Re{z|y) = |{z|y)| si et seulement

gi ReA=|Al, c'est-b-dire si et seulement si A€ R et A>0. O

Exercice 6.

8.3 Matrices hermitiennes

Comme il en est des formes bilinéaires, il est utile de représenter les formes hermiti-
ennes par des matrices.

Soit E un espace vectoriel de dimension finiensur Cet h : E x E — C une forme
hermitienne. Si {e;} est une base de Eet = =5 wie;, y =, y;€;, 0n a:

h(z, vy =3 Tiy; bles, €;)
(cf. page 276). h est donc déterminée par la connaissance des valeurs h(e;, e;) sur
une base.

Définition 8.5 - Soient h une forme hermitienne sur E, et {e;} une base de E. On
appelle matrice de h dans lo base {e;} la matrice :

hier,e1) hler,ea) -+ hler,e,)
M), — | RGO o
hie,, e1) <o hien,en)
:(h(eg, Bj))
1 1
iéme jéme
ligne colonne

Ainsi 'élément de la i*™¢ ligne et j*™¢ colonne est le coefficient de Z; y;.

Bxemple - Soit h la forme hermitienne sur €* qui dans la base canonique {e;} est
représentée par :

Rz,y)= Taign +5T2 +4Tcym — 1Ty +iTen + (3 +24)Fr v
+8-20)}Tayp + {1+ ) Feys + (1 — £} Ta e )

1 - 3+2i
M(h)e, = i 5 144

3-2¢ 1-id 4

Ona:

Notons que la matrice H d’une forme hermitienne vérifie la propriété *H = H. On
pose done la définition suivante :

Définition 8.6 - Une matrice H € My (C) est dite hermitienne si : 'H = H,
En particulier les matrices symétrigues réelles sont les matrices hermitienines réelles.

Les matrices hermitiennes sont donc les matrices qui représentent les formes hermiti-
ennes.
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REMARQUE. -
1. Les éléments de la diagonale d’une matrice hermitienne sont des réels.
2. Nous allons voir (cf. théoréme 8.16 et proposition 8.19) que, tout comme pour les matrices
symétriques réelles {cf. théoréme 7.38 et proposition 7.39) :

- les matrices hermitiennes sont dicgonalisables dans R |

- une forme hermitienne définit un produit scalaire hermitien si et seulement si la matrice quj
la représente dans une base quelconque — qui est justement une matrice hermitienne
a toutes ses valeurs propres strictement pogitives.

Soient k une forme hermitienne sur E, {e;} une base, et

H=MMh)e,, X =M@z, Y=Mye (z,y € E)

WMz, y)=*XHY

Changement de base

Soit h une forme hermitienne, H = M (h),,, {€;} une nouvelle base et P = Peie
la matrice de passage. Si X’ et Y’ sont les matrices de z et i dans la base {e]}, ona:

X' =P'X et Y =Py
En notant H'= M(h).;,ona:
BN L ="X 1Y,
D’autre part ;
hlz,y)='XHY = *(PXYHPY' = t'X(*PHP)Y
pour tous X,Y € M, 1(C), d’olr:

H' =tPHP

Exercice 7,

8.4 Bases orthonormées. Orthogonalité

Les résultats sur l'orthogonalité dans les espaces euclidiens se transportent facilement
au cas hermitien.

Définition 8.7 - Soit (E, { | )} un espace hermitien. Une base {e;} est dite ortho-
gonale st {e; |e;) =0 pour i # j. Elle est dite orthonormée si (e¢;|e;) = dyj.

11 est clair que {e;} est une base orthogonale si et seulement si :

a1 0 e 0

MO e =] : (a: € R)
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ol encore ; n
@) =ar|z]* + -+ an |22 { ol m:Za:ge?;)
i=1

De méme, {e,-} est une base orthonormée si et seulement si :

1 0 0
g 1
M(( | ))es = |
-, 0
0 0 1

ou encore :
gz) =tz 4 tleal? (obiz =L we).

Théoréme 8.8 — Sur fout espace hermitien il eviste des bases orthonormées.
En particulier touf espace hermilien est isomorphe & C™ muni du produit scalaire
hermitien canonigue.

La démonstration est la méme que dans le cas euclidien {cf. théoréme 7.6 page 228}.

Notons que si X et Y sont les matrices qui représentent dans une base orthonormée les vecteurs

T, Y, 0na:
{zly) = XY

Les procédés d’orthonormalisation de Schmidt s’adapte facilement au cas hermitien,
permettant d’associer & toute base une base orthonormée d’une fagon cancnique.

Comme dans le cas euclidien on pose :
Définition 8.9 - Soit ACE, Onnote : At ={z €| {z]a)=0, Vaec E}.

AL est un sous-espace vectoriel de E, dit orthogonal de A.

NOTA — A cause de la symétrie hermitienne, AL est aussi I'ensemble
{z € E|{a]z) =D, Yac€ E}.
Proposition 8.10 — Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel hermitien
E. Alors :
1. dim E = dim F + dim F+
2. E=FgFt
8 Fli-F

Ces propriétés se démontrent comme les propriétés 7.14 page 236.

Exercices 8. 9.
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8.5 Endomorphisme adjoint

Proposition 8.11 Soit E un espace hermitien et f € End (E). I existe un et yp
seul endomorphisme f* de E tel que

(fl@)fy) = (=|/"w), VYzmycE

f* est dit adjoint de f. Si {e;} est une base orthonormée et A = M(f).,, alors I
matrice A* = M(f*),, est: A*="*A.

Démonstration : La démonstration est la méme que dans le cas euclidien {cf. proposition
7.16). Soit {e;} une base orthonormée de E et notons

A:M(f)ei} A*=M(f*)3n X=M($)g£, Y=M(y)\‘3£
Puisque la base {e;} est orthonormée, l'identité de I'énoncé s'éerit :
'AX)Y = 'XA'Y, YX, Y € Mua(R)

ce qui est équivalent & *A = A* Ceci montre que A (donc f*) est unique.
Réciproquement, si on définit f* € End (E) par M(f*) = *A, on voit, en remontant les
caleuls, que f* vérifie I'identité de I"énoncé. [

On a les propriétés suivantes, qui se démontrent immédiatement dans une base or-
thonormeée, compte tenu du fait que dans une base orthonormée A* = t 4.

Proposition 8,12 - Pour tout endomorphisme f et pour tout scalaire A\, on o ;
a) fr=f, (idr=id
b)) (f+er=5+g, (M) =2f, (fog)=gof
c) mwfr=11gf, dét f* = dét f

NOTA. — Le résultat ci-dessus (8.11) justifie la notation habituelle pour A € M () :
A* = t4d

La matrice A* est dite adjointe de A.
Exercice 10.

8.6 Groupe unitaire

Le but de ce paragraphe est d’étudier les endomorphismes qui conservent le produit
scalaire hermitien. Il s’agit donc de 'analogue, dans le cas complexe, des transforma-
tions orthogonales.

Proposition 8.13 - Soit (E, {|}) un espace hermitien et f un endomorphisme de
E. Les proprictés suivantes sont équivalentes ;

L&) =1z, VecB;
2. {fx)|fly)y = (= |y) , Va,y e E;
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3. 8i {e;} est une base orthonormée de E et A = M(f).,, alors : *AA =1 (oy,
d'une maniére équivalente : A*A=1).
U/n endomorphisme gut vérifie ces propriétés est dit unilaire.
La démonstration est analogue & celle de la proposition 7.19.

otons que f est unitaire si et seulement 51 f* o f = id, ou, d'une maniére équivalente :
¥ ¥ q

fof*=id.

Définition 8.14 - Une matrice A € M,(C) vérifiant *AA =1 (ou d'une maniére
équivalente A*A =1 ) est dite unitaire. L'ensemble des matrices unitaires est un
groupe dif groupe unitaire, noté U(n,C) :

Un,Cl:={Ae M,(C)|*AA =1}
Les matrices unitaires sont les matrices qui représentent dans une base orthonormée les
transformations unitaires d’un espace hermitien. Il s’agit donc de 1'analogue, dans le

cas complexe des matrices orthogonales et, plus précisément, les matrices orthogonales
sont les matrices unitaires réelles :

O (n,R) = U(n,C) N M, (R).

Si A€ U(n,C), puisque *tAA=Tona: |dét A[* =1, donc:

{dét A} =1.
Les matrices unitaires de déterminant égal &4 1 forment un sous-groupe de U{n,C),
dit groupe spéeial unitaire, noté SU (n, C) :

SU(n,C) :={A€U(n,C)|dét A=1}.
Les matrices spéciales unitaires sont donc 'analogue, dans le cas complexe des matri-
ces spéciales orthogonales et, plus précisément :
SO (n,R) = SU (n,C) N M, (R).

Comme dans le cas euclidien (cf. proposition 7.21 page 240 et proposition 7.24 page
241) on voit facilement que :

1. Les endomorphismes unitaires sont les endomorphismes gqui transforment les
bases orthonormées en bases orthonormées.

2. La matrice de passage d'une base orthonormée ¢ une base orthonormée est uni-
taire.

Exemple 1 - Soit la matrice :

AL N 0

Ona “AA=1T;donc A est unitaire : A € U(n,C). D’autre part :
dét A = gitwrtwatten)

done A€ 8U(n,C) = 1+ w2+ -+ pn = 2km.
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Eremple 2 - Détermination de SU(2,C).

a ¢

. A
b d)EMz(C), an a: A—(
La conditien ‘A A = I est équivalente au systéme
0y aB+bb =1
(I1) ct+dd =1
(I11) ge+bd =10
La condition dét A =1 donne I’équation supplémentaire

(IV)  ad—be=1

o Bl
gl ol
S

Soit A= (

D’autre part : B
D-(IV) = a@-dy+bb+c)=0.
1l existe done X € € tel que

a—d=Ab e bt+ec=-Aia

c’est-a-dire :
d= @Z-Ab
e=—b-Xa
En reportant dans (III) :
—dfaa@+ bE) =
d’on, d'aprés (I} : A =0et
i =1n c——b

Donc A s’écrit :
a b
A:( = _), avec la]® + B> =1
-b @
(on vérifie facilement la réciproque}. En posant a = m e et b=pre™ ona

la? + 5P =1+ pi+p5=1.

Il existe donc a € R tel gue p1 = cosa et ps = —sino
On a ainsi :
cosxe?  —sineet®
AeSU(2,C)le= A=
sincee ™ cosxe ¥

A dépend donc de trois parametres réels : a, @, . Pour 8 =0 et ¢ =0 on retrouve les
matrices de SO(2,R).

REMARQUE. — Les valeurs propres d'une matrice unitaire sont toules de module 1.
En particulier, les valeurs propres d'une matrice orthogonale, considérée comme matrice
de M, (C), sont des complexes de module 1.

En effet, soit f 'endomorphisme unitaire de C™ qui dans la base cancnique est représenté
par la matrice unitaire 4. On a: || f(z) [|=]| = ||, ¥z € C*. 8i f(z} = dz avec z # 0,
alors :

ITAzll=llzll dou: Allzli=ll=z| etdonc [A=1.

Exercices 11. 12,
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8.7 Diagonalisation des endomorphismes autoadjoints
d’un espace hermitien - Endomorphismes normaux

Définition 8.15 - Un endomorphisme f d’un espace hermitien est dit autoadjoint,
ot ausst hermitien, si : f* = f, c’est-g-dire si :

(fl@)|wy = (&l f(®), Vmyekb.

Si {e;} est une base orthonormée et A =M (f)e,, f est autoadjoint si et seulement si
t’A = A, c’est-a-dire :
f est autoadjoint si et seulement si lo matrice qui le représente dans une base or-
thonormée est hermilienne.

Le théoréme suivant qui affirme que tout automorphisme autoadjoint {(donc toute
matrice hermitienne) est diagonalisable dans R, est la généralisation du théoréme
7.38 page 2562 :

Théoréme 8,16 - Soit f un endomorphisme aufoadjoint d’un espace hermatien.

1. Les valeurs propres de f sont toufes réelles,

2, f est diagonalisable.

2. Les sous-espaces propres de f soni deux & deux orthogonaur (on peut donc
construire une base orthonormée de vecteurs propres en choisissant une base
orthonormée dans chagque espace propre).

NOTA - En termes de matrices ce théoréme peut aussi s’énoncer ainsi {cf. théoréme
7.38%) :
Théoréme 8.16°

Toute matrice hermitienne est diagonalisable dans R et les espaces propres soni
deuz & deuz orthogonaur pour le produit scalaire hermitien canonique de cn,
@ly) = Tapn+ o+ Fnyn -
Ou encore, compte tenu du fait que la matrice de passage d’une base orthonormée
(la hase canonique de C™) & une base orthonorroée (la base orthonormeée de vecteurs
propres) est unitaire (cf. théoréme 7.38”) :

Théoreme 8.16”

Soit A une matrice hermitienne. Il eziste alors une matrice unitaire U, telle que
la matrice A’ =t U AU soit diagonale réelle.

Notons que les théorémes 8.16, 8.16’ et 8.16” sont trois maniéres différentes d’énoncer

le méme théoréme

Démeonstration : 11 est facile de vérifier que les valeurs propres d’un endomorphisme
autoadjoint sont toutes réelles. Soit « # 0 tel que f(z) =Az. Ona:

(fl@)fz)= Ozlz) = X =]
(f(=)|3) = (@] fl@) = (z|xz} = A= |

et d'autre part :

dlolt: A= A.
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2. et 3. viennent du théoréme suivant, beaucoup plus général, concernant ce que I’gp
appelle les endormophismes «normaux».

Définition 8.17 - Un endomorphisme [ d'un espace hermitien est dif normal i ;
ffof=fof*
Une matrice A € Mn(C) est dite normale si : ' AA = A'A

Il est clair que les matrices normales sont les matrices qui représentent les endomor-
phismes normaux dans une base erthonormée.
En particulier sont normales :
les matrices syméfriques réelles,
les matrices antisymétrigues réelles,
les matrices hermitiennes,
les mactrices orthogonales,
les matrices unitaires,
mais aussi d’autres matrices, comme par exemple :

()

REMARQUE. — — La propriété f*of = fo f* est équivalente &
(fledlFy)) = (@ (w)}y, Yz,ye R

Le théoréme suivant affirme que tout endomorphisme normal (et done toute matrice
normale) est diagonalisable (les valeurs propres, sauf dans le cas hermitien, ne sont
pas forcement réelles).

Théoréme B.18 - Soit [ un endomorphisme normal d’un espace hermitien.
Alors f est diagonalisable et les sous-espaces propres sont deur d deuz orthogonauz (en
particulier on peut construire une base orthonormée de vecteurs propres en prenant
une base orthonormée dans chague espace propre).

Ou, en termes de matrices :
Toute matrice normale est diagonalisable dans C et les espaces propres sont deuzr &
deuz orthogonauz pour le produit scalaive hermitien canonique de C™.

COu encore :

Soit A une matrice normale. Il existe alors une matrice unitaire U, telle que la matrice
A" =t IJ AU soit diagonale (non nécessairement réelie).

Démonstration ; Par récurrence sur n = dim E.

Pour n = 1 il n’y a rien & démontrer. Supposons le théoréme vrai jusqu’a 'ordre n —1
et montrons qu'il est vrai & 'ordre n.

Soit A une valeur propre, Ky 'espace propre correspondant; on a :

E=E,®E;f

Notons que dimEy <n—1.

La démonstration suit les étapes de la démonstration du théoréme 7.38. On montre
d’abord que Ej' est stable par f, puis que la restriction de f & Ej est un endomor-
phisme normal.
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a) E3 est stable par f.
Notons d'abord que E est stable par f*. En effet, soit ¢ € E). Ona: fo f*(z} =
f*o f(z) = Af*(z), ce qui montre que f*(z) € E).
Soit maintenant y € E3+. On a, pour tout z € E) :

(fy)lz) = (&1 f*(y)) =0, puisquzy € By et f*(z) € Ex;
ce qui veut dire que f(y} € By et que donc E5- est stable par f.

b) La restriction de f 3 B3 est un endomorphisme normal,
Notons tout d’abord que Ej est stable par f*. En effet, soit ¢ € E ; pour tout
ye Ey,ona:
(Fe)y) = &l fly) = A zfy) =0;
ce qui montre que f*(z) € Ei- et que donc El‘ est stable par f*.

Considérons maintenant 'identité {(f{x){f(y )y = (f*(@}| f*(y)) (cf. remarque
page 286). Puisque, comme on vient de le voir, Ej‘ est stable par f et par f*, on

a:
@), = (F@I @), YoyeEf
A by
ce qui montre que que la restriction de f a E,\l est normale.

Le théoréme se démontre maintenant facilement, I étant de dimension < n—1, la re-
striction f de f & Ey- est diagonalisable, d’aprés 'hypothese de récurrence. Done, Ef
est somme divecte de sous-espaces propres de f qui sont, toujours d’apres ’hypothese
de récurrence, deux a deux orthogonaux. Comme les sous-espaces propres de f sont
des sous-espaces propres de f, et, par ailleurs, E = E, ® Ey-, il est clair que E est
somme directe de sous-espaces propres deux a ceux orthogonaux. Le théoréme est
démontré. O

Le théoréme 8.16 permet de démontrer un résultat analogue a celui de 7.39 page 2564 :

Proposition 8.19 - Soit & une forme hermitienne sur un espace vectoriel de di-
mension finie sur C, {e;} une base de E et H = M (h),,. Alors h définit un produit
scalaire hermitien si et seulement si la matrice H a toutes ses waleurs propres stricte-
ment positives.

La démonstration est analogue & celle de la proposition 7.39 et elle est laissée en
exercice.

Exercices 13. 14. 15.186.

EXERCICES

Vérifier que les applications suivantes sont antilinéaires :

a) f: C — © B) fiMap(C)— C_
(®1,22,23) " T1+2Tp — T3 A T TA
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IZ' Les applications suivantes sont-elles des formes hermitiennes 7
a) hy : ©3 x €% - C définie par :

hi(z,y)= T +3T2yw+2iT3y+ (2+H3)T1 e+ (2-80)Fayn
+{i—-5)F2ys +(1+5{)Tay2
b) Ayt Mp(C) X Ma(C)— C_
(4,B) T T AB

EI Montrer que si & est une forme hermitienne et §(z) := h{x, z), alors :
Way) = [d@+y) - dle —y) —id(= +iy) +i s - iv)]

(ce qui montre que k est déterminée par la connaissance de §).

IZl Soit 4 la forme hermitienne sur C* définie dans la base canonique {e;} par :
g(x) = f:r1|2 +3|xaP +6|23P +iTiar — iz T2+ 2iTowg — 2iTa T2,

S’agit-il d’un produit scalaire hermitien ?

F
E Boit f un endomorphisme d'un espace hermitien. Montrer que

{(flz) |2} =0, Va € E < f=0.

Montrer que la forme hermitienne de I'exercice 2 b} est un produit scalaire hermitien.
Exprimer la norme de la matrice A en fonction de ses coefficients.

Soit H = {matrices hermitiennes d’ordre 2 a trace nulle}. Montrer que 7 et un espace
vectoriel sur B. En donner une base.
Montrer que || A || : = v/ —dét A est une norme sur H.

O suppose €2 muni du produit scalaire hermitien de Pexercice 4.
1. Déterminer une base orthonormée.

2. Soit F' l¢ sous-espace vectoriel de C3 défini par ) + ixg = 0. Construire par la
méthode de Schmidt une base orthonormée de F.

Soit E l'espace vectoriel des fonctions polynémes de la variable réelle x, & coefficients
complexes (P : R — ), de dégré < 2. On définit :

(P = /0 P do

1. Montrer que § définit une structure d’espace hermitien.

2. Déterminer une base orthonormée du sous-espace vectoriel F' formé par les poly-
ndémes P de la forme :

P=2p—-2+3iua? (Mped).

Soit (5, {|}) un espace hermitien et f € End ¢(E).

Soit A une valeur propre de f; montrer que :
si f*=f"1 alors |A|=1;

si f*=7f alors A€ R;

si f*
8'l] existe un endomorphisme g de E tel que f = g* ¢ g, alors A est un réel
positif ou nul

—f alors X est un imaginaire pur;

Ll S L
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* . . . . .
Déterminer toutes les matrices unitaires d'ordre 2 qui transforment le vecteur #; =

(1Y nte veotenr wy = L (1
ﬁ i eneveceurw1_2 1—1 .

* Quaternions. Paramétrisation de SU(2,C) par la sphire unité de B?
On munit B3 du produit scalaire canonique, noté {, } et €% du produit hermitien
canonique {z|w)} = wy + T2 w2. On note :
A={MeMz(C)|M*=—-M, Tt M =0}
{matrices antihermitiennes 4 trace nulle).

1. Montrer que A est peut &tre vu comme espace vectoriel de dimension 3 sur it et
que les trois matrices de Adz(C) :

=(5 2) 7=( 2 0) ==(%4)

forment, une base de cet espace. _
Montrer que R? est isomorphe & H := A@GVectp{l}, Vecty{/} désignant l'espace
;

vectoriel sur B engendré par la matrice J = | (1) (1) . H est dit représentation

matricielle du corps des quaternions (cf. Appendice A.1).
2. Boit A € 5U(2,C).
{a) Montrer que les valeurs propres A1, A2 de A sont complexes conjuguédes et
en déduire que TrA c K.
{b) A l'aide du théoréme de Cayley-Hamilton, montrer que A*= (Tr A) 7 —A.
En déduire que la matrice M = 4— %[’].‘r A) I est antihermitienne et & trace

nulle, et que ; .
SU(2,C) ¢ H~R4

{c) Montrer que si A € 8U(2,C), alors 4 s'éerit d’une maniére unique :
A=y l+omft+agJtma K
avec (z1,%2,%3,%4) € B! tels que :

2 2
2t +zitai4al=1

Seit E un espace hermitien. Montrer qu'un projecteur est orthogonal si et seulement
si il est autoadjoint.

+
1. On note H l'ensemble des endomorphismes hermitiens (c'est-a-dire autoadjoints)
d'un espace hermitien et Ht ’ensemble des zndomorphismes hermitiens dont les

valeurs propres sont dens Rt.

{a) Montrerque: feH <= {f{z)|=s}cR,VzcE.

{b) Montrer que : f e HT < {f(z) )z} cBy, VzcFE.

{c) Soit f € Ht. Montrer que: {f(z)|x) =0 = = € Ker f.

2. {a) Soient f,g€ H* Onditque f < g si g—F € HT. Montrer quesi f < g,

alors :
Kerg < Ker f, Im f C Img.

{b) Montrer que si f,g € Ht,alors: f+g € HT et f < f+g. En déduire
que :

Im(f+g)=Imf+Img et Ker(f+g)=KerfnKerg.

Soit A € My(R) antisymétrique.
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1. Montrer que B = iA est hermitienne ; en déduire que toutes les valewrs propres
de A sont imaginaires pures.

2. En utilisant le fait que A est normale, montrer le résultat suivant :
Toute matrice antisyméirigue réelie est de rang pair.

*
(cf. exercice 28 du chapitre 7).
Soit 4 € O(n,R).

1. Montrer que A est diagonalisable dans une base orthonormé de C™ et que

Spy C= el 71 e o=n 1, —-1,..., -1,
N —
* &

2. Boit B’ = {un W1, ... Wp, Wy, u1,. .., Ur, V1, .- ., Vs } une base orthonormée de C*
formée de vecteurs propres correspondants au spectre ci-dessus. On considére la
famille B’ = {w), ... B N S

w) = —= (w1 + 1), wh = —=(w1 — W)
V32 V2
: — ‘ t
wh = wa + T3), wh = —(ws — W3
= g T, = (e - )

' _ 1 F ) T T
Wy = E(wp +T), g, = E(‘”p — Wp)

Montrer qu'il s’agit d'une base orthonormée de B" et que la. matrice de f dans
cette base B’ est

cosfy —sinfy

gin#y coséh

bos 8,  —sinfp

sinf, cosf,

M(flg =

INDICATIONS

Simples vérifications

‘Z‘ F1 : non {elle ne vérifie pas la propriété de symétrie hermitienne. )
fz :oui

Izl Exprimer le second membre & l'aide de h, par exemple :



Exercices 201

gz +y) =hiz+y, z+y)=h(z )+ b{z,y) + by, 2) + iz v)
ete.

§() = |21 +imal? + 2wz — iz3)? + 4)eal?.

|’5—__:| Développer {f(y+ 2z) |y + 2} et {f(y +iz)|y -+ iz} et en déduire que :

W lz)+ f)ly) =0

{@ln=0.vwel < { —i (@) 12) +i (f()|y) =0 Vy,2€ B

Soit {Ei;} la base canonique de My(C). Si A = (%) =Y F, 1% By et B =
(yij) =31 vij By, ona
RA,B)=Fuyn+Frzymz+ -+ Ennnn = 200 T Wy
Il s'agit donc du produit scalaire hermitien associé 4 la base {E;;} (cf. exemple 2. page

275)
T
IAl= 3 1l

i,7=1

AcH = A= ( e —milm :U2_+m‘&13:3 ) avec x1,a2,23€ R

_ 1 0 0 1 0 i
'4:?‘:‘1—«"51(0 _1)+xz(l 0)+m3(_1— 0)
Les trois matrices mises en évidence forment une base de 7. On a :
[| All=v—détA = /a3 + 23 + 55

Il s’agit donc de la norme associée au produit scalaire euclidien : {z,y) — =111 +
r2y2 + T3 Y3

1. En appliquant la méthode de Schmidt 3 la base canonique de €2, an trouve la

base orthonormée
-1
—i
1

1 1 —i
= 0 ey = —= 1
& (0) ERANE

0 1
2. Une base de F est, par exemple, {v1,v2} avec v =( 0 ) et vg:( 3 ) En
1 0

appliquant le procédé de Schmidt, on trouve la base orthonormée de F :
3
e = L m o, €ep= L 3i .
! V2e L Y
1

E 1. La forme hermitienne est :
h(P,Q) = f P) Q(z) da
o

2. Une base de F est, par exemple : {1 =1, v2 =2+ 34 xz}. En appliquant la
méthode de Schmidt & cette base, on trouve la base orthonormée

2]

_1
S

S

{el=1,e2=\/?5(—1+3x2} 1
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L (2= (f of@@)|z) = (f&)]@) =PE]2]?,...
2. 3. démonstrations analogues.

s I?
YA

Choisir un vecteur o tel que {v), w2} soit une base orthonormée ; I'image de vy doit

appartenir & Vect{w }1 et 8tre normée. Revenir ensuite 4 la base canonique de €2,

P I enant vy = — { doit avoir flug) = wg = o |
ar exemple, en prenan vg_ﬁ 1 ) on doib aveir flva) = w2 = VAR
avec p € B . On trouve ;
1+ 1—i .,
+ &' +ie'?
J_ L V2 V2
B T T N
L~ e N S
/o V2

1. Les matrices A € A sont les matrices de la forme

A= ( —;iiz y_tlz ) =xT+yJ+2K
avec x, ¥, z € . Ce qui montre que la femille {Z, 7, X} engendre A. Puisqu’elle
est B—libre elle est une base de A.

On & Vectg{I} N 4 = {0}, donc Vectg{I} et .4 sont en somme directe et
dim A @ Vectg{I} = 4. Aussi B? est isomorphe &4 H = A & Vectg{I}. On peut
construire un isomorphisme canonique b, en imposant que l'image par ¥ de la
base canonique de B? est {I, Z, .7, K} et en prolongeant par linéarité.

2. {(a) Puisque A est unitaire, [\1| = |A2| = 1 (cf. exercice 10, 1). D’autre part
dét A = 1, done A Az = 1, d'ou : A2 = A; et par conséquent : TrA =
M+ Az e R

(b) On a: Py(X) = X® — Tr(A) X + dét A = 1, d'oit : A2 (Tr A) A4+I=0.
Multiplier & gauche par A*.
On a : Tv(M) = 0 ef, par ailleurs, M* = A* — % f,car TrAc R, d'ou
MY =-M.
Pour toute A € 3U(2,C), on peut écrire: A= (A - T"Tft) + T‘?ﬂ"‘,

{c) Soit A € SU(2,C). D'aprés 2. b) et 1., on peut écrire A =z 7 4227 +
x3 J +24 K. La condition A* A = I est équivalente & w%+w§+m§ +xi =1

Méme démonstration que pour l'exercice 16 du chapitre 7.

L (a) Si f €M, 0na (fz)]e) = (=] f@@)). Dautre part (x| f(2)) = )=},
done {f{z)|z) € B pour tout # € E. Réciproquement, on suppose que
{f(z)|x} € B pour tout x € E. En développant, comme dans 1’exercice 5,

{(fly+2) |y +2) et {f(y+iz)|y+ iz}, montrer que:
W2y +{F=)y)eR et (fly)lz) —{flz) |y} €iR

En déduire que

Gy + Wz = ] F2) + (=] Fl)
(F@)y) = Fw) 2} = = Wl F(=)) + (=] flyD)

et que f € H.

{b) Si {f(z)|z} € R4+ pour tout © € E, alors pour v vecteur propre de f :
{fle)| v} € Ry, c'est-d-dire {Av|v} € Ry, d'olt A € By, compte tenu du fait
que A est réel.

Si f € H4, considérer une base orthonormée {v1, ..., v, } de vecteurs propres.
Caleuler {f{x)|z) en décomposant = sur cette base.
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{c) En décomposant x sur une base orthonormeé de vecteurs propres, » =
Y mivs on a {fa)]ey = 0L lwlA = 0. Or f € Hy, done,
pour tout 4, A; = 0 et par conséquent X;x; = 0 pour tout 2. On a donc :
) = Ty mhv = 0.
2. {a) Soit € Kerg. Puisque g — f € H*, on a: {{¢— f)(z)]|x) = 0, d’od

-
&
=

0 = {glz)|2) 2 {f(=)|7) > 0 (car f € H*), donc {f(z)]) = 0, ce qui
implique z € Ker f, d'aprés 1.(¢), donc Kerg < Ker f.
Pour montrer la propriété sur les images, utiliser l'identité (Ker f)+ =
Im f*, qui se démontre de la méme maniére que la propriété analogue de
I'exercice 21 du chapitre 7.

{b) Utiliser 1.{b) pour montrer que f+gc HV et f< f+g.
Puisque f < f+ g, Imf C Im(f + g), d'aprés 2. (a). De méme Img C
Im(f+ g), d'oit Im f 4+ Img C Im{f + g). L'inclusion inverse est toujours
vraie.
Méme démonstration pour I'égalité sur les noyaux.

. Utiliser le fait que valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles.

Puisque A est réelle, sl A est valeur propre, A est aussi valeur propre. Compte
tenu de 1, les valeurs propres non nulles sont en nombre pair. Puisque A est
diagonalisable (dans C), rgA = nombre des valeurs propres non nulles de A.

. Aest normale, donc diagonalisable dans €, dans une base orhonormée (¢f. Théoréme

8.18). Ses valeurs propres sont de module 1 (cf. Remarque page 284). Puisque A
est réelle, ses valeurs propres non réelles sont complexes conjuguées {cf exercice
7, chapitre 6).

. Simple vérification. Par exemple, calculons le premier bloc. On a :

! : ’ f 1 £
wy —tuy e
W = —4——=, W = —=———= Donc:
1 75 1 7z
Aw) =%(Aw1 +Awy) = %(ewwl +e~¥mT) = % [e"‘g(w’l —iwh) +e ¥ (w) +1‘w’2)]
8 —i# W L
= +2e _4¢ 26 = cos @ w] +sind w)

ce qui donne la premiére colonne. De méme on trouve Awf = — sin 6w} +cos @ w).
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Chapitre 9

Formes bilinéaires et formes quadratiques

Le cadre de la théorie de la Relativité restreinte est 'espace vectoriel R* dans lequel le
produit scalaire est remplacé par la forme bilinéaire

fRxR* — R

définie par :
flz,y) = 1 + Zays + Tays — Tada
On voit immédiatement que f n'est pas définie positive, car 'expression

flz,z} =2} + 25 + 23 — 2}

pent. 8tre positive, négative ou méme nulle.

Il s’agit 13 d’une généralisation du prodnif scalaire et 'on doit s'attendre & ce que certaines
propriétés soient conservées et d’autres non. Par exemple, il peut exister des vecteurs non
nuls & “norme nulle” ; on ne peut pas, a priori, normaliser une base orthogonale {on ris-
querait de diviser par 0...). La notion d’orthogonalité devient, en général, plus délicate &
manier {noter, par exemple, qu'un vecteur de “norme nulle”, c'est-a-dire tel que fz,z) =0
est orthogonal & Iui-méme}; le groupe orthogonal - c'est-5-dire 'anologue du groupe des
isométries vectorielles - a, bien entendu un aspect différent (dans le cas de la Relativité on
trouve, au lien des rotations et des symétries, ce que I'on appelle les «transformations de
Lorentz» {cf. exercice 26), etc.

Le but de ce chapitre est d’étudier les formes bilinéaires dans ce contexte général ou elles
ne sont pas nécessairement définies positives. L’intérét ressort, entre autres, de l'exemple
ci-dessus : I'application & la théorie de la Relativité.

9.1 Rang et noyau d’une forme bilinéaire

Rappelons {cf. Définition 7.2} qu’une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E sur
K est une application & : F x E — K qui est linéaire dans les deux arguments.

Commengons par considérer le cas ot £ est de dimension finie. Si {e;} est une base
de E, on note :

bler,e1) ... bler,en)

B = M(t)e, = 5 :
blep,e1) ... blen,eq)

295
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la matrice de & dans la base {e;} (cf. définition 7.11 page 233). Rappelons que sj
X = M(z),, et Y = M(y)e,, ona: blz,y) =t X BY.

Comme nous I'avons vu (cf. page 235), si {€/} est une autre base, B’ = M(}),/ et
P=F, g,ona: B = ‘PBP et, puisque P est inversible : 1g B’ = rgB ‘(cf.
chapitre 3, exercice 8). On peut donc poser la définition suivante :

Définition 9.1 - Seit b une forme bilinéatre sur un espace vectoriel E de dimen-

sion finie. On appelle rang de b le rang de la matrice gui représente b dans une base

{quelconque) : )
ve(b) = rg M(b).,

b est dite non dégénérée si le rang de b est mazimum (c’est-a-dire : 1g(bh) = n =

dim E). On a donc :

b est non dégénérée <—  dét M(b)e, #0
{e:} base gquelconque.

On notera que le déterminant de M(b)., dépend du choix de la base. On a en effet dét B’ =
(dét P)?dét B. Cependant, comme dét P # 0, on a dét B’ 3 0 si et seulement si dét B #£ 0; dong le
fait que le déterminant soit nul ou non ne dépend pas du choix de la base.

Ezxemple 1 - Tout produit scalaire est non dégénéré. En effet, si {e;} est une base

orthonormée :
B0

o e R o

doncrg{, ) =n.

Exemple 2 — La forme bilinéaire de la Relativité, dite forme de Lovenlz, est aussi non
dégénérée, car dans la base canonique de R*, on a :

0

[ e R e ]

1 0
01
Mfle=| o o
00

Lo =]

doncrg f = 4.

Exemple 3 — Soit b:R> x B* — R qui dans la base canonique est, définie par :

e, y)=sip —3zam+ oy +tazym — Ty — T3y — 3232 — 32243

Ona:
1 1 -1
M(b)., = 1 0 -3
-1 -3 -3

dét M{b)., = 0, donc s est dégénérée. D'autre part le mineur encadré est non nul, done
rgs = 2.

NOTA. - Le rang d'une forme bilindaire b: Ex E — K n’est pas la dimension de Im b (qui
d'atlleurs, €tent incluse dans K ne pourreit étre que de dimension § ou 1).
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On peut cependant interpréter le rang d’une forme bilinéaire comme la dimension de 1'image d'une
certaine application linéaire. 3oit en effet b: £ x £ — K une forme hilinéaire et 7 I’application :

i: E -— E* o jy): E — R
¥y ily) z ——  bz,y)
En d'autres termes : j{y }(x) := b{z,y). Nous avons vu (cf. proposition 7.15 page 237) que si b est
un produit scalaire 7 est un isomorphisme d'espace vectoriel.

Proposition 8.2 - Soit {e;} une bose de E, {y;} lo base de E* duale de {e;}. Ona:
M(j)eg e = M(b)e,

n effet, soit
E ’ 11 o 4t Gla

M(f)ese; =l 3(es),. - d(en) llo:=
anl CRrY an!- I aﬂn

La i-me colonne est costituée par les composantes de j(e;} dans la base {ip.,}. On a donc, d’apiés
I'expression de la matrice : jle;) = a1;01 + -+ - + Qniwn , donc:

Fleider) = arpal{en) + -+ anionles) + - + anionler) = ox;
car @;(ex) = d;,. D’autre part, d’aprds la définition de b :
Jles)ew) = blex, ei) = by
donc: M(f)e;,p; = M(b)e, O

Ainsi le rang de b est égal au rang de j (au sens de la définition 3.3), c'est-a-dire égal 4 la dimension
de Im 7.

La proposition 9.2 justifie la définition suivante, gui est valable méme si E n'est pas
de dimension finie :

Définition 9.3 - Soit E un espace vectoriel sur K (non nécessairement de dimension
finie) et b: Ex E— K une forme bilinéaire.
1. On appelle rang de b le rang de 'application j :g)—:bf;).
2. On appelle noyou de b - noté N(b) - le noyau de Uapplication §, c’est-g-dire :
N}y :={yeE| blz,y)=0,Vz € E}

3. b est dite non dégénérée si j est injective, c’est-d-dire si : N(b) = 0, ou en
d’autres termes, si :

blz,y)=0,V2 € E = y=0

De la proposition 9.2 on déduit :

Proposition 9.4 - Soit E un espace vectoriel de dimension finie et b une forme bili-
néaire sur E. Alors :

1. Le noyau de b est le noyau de la matrice qui représente b (dans une base quel-
conque).

2.| dim E =rg b+dim N(b).
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REMARQUES. —

1. Bien que le noyau d'une forme bilinéaire se calcule comme le noyau de la matrice de b, |a
signification n’est pas la méme. En particulier le noyau de b n’est pas l'ensemble {(z,y) ¢
E x E|b(z,y) = 0} (cet ensemble d'ailleurs n’est méme pas un espace vectoriel).

2. Ne pas confondre N(b) avec 'ensemble
N ) = {a: € E|blz,y)=0,Vye E}

qui est le noyan de la transposde de la matrice de b. En effet, en utilisent les notations
matricietles :

teN(@) += 'XBY=0,¥YeMp1(i) <= tXB=0 BX=9
— X € Ker'B.

N(b) est dit noyau & gouche de b.

11 est clair que si b est symétrique, ce qui sera le cas dans la suite, alors N(b) = N(b)

Ezemple 1 -

Bien entendu, pour un produit scalsire, comme pour toute forme non dégénérée, le noyau
est réduit & {0}.

Exemple 2 —
Soit b la forme bilinéaire de 'exemple 3 ci-dessus (cf page 296). On peut écrire :
b, y) = {y1 + 12 —ys) 21 + (y1 — 3ys) w2 + (—v1 — 3ya — By3) 73
donc y € N(b) si et seulement si :
mt w— yw =0

n —3ys
i —3p— 3y =0

[
=1

En résclvant, on trouve : 31 = 3 X, y2 = —2X, y3 = X ; donc N(b) est engendré par le
3

vecteur y = —2
1

On aurait pu déterminer directernent V({d) & I'aide de la matrice de b :

1 1 -1
B=| 1 0 -3
-1 -3 -3

done le noyau est donné justement par le systéme ci-dessus.

Exercices 1. 2. 3,
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9.2 Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques en
dimension finie

Par la suite nous nous intéressons aux formes hilinéaires s qui sont symétriques, c’est-
a-dire telles que : s(z,y) = s(y,z), Y=,y € E.

Il est clair que si F est de dimension finie, une forme hilinéaire s est symétrique si et
seulement si la matrice de s (dans une hase quelconque) est symétrique.

L’étude des formes hilinéaires symétriques est facilitée par l'introduction de la notion
de forme quadratique.

Définition 9.5 - Seit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. Une applica-
tion g : E — K est dite forme quadratique sur E st, étant donnée une base {e;}, ¢{z)
est un polynéme homogéne de degré 2 en les composantes x; de z dans la base {¢;}.
Par exemple 'application ¢:R®> — R définie par

Q[m) = 21:% - 31:% +3$§ +22132— 32,03+ 52223
{ol1 les x; sont les composantes de x dans la base canonique) est une forme quadra-
tique.

Naturellement, pour que cette définition ait un sens, il faut vérifier que le fait d’étre un
polyndome homogene de degré 2 ne dépend pas du choix de la base. La vérification est
facile. Solent {e;} et {e{} deux bases de F et 2 = 3 p_, Trer = ¥ ., i € un vecteur de

E. Supposons que : ks
4 S AT N
. . i,7=1
1 s’agit de montrer qu'il existe des a;; € K tels que : ¢(xz) = 3.7 ;_, oij 2} 7.
Soit P=PF, . = (pg;c) la matrice de passage : €] =Y ,_, Piiex. On a:
123 ™
z= inei = z T Pri Tk
i=1 Lk=1
Puisque @ =37  Trew, o a Zx = 3., Pr: 25 (cf. proposition 3.25 page 77), donc
n

L3
! f
g(x) :E Qi T Ty = E Rt Pred Ty Pig T4

k=1 i d=1

)
™ ! ! n ’ / !
= Lay,g=1 ( E , Gkt Phi plj) ;= Z@}j:laﬁj Tixy
k=1

!
G'-'j

La définition de forme quadratique ne dépend donc pas du choix de la base.

Nous allons montrer motntenant qu’il existe une correspondance bijective entre les
formes bilinéaires symétriques ef les formes quadratigues.

Considérons une forme bilinéaire symétrigue s sur E et soit I'application ¢: B — K
définie par g(z) = s(z, ). Il est facile de voir que g est une forme quadratique.
En effet si {e;} est une basede Eet © =37 zie;, y =D, ,¥j€;, ona:

T
s(z,y) = Zaij oy =an i1+ F GunTr e + 0122 Yot
ij=1
tog iz Fo TGy T Y F i T Y+
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{avec a;; = a4;) et donc :
g(z) = s(z,2) = @112 + - + nn®Z + 20127182 + - + 2agEix; 4 -
qui est un polyndme homogene de degré 2 en les ;. Donc ¢ est une forme quadratique,

Par exemple, si :
sfzy)=x1y —3xaya Lt Tuye + 22y — 52 1ys —Saay + 3Ty H3xa s
Ona:

g{x) = :r% -3z} 4+ 2m e — 102 23 + 632 23.

Réciproquement!, & toute forme quadratique ¢ est associée une unique forme biliné-
aire symétrique s telle que s{z,z} = ¢(z), Yz € E. Soit en effet {e;} une base de
Eet

g(z) = 311:1221’ +---+ annxi + o212y + - - -+ @ TiT5 + -

11 suffit d’appliquer ce que I'on appelle la régle de dédoublement des carrés (dite aussi
opération de po!aﬁisation) H

— aux termes “carrés” a; % on associe ay ;Y
vy . 1
- aux termes “rectangles” a;; x; x;; (avec i# ;) on associe 2 i3 T Y + 2245 T Yi-
Il est clair que I’on obtient ainsi une forme bilinéaire symétrique s telle que s(z,x) =
g{x) Ve € E.

DY’autre part, il ne peut exister qu'une seule forme bilinéaire symétrique ¢ telle que
s(z,z) = g(x) Yz € E . En effet, si s est une telle forme, on a :

glzt+y) =s(z+y,z+y)=slzz)+s(z,y) +sy,z) +s(y,p)
= q(z) + 2s{z,y) + a(y)

donc nécessairement :

s(z,y) = %[Q(x +y) - q(z) — q¥)] ,

ce qui montre que s est parfaitement déterminée par la connaissance de gq.
Nous avons ainsi démontré :
Proposition 9.6 -

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K et s : Ex E — K une
forme bilincaire symétrigue. Alors Uapplication ¢: E — K définie par :

g(z) = s(z, )

est une forme quadratique sur E.

1Les considérations qui suivent ne sont valables que pour les corps X de caractéristique # 2,
c'est-a-dire 15 + 1g # 0, 1x étant le neutre de la multiplication C’est le cas bien entendu, de B et
de C. En revanche Z/2Z est de caractéristique 2.
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2. Réciproquement, soit ¢ : E — K une forme quadratique sur E (K étant de
caractéristigue différente de 2), il existe alors une et une seule forme bilinéaire
symétrigue s: E x E — K telle que s(z,z} = g{z) , Yz € E. 5 est donnée
par :

s(z,y) = =[a(z +y) — o(z) — a(y)]

B | =

s est dile forme polaire de (.

Eremple —

Soit ¢:R* — R définie dans la base canonique par :
g(z) = 327+ 225 — 23 4 bxyap —Bx12a + T2 73

En polarisant on obtient :

5 5 7 7
s{ey) =3z19 + 22292 -3yt goiget S a3 —3zys — 3%y + g rays + 5 T3l
REMARQUES

1. 8i s est un produit scalaire, ¢(z) =|| z ||°. g{z) joue donc le méme réle que le carré de la norme
pour le produit, scalaire.

2. Puisqu'une forme quedratique est un polynéme homogéne de degré 2 en les composantes de
%, il est, clair que 'on a :

a(Az) = A%q{z), Yz € E,VAcK
(on exprime cette propriété en disant que g est une application homogéne de degré 2).

I ne faut pas croire, cependant, que toute application homogéne de degré 2 soit une forme
quadratique. Par exemple I'application ¢: B2 ~— B définie par :

4 4
$1+$2 .
si o= (z1,2 0,0
0 s z=1(0,0)

est homogéne de degré 2, mais elle n’est pas un polyndme en les @; (cf. exercice 6).

Exercices 4. 5. 6,

9.3 Définition de forme quadratique en dimension infinie

La définition 9.5 n'est valable qu’en dimension finie. Cependant la proposition 9.6 suggére
la définition suivante :

Définition 9.7 Soit E un espace vectoriel sur K (non nécessairement de dimension finie).
Une application q: E — K est dite forme quadratique sl exisie une application bilinéaire
symétrique s: Ex E — K, telle que : s(z,x) = g(z).

Dans ce cas %, s est donnde par :

sz, ¥) = % [q(r +y) - q(z) — ¢(¥}]-

5 est dite forme polaire de q.

2(eci n'est valable que si la caractéristique de K est différente de 2.
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Ainsi, pour montrer qu'une application ¢ : B — K est une forme quadratique il fay
montrer que :

1. que l'application & définie par s(x,y) = %[q(m +y) — ¢lz) — q(y]] est une forme
bilinéaire ;

2. que s(z,z) = gix).

Ezxemple -

Soit ¢: Blz] — R définie par : ¢{P) = fol P(z)*dz. Ona:

S(PQ) =} [elP+@) —a(P) - q(@]de
=1 [fol (P(m) + Q(m))zdx - ful P(x)?ds ~ fgl Q(x)? dx]
= [y P(z)Q(z)dz

En vertu de la linéarité de I'intégrale, s est une forme bilinéaire symeétrique. Puisque
s(P, P} = ¢q(P), q est une forme quadratique.

(i

Exercice 7.

9.4 Rang, Noyau et vecteurs isotropes
d’une forme quadratique

Puisque la donnée d'une forme bilinéaire symétrique est équivalente & la donnée d’une
forme quadratique, les définitions sur les formes bilinéaires symétriques se trans-
portent sur les formes quadratiques.

Définition 9.8 - On appelle rang, noyau, matrice d’une forme guadratique ¢, le rang,
le noyau, la matrice de la forme polaire associée 4 q.
q est dite non dégénérée si sa forme polaire s est non dégénérée, c’est-d-dire si N(s) =
{0}, ce qui signifie :

slz,y)=0,YweE =z=0
81 g est une forme quadratique i valeurs réelles, ¢ est dite définie positive $i sa forme
polaire est définie positive, c’est-d-dire si

gz) >0,V € E et ¢x)=0<¢=z=03

Plus généralement, q est dité définie si
gx)=0=2z2=0

REMARQUE. —

1. Une forme quadratique définie positive est nécessairement non dégénérée.

En effet si x est tel que s(z,y) = 0, Yy € E; on a en particulier s{z,z) = 0,
c’est-b-dire g(z) =0, done z = 0.

2. Le noyau Nig) de ¢ n’est pas I'ensemble des vectemrs z tels que g{z} = 0, mais
l'ensemble Nig) == {x € E| s(z,y) =0, Yy £ E}. Les vecteurs = tels que gz} =90
sont dits fsotropes. Les formes quadratiques définies sont donc les formes quadratiques
dont le seul vecteur isotrope est le vecteur nul.

3¢ est dite définie négative si g(z) < 0,Vz € E et g(z) = 0 <= z = 0. 1l est clair que ¢ est
définie négative si et seulement si —g est définie positive
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Ezemple — Soit q: R* — R la forme quadratique définie dans la base canonigque par :
Q[z) = 4-'17? + 32?% +5212: — 3123+ B2z

oI oa
4 5/2 —3/2
M(g)e, = 5/2 +3 4
—-3/2 4 0

{attention & diviser par 2 les coefficients des termes rectangles). ¢ est non dégénérée car
dét M(q)e, # 0. D’autre part, g(es) = s(es, e3) = 0, ’est-a-dire es est isotrope (cf. dernier
coefficient de la matrice), done ¢ n'est pas définie.

Définition 9.9 - Soit ¢ une forme quadratique sur E. On appelle céne isotrope Uen-

semble I(q) défini par :
I(g) = {z € E| g(x) =0}

Notons que Z{g) n’est pas un espace vectoriel, mais justement un «céne» c’est-a-dire
un sous-ensemble de vecteurs C tel que siz € C, alors Az e, ¥he K.

Ezemple 1 - Soit E=R* et g{z) =23 —z3. Ona:

I(g) = {(v"«”lamz) eR |z =+ Iz} (cf. Fig. 1)

Exemple 2 - Soit E=R? et glz) =29+ 2% —23. On a:

I(g) = {[:1:1,$2,:I.‘3) ER? |2y =+ /22 +3:§} (cf. Fig. 2)
Notons que dans ces deux exemples N(g) = 0 (c’est-a-dire ¢ est non dégénérée).

T2

*

rs,‘\

I

\,"S"

.

&

Figure 1 Figure 2

Propriété 9.10

N{g) C I(g)

En effet si z € N{g) on a s(z,y) = 0, Yy € E; donc en particulier s(z,z} = 0
Cest-a-dire g(z) =0.
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Résumons ici, pour la commodité du lecteur, les définitions principales :

g(z) = s(x,z)
s(z,y) = glo(z+v) —q(=) - ¢(y))

Si 5 est la forme polaire de g : {

Noyau : N(gy={yc E|s(z,y)=0, Ve e E}
Céne isotrope : T(g) = {x € E | g(z) = 0}
N{q) C I(g)

g est dite non dégénérée si N(g} =0

g est définie si g(z) = 0 <= x = 0 C'est-a-dire si Z{q) = {0}
q (& valeurs réetles) est dite définie positive si: g(z} >0 et g(z) =0=z2=10

En dimension finte ; dim E = dim N{q) + rg{¢)

Exercices 8. 9.

9.5 Bases orthogonales. Réduction des formes quadratiques.

Dans les paragraphes qui suivent nous allons nous occuper du preobléme de la réduction
des formes gquadratiques, ¢'est-A-dire de la recherche de bases qui permettent d’en sim-
plifier I’écriture.

Définition 9.11 - Une base {e;} de E est dite orthogonale pour la forme bilinéaire
symétrique s si : s(eq,e5) =0,; Vi # . Elle est dite orthonormée 51 @ 5(ei, €5} = 55

REMARQUE. — En dimension finie, {e:} est une base orthogonale si et seulement si :
a1 0
M(g)e, = , ol a = s (e, e) = qlel)
o &n
ou encore, d'une maniére équivalente, si et seulement si:
gx)=arzi+ - Fanzl {on :czz:mge@-) (+)
Notons que le rang de ¢ est le nombre des a; non nuls, o:l_éncore le nombre des carrés
dans Uexpression (*}.
De méme {e;} est une base orthonormée si et seulement si :
1 0
M(q)e, =

ou aussi, si et seulement si

Q(x):$%+"'+33?i (x =31, ziei)
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Notons en particulier que s'il existe une base orthonormée, nécessairement g est de rang n
{ c’est-a~dire elle est hon dégénérée). En particulier, dans ie cas of ¢ est 4 valeurs réelles,
il existe une base orthonormée si et seulement si ¢ est définie positive, c'est-a-dire sa
forme polaire est un produit scalaire.

Chercher une base orthogonale revient donc & déterminer une base dans laquelle la
matrice de ¢ est diagonale, ou aussi, & écrire g sous la forme d’une somime de termes
carrés.

REMARQUE. — II ne faut pas confondre ce probléme avec la diagonalisation des endo-
morphismes. 5i A est la matrice d’un endomorphisme, la diagonaliser signifie chercher une
matrice inversible P telle que P! AP soit diagonale. Ici il 5’agit de chercher une matrice
P telle que *PAP soit diagonale.

Comrme on vient de le voir, il n’existe pas forcément de bases orthonormée, par exemple
si rang ¢ < n. Le théoréme suivant aflirme que, en revanche, on peut toujours trouver
des bases orthogonales.

Théoréme 9.12 - Soit (E, q) un espace vectoriel de dimension finie, E # {0}, muni
d'une forme gquadratique g. Il eziste alors sur E des bases orthogonales pour g.
En d’autres termes, i existe toujours une base {e;} telle que, st & = Y ., %;e;, alors

q(x):a1x12+'--+ar3:,.2 (aveca; € {} ol r=rggq

ou, d’'une maniére équivalente :
&y 0

oy

M (Q)B" = 0
0 0
Démonstration : La démonstration, gui suit de prés celle du théoréme 7.6 (cf. page
228}, se fait par récurrence sur la dimension n de E.

Pour n = 1 il n’y a rien & démontrer. Supposons le théoréme vrai a l'ordre n — 1 et
soit (F, g) un espace vectoriel de dimension n rmini d’une forme quadratique.

- 5i ¢ =0, le théoréme est. trivial : toutes les bases sont orthogonales.

- Supposons ¢ # 0 et raisonnons comme dans le théoréme 7.6. Soit v € E, tel que
q{v} # 0 et posons :
F={zecE| s(zv)=0}

Il est facile de voir que F est un sous-espace vectoriel de E et que v ¢ F. En effet,
F = Kerw, oil w est la forme linéaire définie par w(z) = s(z,v). Comme w(v) =
s{v,v) # 0, w n'est pas la forme nulle et donc dim Kerw = dimKer F = n—1. D’autre
part v € F, car s(v,v) # 0.

On en déduit que F = Vect{v} & F. Or, d’aprés 'hypothése de récurrence, sur F
il existe des bases orthogonales. Si donc {vz,-- -, v} est une base orthogonale de ¥
alors {v,vs, -, v, } est une base orthogonale de E . D



306 Formes bilinéaires et formes quadratiques

9.6 Recherche d’une base orthogonale par la méthode de Gausg

Pour chercher une base orthogonale, la méthode de Schmidt (cf. page 229) risque de
ne pas pouvoir s'appliquer. En effet, lors des calculs on est amené & diviser par q(z;)
el ce scalaire peutl étre nul (c’est le cas oli €, est isotrope).

Par exemple, soit ¢ la forme quadratique sur B2 définie dans la base canonique {v1,v2} par
g(x) = 223 x2. 5i on pose :

£ =i
€2 = ws + Awy
et on cherche A tel que s{e1, £2) = 0, c'est-a-dire s{vy, v2)+ A s(vr,v1) =0, on trouve 14-1.0 = ¢

C’est pourquoi, lorsque l'espace n’est pas euclidien, pour chercher une base orthogo-
nale on utilise une autre méthode fondée sur la réduction en carrés de Gauss.

a) Réduction en carrés d’une forme quadratique

Nous avons déja appris {cf. page 225) a écrire une forme quadratique ¢ comme somme
de carrés de formes linéaires indépendantes, dans le cas olt I'un au moins des termes
carrés est non nul. Cela est suffisant pour les espaces euclidiens, car dans ce cas tous
les termes carrés de g ont un coefficient strictement positif (cf. remarque page 224),

Nous nous proposons maintenant de réduire en carrés une forme quadratique qui ne
comporte que des termes rectangles, ¢’est-a-dire qui, dans une certaine base, s’écrit :

glxy=azz1 2z +a3T1 T3+ -+ e @i Tp + 0 F Gpo1n Tne1 En.

Nlustrons la méthode sur un exemple.
Soit ¢:R® — R la forme quadratique qui s’écrit dans la base canonique :

gz} =5x122+ 61123 + 32222

- On choisit un terme rectangle 4 coefficient par exemple 5zyxs -
non nul kzyx;, avec k # 0,

- On calcule les dérivées partielles g, q;j g, =522+ 623
Q;g =5 ri+ 3 &3

1
- On écrit : ) glz) = %(5:(:-; +6x3)(5z1 + 3z3) — ?Bz:g
g(z) = 4z, * 4z, + termes correctifs : =
k terme
correctif
— On aura une expression du type : g{z) = é {5x2 + 6z3) (5z1 + 323)
1 - - h
a(z) = Ler(e)ea(e) + des termes ne pt pt
contenant ni @; ni £y, oll 1 et 2 sont _18 x%
deux formes lindaires {en fait ¢, = q;‘., \_SV_,
Py = q;j ) terme sans xp et sans oo
~ On écrit le produit ¢1pz sous la forme g{x) = 5 >1< 4(5;1:1 + 522 + 923)°
1 2 2
v192 = 7 [(¢1+92)° — (01— ©2) , 18
d - ) —L(—le + 525 — 323)° — =3

5x4 &
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— 5i dans les termes correctifs on a un ter- Dans notre cas, g est la somme de carrés
me, carré, on continue comme A la page de formes linéaires :
225 ; g'il n'y a que des termes rectangles, 1 o
on recommence 'opération jusqu’a écrire g(z) = %(556 14 5x2 + 9%3)
& 1 18
g comme une somme de carrés de formes - — (51 + Baz — 31:3)2 _ 22
linéaires. 20

Proposition 9.13 — Les formes lindaires ainsi obtenues sont linéairement indépen-
dantes.

(Pour la démonstration : cf. exercice 11).
b) Recherche d'une base orthogonale
Pour chercher une base orthogonale on part de la remarque suivante. Soit
q(m—) = 311x§+ +ann$i + .‘.+aijm€mj +

ot =Y . %e;. Daprés le théoréme 9.12 on peut trouver une base orthogonale
{v;}. Si {v;} est une base orthogonale et ¥ = zjv1 ++-- + 2,v,, On aura:

g{x) = blx’f 4o+ bnx’i , avec b = s{vi,w) = a(vy),
c’est-a-dire :
A=l 8 IS
0 - bn
T :r’l
Si X=| @ | =M, ¢ X'=| : | =M()y,,ona:
T T,

X' =P X avec P =P,
C’est-a~dire, en notant I;; les coefficients de la matrice P~1 ;

56‘"1 =121 + ot hpey = [101(33)

x, = Iz + -+ lan®n = wn(x).

©1,...,¢n sont de formes linéaires indépendantes (puisque dét P # 0).
On aura donc :
g(z) = b1 (1:)2 +- b (Pn(x)z
Ainsi ;
Si Uon écrit g{x) sous la forme d’une combinaison linéaire de carrés de
formes linéaires @1, ..., n , les formes 1, ..., pn sont les composantes de
r dans une base orthogonale.

Ceci suggere une méthode simple pour trouver une base orthogonale. Illustrons cela
sur un exemple.
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Exemple —
Soit ¢: R® — R définie dans la base canonique {e;} par :
g(z) = 224322+ 723+ 22122+ 82273
La réduction de Gauss donne :
oz) = (@1 +a2)? + 2(z2 + 223)% — 2§
= o1(z)* + 2¢p2(x)* — pa(a)®

Posons

x4, x5, x4 sont les composantes du vecteur z dans une base orthogonale {v;}.
Or X' =P7'X avec P= P,y =| v1,v2,% [|e; donc X = PX’, c’est-a-dire :

En résolvant le systéme (*) per rapport & x1, x2, xz on obtient un systéme du
type X = PX'. Les colonnes de P sont les vecteurs de la base orthogonale.

Dans notre cas :

1= 1 —xh+22% 1 -1 9
Ty = xh — 2k donc : P=f0 1 -2
' L L 1
Iz = T3
T 1T 1
™ U2 ia
1 -1 2
Ainsi les vecteurs »1 = 0], v= 1], vz = ~2 forment une base
0 1] 1

orthogonale pour 4.
REMARQUE - D'aprés la remarque page 304, on a :

tg ¢ = nombre de carrés dans la réduction de Gauss.

Exercices 10. 11.

9.7 Classification des formes quadratiques
sur un espace vectoriel complexe

Théoréme 9.14 - Soit E un espace vectoriel de dimension n sur C (E est donc
isomorphe & C™ moyennant le choix d'une base} et ¢ une forme quadratigue sur E.
Il existe alors une base {&;} telle que si x =% ., ®;e; -

glz) =22 + ..+ 22 (r=1gq)

c’est-g-dire :
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La démonstration est immédiate. Soit {¢;} une base orthogonale et
glz) =aryf + - +ary2, pour T=D._, Yiéi.
Comme a; € C, il existe A; € C tel que a; = A\%; donc :
g(z} = ay)* + -+ Qv
En posant @; = Ay, onaura glz) =22 +---+22. O

Corollaire 9.15 - Pour une forme quadrotique q sur un espace vectoriel de dimen-
sion n sur C il existe une base orthonormée si et seulement sirgq = n (c’est-4-dire :
si et seulement si g est non dégénérée).

Exercice 12.(2.)

9.8 Classification des formes quadratiques sur un espace vec-
toriel réel. Théoréeme de Sylvester

Théoréme de Sylvester . 9.16 Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R {

E est donc isomorphe 6 R™ moyennant le choix d’une base), et q une forme quodro-

tique sur E. Il existe alors une base {ei} de E telle gue si x = 2:’;1 Tie;, ON Q@
glx) :a:f+---+a:f,—m§+1 —i—g?

c'est-a-dire :

0
\ 0
ot r = rang(q) et p est un entier qui ne dépend que de la forme quadratique ¢ (et non
pas de la base). Le couple (p,r — p), noté sign(g), est dit signature de q.
Démonstration : Soit {e;} une base orthogonale. S5i o = 2?’:1 yi€; ON aura :
gx)=a1 i+ +ary? (avec a; € R).

Supposons que a1,...,6p >0 et Gpi1,...,ar < 0.
On pourra écrire :

g(z) = (\/‘1_119'1)2 +ot (\/‘prp}z - {(v/=apt1 yp+1)2 — = {V-ar 'yr}2

:m%++$§_$§+l__$g

avec z; = ajy (i=1,--p) et mi=—a;y; (G=p+1l-,1)
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Tl reste 8 montrer que p ne dépend pas du choix de la base. Considérons deux bases
{e:} et {e}} telles que

gley=si+ Hal-aly - -2 (=30 we)
et g@)=yi+ - Hyy—via— -yt (z=30, wel)
Soient
F =Vect{e,...,ep} F’=Vect{e’1,...,e;,}
G = Vect{ept1,...,€n} G’ = Vect{ey 1,...,e,}
Ona
ze F\{0} = qx)>0, zcF'\{0} = ¢(z)>0
zel = g(z} <0, ze = q(z) <0
done :

x€ FNG => 2z =0 et, par conséquent, FNG' = {0}

Ainsi F' et G’ sont en somme directe, Puisque F@G' C E,on a :
dim F+dim &' <=

cest-d-dire : p+{n—p)<n etdonc: p<p'.
De la méme maniére on voit que F' NG = {0} et donc p’ <p. O

Corollaire 9.17 - Soit ¢ une forme guadratigue sur un espace vectoriel réel E de
dimension finie n. Alors :

g est définie positive < sign{q) = (n,0)
{c'est-d-dire B est euclidien) |}
tl existe des bases orthonormées

g est définie négative <= sign{g) =(0,n)

q est non dégénérée < sign{g}) = (p,n—p)
{c’est-g-dire N{q) = {0})

Ezemple — Déterminer lo signofure de la forme quadratigue : ¢ : R® — R définie dans
la base canonique, par :

g(x) = mf + ng—i— 1623 — 4122+ 62123 —Bzazs
En appliquant la méthode de Gauss on trouve :

¢lz) = (z1 - 222 +32;5)° ~2(z2 — £3)* + 823
2 2 2
=z£]—Fa2+xa

(avec 21 =2y — 222+ 323, 25 = V2 (22 — 23), 25 =+8Bas). Donc : sign(q) = (2,1).

Exercices 12.(1) 13. 14.



9.9 Sous-espaces orthogonaux 311

9.9 Sous-espaces orthogonaux

Comme dans le cas d'un produit scalaire, on dit que deux vecteurs z,y € E sont
arthogonaux pour la forme bilinéaire s, si s(z,y) = 0. On note cela : z L y.
g

Définition 9.18 ~ 50it A un sous-ensemble de E (non nécessairement un sous-
espace vectoriel). On appelle orthogonal de A pour la forme bilinéaire s (ou, sim-
plement, orthogonal de A), ensemble

At ={zeE|s(x,a)=0, Vac A}.
Les propriétés suivantes se vérifient facilement :
Propriétés 9.19 -
1. At est un sous-espace vectoriel de F (méme si A ne Uest pas).
2. {0}+=E
3. Bt =N(g
4. YACE : N(g) c AL

Le lemme suivant généralise la proposition 7.15.

Lemme 89.20 - Soit j: E— (E‘) . 8i E est de dimension finte, pour tout sous-espace
¥ o al ¥

0
vectoriel F de E on a : (j(F)) T

En cffet, JFP ={zc B ~E | p(z)=0, Yp e j(F)}
et pw€jF)+<—= JyeF tel que v =s(-, %)
don : WP =(z€E|s(zy)=0 YeF}=FL O

Proposition 9.21 - Soit E de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors :

1. dimE = dimF + dimF* — dim{(F N N)
2 FHl=F+N ou N := N{q).

En particulier si ¢ est non dégénérée :
dim E = dim F' + dim F*
Fit —F
Démonstration :
1. D’aprés le lemme :  dim F1 = dim §(F)° = dim E — dim j(F)
d’autre part : dim j(F) = dim Im{j|z)

Or, d’aprés le théoréme du rang :

]
4En identifiant E** & E (cf. proposition 3.36) ; en fait : (j(F}) C B
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dim F =dim Im(j|z) + dim Ker(j|p} =
= dim(Im j| ) + dim(Kerj N F) = dim(j(F)) + dim (F n N}
=dim E — dim Ft +dim (F N N)

2.0ma F C F' (en effet, si © € F : s{e,z) = 0 Vz € FL, cest-a-dire
s(z,z) =0 ¥z € FL, donc z € FL+).
D’autre part, le noyau est inclus dans tout orthogonal (cf. Propriété 9,19, 4.)
donc : N € F++. On a ainsi :
F4+NcFt

dim E = dim F + dim Ft — dim (F N N)

1

Or, d'aprés 1 :

et, en remplagant F par F* :

dim E = dim F* +dim P —dim (FL N N)
mais N C FL, donc dim FX: NN =dim N.
On en déduit, par soustraction :

dim F —dim F++ +dim N —dim FNN =0

Or: dim(F + N) = dim F + dim N — dim FNN

et donc : dim F1L = gim (F + N)

Puisque F' 4+ N est un sous-espace de F+L ona FLLl=F4+N. O

Sous-espaces isotropes
Nous nous proposons maintenant de regarder dans quel cas on a :

E=F@Ft
comme il en est dans les espaces euclidiens.
Pour cela il est nécessaire tout d’abord que F N FL = {0}. Or cette condition n’est
pas toujours vérifiée, méme si q est non dégénérée. Soit en effet v un vecteur isotrope
non nul et F = Vect{v}. On a s(v,v) = 0, c’est-a-dire v JS_ v, donc v € F'! et par

conséquent : F'n FL # {0},
Définition 9.22 - Un sous-espace vecioriel F' de E est dit isotrepe si
FnFt £ {0}

Comme on vient de le voir, si Z # {0} il existe des sous-espaces isotropes : par exemple les droites
vectorielles engendrées par les vecteurs isotropes. Récipraquement si F est isotrope, et v € F 1 FL,
v# 0, ona v €L et done ¥ #0. Ainsi:

1! existe des sous-espaces isotropes si et seulement si T # {0}
Proposition 9.23 - Soit E de dimension finie et F' un sous-espace de E. Alors :
E=F@F!' < F estnon isotrope (c’est-d-dire : F'() Ft= {0h

Démonstration ; : La condition est évidemment nécessaire.
Supposons que FNFL = {0}. Puisque N C F'L (cf. propriété 9.19. 4.},ona FNN =
{0}; donc dim E = dim F + dim F1. Il s’ensuit que E= F F+-. O

Exercices 15.16. 17. 18, 19. 20. 21.
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9.10 Formes quadratiques dans un espace euclidien

Dans ce paragraphe on suppose gue l'espace vectoriel E est muni de deux structures :
une forme quadratique ¢ et une structure euclidienne {, ) ®. Nous allons démontrer
que l'on peut toujours construire des bases qui sont orthogonales & la fois pour {,} et
pour ¢ (cela permet de simplifier les calculs car dans de telles bases les matrices de
{,} et de ¢ sont diagonales).

Théoréme 9.24 - Soit (E,{,}) un espace euclidien et ¢ une forme quadratique sur
E. Il existe alors des bases qui sont orthogonales & la fois pour {, ) et pour q.

La démonstration reprend en fait celle de la proposition 7.39 (cf. page 254) :

a) Soit s la forme polaire de g. Il existe un et un seul endomorphisme f, tel que :

(:B:fs(y)) = s(m,y), Yr,y € E.

Pour cela, on procéde comme dans la Proposition 7.39 : on considére une base {e;}
orthonormée pour {, ). En écrivant la relation ci-dessus sous forme matricielle, on
voit facilement que, si § = M(q).,, f. est Pendomorphisme qui dans la base {e;} est
représenté par la matrice §.

b) fs est autoadjoint pour {, ).
En effet : {z, fs(y)) = s(z,y) = s(y,2) = (g, fo(2)) = {fe(2), )

D’aprés le théoréme 7.38, les sous-espaces propres E) de f, sont deux & deux ortho-
gonaux pour {, }. En fait :

¢) Les espaces propres Ey sont aussi deux & deux orthogonaur pour s.
En effet, soient v; et v; tels que fo(v;) = divx et folvy) = Ajuj, avec i # j ona:

s{ve,v5) = {ui, fe(93)) = A5 (vi,05).
Puisque {v;,v;} =0, on a aussi s(v;,v;) = 0.

1l suffit maintenant de prendre dans chaque espace propre E) une base orthogonale
de vecteurs propres (orthogonale pour {, }), pour obtenir une base qui est aussi or-
thogonale pour s. O

Le corollaire suivant permet de déterminer une base orthogonale et calculer la signa-
ture d'une forme quadratique en diagonalisant la matrice qui la représente dans une
base quelconque.

Corollaire 9.25 - Soit q une forme quadratique sur un espace vectoriel réel de di-
mension finie et § = M(q)., ot e; est une base quelconque. Alors :

1. On peut construire une base orthogonale de g formée de vecteurs propres de S.

2. De plus : sign{g) =(ny,n_)
ot n1 = nombre des valeurs propres strictement positives de S
n _ = nombre des valeurs propres strictement négatives de S,

5La situation habituelle est celle qui consiste & considérer une forme quadratique g sur (B™, {, } ),
ol {, } est le produit scalaire canonique.
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Démonstration : Soit {e;} une base de E et {, } le produit scalaire associé & cette
base (cf. exemple 2, page 222). On considére, comme dans le théoréme ci-dessus,
endomorphisme fs défini par : (z, f;(y)) = s(z,¥), Yo,y € E. Comme on I'a vy,
ona: M(f)., =65.

Soit {vy v} une base de vecteurs propres de f, orthogonale & la fois pour (.} et
pour g, et normeé pour {, }, construite comme dans le théoréme. On a :

s(z,y) = z; 5 8(ve,v5) = Z z:y5 {vi, Fs(vg) = Z x5 45 Ay (vi, v5)
1

ij= i,j=1 i,d=1

"
z Tiyidy =MT1th+ o+ A Taln
i,3=1
d’olt :
s(z,2) = A 21?4 -+ An T2
ce qui montre que la signature de s est donnée par les signes des valeurs propres de
fs (doncde S}. O

Exzemple -
Soit E=R? et q la forme quadratique définie dans une base {e;} par :

g(z) = —fo — 2:.:% - 2:::% +6x1z2 +6xexz +H 62173

Déterminer une base orthogonale et la signature de ¢ par ls méthode indiguée dans le
corollaire.

Ona:
-2 3 3
S = M(s)e; = 3 -2 3 et Ps(A) = -\ — (A +5)°
3 3 -2

done Sp'(8) = {4, —5, —5} et par conséquent sign(s} = (1,2).
Pour avoir une base orthogonale pour s, il suffit de déterminer une base de vecteurs
propres de S qui est orthogonale pour le produit scalaire {,} associé & la base {e:}.

1

On trouve: E4 : engendrépar v = | 1 , Es:ixzt+y+z=0
1
1 a
Soit, par exemple, w = 0 € E_; et prenons 3 = b € E_5 tel que
-1 c
{vz,v2} = 0. Pour cela, a, &, ¢ doivent vérifier le systéme :
at+b+e=0
a —e=10
1
ce qui donne, par exemple, va = | -2
1
Ainsi les vecteurs vy, vz, va qui dans la base {e;} sont donnés par
1 1 1
= 1 , U= 0 , U3 = -2
1 -1 1

forment une hase orthogonale & la fois pour {,} et pour g.
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NOTA. — La méthode fondée sur la réduction de Gauss {ef. page 306 et exemple page 310) permet
d'obtenir plus facilement une base orthogonale et la signature de g. Cependant cette méthode est
nécessaire si I'on cherche une base orthogonale pour ¢ qui est aussi orthogonale pour le produit
scalaire. En particulier elle est utilisée pour déterminer la forme réduite des quadriques dans une
base orthonormée (cf. Appendice A.11).

Exercices 22. 23, 24,

0.11 Endomorphisme adjoint

La notion d’endomorphisme adjoint, gue nous avons introduite dans le cadre des
espaces euclidiens {cf. proposition 7.16}, se généralise facilement aux espaces vectoriels
de dimension finie munis d*une forme quadratique non dégénérée.

Proposition 9.26 - Soieni (E, q) un espace vectoriel de dimension finie muni d'une
forme quadratique non dégénérée, et f € End{E). Il existe alors un et un seul endo-
morphisme f* de E tel que

s{f(z),y) = s(z. f*(¥)), Vo, ycE
(s étant la forme polatre de q). f* est dit adjoint de [ relativement & s.

En effet, soient {e;} une base de £, S = M{s)e,, A = M{f)., et X = M(z).,,
Y = M(y).,. Supposons que f* existe et soit A* = M(f*).,. L'identité de I'énoncé
s'écrit :

(AX)8Y = IXSA*Y, V¥X,Y &€ My ,(K)

c'est-a-dire
X (PASYY = 'XSA'Y, YX,Y € M, (K)

ce qui est éguivalent &

A8 = SA*.

Comme S est non dégénérée, S est inversible et donc :

A* =818 (*)

Ceci montre que A* (donc f*} est unique.
Réciproquement, si on définit f*: E — E par M(f*)., = 9! 'AS, en remontant
les calculs on voit que f* vérifie I'identité de I'énoncé. O

REMARQUE. — Si {e:} est une base orthonormée (lorsquielle existe, par exemple, dans le cas
euclidien ou dans le cas ofi ¢ est & valeurs complexes et est non dégénérée (c¢f. corollaire 9.15) ),
on a 8 = I et on retrouve done la formule A* = *A que I'a déjd vue dans le cas euclidien (ef.
7.16.).
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Exemple - Soit E = R* muni de la forme quadratique ¢{z) = 2} - 3.

Si A=M(f)e,,=(“ 2),01123:

[

+ _ag-1fa ¢ _ {1 0 a < 1 0y a —c
AT=5 (b d)S_ (0 —1)(6 d)(ﬂ —1) _(—b —d)
Proposition 9.27 - Pour tous endomorphismes f etg et pour tout scalaire A, on g -

al f*=f, (id)* =id ;

o) (f+g@=F+g", () =Af, (fog)r=g"cf";
¢e) rgfr=rgf, détf*r=détf.

a} et b} se démontrent facilement & 'aide de la formule (*} ci-dessus ou, mieux, par
exemple :
s(f@),y)=s(z, f*)=s("(@),y)=0, WeE,
donc f(x) = f**(z) pour tout z € E, c’est-a-dire f = f** ( cf. exercice 8).
Pour ¢}, utiliser la formule (*}. O

Exercice 25.

9.12 Groupe orthogonal associé 4 une forme quadratique

Comme au chapitre 7, nous allons étudier les endomorphismes f de E qui conservent
une forme quadratique g, c’est-a-dire tels que ¢(f(z)) = ¢(z), Vz € E. Il s'agit donc
de la généralisation aux espaces non euclidiens des isométries vectorielles, Dans le
cadre de la Relativité (¢(x) = 27 + «3 + 2% — 3} on obtient le «groupe de Lorentz»
(cf. exercice 26} qui, comme on peut 'imaginer, joue un réle important en Physique
Mathématique.

Proposition 9.28 - Soit (E,q) un espace vectoriel de dimension finie muni d'une
forme quadratique g non dégénérée et soit f un endomorphisme de E. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. ¢(f(z)) = ¢(2), Vo€ E
2 s(f@) f(¥) = s(z,y), VoycE
3. f*o f =id (ou d’une maniére équivalente ; fo f* =id).
En particulier f est bijectif.
Un tel endormorphisme est dit orthogonal relativement a g.

Démonstration : L’équivalence de a) et b) se montre comme dans la proposition
7.19 page 239. Pour montrer I'équivalence de b) et ) on pourrait utiliser ’expression
matricielle de f* (cf. formule (*), page 315) et procéder comme en 7.19. Cependant
il est plus simple de raisonner de la maniére suivante :
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s(f(2), f@) = s(z,9), Vu,y € B <= s(f*o f(x),y) = s(z,y), Yo,y € E
> frof(@) ==z, Vo€ E (cf exercice 8) <= f*of=id I
Proposition 9.29 - Soit O(g) = {f € End (E) | f*o f=id}. Ona:
1. id € O(g) ;
2. si f,9 € O(q) alors fogeO(g) ;
3. sifcO(g) alors f~! € Og).

En particulier, O(q) est un groupe pour la loi de composition des applications (cf.
Appendice A.1), dit groupe orthogonal de g.

La démonstration est une simple vérification. Par exemple, si f,g € O(q), on a:
(feg)o(fog)=g'oflofog=goidog=g'og=id

donc foge Ofg). O

Proposition 8.30 - Si f € O(q) alors détf = L£1. L'ensemble

S0(g) = {f € O(g) | détf =1}

est un sous-groupe de O(q), dit groupe spécial orthogonel de q.
En effet, si f € Og} ona f*o f=id, donc dét(f* o f) = 1. Puisque détf* = détf,

on a (détf)? = 1, donc détf = 1.
La vérification de la seconde partie est laissée en exercice. L]

Proposition 9.31 - Soit {e;} une base de E, § = M{g),, et A= M(f)e;. On a :
FeO(g) = ASA=S8

En effet
FeOlg) <= s(f(=),f) =s(zy), Yo,y € E

= YAX)S(AY) = XSY, ¥ X,Y € Mn1(K)
= XA ZAY = XSY, VX, Y € Mpa(K) — AS5A=5 O

NOTA. ~ En particulier, si {e;} est une dase orthonormée (& supposer qu'elle existe), on a 3 =1,
donc: f€O{g) < A4 =1 (cf 7.19).

Exercice 26.



318 Formes bilinéaires et formes quadratiques

EXERCICES

E Soit la forme bilinéaive b: B® x B® — R définie dans la base canonigue par :

b{x, v} := z1tn + x2y2 + 3ways + Bx1us + 2oy — 3moys + 3xayr + Tawe

Ecrire la matrice de b dans la base canonique. Calculer N(b), rg(b) et b(z,w) on :

2 5
z= ( -1 ) , W= ( 15 ) Ecrire la matrice de b dens la base {v1,vs,v3} o vy =
0 1

()= ()= (2)

E’ Déterminer le noyew & geuche N(b) de la forme bilingaire & de Pexercice 1.

*k
E Représentation matricielle canonique d'une forme bilinéaire antisymétrique

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K et £2: £ x E — K une forme
bilinéaire antisymétrique, c’est-a-dire telle que :
Yz, z) =0, Yz E.

1. Montrer que ¥,y € F : Q{x,y) = -y, =).

2. Montrer que si #,y € E sont liés, alors {¥{x,v) = 0. En déduire que 5i dimE =1,
alors §3=10.

3. Soit dimE > 2 et § # 0. Montrer qu'il existe deux wvecteurs indépendants
#1,u2 € £ tels que Q{uq,u2) =1.

4. On note F = Vect{uy,uz}. Montrer que :

LU |
M{Q|z)uy,ua} =( -1 0 )

5 Soit W="Fl={weE|uw)=0, Yu € F}. Montrer que E=FgW.

6. En déduire le résultat suivant :
Boit 1 une forme bilinéaire antisymétrique sur un espace vectoriel ¥ de dimen-
sion finie sur K. Il existe alors une base {e;} telle que :

-1 0

M(Q)e, =

0

0

En particulier : toute forme bilindaire antisymétrique est de rang pair.

Déterminer la forme polaire de la forme quadratique g : C3 — C définie par :
glz) =328 —2(1 +i)zi — 2imws + ;123 + (5 —i)zoms

Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de €3,
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EI Soit ¢ une forme quadratique et s sa forme polaire. Montrer que :

s(z,y) = %(q(r+y)—q(m —y))

** * L3
Normes et normes euclidiennes

1. Soit £ un espace vectoriel sur K (non nécessairement de dimension finie) et ¢
une forme quadratique sur E. Montrer que :

ghz) = A%q(x), Yz €E, VAEK.
2. Soit f:R™ — R. On dit que f est positivement homogéne de degré r si:
Jaz) =2 f(z), ¥YzeR®, YAicR, A>0

{a) Montrer que si f est positivement homogéne de degré O et si elle est continue
a l'origine, alors f est constante.

{b) On suppose que les dérivées partielles de [ existent. Montrer que si f est
positivement homogene de depré r, ses dérivées partielles sont positivement
homogeénes de degré r — 1.

{¢) En déduire le résultat suivant :

Soit f:R* — B telle que f(hz) = A% f{z), Yz € R™, VA € R,
A 0. 81 f est de classe (2 {c’est-d-dire continue avec toutes ses dérivdes
partielies continues, jusqu’d Uordre 2 inclus), alors f est une forme gua-
dratique (et en particulier elle est de classe C%° ).

{d) En déduire aussi le résultat suivent :

Soit || || : E — B une norme sur un espace vectoriel réel de dimension
finde. Alors || || est une norme euclidienne (c’est-d-dire elle provient d'un
produit scalaire) si et seulement si som carré est une fonction de classe

2,

Mantrer que l'application ¢ : B[z] — B définie par ¢(P) = fol P({x)P"(z)dx est une
forme quadratique sur R[z].

Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée et s sa forme polaire. Montrer que :
sx,z) =8{y,z), Vz2EE = z=y.

Déterminer les vecteurs isotropes des formes quadratiques g : B¥ — R suivantes et
vérifier que N{q) C Z{q) :
a) qlz)=x? +8x3 —8z% —dxy2p + 2mz3 — 10xazs
b) g(z) =23 + 222 - 228 + 23122 + 22103

Déterminer une base orthagonale pour les formes quadratiques ¢ : B¥ — R suivantes :

a) qlz) =% +42% + 922 + 2z12p + B2pas
b) glz) =27 +3af + 822 — dz122 + G213 — 107253
c) glz) =5zm1m2+6m123 + 22223

M&me question pour ¢:R?* — R définie par :

d) gz =12 22 p2 242 —2myze — 22133 — 22104 + 2Tozs — dzoxy
1 2 3 4

&
Démontrer la proposition 9.13 : les formes lindaires obtenues por lo réduction en carvés
de Gauss sont indépendantes.

1. Déterminer la signature des formes quadratiques de 'exercice 10., ainsi qu'une
base orthonormée, si elle existe.
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2. On considére les formes quadratiques de I’exercice 10. comme formes quadratiques
sur €2 (respect. : C*). Dans quel cas a-t-on une base orthonormée ? En déterminer
une, le cas échéant.

Soit : M
o M= R,

Momntrer que ¢ est une forme quadratique. Déterminer son rang, sa signature, une base
orthogonale et les vecteurs isotropes.

On définit sur Rzlxz] la forme quadratique :
a(P) = [y P(2) P"(z)dz

{cf. exercice 7.). Déterminer le rang, la signature, le noyau, les vecteurs isotropes et une
base orthogonale.

1. Soit ¢:R* — B définie dans la base canonique par

et F le sous-espace vectoriel de R® engendré par v =
Déterminer F*- et vérifier que FL 3 N.
Déterminer F*-+ et vérifier que Fil =F 4 N,
2. M&mes questions pour gq:R* — R définie par :
q(z) = x% + 2w§ 4+ 2z13y — 230wz — 2aomq + dEaiy

g{z) = 23 — 22 + 22100 + 22022, 1
1
1

et F défini par les équations

o1 tre—2atzrg =90
xo — g =10

Soit Mgz(E) muni de la forme quadratique de ['exercice 13. et
F = {A € M2(R)|TrA = 0}. Déterminer F*. A-t-on Ma(R) = F FL ?

Soit Rz[z] muni de la forme quadratique de I’exercice 14. et F le sous-espace engendré
par Q) =1—22— 1522 A-t-on Bz[e]=F @ FL ?

Soit (E, ¢} un espace vectoriel muni d'une forme quadratique, et F, (7 deux sous-espaces
vectoriels de E.
1. Montrer
(a) FcG=GLtcFt
by (F+&t =Flngt
(¢) F-+G- C(Fna)t
2. Montrer que si g est non dégénérée, dans (c) on a I'égalité,

3. Donner un exemple o1, dans (c), on a l'inclusion stricte.

Soit g:R* — R définie par :
g(z) = 2% + 2m122 + 22123 + 20124 + 42273 + dTaws.

Montrer que tout hyperplan F d'équation axi +x3 + baxs + x4 =0 est isotrope.

Tout sous-espace isotrope contient des vecteurs isotropes non nuls (il suffit de prendre

v € FNFL, y30). Construire un exemple de sous-espace non isotrope contenant des
vecteurs isotropes non nuls.
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*
Sous-espaces totalement isotropes

1. Soit (E,g¢) un espace vectoriel muni d'une forme quadratique. Un sous-espace
vectoriel F' de E est dit totalement isotrope s1 5| = 0, s étant la forme polaire
de q. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) F est totalement isotrope
b} FF C I, T étant le cone isotrope
¢) Fort

{Noter que le noyau N est un sous-espace totalement isotrope, d'aprés c))

2. Donner I'exemple d’une forme quadratique non nulle dans B? admettant un sous-
espace totalement isotrope de dimension 2 non trivial, c’est-a-dire différent du
noyau.

* E’EI Construire une matrice symétrique non diagonale A € M3(R) ayant une valeur propre
strictement positive, une valeur propre strictement négative et une valeur propre nulle.

* On considére 1'espace euclidien R? muni du produit scalaire canonique et soit
f € End (R?) définie, dens la base canonique, par :
1 -9 6 2
A= M e =TT 6 7 6
LYy 2 6 -1
Montrer que f est une transformation orthogonale. Déterminer les valeurs propres de

f, a l'aide de la trace et en remarquant que A est symétrique. En déduire la signature
de la forme quadratique g : R% — R qui, dans la base canonique s’écrit :

q(z) = —9:\:% +7$§ —ng + 12z o+ Az 2z + 12225

* m Réduction simultanée de deux formes quadratigues
{Générulisation du théoréme 9.24)

1. Soient s et ¢ deux formes bilinéaires symétriques sur un espace vectoriel £ de
dimension finie, s étant supposée non dégénérée. Montrer qu'il existe un unique
endomorphisme f de E tel que

s(fz)y)=t{y), Ya,ye€FE n
Montrer que l'on a :
s(flz)hy) =s(2,f(¥)), Yo, y€E @)
2. Montrer que, s A # y, les sous-espaces propres pour f, Ey et E,, sont ortho-
gonaux pour & et en déduire qu'ils le sont anssi pour t.
3. Montrer la propriété suivante :
Il existe une base orthogonale & la fois pour s et pour t si et seulement s5i f
est diagonalizable.
4. APPLICATION. Soient :
gs(x) = .'c% + x% — mg —2x:xz + Cxozn
grlx) =(1+a)z? +zd+(1+a)zd - 2222 — 201 + @) 21 w3 + 222
Pour quelles valeurs de a existe-t-il une base orthogonale & le fois pour g4 et ¢ ?
Déterminer une telle base, lorsqu'elle existe.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d'une forme quadratique non
dégénérée. Montrer que :
(Im f)* =Kerf* et (Kerf)* =Imf*

1. Déterminer O{g) o g : B2 — R est définie, dans la base canonique, par
g{z) = 22132,
2. {Transformation de Lorentz en dimension 2 ) Méme question pour ¢ :
B? — R définie par ¢(z) = z§ — 23
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INDICATIONS

0 6 —6

EI B=M{b), =] 2 1 -3 |]. N(b) est engendré par 15 1
1 3 i
0

i
N{b) est engendré par ( 1 ) .
-1

LO0=Qz+yc+y)=Qfza)+ Q)+ Qv 2) + Oy, v).
2 8 y=iz Oz,y)=0z 1) =102 =0

3. Il existe deux vecteurs vy, vz tels que (¥{v1, ve) # 0 (autrement 0 = Q).
v2

T v, ve)
4. Ona FnW = {0}. Montrer que £ = F' @ W en faisant une analyse et une
synthése. On trouve la décomposition de z € F ¢
z =0z, uzjur — Oz, vy ) ue + (z -0z, u2)ur + 2z, w1) ug)
r—— — - )

el

er cew

] ]

Pozer w1 =11, u2

5. Utiliser le fait que £} est antisymétrique.

6. On restreint 2 & W et on raisonne par récurrence.

, . a 1 1
IZ' s{z,y) = 3oy —2(L +Dw2yz —iaie —isomi + - 138+ s EAW

. 2 2
H—1 5—1
+T$2y3+ T3 Y2.
3 —i 1/2
. , H—1
M(q),. = -1 =2{144) 5
' -4
1/2 0
/ 2

[5 ) 2o +v)—ae—9))= 4 [stz 4y, c4u)—slz—ym—y)] =

L gliz) = s{Az,Az) = ---
2

. {a) La condition d'homogénéité assure que [ est constante
sur toute demi-droite issue de l'origine. La continuité de f i
Porigine implique que f prend la méme valeur sur chacune de
ces demi-droites (ci. Fig. 3).

(b) Si Ff{Az)=2A" f(x}, YA > 0 on a, en dérivant

k

par tapport & =z : Tk (Az) A= A% %(z)

{e) 8i f est positivement homogéne de degré 2, ses

dérivées secondes sont positivement homogénes

de degré 0; étant continues & l'origine elles sont des fonctions
constantes. En intégrant, on voit que f est un polyndme de
degré 2. Il s'agit d'un polynoéme homogeéne puisque f(iz) =
A2 F(x), YA > 0.

(d) Si || || est une norme, son carré est une fonction positivement
homogéne de degré 2.

Figure 3
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Poser s (P,Q) = % fn 1 (P)Q"(@) + P"(2) Q(=)) da

sz —y,2) =0 Yz € E signifieque x —y € N = {0} et, par conséquent & =1y

a) g(z) = (x1 — 222 + 23)% — (2 + 3x3)*. T{g) est la réunion des deux plans

1 —Zwetmwg=wme+ 323 et xy —2m2+ 13 = —(22 + 3x2) cest-d-dire
desplans m ;21 — 329 —2x3 = 0 et m2 : x; — 20 +423=0.
7
N(g) est engendré par : 3
-1

b} g(z) = (1 +x2 + x3)% + (X2 — x3)% — 423, Z(g) est le cone défini par

1
:!:3::!:5\/(x1+x2+m3)2+(:r2—w3)2

Nig) = {0}.

a) glz) = (z1 + x2) +3(m2+:c3}2+6:c§;

w=(8)==(8)-(5)

b) g(z) = (a1 — 2@ + 3m3)° — (xg—m3)2+0-a:§,

2y = &1 — 2az + 3w
Résoudre le systéme : ma L T2 — T3
el T3
x®] = Bx1+5xz+8ms
¢) On est amené A résoudre le systéme : w"z = —5z1+5xz+4x3
zh = E
3 3

1 1
d) glx)=(x1 — %2 — 23 —24)° = 3(x2+ §m3 +24)2 +3(x2 + 51:3]2 +0-z2.

Résoudre le systéme :

)= ¥l —F2— X3 —I4
1

zh = T2+ 5%3 + 24
1

T = w3+ 373

1::1 = €Tz

Attention : ne pas poser o, = 24 (il faut que les quatre formes =/, x5, z§, =) soient
indépendantes).

Supposons {avec les notations de page 307) que :
2
a2) = }[{p102) +2(2))” = (922) - 02)) | + Xs Bs@ + -+ Ay p(2)?

Puisque @1 ne contient pas x; (i £ j) et contient z;, alors que pz ne contient pas
x; tout en contenant x;, ) et g sont indépendantes et 1 + w2, w1 — P2 engen-
drent un sous-espace F' de E* de dimension 2. Soit G = Vect{ws,..., ¥y} ; puisque les
formes 42, ... ¥p ne contiennent pas les variables z;, &, F et G sont en somme directe.
Raisonner par récurrence.

1. a): (3,00 bY:({1,1) «¢):(1,2) d):(21)
On 2 une base orthonormée uniquement dans le cas a}. Si {v1,v2,v3} est la base
orthogonale trouvée dans 'exercice 10. a) , on a :
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1 0 0
M@, =| 0 3 0|
0 0 6
Donc g(vi) =1, g(va) =3, ¢(vz) = 6. Une base orthonormée est done :
1 1 -1 1 i
£1 = 0 ), e2=— 1 ], ea=— -1 1.
0 V3l o A
2. On a une base orthonormée dans les cas a) et ¢). Pour a) méme résultat qu'en 1.

1 1 /5

Four ¢} on trouve, par exemple, £ = —=ta, €3 = -4 — v3,
) P P 20 i¥iz >

1
—t, £2=
T 2

{v1,v3,va} étant la base ci-dessus.

Si A= ( 1 E2 ) » 4(A) = 2124 — z2w3. ¢ est donc une forme quadratique. Par

3 E4
la réduction en carrés, on trouve :

g(z) = i[(xl +34)* — (21 — 4) ] - %[ z +23)° — (w2 — 23)? ]

Base orthogonale : (; ?)‘(0 ) ( ),(_(1) (1])

Vecteurs isotropes : les matrices A telles que détA = 0

Dans labase e1 =1, e2 =%, ea =2, 0na:
1

0 0 2
Migle;, =| 0 0 1 rgq=2.
¢ I By

4
8i P=ua) +azz+aax?,alors: g(P) = §(a§+3a1a3+6a2a3)

= g[(as + gal + 30.2)2 - ( gﬂ'l + 302)2]-

Le noyau est engendré par P = 2 — z. Les vecteurs isotropes sont donnés par les deux
familles de polynémes Pi{z) = a1 +axz et Pp(z)=a) + ez —3{a1 + 2az) 2.
Une base orthogonale est donnée par :

{:rz, ;—xz, —2+;~:}.

1 1 0 7
‘XSY:(AAA)(I 0 1) (y‘g):Q/\(yl-f—yg).
Q 1 —1 i3
Ainsi

XSY =0+=YXEF <= 20 +1)=0,VAER <= y1+ 12 =0
ce qui définit 'équation de FL,
-1
N est engendré par 1 ) jonabien N C FL,
1

Fol —{V|'X5¥ =0 VX cFll et XeFlt = X = ( -

|
-
—
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Donc: 'X8Y =0 ,¥X € Ft = D+ ullyz —u3) =0,¥A, n R
Ainsi 4L est le plan défini par yo — 3 = 0.

A—2n
2. Méme méthode. On trouve X e F+— X = ‘; et :
A
F_L={ w -2y =0
nty—ys+ya=0

a 0

Flz{AEMg(RHA=( 0 a ),aE]R}, F est non isotrope.

17| €} est isotrope.

i. Faire une démonstration directe. Par exemple pour {b) :
2 (F+ Lt = s{f+g,x) =0, ¥f € F, ¥g € Q. En particulier pour § =0
ona £ EGL etpour g=0ona x € FL,
Réciproquement, si 2 € F- NG+, oma s(f,z) = 0,¥f € F, et s{lg, 2) =
0,¥g€G. Dol s{f+g,2)=0Yf€F et ¥g€ G, cest-a-dire © € (F+)L.

2. i g est non dégénérée, on a F--+ = F pour tout sous-espace F. Remplacer dans
(b) F par FL et G par G

3. Il faut que ¢ soit dégénérée. Le cas le plus simple non trivial est g : B2 -+ B définie
per g(z) = z3. Prendre F et G tels que FNG = {0} [d'on: FNG)L =R?] et
tels que FL=GL et dimF*t =1 [dott: dim(FL + GL) = 1]. Par exemple :

F = Vect{v} et G = Vect{w}, avec v:((lj),w:( } )

FL est défini par

(1—a)z1+z2+({l-2a)zz3+ z4a=20
(1 -8z + 222 —2bxa+2x4=90

done dimF<+ > 2. Or:
4 > dim(F + F1) = dimF + dimFL — dim(F n FL),

donc : dim{F N FL) 2 dimFt-12> 1

[} suffit de considérer un espace E muni d'une forme quedratique non dégénérée et
non définie. F lui-méme répond 4 la question. Si 'on veut un exemple moins trivial
{un sous-espace F'CE) i} faut que dimF > 2, car tout sous-espace de dimension 1

=

est isotrope si et seulement si il est engendré par un vecteur isotrope. Prendre, par
exemple : B =R?, g{z) = 2% + 2% — % et F le plan d'équation =1 = .

1. a) et b) sont équivalentes car 8|, = 0 est équivalent & ¢l = 0 ce qui signifie que
F C I. D'autre part

FCFl = veeF:aly YyeF & s(z,y) = 0, Yo,y € F.

2. Pour que 7 contienne un plan vectoriel, il est nécessaire que rangg # 3 [bien
vérifier que pour la signature (2,1) ou (1,2) Z ne contient pas de plan vectoriel].
Si rangq = 1, on peut écrire, dans une certaine base, g{z) = +2z? et alors
I = N = { plan défini par £, =0} ; aussi le seul plan totalement isotrope est le
noyau. Pour qu'il existe un plan isotrope non trivial, il faut donc que rangq = 2.
Si sign ¢ = (2,0) ou {0,2), & un choix de base prés : ¢(z) = *{z% + x3) et
T = N est de dimension 1; il n'existe donc pas de plan totalement isotrope. Pour
avoir un plan isotrope non trivial, il faut donc et il suffit que sign ¢ = (1, 1),
cest--dire : g(z) = xf - z%. Le plan d’équation z1 = 22 est totalement isotrope.
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Il suffit de considérer une forme quadratique ¢ : B —— R de signature (1,1). Par
exemple : g{z) = (221 — 322 + m3}2 —2(z2 + %3)%. La matrice de g est :

4 —B 2
A= ( —6 7 -5 ) {ona : SpA = {0, 5—/73, 54/73).
2 -5 -1

Puisque 4 est orthogonale et symétrique, A? = I, c’est-d-dire f? = id. Par conséquent,
si v appartient au plan de rotation, 'angle de rotation & vaut k#, puisque fo f(v) = v.
D'autre part, Trf = =1 donc : soit 2cosé — 1= -1, soit 2cosfd -+ 1= —1.

Le premier cas donne cos# = 0, ¢e qui est exclu, car cela signifierait que f = id. [l reste
le second cas, cos# = —1, c'est-a-dire & = 7. f est donc une rotation d'angle & et, par
des considérations géométriques, Sp'f = {1, -1, —-1}. On en déduit siga(g) = {1, 2).

1. En notant A, &, T les matrices de f, 5, ¢t dans une base {¢;}, la relation (1)
s’écrit : SA = T. Puisque s est non dégénérée : A = S~IT. Donc si f existe
elle est unique car sa matrice est $~17. Réciproquement, en définissant [ par
M(f)e; = 87T et en remontant les calculs, on vérifie (1). La relation (2) vient
de la symétrie de s.

2. Ecrire la relation (2) powr x € E), y € B, Utiliser {1) pour montrer que = J:' Y.

3. Supposons f diagonalisable et soit sx := s|g, (s, est une forme bilinéaire sur
E;). Dans chaque E) on prend une base orthogonale pour s, (elle sera aussi
orthogonale pour z). Puisque f est diagonalisable, E est somme directe des E,
et donc la collection de toutes ces bases est une base de B orthogonale pour s.
D’aprés le résultat ci-dessus, elle est aussi orthogonale pour &

Réciproquement, supposons qu'il existe une base orthogonale pour s et ¢ Dans
cette base, avec les notations ci-dessus, S et T sont diagonales, donc A = §-17T
ezt diagonale.

a 0 —a
4. ApPLIcATION, A=8"'T=] -1 1 1
a 0 —a )
Cette matrice est diagonalisable si et seulement si 4 = 0. Pour avoir une base
orthogonale & la fois pour s et pour ¢ il faut prendre une base de vecteurs propres
de A qui est orthogonale pour 5. On trouve, par exemple :

2 0 0
v = 1 vy = 1 vy = 1
1 -1 0

Utiliser identité s{ f{x),y)=s(z, f*{y)) . Yo,y € & :
F)=0= s(f(z)y)=0Ve € E = y(Imf)

c’est-a-dire : Ker f* C (Im f)*. Raisonner sur les dimensions pour montrer 1'égalité.
Remplacer ensuite f par f* et prendre 'orthogonal pour montrer la seconde identité.

1. Les matrices orthogonales sont les matrices A € AM(R) telles que ASA =5
0 1 ,
avec S = ( 1 0 ) On trouve :

A:(g 1;2) avec a € R\{0} etA=(1/g g)avechR\{O}

_ echea sh a P
Q'A_(es’sha s'cha) aveca € et =,¢' = £1.



Chapitre 10

Formes hermitiennes

Dans ce chapitre nous établissons pour les formes hermitiennes la méme théorie que nous
avons développée pour les formes bilinéaires symétriques. Les résultats sont tout & fait ana-
logues et les démonstrations se font de la méme manigre. Le lecteur est invité a se rapporter
souvent & la table en Appendice A.13.

10.1 Rang et noyau d’une forme hermitienne

Rappelons {cf. définition 8.1) qu'une forme hermitienne sur un espace vectoriel com-
plexe E est une application h: EF x E — C antilinéaire dans le premier argument
et linéaire dans le second argument, vérifiant en plus la propriété dite de «symétrie
hermitienne» :

h(z,y) = hly,«)
Commengons par considérer le cas ou E est de dimension finie. Comme nous I'avons
vu (cf. page 280), si {e;} et {€}} sont deux bases de E et H = M(h)., ,H' = M(h}.,
alors :
H =PHP

olt P = P, ... Cette formule montre, comme dans le cas des applications bilinéaires,
que :

Proposition 10.1 — Le rang de la matrice M(h)., ne dépend pas du choix de la base
{e;}. Ce rang est dit rang de lo forme hermitienne.

En revanche, tout comme pour les formes bilinéaires, le déterminant de M ()., dépend
du choix de la base, mais 8'il est non nul dans une base il est non nul en toute base.

Définition 10.2 - Une forme hermitienne (sur un espace vectoriel E de dimension
finde sur C) est dite non dégénérée si elle est de rang mazimum (égal 4 lo dimension
de B ), c’est-g-dire si : dét M{h),, #0 ({e;} étant une base arbditraire de E).

Exemple - Soit h : €2 — C définie dans la base canonique {e;} par :

h{z,y) =2F 191 — 3iFayn + 3¢ Xy + 3Tz 12

M), = ( 32i ng )

h est de rang 2 et donc non dégénérée.

Ona:
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Définition 10.3 - On appelle noyau de la forme hermitienne h le sous-espace vee.
toriel N (k) de E défini par :

Nhy:={xze E|hiz,y)=0, Yye F}
{ cf. définition 9.3).

NOTA — A cause de la symétrie hermitienne, on a aussi
N ={yeElhla,y)=0, vz E}.
Le noyau de A est en fait le noyau de la matrice qui représente h (dans une bage
quelcongue).
En effet, soit H = M(h)e, ona h{x,y)= *X HY ; donc:
y € Kerh sietseulement si* X HY =0, ¥ X € M1,n(C)

c'est-d-dire ; y € Kerh si et seulementsi HY =0,

On en déduit, comme pour la proposition 3.4 :

Proposition 10.4 - Soit h une forme hermitienne sur un espoce vectoriel E de
dimension finie. Alors :
1. Le noyau de h est le noyau de la matrice gui représente b dans une base {quel-
congque).
2 dim E=rgh+dimN ()

Interprétation du rang et du noyau, Rang et noyau en dimension infinie.
Comme pour les formes bilinéaires, {cf. définition 9.3) le rang et le noyan peuvent étre
interprétés comme le rang et le noyan d'une certaine application linéaire.

Notons

elz+y} = plz)+ ) }
w(Az) Ap(z), Yz, y€ E.

Les éléments de E* sont dits formes antilinéaires. On voit facilement que E est un espace
vectoriel sur € pour les lois que I'on définit hahituellement sur 'espace des applications
{exemple 4. page 5)

Si E est de dimension n et {e;} est une base de E, on montre, comme pour le théoréme 3.35,
qu'il existe une unique base {;}i=1...n de E7 | dite base antiduale, telle que :

E7:={zp:E—>C telles que : {

wile;) = &s;.

11 s’agit des applications

7T E — C

T = e — Tk
(cf. exercice 2). On vérifie, exactement comme pour la proposition 9.2 page 297 :
Proposition 10.5 - Soit h une forme hermitienne sur un espace vectoriel E de dimension
finde sur €. On associe & h Uapplication lindaire
ir) : E — E° ott hivy): E — C
' —_ Ry z —_— hiz,w)

Si {e;} est une base de E et {y;} sa base antiduale, on a: M(h)e, = M(j(h))

£4,97
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Ces remarques justifient la définition suivante, valable en dimension infinie.

Définition 10.6 - Soit E un espace vectoriel sur € (non nécessairement de dimension finie)
et h une forme sesquilinéaire (cf. page 274{). On appelle rang de h le rang de Uapplication
jky: B — E¥ ot hiny): F — C
y — A{.w) @ = h{zy)
On appelle noyau de h le noyou de j(h) :
Nhy ={yeF | hiz,y)=0, Ve E}
On dit que h est non dégénérée 5i j(h) est injective c’est-d-dire si N(h) =0, ce qui signifie
que : h{z,y} =0, Yec F = y=0

Notons enfin que si k est une forme hermitienne définie positive *, alors h est non
dégénérée.
En effet si = est tel que h(z,y) =0 ,¥y € E, on a en particulier h(z,z) =0, donc z =0.

Exercices 1. 2. 3.

10.2 Orthogonalité. Vecteurs isotropes

Définition 10.7 - Soit h une forme hermitienne sur E.
1. x,y € E sont dits orthogonauz pour h si h{z,y) = 0.

2, x € E est dit isotrope 81 gz} =0, ot : §(z) = hiz,z). On note :
I={z€ E|{{(x)=0}

8 Soit ACE; onpose: At ={x € E | hiz,a) =0, Vac A}. A est un
sous-espace vectoriel de E dit orthogonal de A par h.

Comme pour les formes quadratiques (cf. 9.19, 9.21, 9.23) on montre :
Propaosition 10.8 -
1 {0}t=E , ELY=N(0h) ;
N(hycZ , ALCN(h} ,VACE.
2. 51 E est de dimension finie, pour toul sous-espace vectoriel F de E, on a :
a) dimE =dim F 4 dim F+ — dim{F NN} ;
b) FAl=F4N ou N=N().

2. Un sous-espace vectoriel F de E est dit isotrope si F'N FL # {0}.
St E est de dimension finie, on a :

E=F@F+ < F est non isotrope.

(pour la démonstration de 2. a), cf. exercice 4.}.

Exercice 4.

letest-a-dire : A(x,z) >0, Vi € E et (h(.’c,m) = 0) <= & =0 ( c’est-a-dire, en fait, si h
définit un produit scalaire hermitien, cf. définition 8.2).
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10.3 Bases orthogonales et classification des formes
hermitiennes

Comme pour le produit scalaire hermitien (cf. définition 8.7}, on pose la définition :
Définition 10.9 - Une base {e;} est dite orthogonale pour la forme hermitienne h s
h(eie;) =0 pour i # j. Elle est dite orthonormée si hleq e;) = ;.

Il est clair que {e;} est une base orthogonale si et seulement si :

ap 0 -+ 0
0 (113
M= | © (0s €R)
: o0
0 - 0 an
ou encore :
jle)sh@z)=a|nl + - +aafeal? (st o=30 e )
De méme, {e;} est une base orthonormée si et seulement si :
1 0 - 0
M{(h)e, = ° '
: o0
0 --- 0 1
OlL encore :

§z) =z 4z (siz=30 me).
On voit immédiatement que les bases orthonormées n'existent pas toujours : il existe
une base orthonormée si et seulement si h est définie positive, c’est-a-dire si h définit
un produit scalaire hermitien. En revanche, il existe toujours des bases orthogonales :

Théoréme 10.10 - Soit E # {0} un espace vectoriel de dimension finie sur C muni
d'une forme hermilienne h. Il existe alors toujours des bases orthogonales pour h.

La démonstration est la méme que pour les formes quadratiques {cf. théoréme 9.12).
De la méme maniére on montre aussi (cf. théoréme 9.16) :

Théoréme de Sylvester . 10.11 - Soient E un espace vectoriel de dimension finie
sur C et b une forme hermitienne sur E. Il existe alors une base (orthogonale) {e;}
de E telle que :
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it
¢’est-a-dire telle que, st x = Z L€ 0
i=1
g(@) = e P+ -+ — || — - — |z

ot r = rg(h). L’entier p ne dépend pas du choix de la base. Le couple (p,r — p) est
dit signature de h .

On en déduit (ef. corollaire 9.17) :

Corollaire 10.12 Soit h une forme hermitienne sur un espace vectoriel complere E
de dimension finie n. Alors :

h est définie positive < sign{h) = (n,0)
(c’est-d-dire E est hermitien)

il existe des bases orthonormées
b est définie négative < sign(h) = {0,n)
{c’est-d-dire h{z) <0
et hiz)=0=2x=0)
h est non dégénérée < signfh) =(p,n—p)
{c'est-d-dire N{k) = {0})

Exercices 5. 6. 7.

10.4 Groupe unitaire associé a une forme hermitienne

Le but de ce paragraphe est d'étudier les endomorphismes qui conservent une forme
hermitienne (non dégénérée). Il s’agit donc de Yanalogue des transformations orthogo-
nales étudiées au chapitre précédent (cf. page 316). Commengons par définir la notion
d’endomorphisme adjoint.

Proposition 10.13 - Soit (E,h} un espace vectoriel compleze de dimension finie
muni d'une forme hermitienne non dégénérée. Pour tout endomorphisme f de E il
existe un et un seul endomorphisme f* de E, dit adjoint de f relativement 4 h, tel

que :
h{(flz)hy) =h(z, f*(y)), Ve,y€E.

Si{e;} est une base de E, H=M(h)e,, A=M(f)e, et A* = M(f*)e,, ona:
A*=H'*AH

La démonstration est immédiate : la condition équivaut & *(AX)HY =* X HA*Y,
VX,V € M, 1(C), d’olt on obtient facilement la relation entre A* et A.

Les propriétés de la proposition 9.27 se généralisent facilement et se démontrent de
la méme maniére.

Proposition 10,14 - Pour tous endomorphismes f eig et pour tout A€ C, ona:
a) fr=f, (d)r=id;
b)) (frar=f+g, AN =rf (fea)=g"cf";
e) rgfr=rgf, détf* = déty.
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Proposition 10.15 - Scient (E,h} un espace vectoriel de dimension finie sur ¢
muni d'une forme hermitienne h non dégénérée et f un endomorphisme de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1 §{(f(z)) =d(z), VzeE, o §(x):=hiz,z) .
2 h(f(z),fly)) =h(zy), Yz,y€E

3. f*o f=id {ou, d'une maniére équivalente, fo f* =id).
En particulier f est bijective.

Un endomorphisme qui vérifie ces propriétés est dit unitaire relativement d h.

La démonstration est analogue 4 celle de la proposition 9.28. On vérifie facilement
que ;

Proposition 10.16 - Les applications unitaires forment un groupe pour la lot des
composition des applications, dit groupe unitaire associé a h, noté Ulh). 5i f € U(h)
alors |dét f| = 1.

L’ensemble SU(R) :={ f € U(h)|dét f =1 } est un sous-groupe de U(h) dit groupe

spécial unitaire associé & h.

Finalement, on trouve facilement la caractérisation des matrices qui représentent les
transformations unitaires associées & k. Si {e;} est une base de E, H = M (h),, et
A= M(f)e,, alors f € U(h) si et seulement si

YAHA=H

Eneffet : feUlh) <= h(f2).fly)) =h(zy)}, Yo.ycE
= YAX)HAY =*XHY, ¥YX,Y € Mp1(K)}
— X'AHAY = 'XHY, ¥X,Y € Mn.1(K)
— 'AHA=H

Exercice 8.

10.5 Formes hermitiennes dans un espace hermitien

Dans ce paragraphe on suppose, comme au chapitre 9 (cf. page 313), que I'espace
vectoriel E est muni de deux structures : une forme hermitienne A et un produit
scalaire hermitien { | }. Comme dans le cas réel (cf. théoréme 9.24 page 313), on
montre qu'il existe des bases orthogonales & la fois pour h et pour { | }.

Théoréme 10.17 - Soit h une forme hermitienne sur un espace hermilien
(B,{ ] )). I existe alors des bases orthogonales 4 la fois pour h et pour { ] }.

De telles bases se construisent en prenant une base orthogonale (orthogonale pour
{ | ) dans chague espace propre de Uendomorphisme fr défint par :

(fh(a:)|y)=h($,y}, Vﬁ,yGE

fr. est en effet autoadjoint donc diagonalisable et ses espaces propres sont deur ¢ deus
orthogonaus pour { | ). 2

2¢f. théoréme 8.16, page 285.
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La démonstration est la méme que celle du cas réel (théoréme 9.24 page 313).
De la méme maniére que le corollaire 9.25, on démontre aussi le corollaire :

Corollaire 10.18 - Soii b une forme hermitienne sur un espace vectoriel complexe
de dimension finie et H = M(h)., od {e;} est une base quelcongue. Alors :

1. On peut construire une base orthogonale de h formée par des vecteurs propres
de H.

2, Deplus: sign(hy=(n,,n_), ot:
n + = nombre des valeurs propres strictement positives de H,
n - = nombre des valeurs propres strictement négatives de H.

Exercices 9. 10.

EXERCICES

El Déterminer le tang et le noyau de forme hermitienne h sur €3 définie per
d(x) = hix,2) = |z1]%2 +d|z2|? + 2|za)? - 2iF1 22 + 2i Toz1 + (L — i) 71 20+
(I+i)Tsom +2(1+ ) Fowg +2(1 — &) T3

E 1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C, {e;} une bagse de B. Montrer
qu’il existe une et une seule base {i;} de E¥ telle que < w;{e;) = §;; (base
antiduale de {e;}).

2, Déterminer la base de (C3)* antiduale de la base :
e1=1(1,¢,-2¢), 32=(0‘1+3“_1): es = (4,0,0).

* _
E Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur €. Montrer que E** est canoniquement
isomorphe A E.

Soit. £ un espace vectoriel de dimension finie sur £ muni d’une forme hermitienne &. Si
F est un sous-espace vectoriel de £, on pose :
Fl={ueE* : wa)=0, Ve F}
1. Montrer que dimF? = dimE — dimF.
2. Boit _
j . E— E*
yr—h ( ) !,l')

En identifiant E¥¥ avec F (cf. exercice 8.), montrer que j(F)a =Fl

3. En déduire que pour tout sous-espace vectoriel ' de E on a:
dim E = dim F 4 dim F+ = dim (F N &).

Déterminer le rang et la signature de la forme hermitienne associée & la matrice hermi-

1 a 24
0 -2 1-d
2¢ 1-% 0

Soit la forme hermitienne sur €2 définie par :
@) =la1—(2+i)z|?

tienne
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Déterminer FLL ol F = Vect ( i )

Construire une matrice hermitienne non nulle d'ordre 3 dont toutes les lignes sont pro-
portionnelles.

On considére sur " la forme hermitienne définie par la matrice H = ( Ig ? )
—ig

et on note U{p,q) le groupe unitaire associé A cette forme hermitienne. On note aussi
U(n) = Uln, ). Montrer que :

Um)nU(p,q) =U(p) x Ulg)

Réduction simultanée de deux formes hermitiennes
1. Généraliser le résultat de I'exercice 24, du chapitre 9. au cas des formes hermiti-
ennes :

Soient h et b deuwr formes hermitiennes sur un espace vectoriel compleze
E de dimension finie. On suppose que h est non dégénérée, Il existe alors
une base qui est orthogonale & la fois pour h et pour h' si el seulement si
Vendomorphisme [ défini par

h{f(=), ) =h(= ¥y}, vo,y € B
est diagonalisable,

2. Soient H et H' les matrices de deux formes hermitiennes i et A’ dans une certaine
base, h étant supposée non dégénérée. Montrer que 51 H? = H "2, alotz il existe
une base qui est orthogonale & la fois pour A et pour A’

Sans effectuer des calculs, expliquer pourquoi la matrice

V2 14442 —i
(l—iv@ V2 V2 )
i V2 —2

admet au moins une valeur propre positive et au moins une veleur propre négative.

INDICATIONS

IZI Déterminer le rang de la matrice associée 4 h & I'aide de la méthode du pivot. On trouve
rangh = 1. N{R) est Phyperplan 21 — 24xg + (1 —4)a3 = 0.

EI 1. Si ¢;(e;) =Ji; et les ; sont antilinéaires, nécessairement : p;(x) = ;. Vérifier
que la famille {y;} est libre et génératrice, en notant que, si § € E*, alors :

é(z) = Z % 0(es) = Z wi(x) 8(e;) = E a; wi(z) ol a; = 8fes).

2. Soit {1, 2,3} la base antiduale. Si ¢1(z) = aF + bFz + <Z3 on doit aveir :
wi(e1) =1, ¢afez) = 0, pafes) = 0; ce qui donne le systéme :

a +ic=1 .
(1—i)b —c=0 Dol : a=0, b= ——t! o=
—ia =0 2

1+

Tz — i 7%

144 _ = 14+¢_
3 $2“PS($)=H-"1+TE£2—553

et donc : 1 (x) = —

De méme on trouve : wo{z) =
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E Considérer I’application :
th B B** oit: Wx) :EF— C

z +— yi(z) wo— w{x)

Montrer que (x) est bien antilinéaire, et que 1 est lindaire et injective.

1. Méme démonstration que pour la proposition 3.39 page 87.

2. j(F)® C E¥% = E (cf. exercice 3).
HFY = {Zf Elp(z)=0, Vo€ j(F)}={z¢€E|h(z,2)=0, ¥z €F}
=F

3. Mémes démonstrations que pour le lemme 9.20 page 311 et la proposition 9.21.
R 2 2
Eq(x)z‘ml—!-hmgl —-2‘$2+(1—w’]’ ; rang § = 2, signg = (1,1).

Puisque rang § =1, on a dim N = 1. N est défini par &1 — (2 — 3i} 22 = 0. On voit
immeédiatement que Fn N = {0}, donc F1L = F 4+ v =C2

11 suffit de considérer une forme hermitienne de rang 1 et de prendre sa matrice. Par
2
exemple : §{z) = |(1 +3i)xz1 —iz2 + {1+ 24¢)| . On obtient la matrice

10 -3—id T—i
=3+ 1 2414
74+ 244 5

dont les lignes sont bien proportionnelles, malgré les apparences . ..

Ona: ( é‘ g ) e U{n)nNU(p,q) si et seulement si B=0,C =0 et 4 € U{p),

D € U{q) (ef. exercice 22, du chapitre 7).

1. Suivre I'exercice 24. du chapitre 9.

2, 1l existe une base orthogonale commune si et seulement s la matrice H~1 &/
est diagonalisable. Ce sera le cas, en particulier, si H~' H’ est unitaire (car
toute matrice unitaire est normale donc diagonalisable dans €) c'est-a-dire si
H-VH'(H~VH')* = I, ce qui équivaut & H? = H'% car H et H' sont hermi-
tiennes.

Si k est la forme hermitienne sur €3 représentée par H dans la base canonique {e;},

ona: d{e1)=+v2Z >0 et §lea) = —v2 < 0; done la signature ne peut étre ni (r,0),
ni {0,7).
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Appendice A.1

Vocabulaire de base

Applications

Soient E et E' deux ensembles. Une application f de E dans E’ est un procédé qui i tout
élément = de E associe un élément (unique) de E', noté f(z). On note cela :

f:E—F

* — f(z)

Fremples : fipR— R est une application ;

T — sinz

Rt —

R n’est pas une application.
T {vE, —vE}

Si f: E— F et g: F— G sont deux applications, on note g o f 'application (dite
composée) :

of 1! E— G
gof =z — g{f(z)}
. - Tea
Figure 1

Définition A.1.1 . -
Soit f: BE— E' une epplication. 8i z € E, f(z) est dit image de x par f; x est dit
antéeédent de f(z).
Si A C E, on appelle image de A par f le sous-ensemble de B’ :

flA) = {imag&; des éldments de A} = {y EE|JzcA:y= f(m)}

F{E) est noté Imf et est dit image de f.

337
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Figure 2

Ezemple -
Soit f :R— R . Ona: f([0,7])=[0,1] et Im f = [-1,+1].

Définition A.1.2 -

- Une application f : E — E' est dite surjective si f(E) = E', c’est-a-dire si tout
élément de E' est limage par f d’un élément de E :Vy € E' 3z € E : y= f(z)

- L’application f : E —s E' est dite injective si : ¢ # 2 = f(z) # f(z') c’est-d-
dire : st deux éléments sont distincts alors leurs images sont distinctes. En prenant
la contraposée, cette propriété est équivalente d :

fz)=f@") = z=2'

- f: E— E' est dite bijective si elle est injective et surjective, c’est-d-dire si :
Vy € E' il existe un et un seulz € E  tel que y = f(z).

fzo) = f(z1)

W "\

Application injective

Application non injective

Figure 4
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Si f : E — E’ est bijective, on peut définir une application g : B' — E comme suit :
a I'élément v € E' on fait correspondre son antécédent x dans E qui existe {puisque f est
surjective) et est unique (puisque f est injective). g est dite epplication réciproque ou inverse
de f et est notée 1. On a, d’aprés la définition :

fof t=idg, flof=idg,

ol : dg : E— E.

& —— T

Lois de composition

Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application :
+: ExE—FE

L’image du couple (i, y) est notée & * y. On emploie aussi, selon les cas, les notations x - y
oun x+y.
Si F et £2 sont deux ensembles, une loi de composition exvterne sur E de domaine d'opérateurs
 est une application :

IxE— K

L'image du couple {),z} est notée Az ou aussi Az,
Définition A.1.3 -

- Une loi interne » sur E est dite associative 51 :
ax(bxc)={axb)xec Ya,b,c € E.
axb=bsa Ya,b € E.
- 8’ existe un élément e € E tel que -
E*IT=T¥e=171 Vi€ E

e est dit élément neutre. (On voit focilement que Uélément neutre, s’il eviste, est

unique).
- S5 Pélément neutre existe, un élément = € E est dit syméirisable s'il existe z' € E tel que :

zxz =z vz =€
1’ est dit symétrique de .

Exemple - La multiplication dans R est commutative et associative ; I'élément neutre
est 1; tout z € R, z # 0, est symétrisable et son symétrique est %

De méme I'addition dans R est commutative et associative ; I'élément neutre est 0; tout
x € R est symétrisable et le symétrique de x est —z.

En général, si la loi est notée multiplicativemnent, le symétrique de = est noté ™ ; sila loi
est notée 4, le symétrique de z est noté —z.

Définition A.1.4 — Soient (E,*) et (B, ') deuz ensembles munis de lois de composition
internes. Une application f : E — E' est dite homomorphisme si :

flzxy) = f(2) ¥ f(y).

Un homomorphisme bijectif est appelé dsomorphisme.
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Groupes, anneaux, corps

Groupes
Définition A,1.5 — On appelle groupe un ensemble muni d’une loi inlerne qui vérifie lay
propriétés suivanles :
- la loi est associative,

- il existe un élément neulre,
- tout dément est symétrisable.

Egemples : (Z,+), (Q.+), (R, 4), (C,+), R\ {0},-}, (C\ {0}, ).

L'ensemble des applications bijectives de £ dans E est un groupe pour la loi de compo-
sition des applications.

Un seus-groupe d'un groupe 7 est un sous-ensemble non vide H de G auquel la loi induite
{c’est-a-dire la restriction de la loi de G & H), confére une structure de groupe.
On voit facilement que :
H C G est un sous-groupe de G si et seulement st -
1. H#(
2. Ya,be H, ab™' € H.
Par exemple (Z, +) est sous-groupe de (@, +). (@, +) est sous-groupe de (R, +).

Anneaux

Définition A.1.8 — On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de composition
internes notées + et -, telles que :

- (A, +) est un groupe commutatif;
- La loi - est associative ;
-a-(b+c)=a-bta-c
(a+b)-c=a-c+b-¢ Ya,b,e € A.
L’anneau est dit uniteire si la loi multiplicative admet un élément neutre, que l'on note 1,

ou plus stmplement 1.
{a-b est noté souvent, plus simplement, ab).

FBremples: (Z,4,), (B, +,-}, (C 4+, ), Ma(R), Mn(C);

R[z], €[] (fonctions polynémes & coefficients respectivement dans R et dans €) avec les
lois habituelles de somme et de produit de fonctions.

Zp :={0,1} avec les lois : 0+0=0 0-0=0
0+1=140=1 0:1=1.0=0
1+1=20 1-1=1

Plus généralement si n est un entier strictement positif :
Zn:=1{0,1,2,...,n — 1} avec les lois : & + b : = reste de la division de a+ b parn
a-b:= reste de la division de a-b par n
est un anneau dit enneau des entiers modulo n (cf. aussi exemple 2. page 353).
Un anneau est dit intégre si on a la propriété : ab=0 —= a=00cubd=0.

Par exemple : Z, R, C sont intégres.
M {R) n'est pas intégre
Zn n'est pas intégre si n n’est pas premier (par exemple,
dans Zgona 2-3 =0}
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Soit A un anneau unitaire. 5'il existe un entier p > 0 tel que

1+ 4+1=0
v
p fois
on dit que V'anneau est de caractéristique non nulle et le plus petit entier p pour lequel cela

se réalise est dit caraetéristique de 'annean . Si un tel entier nexiste pas 'annean est dit de
caractéristique nulle.

Par exemple : Z, R, C sont de caractéristique 0.
Zn est de caractéristique n.

On peut montrer que la caractéristique d’un anneau intégre est soit 0, soit un nombre premier.
P &

Un sous-enneau d'un anneau A est un sous-ensemble non vide de A auquel les lois induites
conférent une structure d’anneau.

B C A est un sous-annean de A si et seulement s
1. B£9
2. Va,beB: a—be B et abe B.
Un idéal d’un anneau commutatif A est un sous-ensemble non vide I de A tel que :
1. Vo,yel oz —yel
2. VacAetVzel :arel.

En particulier, tout idéal est un sous-anneau.

Ezemples: nd est un idéal de Z.
Soit A un anneau commutatif, ¢ € A et

(a}::{xeA | z = ab, &vechA}Ea.A

(a) est un idéal, dit idéal engendré par a.

Définition A.1.7 Un anneau commuiatif A est dit principal si ses seuls idéoux sont du
type (@) avec a € A,

Nous verrons {cf. Appendice A.2.) que les anneaux des polynémes R[z] et C[z] sont princi-
paux.

Corps
Définition A.1.8 — On appelle corps un ensemble K muni de deux lois internes, notées
+ et -, telles gue -
- {K,4+,) est un annequ
- {K\{0},-) est un groupe (0 étant le neutre de la loi +).

Le corps est dit commutatif st lo lot - est commutative,

Tout corps est un anneau intégre. Donc sa caractéristique est soit @, soit un nombre premier.

Ezxemples

(Q}"‘:'): (R\+:')1 (C9+s)
On montre que Z, est un corps si et seulement si p est premier. Par exemple, dans Z7 le
symétrique de 4 relativement 2 la loi + est 3, et relativement & la loi : est 2.
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Modules. Algebres

Définition A.1.9 - Seit A un enneau commutatif unitaire. Un A-module est un ensemple
M muni d'une loi interne notée + et d'une loi externe de domaine d’opérateurs A, teiles
que -

- (M, 4) est un groupe abélien ,

- Apxy= (A,

-(At+ple=Az+pe,

- Az+y) =+ Ay,

-l,x=x, VI ueA el Vo, ye M.

En d’auntres termes, un module est une sorte d’espace vectoriel dont les scalaires sont leg
éléments d’un annean {(an lien d’8tre les éléments d’un corps).

Exzemple : Myp(Z) = {ensemble des matrices carrées d’ordre n 4 ccefficients dansZ}

Definition A,1,10 - Soit A un anneav commutalif unitaire. On appelle A-algébre un mod-
ule M sur A, muni d'une loi nolde multiplicativemnent, telle que ©

1. (M, +,-) est un anneau unitoire,
2 Mzy)=(Az}y=x(Ay}, VA€A VzyeM

Le cas le plus fréquent est celui ol A = K est un corps commutatif. Dans ce cas, une algébre
est un espace vectoriel sur lequel est définie une loi multiplicative, vérifiant les propriétés 1.
et 2,

Ezemples : C en tant qu’espace vectoriel (sur R ou sur C) avec la loi de produit habituelle ;
M (E), Mn(R), Mn(T), avec les lois habituelles de somime, produit par un scalaire et
produit de matrices.

L'alggbre des guaternions est ainsi définie. On considére 'espace vectoriel R? dont la base
canonique est notée (1,1, j, k). On définit une loi multiplicative par la table de multipli-
cation

L M1 iJilk]
Tfr]ij ]k
i1 l-1] k|-
T3 k|11
K[k | |3 ]

que l'on prolonge linéairemnent & B*. L’algtbre des quaternions est notée habituellement
H (du nom du mathématicien Hamilton qui I’a introduite). On voit facilement que H
{+,") est un corps non commutatif {cf. exercice 12 chapitre 8, oii 'on a construit un corps
de matrices & isomorphe 3 H).

Groupes de transformations

Définition A.1.11 - Soient G un groupe et E un ensemble. On dit que G est un groupe
de transformations de E {ou aussi que G opére sur E)' si U'on se donne une application

GxE — E

(a,z) — a-z

telle que : 1L.Va,be G : a-(b-z)=(a-b)-x;
2. ¥z e F €T =2z

lon dit encore que G agit sur 5.
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Soit o € G et @, application de E dans E définie par x —— a- z; o est bijective.
En effet, pour tous z € E :

Yao (@ =a-(a N z=(@a ) z=e-z=2
done @ 0 @,—1 = idg, c'est-d-dire : 71 = @, 1.

Erxemples :

1. E =R? et G le groupe orthogonal : G = O(2,R) (cf. chapitre 7. page 240). G est une
groupe de transformations de E :

GxR -—» R?
(A,z) — A=z

2. G =GL (1, R), £ = Ma(R) (cf. chapitre 3 page 76). On définit

G X Ma(R) ~—  Mn(R)
(P,A) +— P-lapP

3. Svit F un espace vectoriel et G = (E,+). On définit

GxE — E
(a,7) — z+a

Cette action est dite action des transiotions.

Définition A.1.12 - Soil (& un groupe de transformations de E et z € E. On appelle orbite
de x, Uensemble des transformés de x par les éléments de G :

orbite{z} =G z={a -z |aec G}
On dit que G opére transitivement $i :
Yoz, y€E,dJacG telgue : z=a-y

c’est-d-dire, si pour tout couple d’'éléments de E ¥ existe une transformation gui fait passer
de U'un 4 Uautre (en d’autres termes ; 4 y a une seule orbite).

Par exemple, Iaction de Of2,R) sur B? {cf. exemple 1) n’est pas transitive : deux vecteurs
de norme différente ne peuvent pas 8tre transformés 'un dans 'autre par une transformation
orthogonale. Les différentes orbites sont les cercles de centre 0 et le point 0.
L’action
GL(n,R) x R*} {0} — R"
(A, =) — Az

est transitive ( solent z,y € R\ {0}, compléter x en une base B = {e1 = z,e2,...,en}, y en
une base B’ = {¢'y = y,¢'s, ..., ¢'n et considérer 'isomorphisme f défini par f{e;} = €'s).
L’action de GL(n,R) sur M, (R) (exemple 2.) n'est pas transitive : les orbites sont con-
stituées par les matrices semblables entre elles {il existe donc une bijection canonique entre
Pensemble des orbites et End (K™)).

L’action des translations (exemple 3.) est transitive.
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Définition A.1.13 - On dit que G opére effectivement st e est Vunique élément de G tef
que e = id, c’est-d-dire si ;

a-x=z,¥GEE = a==¢
On dit G opére librement si
eFE az=0 = a=e¢
{c’est-d-dire si la seule transformation qui a des “points fires” est Videntité),

Par exemple, 'action de O(2,R) sur R? { exemple 1.) est effective, mais elle n’est pas libre,
car la symétrie par rapport & une droite vectorielle laisse invariants les vecteurs de la droite,
L’action de GL (n, R) de I'exemple 2. n’est pas effective (et done n'est pas libre) car p_; = id,

G opére librement si et seulement si
ax=b-x = a=2=b

En effet supposons que G opére librement et soit o -z = - x. En faisant agir 1, on a
b la-z=2,d00 b la=e et donc a =b. La réciproque est évidente.

En particulier, G opére transitivement et librement si et seulement si
Ve, y€ B, acG telque : z=a-y.

Par exemple, 'action des translations sur un espace vectoriel E est libre et transitive.



Appendice A.2

Polyndomes

Fonctions polynémes. Polynémes formels

Soit A un anneau commutatif unitaire {c’est-a-dire pour lequel il existe un élément neutre
pour la multiplication, noté 1) : par exemple A=2Z, ¢, R, C, Z,,...

Définition A.2.1 - On appelle fonction polynéme sur A une applicetion - a: A ~— A du
type :
az)=altarz+azz®+ - +ana”

ot ag, @1,...,8n € A et n € N. L'ensemble des fonctions polyndmes sur A est noté Alx).
Alx] est muni d'une structure d’annean pour les lois :

(o + B)(z) := alz) + B(z)
{a-B)(z) : = alz) - B(=).

Un calcul facile montre que si a{z} =3 a;x* et B(z) =3 bz’ (on z° :=1), alors :
: i

{a  B}=x) :Z cnT", avec Ca :E e Bt

k=0

51 K est un corps (commutatif), Kz] est muni d'une structure d’espace vectoriel sur K pour
les lois (cf. page 5) :
{a+B)(z) : = alz} + B(x)
{Aa)(z) : = dafzx).

Si I'on ne considérait que lecas ol A = Z, @, B, C,. .. 'on pourrait se limiter & étudier les
fonctions polynomes. Cependant lorsque A ne contient qu'un nombre find d’éléments (par
exemple A = Z,,) certaines difficultés apparaissent.

Considérons par exemple sur Zz[z] les deux fonctions polyndmes :

a{z) =z° et 8(z) = 5°

Ona: x(0) =0 =0

e(l)=1 Bly=1
Donc les applications « et @ sont égales sur tous les éléments de Zg et par conséquent, o = B.
On voit de cet exemple que 'on ne peut pas définir la notion de degré d’une fonction polynome
comme on le fait classiquement dans R{z] : e (qui est égal & 3) est-il de degré 2 ou 37
On préfere par conséquent adopter un autre point de vue et étudier, au lieu des fonctions
polynémes, ce que 'on appelle les « polyndmes formels»,
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Considérons une suite {ag, @1,...,an,...) d’éléments de A nuls & partir d’un certain rang,
On peut lui associer la fonetion polyndme :

afz)=ao-1+aiz+-+anz” +--
L’exemple précédent montre qu'en général cette correspondance w’est pas injective. En effet -

(0‘0,1,0 ...... 0 ) —_— a(x] =$2 ‘
(0,0,0,1,00) [— r@(x)___m-? 3

puisque & = 8 on a deux suites différentes auxquelles correspond la méme fonction polyndme.
En d’autres termes, étant donnée une fonction polyndme, on ne peut pas parler d’une manidre
unique de la suite de ses coefficients. En revanche si I'on parle d’une suite d’éléments de A
(nuls & partir d'un certain rang) la fonction polynéme admettant cette suite comme suite
de ccefficients est bien définie. Ceci montre qu’ll est préférable de s'intéresser aux suites
(ag, ¢1,...,0q,...) d’éléments de A (nuls » partir d'un certain rang).

Définition A.2.2 - Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle polynéme formel
sur A (ou simplement polyndme sur A) toute suite (ao, 01,-..,8n,...) d’ééments de A nuls
d partir d'un certain rang.

On dit que deuz polynémes formels {(ae, a1,..., @n,...) et (bo, b1,..., bn,...) sont éguus s
a; =b; s Yiec N,

L'ensemble des polynémes formels sur A est noté A[X].

On a une application *

e B R Alz]
(eo, a1, 2n,..) = a0 ltei ot tap 2™+
On vient de voir que cette application (qui est, bien entendu, surjective) n’est pas, en général,
injective. Nous verrons, cependant, que si K est un corps ayant une infinité d’éléments, alors
w : K[X] — K[z] est une bijection {cf. corollaire A.2.11) .

A[X] est muni d’une structure d’anneau pour les lois :

(ao,al,‘.‘,an, .‘,)-i-(bn, 61,...,bn,‘.‘) = [G.n-l—bu, a1+b1,,.‘,an+bn,.‘.)
{ag, @1,...,8n, ...) - (bo, b1,... ,bn,...) =(C0o,C1,...,Cn,...)
ol : fn = )r:l; ak bn_p.
k=0
51 K est un corps commutatif, K[X] est un espace vectoriel sur K pour les lois d’addition
(comme ci-dessus) et de produit par un scalaire défini par :

X-(ao, a1,...,6n,...) 1= (Aag, Aar, ..., Aln,...)

L'application ¢ est un homomorphisme pour ces structures. Comme nous allons le voir {cf.
ci-dessous, corollaire A.2.11}, s K est un corps ayant une infinité d’éléments, K[X] est
isomorphe, en tant qu’anneau et en tant qu'espace vectoriel, & K[z].

Ecriture a 1'aide de I'indéterminée

On appelle indéterminée le polynéme formel X = (0,1,0,...0,...). On voit facilement que:
X% =1(0,0,1,0,...... 0...)
X% =1(0,0,0,1,0,...0,... )

X" ={0,0,.....,0,1,0... )
T

{rt+1)E™Erang



347

Par conséquent, en posant :
X°:=1:=(1,0,...0,..)

on peut écrire le polyndme formel P = (aq, a1, 42,..., &n,...) sous la forme :
P=aol+arX+aX’+ - +anX "+
Avec cette notation, 'application  s'écrit :

¢ AX] — Alz]
SaX Y gzt
i i

On appelle valeur en xg € A, du polyndme formel P =3 a;X* la valeur en zg, notée

3
P(i0), de la fonction polyndme associée : P(zo) := >, 4o,
Soit P = (ao, G1,...,0n,...) =T a:X"*. 8i P # 0 on appelle degré de P le plus grand des
i

entiers % tels que ax # 0. Le degré de P est noté d°P. 8i P = 0, on pose par convention
d°P = —co.
On voit immédiatement que d®(P + Q) < Sup(d®P,d°Q} et que, si A est un corps!, alors

d°(PQ) = d°P + d°Q.

Résultats principaux de la théorie des polynémes

Dans tout ce paragraphe, K est un corps commutatif. La théorie repose sur deux théorémes
importants, le théoréme de la division euclidienne A.2.3 et le théoréme qui affirme que K[X)]
est un anneau principal,

Théoréme de la division euclidienne. A.2.3 - Soient A, B € K(X], B # 0.
Il existe alors un et un seul couple @, R € K[X] tels que :

A=BQ+R e dR<dB

Q est dit quotient de la division euclidienne de A par B et R reste®.

Si R =10 on dil que B divise A et I'on écrit B| A.

Démonstration - L'unicité est immédiate. En effet, soit 4 = BQ + Ret A = BQ' + R avec
AR < d®Bet d°R' < d°B. Ona: B(Q-QN=R-FR. 5% Q=@ alors R = R'. Par ailleurs
Q =@, car i on avait Q@ — Q' #£ 0, alors d¥B +d%(Q — Q') = d%(R — R') < B, ce qui est exclu.
Pour 1'existence :

- 8 d%A4 < d%B il suffit de prendre @ =0et R = A.

- 8 d%A4 = d%B, on raisonne par récurrence. 8i d?A = 0, le résultat et trivial. Supposons le
théoréme vral A lordre n et soit d°A = n + 1. Soient Gnt1 &t by les ceeflicients dominants de A et
B (c'est -a-dire les coefficients des termes de plus haut degré) et posons Q1 = (any1/bp) X717
et A1 := A — BQ1. Puisque d%4; < n, on peut écrire A1 = BQz + Rz, avec dORz < d°B, d'oir :
A—BQ1=BQs+ Ry etdonc A=B{(Q1 +Q2)+ Rz O

Théoréme A.2.4 8 K est un corps commutetif, K[X] est anneau principal.

1Cette propriété est vraie plus généralement si A est un anneau intdgre c’est-i- dire vérifiant la
propriété “ab=0 = a=00u b =0" (pour a,b € A). Cest le cas lorsque A est un corps.

2Compte tenu de la convention ;: d%0 = —oo, la, condition d®R < dUB signifie : «soit R = 0, aoit,
siR#£0,dR<dB>»
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Démaonstration - Soit I # [0} un idéal de K[X] et 4 le plus petit des degrés des polyndmes non nuls
de I. Clonsidérons un polynéme P € I de degré d et montrons que T = (P).

Ona:(P)C I, car P¢l, done QP € I, ¥Q € K[X], puisque [ est un idéal. Réciproquement, g
A € I, en effectuant la division euclidienne de A par P, ona: A= PQ+ Ravec d’R < d°P. oy
R=A—PQe I, car A€ et PQ € I;donc nécessairement B = 0. Ceci signifie que A = PQ € (p),
denc Ae(P). O

On peut maintenant démontrer facilement les théorémes suivants :

Théoréme A.2.5 -(Existence du PGCD)- Soient {A1,..., An} n polynémes de K[X|;
il existe alors un unique polyndme D, normalisé (c’est-d-dire de ceefficient dominant égal §
1), qui vérifie les deux propriétés susventes .

e) DA, ¥vi=1l,...,n

b) Si P est un polyndme qui divise tous les Ay, alors P|D.

D est dit plus grand commun diviseur (PGCD) des polyndmes Ai, ..., An et il s'écrit sous
la forme
D=UA + - +UnA,, avec: Ul,...,UneK[X]

Les polynomes As, ..., An sont dits premiers entre eux si le PGCD de {A1- - An} est L.

Démonstration - Soit T = { AL+ -+ UpAp | Ur,....Up € K[X] } On voit, facilement que I est
un idéal. Puisque K[X] est principal, il existe un polynéme D, que I'on peut supposer normalisé,
tel que I = (D). Ceci signifie que, pour tous U,...,Up, D divise A1lh + -+ AplUp. En particulier,
en prenant U; = 1 et U; =0 pour J 3 i, on voit que D divise tous les A;. Réciproquement, soit
¢} un polynéme qui divise tous les A;, alors @ | A1Ur + -+ + AplUp quels que soient Ui, ..., Up,
c'est-a-dire § divise tous les polynémes de T et, en particulier, @ | D, car I} € (D) = Z. L'unicité
du PGCD est laissée en exercice. [

On en déduit comme corollaire (cf. page 161) :

Théoréme de Bezout . A.2.6 [es polyndmes A1, ..., A, soni premiers entre eur 5t ef
seulement si il existe des polyndmes Un, ..., Un tels que : AiUn + Aol + - + AnlUn = 1.

On note A1 A---A Ap le PGCD de Ay, ..., 4p.
On peut vérifier que A-{(PLA - AP ={AP)A--- A (AR,

Théoreme de Gauss. A.2.7 - Soient A, B1, By trois polyndmes. §i A divise B1By ¢t A
est premier avec B, alors A divise DBa.

Eneffet AANB=1 doli: (AB1)A(AB2)=A. Or A| ABy et A| B1Bz; donc A| Ba, car By est
le PGCD de 4Bz et B3 B O

On peut maintenant démontrer d’une maniére plus précise le résultat (i), page 159 :

Proposition A.2.8 Si P € K[X] est divisible par des polyndmes 2 & 2 premiers entre
eut, alors il est divisible par leur produit. En particulier, si a1,...,ap sonl p racines deus
& deuzs distinctes de P d’orvdre respectivement o, ..., o5, alors P est divisible par (X —
a1} - (X — a,)°P, Clest-d-dire P 3’écrit sous lo forme :

P(X) = (X —a1)™ - (X — 0p)*? Q(X).
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Dérmonstration - Notons d'abord que si A est premier avec Py et P, alors A est premier avec
PPz, En effet de AUy + P1VI =1 et AUz + P2V2 = 1, en multipliant membre & membre, on a :
AUV + (P1P2)V =1, avec U = AU + U Ve + UiV et V = 113, ce qui montre que A est
premier avec P Fa.

Soient maintenant trois polynémes Py, P, P3 deux a4 deux premiers entre eux et supposons qu'ils
divisent le polyndme A. Puisque Pj | A, il existe un polynéme @) tel que A = P1(,. D’autre part,
P2 | A done Fp | P1Qy. Mais Py et P sont premiers entre eux, donc, d'aprés le théoréme de Gauss,
Pz | @1. It existe donc Qz tel que @) = P3Qs et done : A = (P1F2)Q2. D'autre part, P3 | A,
done P | (PLP2)@2 et comme Pz est premier avec FyPp, il divise Q2. Il existe donc Q3 tel que
Q2 = P33 et, par conséquent A = (P, Py F3)Q3. La démonstration se généralise facilement au cas
de p polyndmes deux & deux premiers entre eux. [J

Isomorphisme entre K[X] et K[x], si K est infini.

De la proposition A.2.8 il dérive un certaln nombre de corcllaires.

Corollaire A.2.9 - 5i P ¢ K[X] admet n racines distinctes, alors :

-soit P=10
- s0it &P > n

Corollaire A.2.10 {critére d’identité des polynémes) —
Soient A, B de degré < n et a1,...,an+1 € K deuz & deur distincts. 8§ Ale:) = Bla:)
pour i=1...n+1 alors A= B.

En effet le polyndme A — B aura n + | racines distinctes ; puisque son degré est n, on a
A-B=0.

Corollaire A.2.11 - Soit K est un corps ayant une infinité d’éléments (par exzemple K = R
ouC); alors Papplication ¢ : K[X] — K|x] qui & tout polyndme formel associe sa fonction
polynéme est un isomorphisme (d’anneau et d’espace vectoriel).

En effet deux polynémes qui définissent la méme fonction polyndme prennent la méme valeur
sur tous les éléments de K. Leur différence s’annule donc une infinité de fois et, ne pouvant
étre de degré infini, elle est nulle.
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Appendice A.3

Quotients

Ensemble quotient

Intuitivement, la notion de quotient est trés sim-
ple : il s’agit de partager un ensemble E en sous-
ensermnbles disjoints. Ces sous-ensembles sont dits
«classes» ; 'ensemble des classes est dit ensemble
quotient. Par exemple Z peut étre partagé en deux
classes :
Z=PuUIr oh :
P={zcZ|z=2kavec k€Z} = {nombres pairs}

I={zcZ|z=2k+1aveck€Z} = {nombresimpairs}
Figure 1
L'ensemble quotient, noté Z; a deux éléments : Zz = {F, I}
On a vu au chapitre 4. (cf. proposition 4.32 page 132) que 'ensemble des bases d’un espace
vectoriel de dimension finie peut se partager en deux classes, les classes d'orientation. Ici
anssi l'ensemble quotient est formé de deux éléments.

Définition A.3.1 - Soit F un ensemble ; on appelle partition de E une famille de sous-
ensembles non vides de . (X,),., deux & deuz disjoints, qui recovvre E, c'est-a-dire telle
que :
I | Xi=E (oo | Xi={zeE|Jiel  ze X}
€8 el
2 XinX; =0, Vi, § €I tels que i # 3.
On appelle ensemble quotient Uensemble des éléments X; de la partition.

La notion de relation d’équivalence, que nous allons définir, permet de construire les parti-
tions et aussi de vérifier facilement si une famille de sous-ensembles de E est une partition.

Définition A.8.2 - On appelle relation binaire sur un ensemble E une assertion notée R
gqui porte sur les couples d’éléments de E.

Par exemple :

Ri1: "z est inférieur ou égal & y” est une relation binaire sur R
Ra: “z —y est un nombre pair” est une relation binaire sur Z.
s : “aest fils de " est une relation binaire sur une population.
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Si la relation R appliquée & x et y est vraie, on écrit zRy.
En reprenant les exemples ci-dessus, on peut écrire :

3 R1 4 car 3 <4
12 Ry 16 car 12 — 16 est un nombre pair.

Définition A.3.3 — On appelle relation d’égquivalence sur un ensemble E une relation bi-
natre sur B qui est :

- réflexive, c’est-d-dire : aka, YackE;

- symétrique, c’est-d-dire ;. aRbd — bIRa;

- transitive, c’est-d-dire ;.  (aRb, bPRe¢) = aRec.

Par exemple la relation R ci-dessus est réflexive et transitive mais elle n'est pas symétrique;
done elle n'est pas une relation d’équivalence. En revanche Rz est une relation d’équivalence.
Rs n'est ni réflexive, ni symétrique, ni transitive.

NOTATION. - 8i R est une relation d'équivalence, on écrit souvent x ~y,0u plus simplement,
z ~y, an lien de z Ry, et Pon dit que z et y sont équivalenis moduio R.

Définition A.3.4 - Soit (E, R} un ensemble muni d’'une relation d'équivalence. Siz € B,
on appelle classe d’équivalence de © par R (ou simplement : classe de z) le sous-ensemble
de E noté T de tous les éléments équivalents & z :

T={ycE|y~z}

Tout élément de la classe est dit représentant de lg classe. En particulier, x est représentant
de T {d’aprés la propriété réflesive).

Théoreme A.3.5 - Soit R une relation d’équivalence sur B. Alors les classes d'équivalence
des différents éléments de E forment une partilion de E.

Réciproquement, si (X;);c, est une partition de E, il existe sur E une relation d’équivalence
dont les classes sont les éléments de la portition.

Démonstration : Montrons d’abord que les classes forment une partition de E.
I1 est clair que :

Uz=F

el=¥ o)
De plus, soient z,y € E ; supposcns que TNy # 0 et soit 2z € TNF. On a alors ¢ ~ =
et z ~ ¢ . A l'aide des propriétés de syméirie et transitivité on voit immédiatement que
x ~ y c’est-a-dire T = 7. Ce qui montre que deux classes sont soit confondues, soit disjointes.
I’ensemble des classes d’équivalence forme donc une partition.
Réciproquement, si (X;),., est une partition de E, on définit sur E la relation binaire R :

sRy = 3Jiel:zyeX;

On voit facilement qu'il s’agit d’une relation d’équivalence et que les classes d’équivalence
sont les sous-ensembles X; de la partition. 0
Ainsi une partition peut &tre définie par une relation d’équivalence.
Définition A.3.6 - Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. On appelle
ensemble quotient de F par R Uensemble, noté E'/R, des classes d’équivalence pour la
relation R.

Exemple 1. - Soit la relation d'équivalence R sur Z définie par :

ey <= r—y est un nombre pair.
Ona Z/qp = Zz (cf. ci-dessus).
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Ezxemple 2. — Plus généralement, soit n € N, n > 0; on définit sur Z la relation binaire :
Ro:taxr~y <= 3FkeZ: z—y=nk

Il s’agit d’une relation d’équivalence. L'ensemble quotient E/p  est noté Z, et est dit
ensemble des entiers modulo n .
Zs, par exemple, a trois éléments :

0 ={z€Z:2=3k avec k € Z}
1 ={z€Z:2=38k+1, aveckcZ}
2 ={z€Z:2=3k+2 aveckecZ}

Proposition A.3.7 — Soit E un espace vecloriel et F' un sous-espace vectoriel de E. La

relation
Ry = z—-yeF

est une relotion d’équivalence sur E. L'ensemble quotient par cette relation est noté B/ p.

La vérification est immédiate et elle est laissée en exercice.
Siz € E, la classe de z est :
T={y€E|y=x+a, avecac F} = z+F
noiat.

Notons que x4 F' n'est pas un sous-espace vectoriel de E, mais un sous-espace affine (de
direction F) : x+ F = 7(F) (cf. Appendice A.7 ).

Efp est donc Uensemble de tous les sous-espaces affines de direction F.
¥

/

L’espace quotient Elp

Figure 2

Lois de composition qui passent au quotient

Définition A.3.8 -

1. Soit {E,%,R) un ensemble muni d'une loi interne et d’une relation d’équivalence. On
dit que la loi * est compatible avec la relation d'équivalence R st -

Jr il x" } — Ty x; % y.-

y~y

2. Soit (E,81, R) un ensemble muni d'une loi de composition externe de domaine d’opé-
rateurs () et d’une relation 4’équivalence. On dit que la Lot externe est compatible avec
la relation d’équivalence si :

')

Jore g ——3 /\_’L‘NAﬁ?, VAEQ
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Exemple -
Soit E un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. La relation d’équivalence -
zRy < =z—y€EF

est compatible avec les lois de E (vérification immeédiate).

Proposition A.3.9 - (Définition des lois quotient)

1. Soit (E,#,R) un ensemble munt d’une loi interne et d’une relation d’'équivalence. 5i
* est compatible avec R, on peut définir une loi interne sur Efp (dite lot quotient)
en posant :

TrY=10T+*

b=

2. Soit (E,, R) un ensemble muni d’une loi externe de domaine d’opérateurs §} et d'une
relation d’équivalence. 51 la loi externe est compatible avec R, on peut définir une loi
externe sur E/q , de domaine d’opérateurs £, en posant :

AT i=Azx

Démonstration : 11 s'agit de montrer que les définitions ne dépendent pas du choix des
représentants.

Plus précisément, la loi interne sur le quotient est définie de la maniére suivante : solent Cy, Ca
deux classes d’équivalence (c’est-a-dire denx éléments de E/R) ; on choisit un représentant
dans chaque classe (par exemple z € Cr et y € C2;donc Cy =7 et C3 = F); on pose alors :

Cr*Ca=T*g

Il s’agit de montrer que si 'on change de représentant, le résultat ne change pas.
Soient ' € C et ¥ € € deux antres représentants; on aura x ~ x’ et y ~ 3 ; comme la loi
est compatible avec la relation d’équivalence, z *y ~ 2’ * ¢/, c’est-a-dire T#7 = 2" + v/,

De la méme manidre on montre que la loi externe sur le quotient est bien définie. O

Espace vectoriel quotient

Soit E un espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et E/p espace quotient :
E/g ={t+F }ser. Nous avons vu que la relation d’équivalence définie par F': ¢~y <
x —y € F, est compatible avec les lois de E. Par conséquent les lois de E “passent au
quotient”. On pose :

T+
X

|
1l

Tty
Ax

&l
I

c'est-a-dire : ,
' (x+F)+y+F) =(z+y)+F

Az +F) =xz+F
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(notons qu'il s’agit d'égalités entre des sous-ensembles de E),

-————

Loi de oom]l::osition sur B/ g

Figure 3

Proposition A.3.10 - E/p muni des lois quotient est un espace vectoriel.

La démonstration est une simple vérification. Notons que I'élément neutre est 0,,, =0=F
et —F = —z.

Théoréme A.3.11 - Soient E et B’ deuz espaces vectoriels et f : B — E' une application
linéaire. Alors Efy., 7 est canoniquement isomorphe & Im f. On note cela :

EJ;KEI‘f ja) Imf

Démonstration : Soit
i E/Kerf — Imf
z —  f=)’

% est bien définie (c’est-3~dire elle ne dépend pas du choix du représentant dans 7). Soit en
effet ' € T un antre représentant. On a x ~ ' ; donc x — 7' € Ker f et par conséquent
flz — 2') = 0 cest-a-dire f(z)} = f{z'). Ce qui montre que 7 est bien définie.

D’autre part :

HT+7) =iz +y)=flz+y) = flz)+ fly) =i(E) +i(7)
et (M) =i(dx) = f(Az) = A f(z)} = Ai(F)

ce qui montre que i est linéaire.

Enfin, 1 est bijective. En effet, si T € Keri, on a: i(Z) = 0 c’est-d-dire f(z} = 0, donc
2z € Ker f. Mais Ker f =0 ; done = € 0, ¢’est-A-dire T = 0. Ceci montre que i est injective.
De plus, # est surjective, carsi y= f(z) €Imf,ona: y= f(z} =4i(x). O
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K
o Kerf

Im f

| 1 1 1 | | 1
! 1 1 L I | 1

RS RY: (3,4~ (2,0)

ElKer f= {droites parallzles & Oy}; L'application i fait correspondre & la
droite T son intersection avec la droite Im f {cest-a-dire avec I'axe Oz).

Figure 4

Corollaire A.3.12 - 8i E est de dimension finte,

dim B/ p = dim E — dim F

Soit en effet G un supplémentaire de F dans E, E = F @ G, et considérons la projection de
E sur (¢ parallélement & F :

f:E=F&i@ — G

14Ty — g

Ona F=Kerf,donec Efp = EXKerf ~Im f. Dongc :

dim B/ p = dim{Im f) = dim E — dim{Ker f) = dim E —~ dim F 0O

Corollaire A.3.13 - Soient B\ et Ey deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

E1 & B / & est canoniquement isomorphe ¢ E;
2

ElGBEz/E ~ By
2

Il suffit de considérer la projection sur F paralltlement & F- :

f:EleBEz — B
1

kIR o —

On a Ker f = E3 et Im f = E1. On applique ensuite le théoréme. [
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Exemple : cylindre et tore.

On peut construire un eglindre en “enroulant” une feuille de papier (cf. figure 5.)

¥

F

AP

A

T [y,

L

3
|
|
|
I
I
|
|
|
|
|
T
i
[
[
'
[
i
[
]

Figure 5

D’une manidre plus précise, cela revient & identifier dans le plan R? les points {z,y) avec
les points (z+2%k 7 R)kez. En d’antres termes, le cylindre peut atre défini comme 'espace
quotient :

Jk € Z tel que:
C=R*/R on (£1,91)  (z2,32) <= ( ©2=m +2k7R
Y2 =

De méme, le tore est la surface que Pon obtient en “recollant™ les bords d'un cylindre (cf.
figure 6.)

Figure 6

Plus précisément le tore peut étre défini comme ’espace quotient :

3k, heZ tels que:
T=R*/R oh (e1,91) o~ (22,2) = T2 =x14+2kT Ry
Y2 =y1+2hﬂ‘R2

Il est facile de vérifier que la structure naturelle d’espace vectoriel sur B? est compatible
avec ces relations d'équivalence, ce qui permet de définir sur le ¢cylindre et sur le tore une
structure d'espace vectoriel par passage au quotient.
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Appendice A.4

Compléments sur la méthode du pivot.
Indications sur les méthodes directes

Compléments sur la méthode du pivot

Considérons un systéme d'équations linéaires, que, pour simplifier, nous supposerons de
Cramer :

Ly gunzri+...... +2in2a =B
B (1)
L On1 X1+ ... + Cn Tn = bn

Le systéme (1) peut &tre écrit sous la forme AX = B, ot A = (ay) = ||e1,---5eall,

X =H21,....2n), B=b1,...,ba).
On appelle méthode directe de résolution du systéme (1), une méthode qui aboutit 4 la
solution du probléme au bout d'un nombre fini d’opérations arithmétiques (additions, mul-
tiplications, divisions). '
Dans la pratique, par exemple pour des problémes d'économie, pour les approximations des
équations diflérentielles, etc, on a a faire &4 des systémes d'ordre trés élevé, de 50, 100, voire
des milliers d’équations. Comme on peuf I'imaginer, il est trés important de pouvoir disposer
d’'une méthode de calcul des solutions qui :
1. d’une part ne comporte qu'un nombre raisonnable d’opérations arithmétiques de maniére
# réduire le temps de calcul des ordinateurs ;
2. d’autre part qu'elle soit «stable» an sens suivant. Les ordinateurs n’ont pas une
précision infinie : chaque opération entraine nécessairement des erreurs d’arrondis.
11 est important que les calculs soient menés de maniére telle que, en s’accumulant, les
erreurs n'entrainent pas des écarts importants entre la solution calculée et la solution
théarique.

Estimation du nombre d’opérations
Estimons, par exemple, le nombre d’opérations nécessaires pour résoudre le systéme (1) par
les formules de Cramer

A .
=3 ol : A=détAd et A;=dét]jci,... B, ...,cnl.

11 faut caleuler n + 1 déterminants, puis effectuer n divisions. Chaque déterminant est la
somme de n! mondmes , chacun desquels est le produit de » termes (cf. formule 4.10, page

I;
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113). Puisque pour chaque mondme il faut effectuer n — 1 multiplications, pour calculer yy
déterminant d'ordre n, il faut :

— (n = 1) n! multiplications

—n!—1 additions
done au total (n—1)n!4+n!—1=mnn!—-1 opérations. Pour calculer n+ 1 déterminants j]
fandra donc effectuer (n+1)(nn!—1} opérations. Il faut effectuer ensuite n divisions. Aysg;
le nombre d'opérations nécessaires pour calculer la solution du systéme (1) par les formyles
de Cramer est

Te=Mm+1l}nn!-1)+n=n{n+1)l-n—-1+n=nn+1) -1

Rien que pour n = 10 on trouve Te ~ 400,000.000 (399.167.999 exactement). On comprend
que lorsque n est trés grand, il est impossible de résoudre le systéme par les formules de
Cramer.

Evaluons, par contre, le nombre d’opérations nécessaires pour résoudre le systdme (1) par la
méthode d’élimination de Gauss que nous avons vue au chapitre 2.

Il faut d’abord mettre le systéme sous forme échelonnée, puis le résoudre, par la méthode de
la remontée. Soint Ly, ..., Ln les n équations du systéme et supposons que a1 est le pivot.
Il s'agit tout d’abord de remplacer chaque équation L; (i = 2,...,n}, par Lt(-l) =1L;,— gﬂ I,
de maniére A mettre le systéme sous la forme : H

Ly anti+ aizze+... +amzn =bh

g’ asy 22+ ACrE ol e =0

) L T T T T T (2)
A a,‘[ulz) T2+ i + oz, =80

Pour calculer les cefficients de chaque équation Lgl) ,i=2,..,n, il faut 1 division, » mul-
tiplications et n additions, soit 2n + 1 opérations. Puisqu'il y a (n — 1) équations, il faut
au total (2n + 1){n — 1) opération pour passer du systéme (1) an systéme (2). Aussi pour
mettire donc la matrice du systéme sous forme échelonnée il faut

n 3 2 _
S Ck+1)(k-1) = w opérations.

k=1

Enfin la solution du systéme échelonné demande :

1 division pour x,
1 division une multiplication et une addition pour zn_1,.......
1 division , n — i multiplications et n» — ¢ additions, soit 2 (n — ¢) + 1 opérations pour 2;

donc au total :
14345+ ---+(2n—-1)=n’

opérations. Le nomhre d'opérations nécessaires pour résoudre le systdme (1) par la méthode
de Gauss est donc

Te = 4n® +3n% - 7n = 4n® + 90 - Tn

6 6
Pour n = 10 on trouve Ty = 790. La comparaison de deux méthodes se passe de commen-
taire.
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Erreurs d’arrondi. Choix du pivot

Rien ne s’oppose, a priori, & ce que n’importe quel ceefficient non nul socit cheisi comme
pivot dans la méthode de Gauss. Cependant, & cause des erreurs d’arrondi, cette mani¢re de
procéder peut amener A des résultats numériques trés éloignés du résultat théorique. Voici
un exemple instructif tiré de ! page 35. Considérons le systdme

In gzr1it+z2 =1
Lo £1+xa =2 avec o = 107%
dont la solution exacte est :

1 _1-2a
’ Y¥=E1 2

c’est-a-dire
z=1+a+o0(e?) =1,00010...~1, y=1—a+o(a®)=0,09990... ~1

Supposons maintenant que I’on résout le systéme par la méthode de Gauss, en arrondissant
les calculs intermédiaires auz trois premiers chiffres significatifs.
Si 'on choisit & comme pivot, on a :

Ly ax + y = 1
Lz~a Ly (1-10Yy =2-104

Puisque 1 — 10* et 2 — 10® sont arrondis tous deux an méme nombre, la seconde équation
donne ¢ = 1, d’ott la solution

x=0, y=1L
trés éloignée de la vraie solution. Si en revanche on échange I'ordre des équations, en prenant
comme pivot 1, on trouve :

Ly r+y =2 ., L x4y =2
;| ezxt+y =1 Li—aly | (1—a)y =1-2a

Dans la seconde équation 1—1077 et 1-2:1077 sont tous deux arrondis au méme nombre,
ce qui donne y = 1, d’oil la solution trés satisfaisante :

Ceci montre que des erreurs d’approximation peuvent provenir de la division par des pi-
vots “trop petits”. Il est done indispensable, dans les calculs numériques?, par exemple par
ordinateur, d’avoir recours & I'une des stratégies suivantes :

— Méthode du pivet partiel : on prend comme pivot dans le systéme (2) le plus grand des
|ag;) ly-esl a,f:z) |, en permutant éventuellement, les 7 — 1 derniéres équations.

- Méthode du pivot tolal : on prend comme pivot le plus grand des |a§5 |, en permutant
éventuellement les équations et aussi les “colonnes”.
Evidemment ces stratégies doivent étre appliquées a chaque étape de I'élimination.

On montre que aussi bien la méthode du pivot partiel que la méthode du pivat total sont
stables, c’est-a-dire insensibles & la propagation des erreurs.

1G3.E. ForsYTHE- C.B MoLER,Computer of Linear Algebraic Systems, Prentice-Hall, 1967.
2(e probléme ne se pose pas, en revanche, dens les questions de calcul formel.
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La factorisation LU d’une matrice

Il est clair que dans les programmes de calcul fondés sur la méthade de Gauss, il n'y a pag
besoin d’écrire le systéme sous la forme (1) : ce qui compte ce sont uniquement les matriceg
A et B. La méthode de Gauss se raméne en fait & travailler non pas sur des équations, majs
A faire des opérations sur des matrices. Par exemple, si A1) est la matrice dn systéme (2},
ona AN = B\ A ol By est la matrice triangulaire inférieure :

1 0 0
_ga
Er= on
. N
a11

5i I'on continue & échelonner la matrice, en supposant que aé;) # 0 et en le prenant comme
pivot 2, on obtient un systéme dont la matrice A™® est égale & Fs AW of :

1 0

1(1) 0 0
_ Y1 1 :
2

Es = 0 22
:(1) 0
~22L g 0 1
Ggp

On a donc : A® = E; Ey A. On aboutit ainsi, toujours & condition que dans la matrice
ol il faut effectuer U'élimination le premier terme est non nul, & une maftrice trianguieire
supérieure U = (Ba1 - - Ex En) A, ol

1 0

1 oD
E, = avec £ 1= '(“t_l)
~lerre 1 Gz
—lax 1

Sion pose L = (En-1-++E2 E1)"%, on pourra donc écrire :

A=LU

oll L est une matrice triangulaire inférieure et {/ une matrice triangulaire supérieure®,

On peut donner des conditions suffisantes pour que dans la matrice ol il faut effectuer
Télimination le premier terme soit non nul de maniére qu’on puisse le prendre comme pivot,
c’est-a~dire pour gque 'on puisse aboutir une 3 factorisation LU. On montre en effet :

3Nous ne nous soucions pas ici des questions de stratégie de pivot qui exigent des transpositions
de lignes et de colonnes.
4Les notations “L” et “U” sont d’origine anglo-saxonne : L pour fower et U pour upper.
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Théoréme A.4.1 (factorisation LU d’une matrice) - Soit A = {ay; ) € GL(n, K} telle
que :
11 - @1k

£0, 1<k<n (%)
g1 e Qe

Alors A se factorise d'une manidre unique sous la forme A = LU avec L trianguloire
inférieure et U triangulaire supérieure.

Si la condition (*) n'est pas satisfaite, on peut s’y ramener par une permutation préalable
des lignes et des colonnes.

L’intérét de la factorisation LU apparait quand il s’agit de résoudre plusieurs systémes ayant
la méme matrice 4, par exemple dans des problémes d'itération. Il suffit en effet de calculer
une fois pour toutes les matrices L et U et ensnite résoudre chaque systédme A v = ¢, c'est-
a-dire LU v = ¢, en résolvant deux systémes 4 mairices friangulaires :

Uv=w, puis Lw=c

par la méthode de la remontée. Notons enfin que la matrice L s'exprime trés simplement en
fonction des ceefficients £;;. On peut vérifier en effet que :

1 0
L=| & & 1

’enl fﬂ.Z fn3 E 1

alors que il n'y a pas d'écriture simple de la matrice En_1--- E2 E1 en fonction des £;; (mais
il n’y a pas besoin de calculer cette matrice et seule son inverse est nécessaire).

Quelques indications sur d’autres méthodes directes
METHODE DE CHOLESKY

La méthode de Choleski s'applique au cas ou la matrice A est symétrique définie positive,
c'est-d-dire admet n valeurs propres strictement positives (cf. exercice 37 chapitre 7). On
peut montrer :

Théoréme A.4.2 (factorisation de Choleski) — Toute matrice A € GL(n,R) définie
positive se factorise sous la forme

A=B'B avec B triangulaire inférieure.

De plus lo décomposition est unique 51 Uon impose que les ceefficients de lo diagonale de B
sont positifs.

La démonstration n'est pas difficile : il suffit de montrer que le systtme B*B = A dont
les inconnues sont les ceefficients b;; de B peut &tre résolu expliciternent en fonction des
ceefficients de A.

L’avantage de la méthode est que la factorisation du type LU ne fait infervenir qu'une
matrice. Dans la pratique, on calcule la matrice B = { b;; ) en résolvant le systéme A = B*B
{cf. exemple ci-dessous).
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Ezemple - On cherche la décomposition de Choleski de la matrice

1 2
=(53)
{on vérifie qu'effectivement A est définie positive). Soit B = t; 2 ) L’équation ma-

tricille A = B*B conduit au systéme

2

a® =1
ab =
B +e? =5

. 1 0
et 4 la solution B = ( 9 1 )

METHODE DE HOUSEHOLDER

Une autre méthode divecte est fondée sur la propriété suivante (cf. exercice 25 chapitre 7
pour le cas réel) :

Thécréme A.4.3 (factorisation de Householder) — Toute mairice A € GL{nC) se fac-
torise sous la forme A =QR, svee Q € U(n,C) et R triangulaire supérieure.

Si I'on a trouvé une telle factorisation, le systéme A X = B, c'est-d-dire @ RX = B, est
équivalent &

RX=QB
c'est-d-dire & un seul systéme & matrice triangulaire (alors que la factorisation LU exige la
résolution de deux systémes).
Dans I'exercice 25 du chapitre 7 nous avons vu comme la factorisation de Householder n’est
pas autre chose, en faif, que la méthode d'orthonormalisation de Schmidt. Cependant ce ne
pas ainsi que dans la pratique on calcule les matrice @ et R, car cette méthode conduit & des
erreurs d'arrondis importants. On doit & Householder une méthode de caleu! trés ingénieuse
et stable, fondée sur la factorisation de @ en produit de réflexions (cf. exercice 29, chapitre
7, pour le cas réel), pour laquelle nous renvoyons aux livres spécialisés.

Le lecteur intéressé aux méthodes numériques les plus couramment utilisées en Analyse
Matricielle et en Optimisation, pourra consulter

P.G. CIARLET Iniroduction 4 {’Analyse Numérigue Matricielle et I’Optimisation Masson,
1982

Il ’agit d’un excellent livre, destiné aux étudiants en Master, qui allie la rigueur et la clarté.
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Inverses généralisées

Le concept d’inverse généralisée

Une matrice a une inverse si et seulement si elle est carrée et son déterminant est non nul.
Depuis quelques dizaines d’années on s'est attaché & définir une notion d’inverse pour les
matrices & déterminant nul, ou méme rectangulaires, qui, bien entendu, se réduit A I'inverse
habituelle dans le cas des matrices inversibles. Ces notions se sont révélées trés utiles en des
diverses branches des mathématiques et des applications.
Pour illustrer l'intérét de cette théorie, considérons la définition suivante :

Soit A € My n(K). On appelle inverse généralisée de A une matrice A € Ma ,(K) telle

que :

AAdA=A

Notons que si A est inversible, alors nécessairement 4 = 4%,
Nous verrons au paragraphe suivant que pour toute matrice A il existe une infinité d’inverses
généralisées (sauf dans le cas ot A est inversible, o1 I'inverse généralisée est unique) et qu'il
existe des méthodes pour en construire explicitement.
Supposons avoir construit une inverse généralisée A de A et soit :

Ar=5H - by

un systéme linéaire de p équations & n inconnues, avec £ = : etb=
Ty by
8i A est inversible, la solution est unique et elle est donné par

T=Ab, (c’est-é,-dire ona: AAdb= b).

Comme nous allons le voir (cf. théoréme A.5.2), dans le cas général — méme si A n'est pas
inversible, ni méme carrée — le systéme est compatible si et seulement si

AAb=b
et dans ce cas les solutions sont de la forme :

x=Ab+(AA- Iy
0
ol y= : est un vecteur arbitraire.

Hn
On voit de cet exemple l'intérét que peut avoir la construction d'une inverse généralisée.

Plus importante encore est 'application a la méthode des moindres carrés, que nous verrons
ci-dessous.
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Le concept d’inverse généralisée a été introdnit pour la premiére fois par Fredholm dapg
I'étude des opérateurs intégraux. Pour les matrices les premiers résultats importants ong été
ohtenus par E. H. Moore en 1920 qui a pu définir une notion d’inverse généralisée unigue poyy
toute matrice 4 coefficients complexes. Ces résultats, qui n’avaient pas été publiés et n’avaient
fait 'objet que d’une conférence, ont été retrouvés plus tard, sous des formes différentes pay
divers mathématiciens. En particulier, Penrose en 1955 a pu caractériser I'inverse généralisée
de Moore par un systéme d’axiomes, ce qui en a facilité 'application & divers domaines deg
mathématiques.

Inverses généralisées
La proposition suivante donne la méthode pour la construction des inverses généralisées.
Proposition A.5.1 - Soient E et B’ deur espaces vectoriels de dimension finie sur K et

f: B — E' une application linéaire. Il existe alors des applications lindaires f : B' — B
telles gue :

fofof=Ff

Les applications f sont dites inverses généralisées de f.

Démonstration : Soient F' un supplémentaire de Ker f dans E et ¢ un supplémentaire
de Im f dans £ :
E=zKerf@®F , E=Imfoq
Notons pr €t pim s les projecteurs sur F et sur Im f associés & ces sommes directes.
Soit ye B, y=m +2,avec 1 €lm f et 32 € G. Puisque y1 €Im f, il existe x € E tel
que y1 = f(z). On pose :
fly) :=pr(=)

Ker f G
f A
/—FH_._-___-_HH‘\L :
z)

; Tx ; j ’.r
F Ir.i' Im f !.r

f

E
Figure 1

Montrons tout d’ahord que cette définition ne dépend pas du choix de z. Soit z° € E tel que
y=flz) = f(z');ona f(zx—2') =0, donc 2 —2z’ € Ker f et par conséquent pr(z—3') =0,
c'est-a-dire : pr(z) = pr(z’). Ansi f(y) ne dépend pas du choix de z.

On vérifie facilement que f est linéaire. D'antre part si y = f(z), alors f(f(a:)) = prlx) et
done fofof(x)= f(;pp(:c)) Or = = pr{x) + x0, avec zg € Ker f ; donc f(p;-(m)) = f(z),

ce qui montre que fofof:f. (]
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REMARQUE. — Les inverses généralisées vérifient aussi la propriété :

fofof=f

En effet, si y € E', y = f(z) +y2 {avec y2 € F') on a, par définition, f(y) = pr(z). Soit
# = fof(y):onaura:

iy') =pe(J)) = Ph(e) = prl2) = (y)
donc fofof(y)=fly), Yyek.

Notons anssi que Uinverse généralisée de f n'est pas unique, car elle dépend du choix des
supplémentaires F et G,

Théoréme A.5.2 - Soient E et E' deux espaces vectorsels sur le méme corps K et f : E > E'
une application linéatre. Considérons Uéguation en & € E comme inconnue :

fle)=0b, oi € E' est donné !
Cette équation admel une solution si et seulement st :
fofyy =2
ot f est une inverse générolisée quelcongue de b. De plus, toute sclution est alors de la
forme : £ 3
z=f0)+(fof-ide)y
oit ¥ est un vecteur arbitruire de E.

Démonstration :
La démonstration se fait par les lemmes suivants :

Lemme 1. - fof et fo f sont des projecteurs.

En effet :
(fof)?= fofofof=fof et (fof)!= fofofof=fof o
f f
Lemme 2.-  Ker(fof -idp) =Imf

Im(fof—idg) =Ker. f
Pour montrer ce lemme, notons d'shord que pour tont projecteur p on a
Ker(p — id) = Imp (cf. exercice 8, chapitre 3). Puisque fo f est un projecteur, on a :
Ker(fof—id)=Imfof cImf.

D’antre part, de_f o fof = f on en déduit : (Ffof—id)of = 0, cest-a-dire
ImfcKer(fof—id) N
D’une manitre semblable on montre que Im(f o f — id) = Kerf, et donc

Imf =Ker(fof—id). O

11 s*agit, bien entendu de Pexpression intrinséque d*un systéme d'équations lindaires.
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Lemme 3. - L’équation f{z) =b admet des solutions si et seulement si fo f(b) =b

Cela est immédiat, puisque dire que f(z) =& admet une solution signifie que b € Im f

et I'on vient de voir que Im f = Ker(f o f —id). &

Lemme 4. - La solution générale de U'équation f(x) = b est donnée par : © = za + z, og
zo est une solution particuliére de la méme équation et z la solution générale de flz) =0
{c’est-d-dire un élément quelconque de Ker f ).

Pour la démonstration, cf. la démonstration de la proposition A.7.4 page 382.

Le théoréme se déduit maintenant facilement. Si f(z) = & a une solution, f(b) est une
solution particuliére, d'aprés le lemme 3. La solution générale est donc :
x=fb)+(fof—id)y, avec y € E, d’aprés les lemmes 2. et 4. [

Inverse généralisée de Penrose-Moore

Nous avons vu que la construction d’une inverse généralisée dépend du choix des supplémen-
taires de Ker f et de Im f. Si I'on suppose que E et E' sont des espaces hermitiens, il existe
un choix canonique pour le supplémentaire : le supplémentaire orthogonal. On en déduit
fque si E et £ sont des espaces hermitiens, il existe une inverse généralisée canonique : c'est
linverse généralisée de Penrose-Moore.

Théoréme A.5.3 - Soient E et E' deux espaces hermiliens (ou euclidiens) et f: E — E'
une application linéaire. Linverse généralisée de Penrose-Moore est ['unique application f1 :
E — E qui vérifie les propriétés suivanles :

i fofiofzf
2, ffofof‘\=f‘
8 (foffY=fof?
4 (flofy*=florf

On connaft déjd 1. et 2.; pour montrer 3. et 4. il suffit de remarquer qu'un projecteur est
orthogonal si et senlement si il est autoadjoint (cf. exercice 13, chapitre 8 ).

Notons en effet que :
fo f* est le projecteur orthogonal sur Im f
flof estle projecteur orthogonal sur (Ker A

En effet Im(f o f‘) C Imf; comme fo F! est un projecteur orthogonal, cela suffit pour
assurer que Im(f o 1) = Im f (cf. exercice 16, chapitre 7).
De méme, puisque Im{f! o £} < (Ker f)*, f1 o 7 est le projecteur orthogonal sur (Ker f)*.

Penrose a démontré qu’il existe une et une seule application f! . B/ — E qui vérifie les
propriétés 1, 2, 3. et 4. La démonstration de ce résultat est laissée en exercice et se fait sans
difficultés par les étapes suivantes :

a) Soient E et E' deux espaces hermitiens et f : E — E’ une application linéaire. On
considére une application f V. B — E telle que:
l) f s} fi o] f = f
iy flofof=f'
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montrer que £ =Ker f ® Im f! et E = Ker f* @ Im f {cf. exercice 11, chapitre 3).

b} En déduire que si f1 vérifie les propriétés i) et ii), alors elle est une inverse généralisée
de f.

¢) Montrer qu'un projecteur d'un espace hermitien est un projecteur orthogonal si et seule-
ment si il est autoadjoint (ef. exercice 13, chapitre 8).

En termes de matrices ce résultat s'énonce ainsi :

Théoréeme de Penrose-Moore . A.5.4 - Soit A € My o(C). Il existe une et une seule
matrice AT € M ,(C) qui vérifie :

1. AAtA =4

2. AtAaat =4t

2 (AAT)y =441

L (ATAY =ATA (on: A* := A)

Al est dite inverse généralisde de Penrose-Moore

Formule de Mac Duffee pour le caleul explicite de Al

Soit A= et1,...,¢n ||€ Mpn(C). Supposons A de rang r et soient Vi,..., V. v vecteurs
indépendants choisis parmi les ¢;. Puisque les ¢; s’écrivent comme combinaison linéaire des
Vi,..., Vr, il existe une unigue matrice C' € M, ,(C) telle que :

A=EB-C

™
ol B=|W,..., Ve jl€e Mz ~(C). Si &; = ZA"""V" pour i=1,...,n, alors :

k=1
Au -0 e
C= : : :”cl:"')cﬂ"\&_
A'i"]. e AN’l

La matrice B*AC*" € M, (C) est inversible. En effet on peut écrire : B*AC* = (B*B){C' C”);
puisque B et C sont de rang r, il n’est pas difficile de montrer que B*B et € C* sont in-
versibles 2. La formule de Mac Duffee s’écrit :

At=cr.(BrAaCH)™'.B"

Cette formule se démontre facilement en écrivant le second membre sous la forme :
Ct(cct)—l(BtB)—lBt
et en montrant que cette matrice vérifie les axiomes de Penrose.

Eremple -

Caleuler l'inverse généralisée de Penrose-Moote de la matrice :

21 -1 1
A= 11 0 1
3 2 -1 2

2Pour montrer que B*B est inversible, cf. exercice 23 chapitre 7; pour montrer que CC* est
inversible, remplacer B par O*.
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On a rang A = 2. Une base de I'espace engendré par les vecteurs colonnes est {V] = ¢1, 14 = ez}

aussi :
21
B=|W, V= 11
3 2

D’autre part : ea = —Vi + V2, ¢4 = Vo, donc:

1 a9 -1 0
C=||¢1,C2,C3,C4”v,-=(0 V1 1)

Le calenl donne -

5 —4 1
1 -5 7 2

t_
A=l C1o 1 o1
-5 7 2

Application : Solution des moindres carrés

La notion d’inverse généralisée permet d’étendre la méthode des moindres carrés, que nous
avons déja vue dans un cas particulier (cf. exercice 23, chapitre 7).
Boit A € My,n(C) et considérons le systéme linéaire

Ar=4b

Le théoréme de Rouché-Fontené permet d’avoir les conditions de compatibilité sous forme
explicite d’équations, par 'annulation des déterminants caractéristiques. Notons cependant
que la notion de compatibilité est “instable” : une petite variation des coefficients peut
faire en sorte que les égalités ne soient plus satisfaites et gu'un systéme compatible de-
vienne incompatible. Or si 'on considére un systéme qui régle un phénoméne physique,
les coefficients de la matrice sont donnés par des mesures (par exemple de la température,
de la pression, etc.) et donc sont connus avec une précision limitée, c’est-a-dire en fait, 3
une petite variation prés. Ceci veut dire que les conditions de compatibilité n'ont pas, en
fait, une vraie signification physique : les résultats de mesures physiques qui déterminent la
matrice A pourraient donner un systéme incompatible, alors que, peut-&tre, pour des raisons
physiques, il pourrait &tre clair que le systéme admet des solutions. 1] est donc important
d’avoir une valeur approchée des solutions, méme dans les cas on le systéme apparait comme
incompatible.

Définition A.5.5 - Soit Ax = b un systéme lindaire, avec A € My (C), z € C* et
b € CP. On appelle solution des moindres carrds le vecleur zo € C™ tel que

[Azo—&] = Inf ||Az —&].
zcC?

Théoréme A.5.6 - La solution des moindres carrds du systéme Az = b est donnée par
zo = A'b.
La démonstration est immédiate {cf. solution de Yexercice 23, chapitre 7). On a.:

lAzo=b)| = § AATS — bl = || Py, (B) — b]| = d(b,Im f) I Az—ol

= Inf
:reC"

d étant la distance associée 4 la norme. O
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Pour la théorie et les applications des inverses généralisées, on pourra consulter
A. BEN-ISRAEL, T.N.E. GREVILLE
Generulised inverses : theory and applications

A, Wiley - Interscience Publication
New York, 1974

Il s’agit d'un livre exigeant un niveau “avancé” de connaissance et de pratique de la théorie
des matrices.
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Appendice A.6

Exponentielle d’une matrice

Suites et séries de matrices

Comme nous I'avons vu (cf. exercice 5, chapitre 6.}, M. ({C} est un espace vectoriel normé.

Si A= (a,-_,-), on pose (cf. exemple 4 page 222) :

n

> laul’ = Ti(A" 4)

fi=1

Al :=

On en déduit que M, {C) est un espace métrique pour la distance définie par

d(A, B) :=||A- B|
{cf. exercice 10, chapitre 7). On montre facilement que

IAB] < IAl-1B])
d’ou :
NA™f < [lA™

La vérification de ces inégalités est laissée en exercice.
Les définitions et les propriétés des suites et séries numériques passent facilement & ’espace
métrique (M, (C},d). On a par exemple :

1. On dit qu’une suite de matrices (An),,  n cOnVerge vers la matrice A si

Ye >0 3npg €N tel que Vi 2> ng @ d{d,, A) <e

2. On dit qu’une série de matrices E;’:f] A, converge si la suite des sommes partielles

Sy = E:=0 A, converge ; dans ce cas, la limite pour £ — +oo de Si est dite somme
de la série. On dit qu’une série de matrices est absolument convergente si la série
numérique 3 12 || A, || est convergente.

n=0

3. Soient 3°*7% A, et 321 B, deux séries de matrices absolument convergentes, de

somnme respectivement A et B. Alors les séries Z::,% (An + Bn) et 31%0Cn (o
Cn = 3 p_g Ak Ba_i) sont convergentes et ont comme somme respectivement A+ B
et AB.

La démonstration est analogue 4 celle que 'on donne pour les séries numériques, la valeur
absolue étant remplacée par la norme.
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Exponentielle d’une matrice
Proposition A.8.1 - Soit A € My (C). La série de matrices de terme général él- est
!

absolument convergente, guelle que soit la matrice A. Sa somme est notée et

AZ A3 AP
=i+ A L BT
+ A+ — 21 + = 31 +--+ nl +
. . . ‘1 All* k
La démonstration est immédiate. Ona: T “ < | k|'ll . Puisque la série numérique Z ||1:|I|
k=0
+ oo %
est convergente (sa somme est e"""") on en déduit que Z T est convergente. Done
k=0 )
+oo n
Z — est une série de matrices abhsolument convergente. [0
7o
=0
Ezemple : —
et =gt
AT Ak T
car et —)\I+)\I+?+ +F+ — M

En particulier : L=, (0 étant ici la matrice nulle de Mn (C})

Proposition A.6.2 — 5 A et B commutent, alors :

En effet, puisque A et B commutent, on peut appliquer la formule du bindme (cf. exercice
22, chapitre 3). On a :
n
(A+B)" =) CcyA B~ *
k=0
done :

A+B n—~
e’ *? =Z( r Zznlkf(nwk)fAkB

n,—O n=0 k=

Ak Bn—-
=22k! (n—~ =eA-eB a

n=0 k=0

Corollaire A.8.3 - Pour foute matrice A € M, (C), méme non inversible, la mairice e
est inversible et son tnverse est e

En effet A et —A commutent, donc e* e~ A =egA-4=¢0 =,

Proposition A.6.4 - 5 B = P LAP, alors Z = P et P

En effet, B* = P~1 A™ P; donc :
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(Le passage (1) est justifié par le fait que I'application My (C) — My (C) est continue). O
M —s Pl p

Corollaire A.6.5 -
dét (e?) =e™4

En effet, puisque 4 € M, (C), A est trigonalisable. On a donc A = P~' B P avec :

Al * A *
B= . Notons que : B* = donc :
0 An 0 Ak
2 L
et =P lePP=p" (I+B+% +o 4 %+-~)P=
\ ! !
L4+ 2+ x
pt P=
ke
0 TR W S
a k!
€ #*
=p! P, dou: déte? =Mt =4 O
0 e*n

Méthode de calcul de e par la réduction de Jordan

0

Seit A= avec A; matrices carrées compleres

Lemme -

Alors : et =

Ce lemme se démontre facilement en utilisant le fait que :

0

Ak
AF = z . Puisque le polyndme caractéristique de A4 est scindé, A

’ g
admet une réduction de Jordan : il existe P inversible et une matrice

0 YRR 0
B= . , avec Jo = b
0 | 0 o

telles que A = P 1B P,
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Or Jo = Ao I+ Vo et V, est nilpotente. Par ailleurs Ao 7 et V. commutent, dong, sj D est
I’indice de nilpotence de V,, :

V2 Vet
ele = refeVe — gha feVa = ha (I+VQ+ o1 +---+——(p_1)!)

ce qui permet, compte tenu du lemme, le calcul effectif de e?.

Application aux systémes différentiels linéaires 4 ccefficients constants

Proposition A.6.6 — SoiticR; ona:

_dﬂg(ef-A) - AelA

Démonstration :
de tA e(t-i—h)A _ e!A ehA -7
— =lm — " =1 . er’A
dit h—0 h A
Montrons que :
hA
e I
I_‘ =
hl_r.no h \

(ce qui monire la proposition).

Ona:
h?A% BtA"
=I+hA+ —/—- = +- 4+ o
d'oh
2 42 no4n
A_[—hAzu_+...+h A + .
21 n!
On en déduit que :
hA 2 hA|™
” ~J = hA” < f || + - H n‘” L= e||hA|| —1- "hA"
et, done :
hA LY |&] 1Al
et - T e -1 e -1
| — Al € —r— - Al = ~—— — Al
h |5l (A
LAl _ ha _ r
Lorsque h— 0 : & i Lojay , don ¢ ~A)=0. O

Proposition A.6.7 - Soit ﬁf = Az un systéme différentiel inéaire 4 cafficients constants
(A € Mn(C)yz € My, (C)). Alors la solution qui pour t = 0 prend lo valeur o (zo €
M1 (C}) est :

z(t) = e ap

En effet soit = défini par z := e**zp. On a: %’f = A x5 = Az ; done e x4 est bien

solution. D’autre part z{0) = &0 xo = { ¢ = 2o ; ce qui montre que x vérifie la condition
initiale. O
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Ezemple - Soit le systéme % =AX, o :

b a - a

a b a a
A=| @ a b a

a

2 - a b

Déterminer la solution qui pour { = 0 prend lo valeur g, 0ot zo appartient & Uhyperplan
F définz par z1 4+ + 3, = 0.

Onad=(b—a)l+al, ot U estla matrice dont tous les ceefficients sont égaux % 1.
Puisque [ et If commutent,

tA  _ (b—ajef atU _ b- = (atl) ((a-ay ('f?tfjc i
e =e et =70 [I+ZT I+Z U
_ e(b—a)f. [I +_}1(eatn _ 1) U]

Or Thyperplan F : 14 --- + &2 =0 est le noyau de U, aussi, la solution cherchée est :
z = e~ 3y (Pest-a-dire : les solutions qui passent par I'hyperplan F' demeurent dans

F.

Plus généralement on a :

Corollaire A.6.8 — Soit — = Az ur systéme différentiel linéaire & cwefficients constants.

8t une solultion passe & un instant donné par un scus-espace propre F», elle reste dans B
fon dit que les sous-espaces propres sont «invariants» sous le flot des selutions).

En effet 51 x¢ € Ex,0on a :

T =\‘3M.'I.‘g cE, O

~|°;:
BE

L’exponentielle des matrices joue un réle important dans la Géométrie Différentielle moderne
depuis les travaux de Sophus Lie 4 la fin du XIX&me siécle. I1 est difficile d’en donner une
idée méme approximative, car les concepts qui rentrent en jeu sont assez élaborés. Disons, en
simplifiant, que le probléme abordé par Lie, probléme encore largement cuvert aujourd’hui,
était de chercher & classifier les équations différentielles qui se déduisent les unes des autres
par changement de variables. Il éait donc amené & étudier les groupes de transformations
{cf. Appendice A.1. page 342) dependant d’un certain nombre (fini) de paramétres, ceux-ci
étant des fonctions différentiables — c'est le cas par exemple de O{n,R), U(n,C), etc. -
plus précisément ce que l'on appelle aujourd’hui les groupes de Lie, qui sont trés souvent
des groupes de matrices. On peut démontrer que si (3 est un groupe de Lie de matrices &
ceefficients dans K, (K = B ou C), toutes les informations essentielles sur & sont contenues,
dans un certain sens, dans les propriétés de 'ensemble

={AeMn(K) | et e} !

1{n peu comme les informations sur une fonction sont contenues dans sa dérivée. L'analogie n'est
pas seulement formelle, En effet, si on considére une courbe ¢ :] — ¢, +&[— @, définie par e(t) = e'4,

on a, d’eprés la proposition A.6.6 : [% —o = A
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Cet ensemble, dit «algtbre de Lie» de G, est en fait beaucoup plus simple 4 manier que ¢,
En effet on peut vérifier tout d’abord que g est un sous-espace vectoriel de Mn(K) ce quj
permet d'utiliser les techniques de I'algébre linéaire. D’autre part le crochet défini par

(4,B):= AB- BA

permet de munir g justement d'une structure d’algébre de Lie (cf. page 250), structure trég
riche et bien étudiée, qui donne des informations importantes sur G.



Appendice A.7

Espaces affines

Comme nous 'svons vu an chapitre 1, la notion d’espace vectoriel a été introduite pour ren-
dre compte des propriétés de certaines grandeurs physiques — comme la force, la vitesse,
l'accélération, etc. - qui sont déterminées non seulement par leur intensité, mais aussi
par la direction et le sens selon lesquels elles s’exercent. Ces grandeurs sont représentées
graphiquement par des fleches, dites « vecteurs», ayant comme origine le point d'application.

Puisque la loi d'addition et la structure d’espace
vectoriel ne peuvent &tre définies que sur le vecteurs P
de méme origine (cf. chapitre 1), le modele qui per- /
met, d’avoir une intuition géométrique de la notion 0

d’espace vectoriel est 'espace (ou le plan) ordinaire
dans lequel on fize un point O : les points P du plan
ou de 'espace sont en correspondance bijective avec
les vecteurs issus de O et d’extrémité P (cf. figure Figure 1
L.).

Le modale naturel de 'espace affine est en revanche
le plan ou I'espace ordinaire dans lequel on ne choisit
pas de point privilégié et les éléments sont les points
eux-mémes. La notion d’espace affine est done plus
‘naturelle’, plus ‘primitive’ dans un certain sens,
que la notion d’espace vectoriel. Cependant, comme
nous allons le voir, pour définir correctement les /a
espaces affines et pour effectuer les calculs, on a /

besoin de la notion d’espace vectoriel. En fait les e}
deux notions, d'espace vectoriel et d’espace affine, ’
se trouvent imbriquées dans la pratique, ¢’est pourquoi, F P
si l'on veut avoir une notion intuitive, il peut &tre
utile d’avoir présent & V'esprit le modeéle suivant ou
les deux structures se présentent simultanément.’
Considérons espace vectoriel B?. Un sous-ensemble
A de R® est dit sous-espace affine 8’il est 'image
d’un sous-espace vectoriel F par une translation. F
sera dit «divection» de A (cf. figure 2.)

¥

Figure 2

379
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Notons que dans un sous-espace vectoriel F' il ¥
a un élément privilégié (1'élément 0}, ce qui per-
met d'identifler les points P de F' & des «vecteurs»
{d’origine 0 et d'extrémité P),

Cela, en revanche, n'est plus le cas pour le sous-
espace affine .4 : dans un plan qui ne passe pas par
l'origine, il n'y a pas d’élément privilégié et l'on
ne peut pas mettre en correspondance bijective ses
points avec des vecteurs qui sont dans A. R ——
En revanche, si ’on fixe un point O de A, on peut
identifier les points de A 4 des vecteurs d’origine O
(cf. figure 3} et faire de A un espace vectoriel (dit
vectorialisé de A}, comme nous le verrons d’une
maniére plus précise ci-dessous.

Le fait que dans un espace affine il n’y ait pas d’élément privilégié, implique la perte de
la structure d’espace vectoriel. Cependant, c’est en cela entre autres que réside lintérét
de la notion d’espace affine : car du moment qu'il n’y a pas un élément qui joue un réle
le privilégié, on a plus de souplesse pour cholsir l'origine des cocrdonnées de manidre 3
simplifier les problmes (par exemple, I'équation d'un cercle est plus simple si on I'éerit dans
un systéme de coordonnées dont ’origine est e centre du cercle).

Figure 3

1. Sous-variétés affines d’un espace vectoriel et applications affines

Sous-variétés affines d’un espace vectoriel

Soit £ un espace vectoriel sur K et ¥ € E. On note {5 I'application :

tg 1 BF— F

@ — g + T
ty est appelée tronslation de vecteur directeur ©.

Notons que, sauf si ¥ = 0, t7 n'est pas une application lindaire.
q ) P PP

Définition A.7.1 - Soit F' un sous-espace vec-
toviel de E el ¥ € E ; Uimage de F par tg :
to(F) = {beE|b=a+a,aeF} — G+F

notation

est dite sous-varidté affine ou sous-espoce affine
de direction .

8i F est une droite vectorielle (resp. : plan vec-
toriel), tz(F) est dit droite affine (resp. : plan
affine). Bien entendu, E ni-méme est un espace
affine de direction E (car E = t5{E}).

Figure 4

Un espace affine A = {3(F) n’est pas en général un sous-espace vectoriel, car il n'est pas
stahle pour les lois de somme et de produit par un scalaire, & moins qu’il passe par 0, ce qui
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se produit si ¥ € F : on a alors A = F.

On peut cependant mettre sur un espace affine une
structure d’espace vectoriel de la maniére snivante.
Soit 4 un sous-espace affine de direction F. On
choisit un point ¢ € A;ona : A =i F. Il suf-
fit alors de transporter sur A la structure d’espace
vactoriel de F par la bijection t, (cf. exercice 4,
chapitre 3}). On obtient les lois suivantes :

si b=a+zet c=a+y (avec z,y€ F),
on pose !

bic =(z+y)+a
Ab =Az+a

qui font de A un espace vectoriel, dit vectoria-
lisé de Aen o

Notons que cette structure d’espace vectoriel n'est

pas canonique, mais dépend du choix de 4. F

Dans la suite les éléments d'un sous-espace affine

A seront notés, en général, par a, b, ¢,..., et on

notera &, %, ¥, w,... les ¢léments de la direction

F de A (ou éventuellement Z, ¥, 2, ¥, ¥,... pour Figure 5
mieux marquer qu'ils sont les éléments d'un espace

vectoriel).

Applications affines

Définition A.7.2 - Soient E et B deus espaces vectoriels sur K. On appelle application
affine toute application g: E — E' dutype: g=t,of, o0 f € Lx(E,E')et a € F,
¢’esi-d-dire :

g(x) =a+ f(z), avec f linéaire.

Notons que si a £ 0, ¢ n’est pas lindaire.

Toute application affine s’écrit d'une maniére unigue sous la forme g = lg o f, avec a € B’ et
feLg(E,E'). Eneffet,sl g=taof =ty 0f (aveca' € E' et f' € Ly (E, E")), ona:

a+ flxy=a + f{z), Yz € E.

En faizsant z = 0, on trouve & = o/, d'ol f(z) = f'(z), Vx € E.
Sig=ta.of, festdite application lindaire associde d g et a est dit vecleur de translation.

Par exemple :
g B3 — R
{x1,29,%3) — (2z1—22+3, —;1+x3+2, 22—23)
est une application affine de vecteur de translation a = (3, 2, 0) et d*application linésire associée :
I E3 — E3

{r1,22,23) — (2m1—x2, —21+23, 22—23)
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11 est facile de se convaincre que les applications affines se caractérisent par le fait que leg
composantes de 1'image du vecteur  sont des polynémes, non homegenes en général, de
degré 1 en les composantes de z.

Notons que puisque f{0) = 0, on a g(z} = g(0) + f(z}. On a donc :

Les applications affines sont les applications g : E — E' caractérisées par le fait
que Uapplication x v+ g(x) — g(0) est linéaire.

#

Proposition A.7.3 - Les applications affines transforment les sous-espaces affines en soug-
espaces affines.

Soit en effet ¢ = t, o f une application affine et A = t:(F) un sous-espace affine de
direction F'. On a :

9o(4) =(tac ) (ts(F)) ={z€Blz=ot flb+y), avecyc F}
={z€Elz=a+ )+ fy) Y€ F } = tayse)f(F) = tg 0 F(F)
Donc g{A) est un sous-espace affine de direction f(F) O

De méme que les sous-espaces vectoriels peuvent étre caractérisés par un systéme d'équations
linéaires homogénes, les sous-espaces affines peuvent étre caractérisés par un systeme d'é-
quations linéaires non homogénes :

Proposition A.7.4 ( Caractérisation des sous-espaces affines par des équations linéaires)
Les sous-espaces affines de E sont les ensembles du type ;

A={z€E|f(z)=a, avec f€ L(E,E)et a € E"}

Démonstration : L’ensemble des solutions du systéme linéaire f(z) = a est un sous-espace
affine de direction Ker f, plus précisément :
A=zo+Kerf, avec xpsolution particuliere de f(z) =a.

En effet, si @ = 7o+, avec f(u) =0 et f(zo} = a, alors f(z) = a; aussi: zo+Ker f C A
Et inversement, si = € A, en considérant une solution particuliére zo de f (z) = a, alors
x — xp € Ker f, cest-a-dire 7 € zo + Ker f, et donc A C o + Ker f.

Réciproquement, soit .4 sous-espace affine de direction F, A = t3(F), et considérons une
application linéaire fdenoyau F.Ona: A=b+F=>b+Kerf={z=b+y |y€ Ker f },
done : = € A si et seulement si f(z) = o, ol on a posé : a = f(b}. O

Ainsi, par exemple, le systéme
2e4+y—z—3t+w=1
z-—y+2z—t—w=2

définit un sous-espace affine de dimension 2 de RS

Proposition A.7.5 - L'ensemble des applications affines bijectives de E dans lui-méme est
un groupe (pour la loi de composition des applications) dit groupe offine de B noté GA(E).
La vérification est immédiate. Notons en effet qu’une application affine est bijective si et seulement
si l'application linéaire associée est bijective. Soient h et A’ deux applications affines bijectives :
hiz) = a+ f(z), h'(z) = b+ g(x) avec f et g linéaires bijectives. On a:
hoh'(z) =a+ f(b+g(x)) = a+ f(b) + foglz)
Ce qui montre que ho i’ est affine bijective {car f o g est bijective).
D'autre part :
B lz) =y« z=hly) = z=a0+fly) = v=["z-a)
= y=—f"Ha}+ f M=)
Done A™1 =¢_j_1(4 o f~1, ce qui montre que A~ ! est affine. U
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Barycentre

Les sous-espaces affines ne sont pas stables, en général, pour la somme (cf. figure 6). Ils
sont stahles en revanche pour certains types de sommes, dites sommes barycentriques. Cette
propriété permet d'ailleurs de caractériser les sous-espaces affines et les applications affines.

a+b

Définition A.7.6 - Soit A un sous-espace affine A
de B, ar,- ,0p€ A et t1,--+,tp € K, tels que A
b+--+ty=t#0, Le point -

i
i
i
i
i

G=%(t1a1+---+t,,ap)

A
est dit barycentre des poinds a1,---,ap affectds des
cefficients &1, - 5.
On voit immédiatement que G € A. En effet, 5i 4 = ] >

te(F),on a: 0; = ©; + a avec x; € F. Donc :

12 1
G = E;H (xs+a) = e+ E(hal +- +tpap) e A
Figure 6
On a en fait la réciproque :

Proposition A.7.7 - Caractérisation des sous-espaces affines.

Un sous-ensemble A de E est un sous-espace affine si et seulement si il est stadle por
composition barycentrique (c’est-d-dire le barycentre toute famille finie d’éléments de A est
dans A).

Il s’agit de montrer que si A est stable par composition barycentrique, alors il est le translaté
d"un sous-espace vectariel F. Fixons ag € .4 et montrons que 'ensemble F 1= tag{A) est un
sous-espace vectoriel de E. Soit r=a—-aqye€ F. On a :

Ar=Xa— Aag. (i)

Or, par hypothése, le barycentre des points « et aq de coefficients respectivement X et (1- A}
est dans A, c’est-rdire : b:= Aa+(1—X)ao € A Donc Aao = Aa+ag—b, avec b € A En
reportant dans (i) on obtient

Ar=Aa—-Aa—-ap+b=b—agc F

F est donc stable pour la loi externe.
De méme, solent s =a—apet y=a" —ap dans A Ona :
z+y=a+a —2a=(a+a —ay) — ao.
Or @+ a’' — ag est le barycentre des points a, a’, as affectés des ccefficients 1,1, -1, donc il
appartient & A, ce qui montre que x+yc F. O
La notion de barycentre permet aussi de caractériser les applications affines :
Proposition A.7.8 - Caractérisation des applications affines.

Sotent E et B’ deux espaces vectoriels. Une application g: E — E' est affine si et seulement
si elle applique le barycentre de tout systéme de poinis en le barycentre des images affectées
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des mémes eeefficients (on dit qu’elle « conserve le barycentre» ). Pour cela il faut et suffit
que .
glhiar+ - +tpan) = tigla) +- -+ tp glan)

Vai,--,ap € E et Vi, ,tp € K, tels que : t1 4+ + ¢, = 1.
Démonstration : On voit facilement que toute application affine conserve le baryeentre : 15

vérification est laissée en exercice. Réciproquement supposons que ¢ conserve le barycentre,
Alors pour tous ay,--+,a, € E et pour tous t1,---,1i, € K tels que {4 + -« +i;=1,0na:

gltrai+ - +iap) =tigla) + - + 1, glay)
Soit ¢ = g(0) ; d’aprés la remarque (*) page 382, g sera affine si et seulement si 'application
f définie par f(x):= g{x) — ¢ est lindaire, c’est-a-dire si :
a} glhz}=2g{z)+(1-Ne
b} glz+y}=g(z)+g(y)~c
Or Az peut étre écrit sous forme de somme barycentrique : Az = Az — (1 — A)0; donc
g(Az) =gz — (1 - X)0) = Aglz) — (1 ~ Ng(0) = Ag(z) — (1 - A)c
De méme :
9(z + 1) = g(-0+ z +1) = —g(0) + g{=} + 9(¥) = —c + g(z) + g(y)}. a

Isométries d’un espace vectoriel euclidien

Soit E un espace euclidien. On définit une distance sur E en posant : d(a,b) = {a —b|| (cf.
exercice 10. chapitre 7).

Définition A.7.9 - Soit F un espace euclidien.

On appelle isoméirie une application g : E — E
(ron nécessairement linéaire) telle que d(g(a],g(b )) =
di{a,b}, Ya,b € E, c¢’est-d-dire telle que :

lgla) —g@®M =lla—-bl, Va,beE

Il est clair que toute transformation orthogonale g
est une isométrie, car, g étant lindaire, on a :

llg(a) — g(a}ll = llg{a - B)Il = lla - b]|

La réciproque cependant n’est pas vraie : les trans-
lations, par exemple, sont des isométries, mais etles
ne sont par orthogonales, car elles ne sont pas lindaires.
Nous allons voir que les isométries sont en fait les
composées des transformations orthogonales par des
translations.

Figure 7

Théoréme A.7.10 - Touie isométrie d’un espace vecloriel euclidien est mécessairement
affine et plus précisément elle est du type :

glz)=f(z)+a aveca € B et f € O(E)

En particulier, Vensemble Is(E) des isométries de E est un sous-groupe du groupe offine

GA(E).
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Démonstration : Montrons d’abord le lemme suivant :
LEMME - Soit f une isométrie qui laisse fize 0. Alors f € O{E).
En effet, soit f € Is(E) telle que f{0)=0.Ona :
7 (@)l = [|f{e) — Oll = [lf{a} — F(O)| = lla — O]| = ||l
D'autre part, de Pidentité ||z + yII* + ||z — y|I* = 2)|=[* + 2|ly|*, on a:

1@+ FOIF = —1F@) — F@I2 +2 (IF @I + 1 ®)I?)
= =l +2 (Jlal® + o) = lla + b,

2 (f(a), F(®)} =1f(a)+ FOI® — [IF(@II* ~ £ (B}
=lla+b{—Jal® — [B]* =2 {a,8) °

f conserve done le produit scalaire. Il ne reste plus & montrer que f est linéaire. Soit {e;}
une hase orthonormée. Alors les f{e;),i=1,...,n, sont linéairement indépendants, car

E?:l Ai f(EnT) =0= 0 = (Z?:l Ai f(e,;), f[e,))
= XA leneg) = X {egaeg) = Xy
Les f(e;} forment donc une base orthonormée, Enfin :
{(fha+pub)—Afla) - p f(b), fled)) =

= {f{ra+pbd), fles)) — A (fla), flea)) — 12 (f(B), fles))
={da+pbe)—Aa,e)—pibe} =0

Comme les f(e;} forment une base, on en déduit que: f(Aa+pub) = A fla)+u fib). &
Le théoréme s'en déduit maintenant facilement. En effet, soit g € Is{(E) ;on a:

t_gtay © g{0) = ¢(0) — g{0) = 0.

Donc f := t_g40) © g est une isométrie qui laisse fixe O et, par conséquent f € O(F). Il
s'ensuit que : g =t 0 f, avec a = ¢g{0), c’est-a-dire : . g{z) = f(z) + a. W]
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I1. Notion abstraite d’espace affine

Espace affine

1l est important, aussi bien pour des raisons théoriques que pratiques, que de pouveir disposer
d'une notion d’espace affine en elle-mé&me et non pas de le voir comme un sous-ensemble d'un
espace vectorie] %.

Pour comprendre les axiomes qui sont & la base
de la notion d’espace affine, partons de la con-
sidération suivante. Soit 4 un sous-espace affine
de direction F, F étant un sous-espace vectoriel
de E. Comme on I'a vu, A, en général, n'est pas
stable pour la somme et donc la somme ne peut
servir pour une définition axiomatique de A. On a
cependant une autre loi de composition sur A, la
loi ¢

FxAd — A

(F,a) — b=izga=id+ea

(en effet, si A est un sous-espace affine de direction
F, alors pour tout a € A: A =a+ F; donc si
#€ F,onabien: b= a+7& A). Cette loi vérifie
les propriétés suivantes :

L. fpa = a.

2. Pour tous a,b € A il existe une unique
translation 3 qui améne a sur b (il suffit
de prendre §=0b6— a).

3. tzo(tga) = (tzota)a, Yac A, YV, W€ F.

Figure 8

Avec la terminologie introduite dans I’Appendice A.1 {cf. page 344), on peut exprimer les
propriétés 1. 2. en disant que (F,+) agit tronsitivement et librement sur A.

REMARQUE. — Puisque d’aprés 1. le vecteur de translation ¥ qui améne o sur b est unigque, ¥ ne
dépend que de a et b et il est noté @b. On a donc :

1. b=a+ab

. . — — — — . . .
Avec cette notation, la propriété 2 : (a+ v )+ w = a+{v + w}, peut s'exprimer de la maniére
— —
suivante. Notons que si a+ v = b, alors v = ab. On & donc :

(et v)+w=(at+ab)+w»=>b+w.
Si on posec=b+t_a;, ona: w =hc et done
(a+v)+w=bthe=c (i)

D'autre part :
; s — .
a+(u+w)=a+(a3+bc). (“)

2De méme qu'il est intéressant d’avoir une notion “abstraite” d'espace vectoriel, méme si par le
choix d'une base on peut I'identifier 4 B" ou, plus généralement, & K".
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En comparant (i) et (ii), on voit que la propiété 2. est satisfaite si et seulement si
c=a+ (c_.-,E + Fé) ,

ce qui, d'aprés la propriété d'unicité 1. signifie que

2. ac=abtbe

Cette identité est dite relalion de Chaales.

Ceci nous ameéne 3 la définition suivante :

Définition A.7.11 - Soit A un ensemble et E un espace vecloriel. On dil que A est muni
d'une structure d'espace affine de direction E, si (E,+) agit transitivernent et librement sur
A. 5 E est de dimension n on dit que A est de dimension n.

En d’autres termes, .4 est un espace affine de direction E si 1'on se donne une application

t: ExAd — A
(7, P} +— ty(P)=P+7
vérifiant les propriétés suivantes :
L. P+0=P

On notera '3, D‘ etc. les dléments de E pour mieux distinguer les pOil’]tS de A) et les
1:4
vecteurs de E]

2. Pour tous P,Q € A, il existe un unique vecteur ¥ € F, tel que @ = P+ 7. Le vecteur
¥ sera noté P_Q' et I'on a done :

Q=P+PG (1)
3. Pourtous P Aet ¥, e E,ona: (P+4)+@ =P+ (¥+d), ce qui équivaut &

la relation
PG=PR+ROQ (2)

L’équivalence de 'axiome 2. avec la relation de Chasles se démontre exactement comme
ci-dessus.

L’application {7 :.4 — A est dite translation associée ¥.

Notons que d’aprés Paxiome 1., le choix d'un point P € .4 induit une bijection ¥ : ,:?l—> PEﬁ .
On peut done définir la notion abstraite d’espace affine aussi de la manigre suivante :

Déflnition A.7.12 - Soit A un ensemble et E un espace vectoriel. On dit que A est un
espace affine de direction E si l'on a une application

ViAxA—F
(PO} +— FO

telle que :
1. Pour tout P € A, Uapplication V, : A— E est bijective;
¢ Fg

P3=PR+RQ

Remarquons que, puisque () = V;l[m), Paction de (E, +) sur A est définie par: P+7:= V_,;l(t?].
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Les propriétés suivantes sont conséquence immédiate de la relation de Chasles :
iy PP=0 (qui s’'obtient en faisant P=Q=R)
—
iy P a =—QP (quis’obtient en faisant Q=F et en tenant compte de i))

Ezemples

L. L’exemple le plus important est celui que 'on a vu en 1.1 : on définit une structure
d’espace affine sur un espace vectoriel E en posant ab:=b-a. Cette structure sers
dite standard (ou canonigue),

2. Plus généralernent, soit A un ensemble et f: A — E une bijection sur un espace
vectoriel &. On définit une structure d’espace affine sur A par : ab:= (&) — Fla).

REMARQUE. -~ Dans le cas d’un sous-espace affine d'un espace vectoriel, si & = a + ab on peut
erire : @b = b — a. Clest la raison pour laquelle, en plus de la notation = P + @, on utilise
parfois la notation w = J— P pour un espace affine quelconque. Cependant cette maniére d’écrire
peut préter & confusion : on ne peut pas “sommer” a priori deux éléments de A : les éléments de 4
ne peuvent étre “sommés” qu'avec les éléments de F.

Applications affines

Comme nous 'avons vu (cf. définition A.7.2), dans le cadre des sous-variétés affines d’'un
espace vectoriel E, une application ¢ : & — E est dite affine si elle est du type g{z) =
a+ f{z) avec a € E et f linéaire. Notons qu’alors @ = ¢(0) ; aussi les applications affines
sont les applications du type :

g{x) = g(0) + f{x), avec f linéaire.

Définition A.7.18 - Soient A et A’ deuz espaces affines de directions E et E'. Une ap-
plication g: A — A’ est dite affine s'il existe un point O tel que g s’écrive sous la forme :

9(P) = g(0) + F(OP), avec f € Lx(E,E');

On vérifie facilement que si cette propridié est soalisfaite, alors elle est satisfaite pour tout
Q€ A. [ est dite partie linéaire de g. La partie lindire de g est notée habituellement §.

Avec les notations ci-dessus (cf. (1) page 387) on peut dire aussi que g est affine si et
seulement si 'application § : £ — E définie par

7(PQ) = g(P)g(Q)

est linéaire.
L’ensemble des applications affines bijectives de A dans A forme un groupe, dit groupe affine
de A, noté GA(A).
Deux espaces affines A et A’ sont dits isomorphes s’il existe une application affine bijective
g: A — A’ Ceci veut dire que ¢ est isomorphisme entre les directions de A et A"

Remarquons que si on note

Ve@ =P8 et VL(Q)=PQ
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les bijections qui définissent les structures affines de A et A', la linéarité de g, c’est-a-dire la
condition F(PQ) = g(P),g(Qif , beut s'écrire
gve(@) = V;(p)g(Q)

et traduit done le fait que g échange les structures affines de A et A’

Vectorialisé

Comme on 'a vu, on ne peut pas définir une somme d'éléments de A. Cependant, le choix
d’un point dans A permet de définir sur .4 une structure d’espace vectoriel. En effet, d’aprés
I'axiome 1., le choix d'un point O € A induit une bijection

Vo : A— FE
P — P

ce qui permet de transporter sur A la structure d’espace vectoriel de F. On a {(cf. exercice 4
du chapitre 3) :

PiQ =V (Vo(P) + Vo(@) ) = V5 HOP + 0Q) = 0 + 0P + 04
AP = vgl(AVo(P)) =V;YA0P) =0+ 0P

c’est-d-dire, (cf. page 381) :
PiQ = O+0P+00Q (a)
A-P:= O+A0P (b)

L’espace vectoriel ainsi obtenu est dit vectorigiizé de A en O et il est noté ./To' .
Notons que P+Q =0+ 0P +00 =0 + 0P = P, donc O est le neutre.

Propos_ii’:ion A.7.14 - Soit A un espace affine et O € A. Alors A est isomorphe 4 Despace
affine Ao muni de la structure standard,

1 suffit de considérer I'application go : Ao — A définie par go(P) = O + Vo(P)*.
Comme Vo est un isomorphisme entre Ao et E, Vi est un isomorphisme d’espaces affines.
Plus précisément on a : Vo{@—F) = Vp(Q) — Vo(P) =00 — OF = FQ , cest-a-dire :

PG =Vo(Q-P) ()

NoTa - Habituellement le loi -+ est notée plus simplement +. Par ailleurs, puisque Vp est un iso-
morphisme, on identifie Vo{(Q—P) avec ¢ — P si bien que la relation ci-dessus est écrite parfois (par
abus de notation, car I'identification dépend du choix d'un point) : Pl=0Q-P

Ceci veut dire que modulo le choiz d'un point on peut identifier Uespace affine A avec Uespace
vectoriel Ao mumi de la structure affine stendard et donc avee E muni de lo structure stan-
dard 4. Ce qui veut dire aussi que lexzemple standard est le seul exemple d’espace affine
(3 un isomorphisme prés) °. En particulier, les propriéiés d'un espace offine peuvent étre
démontrées dans le cas standard, comme dans la section A.3.1, sans perte de généralilé.

3Noter qu'en fait, au point de vue ensembliste, A = A5 et Vo est lidentité.

1De méme que, modulo le choix d'une base, on identifie les vecteurs d'un espace vectoriel an
n-uplet de ses composantes, ou les endomorphismes aux matrices.

%De méme que K™ est le seul exemple d’espace vectoriel de dimension n sur X, & un isomorphisme
prés.



390 ESpaCes a.fﬁnes

Sous-espaces affines. Barycentre

Définition A.7.15 - Soient P1,--+, Py des points de A et t1,---,1q des scalaires tels gye
1+ +ig=1t #£ 0. Soit O un point quelcongue de A. Alors le point

1 — —
G=0+ E(t;OF& +---+zq0Pq)
est indépendant ® du choiz de O et il est dit baryeentre des {(Fitii=1,. ¢

En utilisant la structure vectorielle du véctorialisé en O, on peut écrire {cf. formules (a) et
(b) page 38%) : G = %(tl Pty Pq). En fait, puisque & ne dépend pas du choix de O,
on peut écrire

G:%(t].Pl-i-----l-thq)

cette somme est dite dite somme barycentrique 7.

Définition A.7.16 - Soit A un espace affine de direction E. Un sous-ensemble P C A est
dit sous-espace affine de A s’il existe un sous-espace F' de E tel que P soit un espace affine
de direction F. On appelle dimension de P la dimension de F.

Cela veut dire que si Fy est un point de P, alors
P = {PeA’P:POH?, avec BoP € F)

(On notera aussi
P=FKR+F, avec Fp¢cP.
Fremples— Soient P,Q e 4, P#Q,et
D:{MeA|M=P+m, tEK}

est un sous-espace affine de A de direction Vect {P @}, dit droite affine engendrée par P et
@ (cf. figure 9)

PG

Figure 9

De méme, étant donnés trois points P,{}, R qui ne sont pas sur une méme droite affine, 'ensemble
des points P + sm +tPR est un sous-espace affine de direction Vect {ﬁ, ﬁ}, dit plan
affine défini par les points P,Q, R.

SConséquence facile de la relation de Chasles,

TComme on I’a dit, dans un espace affine il n’a pas de sens de “sommer” des points, sinon en
vectorialisant en un point et avec les abus de notations signalés (la somme dépendra du choix du
point). En revanche la somme barycentrique a un sens précis, car elle ne dépend pas du choix du
point.
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Plus généralement, étant donnés k points Py, ..., Py, on appelle sous-espace affine défini par
ces points 'ensemble

AfH{P,.., P} = {P CEA| P=Pi+t:PP+- -+t PPy, avecty, ..., t € K}.

11 est clair que la direction de ce sous-espace est Vect{P I, .., PP }.
Notons que la somme qui apparait dans la définition de Aff{Py,..., P} peut étre écrite
comme somme baycentrique, car on peut 'écrire sous la forme :

P= (1 ~(ta + -+ tk))PlPl +taP P+ -+t PP,
Aussi peut-on écrire :

AE{Pl,..A,P;c}:={P€A| P=Pi+tPs+ -+t P, aver tl-l-----l—tk:l}.

Le théoréme A.7.7 se généralise immédiatement :

Proposition A.7.17 - Une une partie non vide P d’un espace affine A est un sous-espuce
affine de A si et seulement s1 elle est stable par composition barycentrigue.

Il suffit de fixer un point P € P et de considérer le vectorialisé Fl-}_:: : on est alors ramené & la

démonstration de la proposition 4.7.7. O

Comme cn 'a vu dans exemple ci-dessus, un sous-espace affine de dimension k est déterminé
par k + 1 points qui ne sont pas contenus dans un sous-espace affine de dimension (k — 1).
Ceci nous amene 3 la définition de repére affine.

Définition A.7.18 Soit A un espace affine de dimension n. On appelle repére affine lo
donnée de n+ 1 points de A non conlenus dans un sous-espace affine de dimension n — 1.

Proposition A.7.19 Soit {Fo, P1,..., Pa} un repére affine de A. Alors tout point P ¢ A
s'éerit d'une manitre unique sous lg forme

P=Zm:Ps, agvec ;. oapt a1+ ---tan=1

i=0
Les a; sont dites coordonnées barycentriques de P.

P
Démonstration : Choisissons un point du : Z’;
repere affine, par exemple Py et considérons Y P
le vectorialisé .,4._}9‘; de A en Fy. Les vecteurs A '
T o= I?P;, ey T = m forment une
base de A_po", il existe un unigue n-uplet de
0

scalaires (ti1,...,¢n) tels que

¥

B P=t, PaPi+ - +tn P Pr

Figure 10
Or pour tout P € A on peut écrire :

P=PU+PO?:P0+th0P1+"'+tnPUPn=a[J-P[J+Cl1P1+"‘+Cl'nPn

avec ap =1 — (L1 4+ -+ tp), @1 =11, ..., 0n = t, et les o sont uniques, puisque le
n-uplet (£1,...,4n) est unique). 0O
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Toutes les propriétés que nous avons vues dans la section 1. ( cas de standard) se transportent
immédiatement, dans les espaces affines abstraits, car tout espace affine est isomorphe, mo.
dulo le choix d’un point, & sa direction munie de la structure standard. En particulier -

Proposition A.7.20 - Une application g : A — A’ est affine si et seulement s elle
conserve le barycentre, ¢’est-d-dire 31

g (Em—ﬂ-) = Zasg(Pe)

YP,...,Pret¥o,..., ar € K, telsque s +--- + ar = 1.

Corollaire A.7.21 Deux applications affines qui coincident sur un repére affine sont égales
en toul point de A.

En effet, soit {F1,..., Pa} un repére affine et f,g deux applications affines telles que f(F;) =
g(P), pour i =1,.,netsoit P=3_7 0P €4 (avec a1+ -+ o = 1). Puisque § et g
conservent le barycentre, on a :

s = (Z s Pi) =SaifP) =Y agP)=g(P). O
=1

i=1 =1

Isométries

Définition A.7.22 On appelle espoce affine euclidien un espace affine dont la direction est
un espace euclidien.

Dans la suite, on notera £ un espace affine euclidien et E sa direction.

Sur un espace affine euclidien on définit une distance, on posant :

d(P,Q)=I1PQI

Une application f entre espaces affines euclidiens £ et £ est dite izsométrie si elle conserve
la distance, c’est-a-dire si

a(f(P), /(@) =d(PQ), VFQel

On vérifie immédiatement que les translations sont des isométries.

Les isométries de £ forment un groupe noté Is(£). Comme pour le théordme A.7.10, on a :

Théoréme A.7.23 Soit £ un espace affine euclidien de direction E. Alors une epplication
fir €& — £ est une isométrie si et seulement si elle est affine et sa partie kndaire f est
orthogonale, c’est-d-dire st [ est de la forme :

f(P)= (0} + f(OP), avec fe O(E)
O étant un point quelcongue de £,

La démonstration est immeédiate : en choisissant un point O de £, £ est isomorphe 3 F muni
de la structure standard ; on trahsporte alors par isomorphisme le théoréme A.7.10.

Plus précisément, supposons qu'il existe un point §2 fixe pour f. En prenant O = 2, on & :
F(P) = Q2+ f(TIP). En vectorialisant en Q, c’est-a-dire en posant Vo(P) = {OF, on a.: Val(f(P)) =
Fiva(P)), donc

f=Vilofovn
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C’est-a-dire : 'étude de f se ramene a celui de 'application lindaire f. En notant [s(€) le
sous-groupe des isométries de Is(£) qui laissent fixe £2, on a :

Isq(£) = Vgt o O(E) o Vg

Supposons maintenant qu’il 0’y a pas de point fixe. Soit £ un point guelcongue; alors f{Q) # 3,
done le vecteur ¥ = § (Q)ﬁ est non nul. Considérons I'application g =tz e f. On a:

9(®) = ta(F( ) = f() + 7= f() + T = Q.
Done g est une application affine qui admet £2 comme point fixe et Pon peut écrive :
f=tgoyg

Comme g admet un point fixe, 'étude de g est ramenée A celle de sa partie lindaire qui est une
transformation orthogonale. On a ainsi :

Le groupe Isq(£) des isométries gqui laissent five un point 1 est isomorphe au groupe ortho-
gonal de la direction E de £

{(*) sa(£) = V5 ' 0 O(E) o V.

Toute isoméirie est la composée d'une translation par une isomdirie gui admet un point fire.
Elle peut donc étre "identifide” au produit d'une translotion por une application orthogonale.
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Appendice A.8

Sur les isométries dans le plan et dans
I’espace

Dans cet appendice, on notera Is(n) le groupe des isométries d’un espace affine euclidien de
dimension n.

Les isométries du plan

Soit £ un espace affine euclidien de dimension 2. On notera E sa direction. Conformément
au résultat ( * ) page 393 et & la Proposition 7.25, Is(2} est formé par

- Iidentité idg

- les rotations autour d'un point €, d’angle & # 0 mod[2n] (c'est-a-dive différentes de ide),

que I'on notera Hg, o

- les réflexion par rapport & une droite D, que Pon notera s

- les translations £;

et les composées de ces applications.
Notons que

- les rotations différentes de idg sont caractérisées par avoir un seul point fixe;

- les réflexions par le fait d’avoir une droite fixe.

Nous allons maintenant étudier les composées de ces isométries avec une translation. Pour
cela on a besoin du Lemme suivant, qui est valable en dimension quelconque (finie) :

Lemme A.8.1 - Soil f : £ — £ une application offine et notons : Fix{f) = {points fixes def } .

- 511 n'est pas valeur propre de f, alors f admet un unique point fize.
- 8i1 est valeur propre de F alors : soit Fix(f) =0, sost il existe un point fire O et
Fix(f) = 0 + B
c’est-G-dire Uensemble des points fizes, soit il est vide, sodl il est un sous-espace affine

dont la direction est I'espace propre correspondant & le valeur propre 1 de f, Ef
1

La démonstration est trés simple si on vectorialise en un point O et on identifie £ avec son
vectorialisé muni de la structure standard, c’est-&-dire si on identifie les points P avec les
vecteurs O (cf. Nota page 389). Soit f(P)= f(P)+ %, ona:

f(P)=P e f(P)=P+7 < (f-id)(P)= —¥
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- & dét( f- ia) # 0, il existe une et une seule solution qui s'obtient en résolvant Je

systéme :
F-idpy=— | O
- si dét (f —id) = 0, supposons Fix{f} # 0 et soit  un point fixe. On a alors
(F— 1d) ) = —¥. Si P est un autre point fixe, on aussi (f — id)(P) = -7, d'ol par
soustraction

(F-idP-0)=0
ce qui veut dire que P - € E{?, cest-a-dire : P € 0 + E{ o

REMARQUE. — A titre d’exemple voici la démonstration si on ne vectorialise pas :
Supposons que 1 n’es pas valewr propre, c'est-a-dire queE = {0}, ou : Ker(f — idg) = {0}, ce

qui en dimension finie est équivalent & : f idg est bijective. Prenons un point O arbitraire et
soit (¥ un point quelcongue. On &

F(O) = FOYF(Y) = F{O)O + 0% + DF(W = F(0) i = F(0) O + 0%
cest-a-dite : (f—idg)(DL}) = f(0}5+ﬂf(ﬂ.i. Ainsi les points fixes {1 (v’est-a-dire qui vérifient
§IF(53) = 0) sont les solutions du systeme : (f—idg)(O%) = f(O}a. Ce systéme a une solution

unique {puisque f—idg est bijective), donnée par la formule T8 = (f - idg)~! F{O) Ej, O étant,
un point arbitraire.

Supposons que 1 est valeur propre et qu'il existe au moins un point fixe (2. Alors on peut écrire

F(P) = §(Q) + flOP) = Q + JOF). Donc P est fixe = f(IP) =P > OPcE

Pea+ B

Comme on le voit, elle est laboriense et au fond peu naturelle. Par conséquent dans la suite nous
donnerons habituellement les démonstrations en vectorialisant en un point. Cependant le point
de vue proprement affine peut aussi étre plus clair dens certains cas, comme nous le verrons.

ler cas: f=izoRn,s

Vectorialisons en Q (c'est-a-dire prenons §2 comme origine). On a f= Rg ¢ dont la matrice
cosf —siné
siné cos 8
d # 0mod|2x]). Done, d’aprés le Lemme, f @ un unique point fize, et par conséquent f est une
rotation antour d’un point £’ donné part la formule (1) ci-dessus : ' = $t—{Rq, s —idg) 1 (#).

dans une b.o.n. est : ) Cette matrice n'a pas 1 comme valeur propre (car

2eme cas : f=tz058,
Ona f = §p,, donc 1 est valeur propre. Par conséquent, soit f n’a pas de points fixes, soit

elle en & une infinité.
Pour chercher les points fixes il faut réscudre le systéme (1) : —id)(P) = —¥, En prenant

lorigine © sur D et une b.o.n. (g1, €2} avec ey € D ', la matrice de 55, s'écrit ( (1] _{1) )

Pour aveir les points fixes, il faut donc résoudre le systéme :

(v 2)(3)--(3)

ol &, b sont les coordonnées de 7. Ce systéme est compatible si et seulement si @ = 0, c’est-a-
dire 7@ L D et les solutions sont données par y = b/2, x arbitraire. L’ensemble des points fixes

1Plus précisément, e1 € D2, D étant la direction de D, mais justement en vectorialisant on peut
identifier D et D.
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est donc la droite D’ paralléle & D et passant par le point %1}’, Il g’agit donc d'une réflexion
par rapport & cette droite.

Supposons maintenant que 7 ¢ D', En posant ¥ = 4 + Ad, avec %, L D et #//D, on a :
f=tyos, =ThgoTy 05,
S, ot
réflexion

{ est donc la composée d’une réflexion par rapport & une droite paralléle & T avec une
translation dans la direction de D. Une telle application est dite glissement. Notons que les
glissements n'ont pas de points fixes, car ¢ n’est pas orthogonal & D.

On a ainsi :

Théoréme A.8.2 - Is(2) est composé de
- Videntité
- des rotations autour d’un poind
- des réflexions par rapport & une droite
- des glissements
- et des translations.

Les isométries de l'espace

Conformément an résultat ( * } page 393 et & la Proposition 7.27, Is(3) est formé par
- Pidentité idg ;
- les rotations Rp, g, d'angle & # 0[mod2w[, autour d'une droite affine D, caractériseés
par le fait d’ avoir une droite fixe, 'axe de rotation ;
les réflexions par rapport % un plan affine sp, caractérisées par le fait d’avoir un plan
fixe.
les "rotations-réflexions” sp o Hp, g, o0l P est un plan orthogonal a D, caractérisées par
le fait d'avoir un unique point fixe;
les translations £3;
et les composées de ces applications.

Nous allons étudier maintenant ces derniéres.

ler cas: f =tgo Rp,e.

Notons, pour abréger, R = Rp,s et cherchons les points fixes. On a f_‘= R. Puisque 1 est
valeur propre de f, alors f soit n'a pas de points fixes, soit en a une infinité. Pour chercher
les points fixes, il faut résoudre ’équation f(P) = P c’est-a-dire

R(P)-P =4 (x)

Soit k un vecteur unitaire directeur de D; on a: < R(P),k > =< R(P),R(k) >=< P,k >,
puisque R est orthogonale. Donc une condition de compatibilité de 1'équation {*) est que
<¥k>=0.

- Supposons maintenant que ¥ L k et prenons un repere affine orthonormé K, 7/||v|, @, E)
avec {2 € D. Cherchons les solutions de 'équation (*}. Si (o, 30, 20) sont les coordonnées de
P dans ce repdre, on est amené & résoudre le systéme

cosf —sind 0 Zo [l Ty
sinf cosf O Yo | + ) = Yo
L 0 1 Zo 0 Zo
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ce qui donne

(cos® — 1)z — sinfu = —[l
sin@zg +{cosfé—-l)yg = 0

Ce systéme admet une solution unique (zo, yo) (puisque & # 2kn). Pulsque zo est arbitraire,
on donc une droite D’ de points fixes (¢’est une droite de direction k) On a ainsi :

5T Lk, f est une rotation autour d'un eze D' de direction k, c’est-g-dire paralléle o D.
-Supposons que ¥ n'est pas orthogonal 3 k. En posant ¥ = 1 + )\E, avec ¥ L J_c.:, on a:

560R=t)\;c' o tg oR
— —

rotation
f est donc une rotation suivie d'une transletion dens la direction de l'axe de rotation.
Cette application est dite vissage.

2eme cas : f=iz03,

On a f = 8, donc 1 est valeur propre de f et par conséquent, soit il n’y a pas de points
fixes, soit il y en a une infinité. Les points fixes P doivent vérifier 'équation f(P)— P = -7,
8i k est un vecteur unitaire normal & P, on voit, comme dans le cas 1. qu'une condition
nécessaire pour que cette équation admette une solution est que # soit paralléle & E. Un
calcul analogue & celui effectué ci-dessus, montre que

si 71 E, f est une réflezion par rapport & un plan P’ parallele & P, 2
i 7 n'est pas paralldle & k, on pose & = Me+#. Ona

f=tgos, =t5 otz o3y,
N’
réRexion

f est donc le produit 4’une réflezion por une translation dans une divection paralléle au
plan de réflezion. Une telle application est dite glissement.

3¢me cas: f =1tz o(s, o Ap)

oll s, est la réflexion par rapport & un plan affine P et et Rp la rotation autour d’un axe D
orthogonal & P.

Ona f = 8, o Rp. 8i §) est lintersection du plan de réflexion et de 'axe de rotation, la

matrice de f dans un repére affine orthonormé (£, @,4, &), ot k est un vecteur unitaire
directeur de ’axe de rotation, est

cosf —sind 0
ginf cosd@ 0|, &#2kw
0 0 -1
Puisque 1 n’est pas valeur propre de f', f au un unique point fixe, le point £, et donc f est
une rotation-reflexion.
On a ainsi :
Théoréme A.8.3 - Is(3) est composé de

- lidentité
- des rotations autour d’'un aze

Zon trouve : P =11, P
H
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des réflexions par rapport & un plan
des rotations-reflexions

des vissages

des glissements

et des translalions
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Appendice A.9

Groupes de symétries

La notion de symétrie joue un réle important en Mathématiques, en Physique ou en Chimie
notamment, mais aussi en des nombreuses disciplines scientifiques. Il s'agit d’étudier les
propriétés qui sont invariantes pour un certain type de transformations. Cela permet souvent
de simplifier un probléme (par exemple trouver des solutions non triviales A partir de solutions
déja connues}, ou classifier les solutions, ou encore comprendre plus profondément la raison
d’8tre de certaines propriétés (par exemple les propriétés remarquables des solutions de
certains types d’équations différentielles).

A titre d’exemple, I'étude des symétries permet de décrire et classifier les poly2dres réguliers,
on d'expliquer pourquoi dans la nature oh ne trouve que 32 types de cristaux. En cherchant
des “symétries” on peut réduire 'ordre d’une équation différentielle, trouver des intégrales
premidres, etc. Bt il est bien connu que, en étudiant les symétries des racines des équations
algébriques, Evariste Galois a pu donner une réponse & 'ancien probléme de leur résolubilité
par radicaux en jetant les bases de la Théorie des Groupes. Pour terminer cette rapide
introduction qui est bien loin d’étre exhaustive, on peut encore mentionner 'importance de
la notion de symétrie en Physique Théorigque ou en Théorie quantique des champs.

Comme on peut l'imaginer, en Géométrie les fransformations sous ’action desquelles il
est intéressant d’'étudier linvariance d'une configuration de points ou d’une figure sont les
isométries. Dans cette Appendice nous donnons un bref apergu de ce type de prohlémes.

Isométries laissant invariant un ensemble

Soit £ un espace affine euclidien et Is{£) le groupe des isométries de £.

Définition A.9.1 Soit § € £ un sous-ensemble de £. On dit gu'une isométrie f laisse &
invariant si f(5§) = &.

Par exemple, si § est une pyramide dont la base est
2
un polygdne régulier n cdtés, les rotations d’angle il
n
autour de l'axe laissent & invariante.

Proposition A.9.2 - L'ensemble Inv(&) des isométries
qui laissent S invariant est un sous-groupe de Is(E) dit
groupe {complet) des symétriea de §. Tout sous-groupe
de Inv(8)} est dit groupe de symétries de S.

La vérification est immédiate. Figure 1
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Ezemple 1. - Soit £ de dimension 2 et A, B deuz poinis distincts de £. Déterminer
Inv({A, B})

Si A et B sont fixes, toute la droite D = (A, B) est fixe '. Donc, compte tenu du Théoréme
A.8.2, page 397 :
Inv({A, B}) = {ids, s, }
1 1
Si A et B sont échangés entre eux, alors la point £2 = EA + EB est fixe pour toute f ¢
Inv({A, B}). Donc {cf. Théoréme A.8.2) :
f=ide

f=3sa ( réflexion par rapport & la droite A
passant par {1 orthogonale & D)

f=Rga [ rotation de centre 2)

felnv({4,B}) —

On a donc
Inv{{A, B}) = {ide, B, 55,84}

La table de multiplication de ce groupe est

| [ id [ Ra| sp | sa ]
id id Rﬂ S S
Ro || Ra | id | sa | sp
S5, || 55 | sa | id | Ae
A zn Bl ke B o|msid

Nota - Un groupe muni de cette table de multiplication est dit groupe de Klein.

Ezemple 2. - Déterminer le sous-groupe I de Is(2) gui laisse invariant un triangle
dquilatére.

Les sommets (A4, B,C) du triangle forment un repére affine. Tonte isométrie f est donc
déterminée par ses valeurs sur A, B et . Or, pour que le triangle soit invariant par f il faut
que f(A), f(B), F(C) € {A,B,C} et puisque f est bijective, le triplet ( F(A), £(B), f(C))
est une permutation de (A, B,C). 1l y a donc au plus 3! applications affines qui laissent
invariant le triangle.

SOitG:%(A-FB-FC) Ona:

7€) = 3(F(4) + §(B) + (@) = 5(A+ B+C) =G

Done G est invariant pour toutes les isométries de 7. T est done un sous-groupe de Og(E)
et par conséquent il ne contient que

- I'identité

- les rotations autour de G

- les réflexions par rapport & une droite passant par G.
Les rotations autour de & sont de deux types :

A — B A — O
Rl = Rg,zﬂ-/;; = B — C Rz = RG_4.N-/3 = B — A
C — 4 ¢ — B

1Les points de D sont les barycentres de A et B et f conserve les barycentres, car elle est affine.
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De symétries par rapport & des droites passant par
G il y en au maximum 3, (car T comporte an plus 6
éléments et on en a déja trouvé 3 : id, Ry, Rz). Il est
clair que les symétries sa, §g, scpar rapport aux
médiatrices des cdtés du triangle laissent le triangle
invariant, c’est-a-dire elles appartiennent 4 Z. On

done
Z ={id, R1, R2,54,38, s¢}

Figure 2
La table de multiplication de 7 est la suivante :

[ TR R: ][ sa]ss]sc]|
Id Id R1 Rz S5A SpB LT ad
f34) R f oo Id :Tod SA 8B
Ry || Ra| Id | Ru | 38 | 8¢ | 54
54 54 &g L.Ta id R1 Rz
sg || 8 | s¢ | sa | B2 | id | Ru
sc || s¢ | 54 | s | i | Re | id

Groupes de symétries discrets d’un ensemble borné de R?

Dans cette section nous nous proposons d’étudier le groupe Inv(S}, olt § est un sous-enserble
borné d'un espace affine euclidien £ de dimension 3. Sans perte de généralité {cf. Nota page
389) on pent supposer que £ est I'espace R® muni du produit scalaire canonique et de la
structure affine standard.

Pour déterminer tous les groupes de symétries de 8, il faudrait classifier tous les sous-groupes
de 1s(3), ce qui est un probléme tres difficile. Heureusement, les groupes de symétries qui se
présentent le plus souvent en Physique sont soit des groupes “discrets”, soit des “groupes de
Lie”. L'étude de ces derniers n’étant pas du ressort d’un cours d’Algébre Linéalre élémentaire,
on s'intéressera aux sous-groupes discrets de Is(3).

Définition A.9.3 Soit G un groupe de transformations gui agit sur un ensemble E (cf.
définition A.1.11, page 342) et G-z I’ orbite de z sous Daction de G. On dit que G est
digered st :
Yz € E et pour toute boule B, de centre x et de rayon r il existe au plus un nombre fini
de points de Uorbile de x contenus dans B, ¢’est-a-dire : G-z M B, est un ensemble fini.

It est clair que si & est fini, alors il est discret.

Un exemple de groupe infini et discret est le groupe engendré par les translations ., avec
a € B3, et a # 0. En revanche, par exemple, le groupe G = {t; | ¢ € Q%} n’est pas discret.

1. Une propriété de finitude

Théoréme A.9.4 - Tout groupe discret G de symétries d'un sous-ensemble borné de R® est
isomorphe & un sous-groupe fini du groupe orthogonal.
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Démonstration : Notons tout d’abord que ces groupes ne peuvent contenir nj les trangla.
tions, ni Jes vissages, ni les glissements car I'une de ces transformations, suffisamment répétée,
appliquera I'ensemble en dehors d’une sphére qui le contient. Par conséquent, G ne contient
que des rotations et des rotations-réflexions (et bien-sir V'identité). Il s'ensuit que chagye
élément de G admet un point fixe. Il n'est pas évident, cependant, qu'ils admettent un poing
fixe commaun. Clest en fait le cas :

Lemme — Soit 8§ un sous-ensemble borné de R® et G un groupe discret de syméiries de S,
Alors il existe un point y € R® qui est fize pour tout g € G.

En effet, soit £ € . Tous les points de I'orbite de = sont dans &, donc contenus dang
une boule. Puisque G est discret ’orbite de @ sera finie. Soit G- 2 = {z1, ..., zp} 'orbite
de x et g € G. Puisque g est une application affine, le barycentre i de Vorbite G- 2 sera
transformé en le barycentre des points {g(z1), ..., g{zp)} : gly) = 35, g(z:}/p. Or tout
élément g € & transforme l'orbite G - z en elle-méme. Donc les points {g(z1), ..., g(zp)}
sont les points {1, ..., Zp} dans un ordre différent. Il s’ensnit que

P 7
g{z:) Iy

o) =3 1)y

i=1 p i=1 iy

Aussi ¢ est fixe pour tous les éléments de G.

11 s’ensuit que G est un sous-groupe de 04(3), lequel est isomorphe & O(3) (cf. {*) page 393).
De plus, toutes les orbites sont finies. En effet, soit 2 € E et soit R = ||z — y||. Pour toute
gels(E)ona:

lg(=) ~gll = llg(z) — g}l = llz — 9|} = R.
Donc l'orbite de x est contenue dans la boule de centre ¥ et rayon R et, comme G est discret,
elle est finie.
On en dédnit que G est fini. En effet, toute symétrie g € G, étant une application affine,
est déterminée par son action sur un repére affine, c’est-a~dire par son action sur 4 points
a1, &2, @3, ¢4 non contenus dans un hyperplan. Comme les orbites de ces 4 points sont finies,
les valeurs possibles des g(a;} sont en nombre fini, donc G est fini. a

2. Réduction A I’étude des sous-groupes finis de SO(3)?

Nous allons montrer maintenant que la détermination des sous-groupes finis de O(3) se
raméne & la détermination des sous-groupes finis de SO(3).

Proposition A.9.5 Soit G un sous-groupe fini de O{3} et K = G NSO(3}). Alors
1. scit G = K, c’est-a-dire G < S0O(3) ;
2 ot G=KUjiK, ot j=—id;
3. soit G est isomorphe 4 un sous-groupe G de SO(3) contenant K comme sous-groupe
distingué d'indice 2 : G¥ =KUK™T, 0t Kt ={go=Jg|g€ G,y ¢ K}.

Démonstration :
Supposons que K # G et soit
dét : G—{-1,+1}
g dét g

2L’étude de cette section et de la suivante demande guelques connaissances élémentaires sur les
groupes quotients.
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I'application qui & g € (G associe son déterminant. Il s’agit d’un homomorphisme de groupe,
ot K = Ker dét. Donc K est un sous-groupe distingué de G. Par ailleurs G/K ~ Im dét =
{~1,+1}. Done K est d'indice 2 et par conséquent il est constitué par la moitié des éléments
de &. Il ¥ a deux possibilités :

1. jeG. Alorsj ¢ K (cardétj =—-1). Donc: G=KUjK,
2. j ¢ G. Considérons 'ensemhle K = {go = jg | 9 € G,g ¢ K}. Si go € K, alors
dét go = 1 donc Kt C SO(3). D’autre part :

ENnKt =0

En effet, si go € KNK* ona gg = jg, avec g € Get G ¢ K, doit j = gog~'. Puisque
go € K C Get g '€, il s'ensuivrait que j € (3, ce qui est exclu.
En outre

CardK = CardK™
En effet, G = KUK, ohh K1 = {g € G| g ¢ K}. Puisque K est un sous-groupe distingué
d’indice 2, K et K; sont les deux classes de ¢ (modulo K} et donc elles ont le méme nombre
d’éléments. D’sutre part KT = §K;. 1l existe donc une bijection évidente de K+ sur Ky et
donc CardK+ = CardK,, d’olt CardK = CardK'™.

Soit G = KU KT, On voit facilement que Gt est un groupe et tous ses 8léments sont
des rotations et que K est un sous-groupe distingué de G* d’indice 2. Il ne reste plus &
démontrer que (& est isomorphe & G, Soit
p KUKt— @

90 — w(g0)

ol w{go} est ainsi défini : " il W el e,
jgo  sigo€ Kt

Cette application est évidemment bijective et un petit calcul montre que c’est un isomor-
phisme. O

Corollaire A,9.6 - Les sous-groupes finis de O(3) peuvent étre construils facilement & par-
tir des sous-groupes finis de SO(3). Aussi, la détermination des groupes de syméiries dis-
crets d’un sous-ensemble borné de R® se raméne & la détermination des sous-groupes finis de

S0(3).

3. Détermination des sous-groupes finis de SO(3)

Considérons la sphere S, de centre Ode R3 et de rayon r: S, = {x € R® | [|z| = r}. Doest
clair que tout sous-groupe G de SO(3) laisse 3, invariante. En effet, pour toute g € SO(3) :
lg(z}| = llzll = r, c’est-a-dire g(z} € S-.

Définition A.9.7 Soit G un sous-groupe de SO(3). Un point z €5, est dit pdle 5"l exisie
une rotation g € G, g # id, telle que g(x) = =.

Remarquons qu'un pdle est 'intersection de S, avec 'axe d'une rotation non triviale (c’est-
a-dire différente de id); pour chaque rotation non triviale il y a done deux péles sur S, :
tx.

On voit immédiatement que G appligue les pdles sur les pdles. En effet, x est péle de gy,
alors, pour toute g € &, g{ix} est pdle de go g1 © g~ L. Donc 'ensemble des poles est partagé
en orbites par 'action de G.
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Lemme -
Soit G un sous-groupe fint de SO(3), Si x est un pdle, on note G le groupe d'isotropie
de z, c’est-g-dire {’ensemble des rotutions de G qui laissent fite x - Go = {g € @ |
g(z) = z}. On a alors les propriéiés suivantes ;
1. Soit O = {zy,...,2p } orbite de pdles. Alors :
Card Gy, = Card Gy, = -+ = Card Gx,,.
2. Solent O1,...0O les différentes orbites et notons

p; = Card O ni=CardG, [size®)] e n=Cadl

Alors pour chaque i =1,...,k,ona: n; > 2, et n=p;n;.
3. Le nombre de rotations non triviales qui laissent fixe un pdle quelconque est :
Sor i pilne — 1)

4. On a la formule

Démonstration

1. vient du fait que si ¢ € G est tel que z; = ¢(z:), V'application ¢ définie
par: :Ge,— (g, est bijective.

g0 " goggog~1

2. n; > 2, car il existe au moins deux rotations qui laissent fixe le pdle z; : celle qui fait
que x; soit pble et l'identité.

D'autre part (i, est un sous-groupe (non distingué) de G. En notant [G\G<,], I'ensemble
des classes & gauche de (¢ modulo Gz, on sait que que [G\G¢,]; est en bijection avec
Forbite de z;, G - z; (prendre 'application ¥ ([g]) = g{z:) et vérifier qu'elle est bien
définie et que c’est une bijection). On en déeduit I'égalité : Card(G) = Card(G., )
Card{G - z;).

3. Le nombre des rotations non frivieles qui laissent fixe le pole x; est n; — 1. Par
conséquent, le nombre des rotations non triviales qui laissent fixe un pdle guelconque
de lorbite de z; est pi{n: — 1) {car il y a p; péles sur cette orbite).

4. En effet, il y a n — 1 rotations non triviales dans G : chacune laisse fixes deux pdles et
chaque rotation doit étre comptée deux fois (une fois pour le pile z et une fois pour
le pdle —z). On a donc :

K
2in—-1) = Zpg(m -1)
=1

on en dédnit facilement la formule. O

Théordme A.9.8 Compie tenu de la formule (*), # n'y a que § sous-groupes finis de SO(3) :
A) Le groupe noté Cp, caractérisé par . k=2, n=m = na.
Il s'agit du groupe des rotations laissant invariante lo n-pyramide.
B) Le groupe noté D, coractérisé par . k=3, n=2m, m>22, mp=nz =2, ng=m
1l 8’agit du groupe des rolations laissant invariant le m-priame, dil groupe diddral.
C) Le groupe noté T, caractérisé par: k=3, n=12, ma =2, na=n3 =3.
I s’agit du groupe des rotations laissant invariant le tétraddre. .
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D) Le groupe noté O, carectérisé par : k=3, n=24; n1 =2, ne =3, na = 4.
Il s’agit du groupe des rotations laissant invariant le cube ainsi que Uoctaédre.

E) Le groupe noté Y, caractérisé par : k=3, n=60, n1 =2, n2 =3, ng = 5.
il s’agit du groupe des rotetions loissant invariant Uicosaédre ainsi que le dodécaddre.

Démonstration : En effet :
. . 1
a) On ne peut avoir que k = 2 ol k = 3. Car si on avait k = 1, on aurait 2(1 — ﬁ) =

1 , 1 1 ,
1-— Or:n>mn,dot = € —,donec 1 — =~ > 1 - — et par conséquent :

LS n 1 i ™

k
2(1_1) S ]—L. Si on avait k > 4, on aurait (l—i) > 2,d'on 2(]—1) > 32,
T 51 i=1 : ?

ce qui est exclu.

2 1 1 2 1 1 1 1
b) Sik=2ona: 2—-=-=2—-~——-—,doh == —4 —, 0Or == > =. Si, par
1 ’nl 1 iz nl n11 T2 i n
exemple, on avait — > —, on aurait 2— = < 2—- — — —. Donc n; = n. De méme :
Ty = . i1 ke T 1 2

¢) Supposons k=3
L1 1
i) Sion avait m; > 3, on aurait — 4+ — + -— < 1, tandis que on a : 1+E > L
ny o fz N3 n
Donc ny > 3 est impossible et comme les n; > 2, ona: n = 2.

. . . o 1 1 ] 1 1
ii) 5ion avait ng > 4, on aurait — < — et (puisge nzg 2 n2) — < =. D'ou:
T 4 T3 4

1 1 1

1
m g a2t

+ = =1 tandis que: 1+§>1

o=

)
4

i) Sing=2o0nal+ % =14+ —. Donc ng = g, ce qui implique que n est pair

na
et n >4 (car nz > 2).
1 2 1 1 1
iv)] Sine=3,0ona: 1+g=1+1+—1—,d‘0ﬁ: -+ - =—.Danc — > =
n 2 3 ns 6 L]
donc : ng < 6. Comme nz > nz = 3, on aura trois cas possibles : n3 =3, , ny =

4, n3 =05 O

La construction des solides invariants pour chacun des cas est plus compliquée. Regardons
justelecas A} : k=2, n=mn1=mns=na.

n R .
Il y a deux orhites et sur chacune p; = o= 1 péle. Chaque pole est fixe pour n; = n

i
rotations, ¢’est-&-dire tous les éléments de G laissent fixes les deux pdles. Aussi G est constitué
par n rotations autour d’un axe.

Propriété A.9.9 -
Soit G un sous-groupe fini de SO(3) d’ordre n > 2, constitué par des rotations autour

d’'un méme are. Alors G est le groupe cycliqgue C, engendré par la rotations d’angle

o=,
™

En effet, soit G = {e,g1,...,9n-1}, ¢ €tant des rotations d’angles 61,. .., a1, compris
entre 0 et 2m. Supposons que ¢ est le plus petit de ces angles. D’aprés la théordéme de la
division euclidienne, on a :

8, = mith + i, avec 0 < ¢; < 61.
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Or g: 97 ™ est une rotation d’angle 8; —mfh = p;
et appartient 4 &, d'oit : ; = 0. Donc tous les g
sont des rotations d’angles multiples de 8y, c’est-a-
dire g1 engendre G. D’autre part, g; est d’ordre n,
car g1 engendre G, donc n est le plus petit entier
positif tel que ¢F = e, d’oll : néy = Omeod 27,
c'est-a-dire 8, = Q—ﬂ &

Considédrons la n-pyremide, c’est-b-dire la pyra-
mide droite dont la base est un polygone régulier
& n cotéds, telle que la distance du sommet de la
pyramide & I'un des sommets de la base n’est pas
égale & la longueur des cités de la hase. Il est clair
que le groupe des rotations qui laissent invariante
la n-pyramide est Cp.

Pour n = 2 on considére la “pyramide” dont la base
est la figure 3 ci-contre :

Enfin, signalons que I'on appelle m-prisme un cylin-
dre droit dont la base est un polygone régulier & m
cHtés et la hauteur n’est pas égale & la longueur des
cotés de la base (pour m = 2 on prend comme base
la base de la 2-pyramide ci-dessus). Ci-contre, & la
figure 4, un trois-prisme.

4. Sous-groupes finis de 0(3)

<_>

Figure 3

Figure 4

Terminons cette section en donnons quelques indications sur les sous-groupes finis de O(3).
Dr'aprés le Proposition A.0.5, on peut construire tous les sous-groupes finis de O(3) & partir

des & sous-groupes finis de 30(3) :

e On trouve d’abord les 5 groupes notés

CrUiCh, D UiDy, TUFT, QUi0, YUY

qui s’obtiennent en ajoutant aux rotations des sous-groupes finis de SO(3) leurs com-

poséses par la symétrie par rapport 0.

» La construction des autres sous-groupes (ceux du point 3. de la Proposition A.9.5),
est un peu plus compliquée. En principe on devrait en trouver 5 autres, mais en fait
on n’en trouve que 3. On peut montirer en effet que dans les cas des groupes 7 et
on ne peut pas construire un groupe de rotations (le G de la Proposition) contenant

un sous-groupe distingué d’indice deux.

En résumant : il existe exactement 13 sous-groupes finis de O(3).

Pour chacun de ces groupes on peut construire le solide qui Padmet comme groupe complet

de symétries. Pour cela on pourra consulter, par exemple :

Paul B. Yale
Geometry and Symmetry
Dover Publications Inc. 1989

Pour la classification groupes cristallographiques on pourra consulter, par exemple :

Willard Miller
Symmetry Groups and their Applications
Academic Press, 1972



Appendice A.10

Sur la décomposition des transformations
orthogonales

1. Syméiries, réflexions, retournements.

Définition.
On appelle symétrie un endomorphisme s d’un espace vectoriel E tel que 5° = id et
s # id. 51 E est euclidien, la symélrie est dite orthogonale st elle est une transformation
orthogonale,

Puisque X2 — 1 est annulateur de s, s est diagonalisable et E = E; @ F_1. Il existe donc
une base (e;} de E, ielle que

-1

le hloe des 1 dtant d’ordre ny, = dim E; et celul des —1 d'ordre ng = dim £_;.
On dit que s est une symétrie par rapport & Ey paraliélement & E_,

Si s est orthogonale, on a s* o s = id, et comme s> = id et déts £ 0, on a s* = s,
c’est-A-dire s est autoadjointe et, par conséquent, les espaces propres Ey et E_; sont
orthogonaux. On peut donc trouver une base orthonormée dans laquelle s a I’expression
(1). Réciproquement, si pour un endomorphisme s il existe une base orthonormée dans
laquelle s a la forme (1), alors s est une symeétrie orthogonale.

Définition. — On appelle réflexion une symélrie orthogonele par rapport & un sous-
espace de dimension n — 1 (c’est-d-dire Uespace propre correspondant 4 +1 est de di-
mension 1 — 1). On appelle retournement une symélrie orthogonale par rapport dun
sous-espace de dimension n — 2.

Noter que dans B® les retournements sont les rotations d’angle «.

On a donc :

409
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1. s est une réflexion si et seulement si il existe une base orthonormée (e;) telle que

M(s)., = @

-1

2. p est un retournement si et seulement si il existe une base orthonormée (e:) telle que

1

Mip)s; = 1 (3)

2. Décomposition des transformations orthogonales

Nous allons donner d’abord une autre démonstration simple du résultat de V'exercice 29 du
chapitre 7, qui permet de mieux comprendre I'idée sous-jacente L

Théoréme 1 - Décomposition des transformations orthogonales en produil de
réflexions
Soit f une transformation orthogonale d'un espace euclidien de dimension n 2 2. Alors
f peut s'écrire sous la forme :

f=s10---058, avee r<n
ot les s; sont des réflexions (la décomposition n'est pas unique).
Démonstration :

On considére une b.o.n. qui donne la forme réduite de 'exercice 28 du chapitre 7. En notant
que {quitte changer l'ordre de la base) les —1 peuvent étre groupés deux i deux, donnant
des matrices de rotations dans un plan %, on a deux cas possibles selon que les —1 sont en
nombre pair (c'est-a-dire dét f = 1} ou impair (c’est-d-dire dét f = —1.

1. dét f = 1 Dans ce cas :

M{f)e, = oil:R.-z( cos b _51“9’1);& I,2k<n

sinf; cosd;

\ 1
(4}
1Paur les calculs explicites des éléments de la décomposion de f, il est plus pratique, cépendant,
d'utiliser la construction par vécurrence (cf. exemple de l'exercice 29 du chapitre 7).

3 ( -1 0 ) ( cosT  —sinw )
car = .
a -1 sin COS T
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Or dans le plan toute rotation est un produit de deux réflexions * on peut donc écrire
R; = 5,T; on S; et T; sont des matrices de reflexions dans le plan. On aura donc :

1 1
M(f)e;=

1 1

......

1 1
Or toutes les matrices qui apparaissent dans l'expression ci-dessus sont des matrices
de reflexions.

En effet, par exemple soit s1l'application qui dans la base {e;) est représentée par la

premiére de ces matrices. §1 est la matrice d'une reflexion o1 dans le plan F = Vect (g1, e2) :
. -1

a1 = 51|p. I existe une b.o.n. (e1,e2) telle que M{g1)e; = 0

3 1 ) il est clair que
dans la base {€1,22,23,...,€n) la matrice de s1a la forme (*) ci-dessus.

Done f est produit de 2k < n réflexions.

2. dét f = -1 Dans ce cas

\

M(f}e; = L (2k+1<n)

On peut écrive

y )

Or la premiére de ces matrices se décompose en produit de 2k réflexions (d’aprés (a))
et la seconde est une réflexion. Donc f est produit de 2k + 1 € n réflexions.

3car le produit de deux matrice de d'eterminant —1 a un déterminant égal & +1.
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Théoréme 2 - Décomposition des transformations orthogonales en produit de
retournements
Soit E une espace euclidien de dimension n > 3. Alors toute transformation orthogonale
directe est un produit de k retournements, avec k <n — 1.

NoTa.
1. Ce théoréme montre qu’en dimension 3 toute rotation est produit d’an plus deux rotations
d’angle .

2. En dimension 2. si on désigne par Rp la rotation d’angle §, ona: RgoR, = Rg_,_lp. Cette
formule est donc fausse en dimension 3 (d’aprés 1).

Démonstration - Considérons une transformation orthogonales directe f. Puisque dét f =
1, il existe une h.o.n. (e;) telle que A = M (f)., a l'expression (4).
On a deux cas possibles ;
1. 1 est valeuwr propre. Dans ce cas, il existe une b.o.n. dans laquelle la matrice de f ala
forme (4) que I'on pent écrire :

A= SR , 2kl <n

1

Or chacune de ces matrices est un produit de deux retournements et donc A4 est produit
de 2k < n — 1 retournements. Vérifions-le, par exemple pour la premiére matrice. En
écrivant Ry = 517, ol &1 et T} sont deux réflexions, on peut écrive :

(&
1 1
.1 .1

Le méme raisonnement que 'on a fait pour le théoréme 1., permet de voir que les
deux matrices & second membre représentent des retournements (51 est semblable &

1 0
(0 _1 ),etc.

2. 1 n’est pas valeur propre (notons que cela implique que F est de dimension paire).
11 existe alors une base orthonormée {e;) dans laquelle

A= , Ri#I, %%k=n

Le méme raisonnement que ci-dessus montre que A est produit de 2k < n retourne-
ments. [l

NOTA - On peut en fait montrer que A est produit de p < n—1 retournements {la démonstralion
est plus compliqué).
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Coniques et quadriques

Coniques

Définition A.11.1 — Soient ¢ une forme gquadratigue non nulle et v une forme linéaire sur
Uespace euclidien R2. On supposera R? muni du produit scalaire canonigue {, ). On appelle
conique {ensemble C des v € R® vérifiant Péquation ;

g+ p(v) =%k on kel

Nous allons donner une classification des coniques selon la signature de ¢. En changeant
éventuellement le signe des deux membres de ’équation, on peut supposer que la signature
de ¢ est (2,0), (1,1), ou {1,0}.

8i {e1,ex} est la base canonique et v = Xe; + Ve, I'équation d’une conique est du type
aX?* +2BXY +4Y 42X +puY =k (1)

01\'] a’sﬁ:’)‘s-xnu' € R‘
D’aprés le théoréme 9.24, il existe une base {1, vz} orthogonale & la fois pour ¢ et pour
{,} : il suffit de prendre une base de vecteurs propres de la matrice

(3 )

de manigre qu'elle soit orthonormée pour {, }. Les directions définies par v; et vz sont dites
directions principales. 5i v = X' v; + Y’ vy, 'équation de la conique s'écrira dans la nouvelle
base :

aX? 4oy —2rX —2sY =k (2)

oit a=g(m), b=glve), 27 = p(n), =25 = p(va).

1. g est non dégénérée - Dans ce cas a et b sont hon nuls. On peut écrire Péquation (2)

sous la forme . N
a(X’—E) +o(X' =2) =h

b
En posant
r= Xvlr - t Y= X’ — E
a’ b
on obtient I'équation :
ari+by’ =h (3)

oh h = k—(r/a)®—(s/b)?. Notons que I'on passe de 'équation (1} & I’équation (3) par
une isométrie affine ; une transformation orthogonale pour passer de la base canonique
4 la base définie par les directions principales, suivie d’'une translation.
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a) sign (q) = (2,0) ,cest-a-dive a > Get b2>0.5i A =0, C se réduit & un point ;
si k< 0, ¢ = 0. Supposons que h > 0. Dans ce cas C est une ellipse de centre
0= (E, g) ; elle peut se mettre sous la forme

2 b
£ ¥ o_
FERN- A

en posant A = y/hfa et B = \/h/b {(cf fig. 1)

b) sign (q) = (1,1) , cest-&- dire ab < 0. 8i h # 0, C est une hyperbole : si, par
exemple a > 0 et b < 0, elle peut se mettre sous la forme

en posant 4 = \/hfa et B = /—h/b(cf. fig. 2).
81 A =0, C se réduit aux deux droites d’équation y = £+/{e/b|z (cf. fig. 3).

2. q est dégénérée - Dans ce cag ab =0 et signg = (1,0).

Supposons, par exemple que a # 0 et b = 0. Cela signifie que la direction principale
vz est isotrope pour ¢. L’équation (2) peut s’écrire :

a(X'~£)2—~2sY’=h @)

a) Si s # 0, ce qui signifie que vy € Kery. En effectuant le changement de coor-
données affine z = X" — E ,y=h+2s5Y, on obtient I’équation

y=az

qui est I'équation d'une parabole (cf. fig 4.)

b) Si s =0, c’est-d-dire si w2 € Ker p, ’équation (2') se réduit & z° = h/a.
Sih<0, C=0;s h=0,C seréduit &ladoite = =0;si h > 0, C est constituée
de deux droites paralléles (cf. fig. 5).

Nous avons donc :

Théordme A.11.2 - Soit C une conigue définie par 'éguation g{v)+p(v) = k. On suppose
que C £ 0 et que C ne se réduil pas & un point. Alors :

1. 8% signg = (2,0} alors C est une ellipse.

2, Sisigng = (1,1) alors C est une hyperbole qui dventuellement dégénére en deux droites
non paralléles.

3. 81 signg = (1,0) alore C est une parabole, gui dégénére en une droite, ou en deux
droites paraliéles, st la direction principale isotrope est contenue dans Ker.
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2
Ellipse : Sy + 47 =1 Hyperbole : &5 —
Figure 1 Figure 2
A”
A"
y=—|,/B/A|.1- = |vVETA A
fal |- 1
-
vt
>
z? - 2 —_ : —_ 2
- =0 Parabole : ¥ = az

Figure 3 Figure 4

3 ‘k 1)2 1

3 1

3 L)

[0 »l
z=—h z=h
1 ]
Figure 5
Quadriques

Définition A.11.3 - Soient g une forme quadratigue non nulle et ¢ une forme linéaire sur
Uespace euclidien R®. On supposers B2 munt du produit scalaire canonique {, ). On appelle
quadrique ensemble O des v € R? vérifiant I'équation :

gv)y+eovy=k, ol kel



416 Coniques et quadriques

En échangeant éventuellement le signe des deux membres de I’équation, on peut supposer
que signg = (r,s) avec r > s.
Dans la base canonique {e1,ez2,e3} de R?, ’équation de Q s’écrit

aX? 4+ BY 492 + XY + 2uXZ+ WY Z + pX +0Y +1Z=k (4)

Comme ci-dessus, on peut construire une base {u1, v2, v3} orthogonale pour ¢ et orthong-
rmée pour {, }, en prenant une base orthonormée de vecteurs propres de la matrice

a A n
A= A g v
movoy
Dans cette base @ s'éerit :
aX?4bY? +cZ? —2r X' —2sY —2tZ =k (6)

ol a=gql(m),b=q(vz),c=¢{va), —2v = p(wn1}, ~235 = w(vz), —2¢ = p{vs). Les directions
définies par 1, va, vz sont dites principales.

1. rang q = 3 - Dans ce cas : abe # 0. En effectuant une translation de vecteur de trans-
lation & = (r/a, s/b, t/c), @ s'écrit :

az? +by’* +c2’ =h (7)

o =X —rfa, y=Y" —s/b, z=2"—t/c. z,u,z sont donc les coordonnées dans
le repére affine d'origine T/ et d’axes dirigés par les directions principales.
a) sign (g) = (3,0). 8Bih<0, @=0;s h=0,Q seréduit & un point; si & > 0,

@ est un ellipsoide (cf. fig. 6).
b) sign (q) = (2,1). Quitte & changer le signe des deux membres, on peut sup-

poser a >0, b>0, et ¢ < 0.

i) Si k> 0, I'équation de @Q s'éerit

az® +by =h+|c|2?

En coupant avec un plan d'équation z = K on obtient des ellipses : @ est
un hyperboloide é une nappe (cf. fig. 7).

ii) 81 A=10, Q est céne d’axe dirigé par le vecteur vz et dont les sections par
des plans orthogonaux & w3 sont des ellipses (éventuellement des cercles, si
a=b) (cf. fig. 8)

iil) 8i h < 0, les sections de @ avec des plans z = K sont des ellipses si K >
V1 /2] qui se réduisent & un point pour K = /| h/c|; powmr K < /[h/c| ces
plans n’intersectent pas Q. @ est un hyperbolotde d deux nappes (cf. fig. 9).

2. rang q = 2 - On peut supposer que ab # 0 et ¢ = 0 (ceci signifie que la direction
principale définie par v; est isotrope). L'équation (6} s’écrit alors :

ax?4+by* —212 =h,
ot z=X"—rfa, y=Y" -s/b

a) 8i t =0, c’est-d-dire si vz € Kergp, alors @ est un cylindre d’axe dirigé par vs
et dont les sections sont des ellipses ou des hyperboles! {cf. théoréme A.11.2, 1.
2.} : cylindre elliptigue ou hyperbolique. (cf. fig. 10).

Léventuellement dégénérées en deux droites non paralléles ou en un point.
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v3

2 T 2 2 2 2
Elllipsoide : $7 + -}%g +5 =1 Hyperboloide & une nappe : £z + %2’ —-&==1
Figure 6 Figure 7
Vs 3

H 2 Hyperboloide & deux nappes :

2

2
Cone; Zp 4+ &y — £ =0 2 z
A B fog :+-y18 _é_ = —1

Figure 8 Figure 9



418 Coniques et quadriques

b} 8i t # 0, c’est-a-dire si v3 € Kery, en effectuant une nouvelle transformation
affine: =2, y=y, z=h +2¢tZ’, I"équaticn de Q s'écrit

ez +by’ =2z (8)

i} sisign {q) = (2,0} (c’est-d-dire si a > 0 et b > 0), en étudiant les sections
par des plans d’équation z = K on voit facilement que @ a la forme décrite
en fig. 11 : il s’agit d'un paraboloide elliptique (les sections par des plans
orthogonaux aux directions principales sont soit des paraboles, soit des el-
lipses).

i) sisign (q) = (1,1) , en supposant que a > 0 et b < 0 2, Péquation (8)
s'écrit :

aa® —|bly* =z (&)

Les sections par des plans orthogonaux & v1 ou & v sont des paraboles et

les sections par des plans orthogonaux & wvs sont des hyperboles : € est un
paraboloide hyperbolique (cf. fig. 12).

™ :
-——-— —:— —-—-—
™
Cylindre elliptique : Paraboloide elliptique :
2 2 2 2
4=t St g
Figure 10 Figure 11

®Le cas a < 0 et b > 0 se traite de la méme manidre.
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12

Paraboloide hyperbolique : &5 —

T:!cu
I
]

Figure 12

3. rang q = 1 - On peut supposer, par exemple, que a # 0 et b = c = 0. L'équation ()
s'éerit alors :
ax’—2sY —2t2Z =h. (9)
a) s#0 (ou t+#0). Supposons, par exemple s # 0. En effectuant le changemnent
de variables ¢ =2, y=2sY' + 2t Z', z = Z’' I'équation s'écrit

az®—y=h (10)
Il s’agit d™un cylindre parabolique : les sections par des plans orthogonaux & 'axe,
qui est dirigé par va, sont des paraboles (cf. fig. 13).
Le cas ol t # 0 se traite d’une maniere analogue, par le changement de variables
g=z,y=Y",2=25Y"4+2¢tZ .
b) s=1¢=0. Dans ce cas I'équation (9) se rédnit & az? = k. Q dégénere alors deux
plans paralléles (si A > 0) (cf. fig. 14} enunplan(sih=0)et @=Psi h <O

M |
Cylindre parabolique : ¥ = ax

Figure 13 Figure 14
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Remarquons gue la condition pour qu’une direction principale appartienne & Ker ¢ est upe
condition “ouverte” (c’est-a-dire stable par petites variations des coefficients de Q) alors que
la condition pour qu'elle appartienne & Ker ¢ est “fermée” (instable par petites variations
des ceefficients). On dira dans le premier cas que la condition est générique et dans le secong
cas quelle est exceptionnelle®,

En résumant, nous avons :

Théordéme A.11.4 - Joit Q une guadrique définie par Véguation g(v) + w(v) = k. On
suppose Q # @ et @ non réduite 4 un point.

1. rang q =3 :
{a} si signg = (3,0}, Q est un ellipsoide.
{(b) si signg =(2,1), @ est - un hyperboloide & une nappe (h > 0)

- un coéne (h=10)
- un hyperboloide & deuz nappes (h < Q).

2 rangq=2:

fa) génériquement (c'est-a-dire si la direction principale qui est isotrope n’est pas
contenue dans Kerg), @ est un paraboloide elliptique, si sign q = (2,0), ou un
parabolotde hyperbolique, sisign (q) = (1,1).

(b} exceptionnellement (c’est-d-dire si la direction prinecipale isotrope est contenue
dans Keri), Q est un cylindre dont les sections par des plans orthogonauz &
’aze sont des conigques de signature (2,0) ou {1,1) : cylindre elliptique ou cylindre
hyperboligue pouvent éventuellement dégénérer en deux plans non parailéles.

F ranggq=1:
{a) génériquement (c’est-a-dire si I'une des deux directions principales isotropes n'est
pas contenue dans Ker ), Q est un cylindre paraboligue

(b} exceptionnellement (c’est-a~dire si les deux directions principales isotropes sont
contenues dans Kery), O dégénére en deus plans paralidles, Sventuellement
confondus.

3Une définition précise de la notion de généricité dépasse le cadre de ce cours. On peut se contenter
ici de cette notion intuitive)



Appendice A.12

Portrait de phase d’un systéme autonome

Systémes autonomes

Considérons un systéme d’équations différentielles

d&.."]
el Xi{t,z1,-..,2n)
: (1}
dz
dtn =Xn (4,21, .. - Bn)
ou, sous forme abrégée :
&= X(tz) {1
avect = (&1,..., 24}, & = % et X est un «champ de vecteurs», ¢'est-a-dire une application

d'un ouvert I' C R x B™ dans R" :

X:TCExR* —=R"

{tiwg,nzn) (X1, X7

que 'on supposera de classe 1.

8i les fonctions X; ne dépendent pas de £, le systéme est dit autonome. Un systéme autonome
est donc de la forme :

&= X(z). (2)

Le théoréme d'existence et unicité affirme que V(tg, zo) € T il existe une et une seule solution
“maximale” {c’est-3-dire non prolongeable) du systéme (1}, z = p(t), telle que @{te) = 0.
Une solution x = ¢(t) peut &tre représentée géométriquement par une courbe dans 'espace
R x B™ des variables (t,x1,--,xn). Ces courbes sont dites courbes intégrales du champ X.
Le théoréme d’existence et unicité affirme donc que par chaque point de ' il passe une et
une seule courbe intégrale maximale.

Il existe cependant une autre maniére de représenter les solutions qui s’avére préférable dans
le cas des systdmes autonomes. Si z = (t} est une solution, lorsque ¢ varie le point z décrit
une courbe de 'espace R™ de coordonnées (x),- -, %x»). Cet espace est dit espace des phases
ot la courbe décrite trejectoire on orbite de la solution. L'espace B x R"™ est dit espace des
phases élargi.

421
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Sur chaque trajectoire on peut préciser le sens de
parcours : par convention, c'est le sens dans lequel
le point décrit la trajectoire lorsque ¢ augmente. 11
est clair que les trajectoires sont les projections sur
I'espace des phases des courbes intégrales tracées Sy
dans 1'espace R" x R. i
Notons que, alors que les courbes intégrales dans '
I'espace des phases élargi ne peuvent se rencontrer, '
d’aprés le théoréme d'existence et d’unicité, il n'en
est pas de méme en général pour les trajectoires
dans I'espace des phases (cf. fig. 1).

Cependant, lorsque le systéme est autonome, les
trajectoires dans U'espace des phases ne se rencon-
trent pas. On peut démontrer en effet le théoréme
suivant :

—

\

Lk

£l

{{z1,22,1)} : espace des phases élargi
{{z1,%2)} : espace des phases
Figure 1

Théoréme A.12.1 - Soit x = X(z) un systéme gulonome, ot X est un champ de vecteurs
de classe C* sur un ouvert I' de ['espace des phases.

Pour chaque point de T il passe une el une seule trajectoire. De plus, si une lrajectoire se
recoupe, alors elle est nécessatrement une orbile fermée représentant une solution périodigue.
Plus précisément, il n'y a que trods types de trojectoires dans {'espuce des phases pour un
systeme autonome.

1. Les trajectoires réduites & un point, difes « positions d’équilibre» qui correspondent qux
solutions constantes ; z(t) =a (a € R").

2, Les trajectoires fermées qui correspondent auz solutions périodiques.

3. Les trajectoives qui ne se recoupent pas.

Trajectoires possibles dans ’espace des phases d'un systéme autonome.

Figure 2
REMARQUE - 1l est clair que la fonction £ = ¢ (¢ = const.) est solution si et seulement
si X(a) = 0. Dong, les positions d’équilibre s’obtiennent en cherchant les points a tels
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que X(a) = 0. Ces points sont dits points sirguliers du champ X (il ne s’agit pas de
singularité au sens de la différentiabilité, car X est toujours supposé C1).
Un cas particuli¢trement important est celui ol la fonction X (z) est finéaire en z : c’est le

cas des systémes linéaires & coefficients constants que nous sveons &tudié au chapitre 6 (cf.
page 170).

L'importance de tels systémes vient, entre autres, d’un théoréme de Lispounov concernant
I'étude de la stabilité . Sans entrer dans les détails de la théorie de la stabilité, on peut dire
qu’elle consiste & étudier les arbites des solutions dans le voisinage d*une position d’équilibre.
Il s’agit de savoir si les trajectoires qui passent dans un voisinage suffisamment petit d'une
position d’équilibre — on les obtient par exemple en faisant varier 1égérement les conditions
initiales qui caractérisent la position d’équilibre — restent dans ce voisinage (voire si elles
tendent vers le point d’équilibre). Si c'est le cas, la position d’équilibre est dite stable {et
asymptotiquement stable si les orbites tendent vers la position d’équilibre).

R
o

O stable O asymptotiquement stable

\Qé)) i

Figure 3

Le probléme est important, parce que les mesures physiques n’ont qu’une précision finie, et
de ce fait on ne peut jamais &tre siir d’imposer les conditions initisles qui donnent comme
solution la position d*équilibre. Si la position d’équilibre est stable, cela a peu d'importance ;

si elle est instable, des petites variations penvent ’,~"é“"~\

entrainer des fortes perturbations du systéme {cf. ot ,

fig. 4). ' o i‘.

Liapounov a démontré que, sous des conditions as- f H

sez générales, on peut étudier la stabilité de la po- . o

sition d’équilibre £ = g en remplagant le systéme L ) e

& = X(z) par le systéme linéaire & ceefficients con- B

stants QOgzcillation du pendule
t=Agx A: position d*équilibre instable

ol A= (Aij) € M (R) et A = (6}({) . E: position d'équilibre stable

Figure 4

Ces quelques considérations, méme si un peu approximatives, permettent de comprendre
pourquoi il est important d'étudier le «portrait des phases» — c’est-A-dire 'allure des tra-
jectoires dans l'espace des phases — d’un systéme linéaire & coefficients constants.
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Trajectoires d’un systéme linéaire autonome dans le plan

Considérons le systéme différentiel
&
E2

.. , b , . .
ou, sous forme matricielle, & = Az avec : A = ( ) Nous allons étudier les trajec-

oz + bz
cr1+daze

abecdeR

c d
toires en fonction des valeurs propres de A. Notons que l'origine est toujours une position
d'équilibre. Ce sera la seule si et seulement si dét A # 0.
Etudions d'abord ce cas. On a trois possibilités selon que les valeurs propres sont réelles et
distinctes, complexes conjuguées ou confondues.

1% cas |Les valeurs propres i, » de A sont réelles et distinctes
(et non nulles car dét A # 0).

Soient ¥ et #; les vecteurs propres correspondants. La solution générale s’écrit :
T=c1e" T + e
Les composants de x sur la base {#1, ¥z} sont done :

Art Aat
r=cel , zy=ee™? (1)

Notons que 71 et 92 ne sont pas nécessairement orthogonaux. Pour simplifier 'étude nous
congidérons une transformation linéaire qui améne {¥;, 72} sur la base canonique {e;,ez}.
On tracera les orbites dans le plan {e1,e2} et on reviendra par la transformation inverse au

plan {#1, 2}

L _
) 2l

Figure 5

€2
Iy
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Remarquons que, puisque ¢; et ¢z sont des con-
stantes arbitraires, en plus de la trajectoire (1) on
aura aussi les trajectoires obtenues en changeant
les signes de ¢; et co. 1l suffira donc de tracer les
trajectoires qui sont dans le premier quadrant (cor-
respondant A ¢; > 0 et c2 > 0) et compléter par des
symétries par rapport aux axes. Pour ¢1 ou ¢z nuls
on obtient les demi-axes (par exemple le demi-axe
O 11 positif est obtenu pour c2 =0 et ¢ > 0).

Si Ay > 0, z, croit et le point s'éloigne de 'origine ;
$1 Ay < 0 le point se rapproche de P'origine.

L’allure des trajectoires dépend donc du signe
de Ay et As.

a) M et Ao sont de méme signe,

Supposons, pour fixer les idées, que |A1| < |A2.

| M<0,A<0

Le point tend vers 'origine des coordonnées.
Puisque pour £ — —oo l'ordonnée croit
plus vite que I'abscisse, 'axe O 22 est di-
rection paraboelique. On obtient ce quel'on
appelle un neud stable (figure 7) (plus
précisément : asymptotiquement stable) .

@) | AL>0,%>0

Les trajectoives sont les mémes mais le
mouvement a lieu dans le sens inverse (on
est ramené au cas précédent en changeant
¢ en —t), On obtient un neud instable
(figure 8).

h

- - L)
Figure 6
T2
A
¥
» I
A
neeud stable
Figure 7
Tz
F 3
&
-

nceud instable

Figure 8
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b) A et Az sont de signe contraire.

Supposons, pour fixer les idées, que A < 0
et Ao > 0.

Dans ce cas le mouvement selon 1'axe O o
g'effectue vers l'origine et suivant I'axe O xa - - 1
en s'éloignant de ’origine. On obtient un
col (figure 9).

Comme ci-dessus s A1 > 0 et Ay < 0, les
trajectoires sont les mémes mais parcou-
rues dans le sens contraire.

col

Figure 9

geme .. q Les valeurs propres de A sont des complexes conjugués X et X,

La solution s’écrit :

z=cedh + e,
I . % - P
En posant #h = §(w1 +i102) (wh et w2 sont deux vecteurs réels indépendants), on peut
écrire : o
cet 4 Tert cert gt
= + ——— W
2 24

Sionpose £ =cert = £ 44z, 0na:
x = L1 + {2

On peut donc tracer les trajectoires dans le plan (i, ®2). Comme ci-dessus, on peut se
ramener, par une transformation linéaire, & tracer les orbites sur un plan rapporté 4 des axes
orthogonaux.

En coordonnées polaires, la trajectoire est décrite par

E=cet.

En posant £ = pe'®, c= Re'®, A=y +4v, on a facilement :

p = Ret!
¢ =vito

8i 1 # 0, lorsque ¢ augmente p et ¢ angmentent ou diminuent, selon le signe de p et ». On
a des spirales logarithmiques.

Si 1 < 0 le point se rapproche de O (foyer stable} ; si 1 > 0 il s'en éloigne (foyer instable)
cf. figure 10,

8i g = 0 (cest-A-dire A est imaginaire pur) on obtient des cercles de centre O; toute tra-
jectoire est périodique & Pexception de Porigine qui est une position d'équilibre dite centre
{figure 11).
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U Wz

AE R .

@ # 0, u> 0. foyer instable p=0: centre
Figure 10 Figure 11
geme og A admet une valeur propre double ) (nen nulle car dét A #£ 0).

Deux cas se présentent selon que A est diagonalisable ou non.

a) A est diagonalisable
Si #h et ¥2 sont les vecteurs propres, la solution est :

Moo Ab o
T=¢ce v +ee v

d’olt #1 = ¢1 &, 2 = ep ™ ; donc :
~-s5iAF#Z0,ona cexy +crxe =0; les
trajectoires sont donc des demi-droites is-
sues de lorigine ;

—38i A = 0, la solution s’éerit z = =z
{z0 est un vecteur constant arbitraire).
Chaque point est done une position d’équi-
libre.

A > 0 : neeud instable

Figure 12

b) A n’est pas diagonalisable
Il existe alors une base {#, %2} telle que :

c’est-a~dire : A est semblable & la matrice

T
= +
e
M

Dans ce cas, la solution s’écrit ;

A= At o —
z=cre T +eze (Tht+D2)
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d’oi les coordonnées de la trajectoire :

T = (C] + Ca t)eM, T2 = €2 ﬂAt‘
Supposons, pour fixer les idées, que A < 0. 8i ’'on échange simultanément les signes de
c1 et ¢z les trajectoires se transforment en leurs symétriques par rapport 4 lorigine.
11 suffira donc d*étudier le cas ot ¢1 = 0, ¢2 = 0 {le cas oll 1 et c2 sont de signe
contraire se traite d’'une maniére analogue).

8i ¢z =0 on a le demi-axe positif des abscisses.

. At At
Sia=0 zi=ate’, zz=cze

x1 et T3 tendent vers zéro lorsque ¢ — +00, ¥z gardant un signe constant positif,
x1 changeant de sighe. On obtient un neud dégénéré stable.
Le cas A > 0 se déduit du précédent en changeant { en —t : 1 change de signe et
xa ne change pas. Les trajectoires se déduisent donc par symétrie par rapport 4 I'axe
(J z= et sont décrites en sens inverse.

Iz iy

/.

a4

/e

N

IS

A < 0 : nceud dégénéré stable A > 0 noeud dégénéré instable

Figure 13

3i c1 et cz sont nuls, en posant T =c¢1 + 2, ona:

Ar—e) Ar—ay
Xy =Te ¢2 , Tag=¢exe 2

On cobtient les mémes trajectoires, mais parcourues avec un certain retard.

Il reste & étudier le cas ol dét A = 0, qui est laissé en exercice. Dans le tableau 4 la page
suivante on résume tous les résultats. A gauche sont représentées, dans le plan de coordonnées
{c, 8) les valeurs propres A = « + /3, et & droite les trajectoires dans le plan des phases
de maniére & pouvoir voir le changement des trajectoires lorsque les valeurs propres varient.
Comme on le voit, il ¥ a un changement de fype de trajectoire lorsque I'une des valeurs
propres traverse I'axe imaginaire (c’est ce qu’on appelle les bifurcations).

La théorie qualitative des équations différentielles est 'une des branches les plus intéressantes
des mathématiques contemporaines.
Un trés beau livre sur ce sujet, accessible aux étudiants de fin de Licence et Master, est :

M.W. HIrSCH — 5. SMALE
Differential equations, dynemicol systems and linear algebro

Academic Press.
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Appendice A.13

Formes bilinéaires et sesquilinéaires. Table
de correspondance

431
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FORMES BILINEAIRES FORMES SESQUI-LINEAIRES
{E espace vectoriel sur K) {E espace vectoriel sur C)
b: ExE — K telle que : fr ExE — Ctelle que:
b(z +y,z) = bz, 2) + by, 2) flz+y,2) = fz,2) + fly 2)
b{z,y + z) = b{x,y) + b, 2) oy +2) = flz,9) + flz, 2}
b(oz,y) = Ablz, y) = blw, Ay) fOz ) = A f(); fl=dy) = A f(z,9)
En termes de matrices ; En termes de matrices :
blz,y) =X BY (B=M(b) Flay) = XMY (M =M(f)e)
Changement de base : Changement de base :
B'='PBP (P=F.,_.,) M'=tPMP (P=P,_.)
Noyau Noyau :
N={yec E|bz,4) =0, vz € E} N={ye B|flz,y) =0 ¥z c E}
b non dégénérée — N = {0} f non dégénérée <— N = {0}
FORME RILINEAIRE SYMETRIQUE FORME HERMITIENNE
s bilinéaire et de plus : h sesquilinéaire et de plus :
s(z,y) = s(y, z) hiz, y) = h(y,z)
s est représentée dans une base quelconque h est représentée dans une base quelconque
par une matrice symétrique 5 : par une matrice hermitienne H :
t§=98 ‘tH=4H
g{z) 1= sz, z) g(x) := hiz,2) R
| s(z,y) = 3{alz +v) — qlz) — oly)) I bz, y) = §ld=x+y) —ale - v)
—id{z +iy) +iflz —iy)]
I:={zcE|g(x)=0} I:={xe El§iz) =0}
lorsque K =R, ¢ est dite définie si T = {0} g est dite définie si T = {0}
51 E est de dimension finie sur [t i} existe une | 3i E est de dimension finie sur T il existe une
base dans laquelle : base dans laquelle :
q@) =i+ ke —ody — o —al | d@) =l [l = [l = fal?
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ENDOMORPHISME ADJOINT

(pour s bilinéaire, symétrique, non dégénérée
en dimension finie)

s(f(z),y) = s(=, f*(y))
En termes de matrices :
si g=M(3)e;, , A= M{fle; , A" = M{f" )¢, :
Ar=58"1t48
Si {e;} est orthonorméde : A* =1tA

ENDOMORFPHISME ADJOINT

(pour kb hermitienne non dégénérée
en dimension finie)

h(f(z)y) = h(z, f* ()
En termes de matrices
si H = M{h)e, , A= M(fle, . A* = M(f*)e; ¢
A*=H-1tAH
Si {e;} est orthonormée: A* =t A

(GROUFE ORTHOGONAL

g forme quadratique non dégénérée sur un
espace vectoriel de dimension finie sur K :

FeO0(g) &= g{f(z)) =g(z) Yz € E
= s(f(x), fl¥)) = slz,¥) Yo,y € E
— ffof=id < fof*=id

8i feOg) : dét f = &1

En termes de malrices :

Si A:’M(f)ei, S:M(S)Bi
feO{g) < tASA=275

Dans une base erthonorméde :
Feoq) = tAA=1

{GROUPE UNITAIRE

h forme hermitienne non dégénérée sur un
espace vectoriel de dimension finie sur € :

feUlh) = §f(=z)) =§(z) Vxe E
= h(f{=), fl¥)) = hlz,y) Yo,y € E
= ffof=id &= fof*=1d

SifeUh): |détf] =1

En termes de matrices :

5i A:M(fjei ,H:M(h}gi
FEUh) — TAHA=H

Dans une base orﬂwnomﬂ :
FeEUh) <— tAA=1T

ESPACE EUCLIDIEN

Espace vectoriel de dimension finie sur B
muni d’un produét scalaire
c'est-a-dire d’une forme bilinéaire symétrique

<, > définie positive

Norme :

lell := v'< 2,7 >

Inégalité de Cauchy-Schwarz :
| gy | < el Nl

Espace préhilbertien réel :

Espace vectoriel réel

{éventuellement de dimension infinie}
muni d'un produit scalaire.

ESPACE HERMITIEN

Espace vectoriel de dimension finie sur C
muni d’un produil scalaire hermitien
c'est-a-dire d'une forme hermitienne
< | > définie positive

Norme !

lzll ;= V< |z >

Inégalité de Cauchy-Schwarz :
[ 1w | < H=lul

Espace préhilbertien complexe :
Espace vectoriel complexe
{éventuellement de dimension infinie)
muni d'un produit scalaire hermitien.
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Formes bilinéaires et sesquilinéaires. Table de correspondance

MATRICES DRTHOGONALES

O(n,R) = {4 € Ma(R) |[tAA =TI}
A€O(nR) = dét 4 = £1
SO(n,B) = {A € 0(n,IR) [dét A = 1}

O(n,R) = Uln,C) N GL(n, R)
80 n,R) = SU(n,C) N GL(n, R)

A€ O{n,R) <= A représente dans une base
orthonormee une transformation orthogonale
d'un espace euclidien de dimension n.

Toute matrice orthogonale est diagonalisable
dans € (non nécessairement dans R)
et ses valeurs propres sont de module 1 .

MATRICES UNITAIRES

U(n,C) = {A € Mn(C) | tAA =1}
A€ Un,C) = |dét 4] =1

SU(n,C) = {A € U(n,C) [dét A = 1)

A € U(n,C) — A représente dans une base
orthonormée une transformation unitaire
d’un espace hermitien de dimension .

Toute matrice unitaire est diagonalisable
{dans C)
et ses valeurs propres sont de module 1.

ENDOMORPHISME AUTOADJOINT
’UUN ESPACE EUCLIDIEN

f est dit auloadjoint si f* = f

Dans une base orthonormée {e;}
si A= M(f).,
f autoadjoint <= t4=A
(c'est-&-dire A est symétrique)

Tout endormorphisme autoadjoint d’un espace
euclidien est diagonalisable dans | et les
espaces propres sont deux a deux ortho-
gonaux. En particulier, on peut construire
une base orthonormée de vecteurs propres.

En termes de matrices :

Toute matrice symétrigque réelle est
diagonalisable dans R et les espaces propres
sont deux 4 deux orthogonaux pour le
produit scalaire canonique de B™,

c’est-d-dire ;

Pour toute matrice symétrique réelle A
il existe une matrice orthogonale O telle
que A’ = O AO soit diagonale.

ENDOMORPHISME AUTOADJOINT
D'UN ESPACE HERMITIEN

[ est dit autoadjoint si f* = f

Dans une base orthonormde
{e;} si A= M(f)e;
f autoadjoint <= ‘A = 4
(c’est-a-dire A est hermitienne)

Tout endormorphisme autoadjoint d'un espace
hermitien est diagonalisable dans R et les
espaces propres sont deux & deux ortho-
gonaux. En particulier, on peut construire
une baseorthonormée de vecteurs propres.

En termes de matrices :

Toute matrice hermitienne est diagonalisable
diagonamlisable dans R et les espaces propres
sont deux A deux orthognaux pour le

produit scalaire hermitien canonique de C™.

¢’est-d-dire
Pour toute matrice hermitienne H

il existe une matrice unitaire If telle
que H' =t H [J s0it diagonale réelle.
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A (espace affine), 387
At 369
A, 238, 282
As, 389
AT, 136
Alv, w), 128
Alz], 345
AlX], 346
action
d’un groupe 342, des translations 343
effective, libre, transitive 344
adjoint
d’un endomorphisme, 238, 282
afline
application, 381, 388
espace, 387
structure standard, 388
ajre, 128
algtbre, 342
algebre de Lie, 250, 378
AMPERE (régle d’), 220
ahalyse et synthse, 97
angle
crienté dans B2, 219, dans R®, 220
orienté en dimension 2 et 3, 247, 248
non orienté dans R? ou R, 219
non orienté dans un espace euclidien,

233, 248
annean, 340
intégre, 340

principal, 341
annulateur d’'un sous-espace, 87
antécédent, 337
antiduale (base}, 328
antilinéaire, 274
application, 337
affine d'un espace affine, 388
affine d’un espace vectoriel, 381
antilinéaire, 274
injective, surjective, bijective, 338
linéaire, 57
multilinéaire alternée, 114
autoadjoint (endomorphisme), 252, 285

barycentre, 383, 390

base en dimension finie, infinie, 13, 20
canonique de K™, 13
canonique de Mp (K}, 65
canonique de Ry[z],13, de R[z], 20
directe, indirecte, 135
duale, 83

BEzOUT (théoréme de), 161, 348

bidual, 86

bifurcation, 428

bijective {application), 338

blee de Jordan, 193

blocs (produit par blocs), 93

bordant, 125

caractére d’un endomorphisme, 92
caractéristique (déterminant), 145
caractéristique (espace), 184
caractéristique d'un anneau, 341
CAUCHY-SCHWARZ (inégalité de), 231, 278
CAYLEY-HAMILTON (théoréme de}, 176
centre, 426

CHASLES (relation de}, 248, 387
CHOLESKI (factorisation de), 363
classes d’équivalence, 352

cloture algébrique, 160

', (groupe cyclique), 406

cof (A}, 121

coffas;), 115

cofacteur, 115

col, 426

comatrice, 121

combinaison linéaire, 8
commutateur, 94

cone, 416

cone isotrope, 303

conique, 413

coordonnées barycentriques, 391
corps, 341

CRAMER (théoréme de), 143
cube, 407

cylindre, 357
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INDEX

elliptique, hyperbolique, 416
parabolique, 419

D' ALEMBERT (théoréme de), 160
décomposition

de Dunford, 188

en carrés d'une forme quadratique, 224,

306

polaire, 262

spectrale, 200
dédoublement des carrés, 300
définie positive, définie négative 302
dégénérée, non dégénérée, 206, 297
degré d'un polyndme, 347
diz, 83
dét A, 103
déterminant

caractéristique, 145

de Vandermonde, 135

d'une matrice, 103

d’un endomorphisme, 120
diagonalisable (endomorphisme, matrice), 153
diagonalisation simultanée, 200
dimK E, 17
dimension, 17

finie, infinie, 11
directe

base, 132

transformation orthogonale, 239
direction d'un espace aftine, 387
direction principale, 413, 416
distance dans un espace affine euclidien, 392
distance dans un espace vectoriel euclidien,

256

associée i une norme, 256

A un sous-espace, 257
division euclidienne (théoréme), 159, 347
Dy, {groupe diédral), 406
dodécaédre, 407
droite

vectorielle, 7

affine, 390
dual (espace), 82
DUNFORD (décomposition de}, 188
d(v, F}, 257

E*, 82

£ (espace affine euclidien), 392
e, 374

échelonnéde (matrice), 39

B, 163

ellipse, 414

ellipsoide, 416
End x{E), 57
endomorphisme, 57
adjoint, 315, 331
dans un espace euclidien, 238
dans un espace hermitien, 282
autoadjoint, 252, 285
hermitien, 285
nilpotent, 91, 188
normal, 286
orthogonal, 239, 316
unitaire, 283
engendré (sons-espace), 8
engendrée (matrice), 49
ensemble quotient, 352
entiers modulo », 340, 353
e{o), 111
B/p, 352
équations différentielles linéaires, 32
éguations principales, 145
espace
affine, 387
affine euclidien, 392
caractéristique, 184
des phases, 421
dual, 82
euclidien, 221
hermitien, 275
hilhertien 275
préhilbertien complexe, 275
préhilbertien réel, 221
propre, 163
vectoriel, 4
exponentielle d'une matrice, 374

f*, 238, 282, 315, 331
F°, 87
factorisation
LU, 363
de Choleski, 363
de Householder, 259, 364
des polyndmes
dans R[X], dans C[X], 160
f1, 369
fonction polyndme, 345
forme
hermitienne, 274
lindaire, 82
polaire, 301
quadratique (en dimension finie), 299
quadratique (en dimension infinie), 301
sesquilinéaire, 274
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bilinéaire, 223
formules de Cramer, 143
foyer, 426

7 (partie linéaire de g), 388
GA(A), 388
GA(E), 384
GAuUss
réduction d’'une forme hermitienne, 276
réduction d’une forme quadratique, 224,
306
méthode du pivot, 37
réduction en carrés, 224
théoréme de, 348
G-z, 343
génératrice (famille), 10, 20
GL(n, K), 76
glissement, 397, 398
GraM(matrice de), 258
groupe, 340
affine, 382, 388
de Klein, 402
de Lie, 377
de transformations, 342
diédral, 406
discret, 403
d'isotropie, 406
linéaire, 76
orthogonal, spécial orthogonal
cas euclidien, 240, 241
pour une forme quadratique, 317
unitaire, spécial unitaire
cas d’'un espace hermitien 283
pour une forme hermitienne, 332
de symétries, 409
G5, 406

H (quaternions), 342

H (représentation matricielle des quaternions},

289
HamiLToN {théoréme de Cayley-Hamilton),
176
HEISEMBERG, 101
hermitien
endomorphisme, 285
espace, 275
hilbertien (espace), 275
homomorphisme, 339
HoUSEHOLDER (factorisation de), 259, 364
hyperbole, 414
hyperboloide
A une nappe, & deux nappes 416

hyperplan, 82

icosaedre, 407
I,, 67
idg, 58
idéal, 341
identité
de Jacobi, 250
de Lagrange, 250
image d'une application, d'un élément, d'un
ensemble 337
Im £, 337
inconnues principales, 41, 145
indépendance linéaire, 11, 20
indéterminée, 346
indice de nilpotence, 91, 188
inégalité
de Cauchy-Schwarz, 231, 278
triangulaire, 231, 278
injective (application), 338
intégre (anneaun), 340
invariants d’un endomorphisme (systéme com-
plet), 198
inverse
d'une application, 33%
généralisée, 258, 366
Is( £}, 384
Is{&), 392
Isq(E), 393
Is(n), 395
isométrie
d'un espace affine euclidien, 392
d’un espace vectoriel euclidien, 384
isomorphisme, 57, 339
isotrope
cone, 302
sous-espace, 312
vecteur 303

Jacosr (identité de), 250
J(A), 193
JORDAN (réduction de), 192

Ker f, 60

Lx{E,E", 57

LAGRANGE {identité de}, 250
Lemme des noyaux, 179
LIAPOUNCV (stabilité de), 423
libre (famille), 11, 20

Lie (algtbre de), 250, 378

liée (famille), 11, 20
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INDEX

loi de composition
associative, externe, interne 339
compatible, 354
loi quotient, 354
LORENTZ (transformations de}, 316, 321
LU (factorisation), 366

My (K), 30, 64
MP,n(K )1 64
M(a).;, 72
M(b).,, 233
M(f)e, 66
me(X), 181
Mac DUFFEE (formule de), 369
matrice, 64
adjointe, 282
antisymétrique, symétrique 31
d'une application linéaire, 66
d'une forme bilinéaire, 233
d'une forme hermitienne, 279
de Gram, 258
de passage, 76
échelonnée, 39
engendrée, 49
hermitienne, 279
inversible, 74
normale, 286
orthogonale, 240
semblahbles, 79
unité, 67
unitaire, 283
d'un vecteur, 72
élémentaire, 65
méthode d’analyse et synthése, 57
méthode directe, 359
mineur, 123
niinimal (polynéme), 181
module (structure de), 342
moindres carrés, 258, 370

N(b), 297

Ny, 184

neutre, 343

nilpotent (endomorphisme}, 91, 188
neeud, 425

neewd dégénéré, 428

normal (endomorphisme}, 288
norme

associée & un produit scalaire hermitien,

278
associeé & un produit scalaire, 231
enclidienne, 319

sur un espace vectoriel réel, complexe,
231, 278

noyau

d’une application linéaire, 60
d’'une forme hilinéaire, 297
d’une forme hermitienne, 328

O, 407
O(E), 239

Of(n,

R), 240

Olg), 317
octaddre, 407
opérations élémentaires

sur un systéme d’équations linéaires, 37
sur une famille de vecteurs, 48

orhite

dans 'espace des phases, 421
sous 'action d’un groupe, 343

ordre de multiplicité, 159
orientation, 132

canonique de R", 133
induite, 133

orthogonal

d'un sous-ensemble, 236, 281, 311
endomorphisme, 239
groupe, 240

Pei —al, 16
Pr(A),Pa()), 157

pole

d’une rotation, 405

parabole, 414

paraboloide elliptique, hyperbolique 418
partie linéaire d'une application affine, 388
partition, 351

PENROSE-MOORE(inverse généralisée de), 369
permutation, 109

PGCD, 348

pivot, 39

plan

méthode du, 37
partiel, total 361

affine, 390
vectoriel, 8

point singulier d'un champ de vecteurs, 423
polaire

décomposition, 262
forme, 301

polarisation, 300
polynéme

annulateur, 175
caractéristique, 157
fonction polynéme, 345
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formel, 346 réflexion, 260, 245, 409
minimal, 181 régle d’Ampére, 220

deux & deux premiers entre eux, 161
premiers entre eux, 161, 348
position d’équilibre, 422
prehilbertien (espace), 275
principal (anneau), 341
prisme, 408
produit scalaire, 221
associé & une base, 221
cancnique sur R", 222
canonique sur M, (R}, 222
induit, 226
produit scalaire hermitien, 275
canonique sur ©", 275
produit vectoriel
dans R?, 255
dans un espace euclidien orienté de di-
mension 3, 249
projecteur, 90
parallélement 3 un sous-espace, 59
orthogonal, 257
systeme complet de projecteurs, 91
pyramide, 406, 408

quadrique, 415
quaternions, 342

représentation matricielle, 289
quotient

par une relation d'équivalence, 354

R, 352

racine, 159

racine multiple, 159

radical, 178

rang
d’un systéme linéaire, 142
d'une application linéaire, 59
d'une famille de vecteurs, 80
d’une forme bilinéaire, 297
d’une forme hermitienne, 327,328
d’une matrice, 80
théoréme du rang, 62

réduction de Gauss
d’une forme hermitienne, 276
d’'une forme quadratique, 224, 306

réduction de Jordan, 192

réduction selon les espaces caractéristiques,

184

réduction simultanée
de deux formes hermitiennes, 337
de deux formes quadratiques, 321

relation binaire, 151

relation d’équivalence, 152

repére affine, 391

rg f, 59

rg(d), 296, 297

rotation dans un espace euclidien de dimen-
sion 2 ou 3, 242, 244, 246

RoucHE-FONTENE (théoréme de}, 144

o, 22
Sn, 109
BARRUS (régle de Sarrus), 104
scalaire, 4
SCHMIDT (procédé d’orthonormalisation), 229
scindé {polyndme), 159
sesquilinéaire (forme), 274
signature
d’une forme hermitienne, 331
d’une forme quadratique réelle, 309
d'une permutation, 111
sign(g), 309
similitude, 261
somme barycentrique, 390
somme directe
de deux sous-espaces, 22
de plusieurs sous-espaces, 25
SO(n, R), 241
S0(q), 317
sous-espace
affine, 390
en somme directe, 22, 25
engendré, 8
vectoriel, 6
Spi’(f). 161
spectre, 158
stabilité, 423
SU(h), 332
suites récurrentes, 31
8U (n,T), 283
supplémentaire, 22
surjective {application), 338
SYLVESTER (théordme de), 311, 334
symétrie hermitienne, 276
symétrique (élément), 344
systeme de Cramer, 144
systéme différentiel
a coefficients constants, 172, 380
autonome, 423
méthode d’élimination, 204
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a coefficients constants, 426 dans un espace vectoriel, 384
transport de structure, 91
‘A, 82 transposée
T, 410 d’une application linéaire, 96
tétragdre, 410 d’une matrice, 31, 82
théoréme transposition, 112
d’existence (de bases), 16 trigonalisable (endomorphisme, matrice), 155
de Bezout, 352
de Rouché-Fontené, 146 U(h), 336
des polyndmes annulateurs, 182 -Uin,C), 285
de Bezout, 164 unitaire (endomorphisme, groupe, —) 285
de Cayley-Hamilton, 178
de Cramer, 145 valeur propre, 157
de D’Alembert, 162 VANDERMONDE (déterminant}, 138
de Gaunss, 352 variables libres, 41, 147
de Jordan, 195 Vect{ }, 8
de I’échange, 17 vecteur, 4
de la base incompléte, 16 vecteur propre, 157
du rang, 62 vectorialisé, 385, 394
fondamental des espaces euclidiens, 231 vissage, 402
tore, 361 Vol(v1, ..., Pn}, 133
totalement isotrope, 323 volume, 133
trace d'un endomorphisme, 96
d’une matrice, 30, 96 T (classe de ), 356

transformation orthogonale, 241
gauche, directe, indirecte 242
translation, 5%
dans un espace affine, 392

Y, 411

Zn, 345, 357
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et ouvrage de référence présente un cours complet d'algébre linéaire
recouvrant les programmes du premier cycle des Universités et des Classes
Préparatoires.

L'algébre linéaire a sans doute une place spéciale parmi les disciplines ensei-
gnées en premier cycle. ;

- D'une part parce quelle est utilisée pratiquement dans toutes les branches scien-
tifiques : la physique, I'économie, la chimie, l'informatique... Sa connaissance
fait partie du bagage indispensable au futur chercheur, ingénieur ou agregatif.

- D'autre part en vertu de son caractére pédagogique, car l'algébre et la géométrie
se mélent constamment et I'imagination est sans cesse sollicitée.

Lauteur s'est efforcé de rédiger un ouvrage qui, sans sacrifier a la rigueur,
présente les différents sujets avec clarte et simplicite.

Dans cette nouvelle édition, I'auteur a ajouté des exercices et des problémes,
ainsi que de nouveaux appendices afin de mieux faire comprendre les relations
étroites entre Algebre Linéaire et Géomeétrie : une étude plus fine du groupe
orthogonal, la description du groupe des isométries en dimension 3, une intro-
duction aux groupes cristallographigues.

Un livre pédagogique
Ce livre explique clairement I'algebre linéaire telle gu'elle est enseignée
dans les deux premiéres années de Fac (ou Prépa).
Aucun prérequis si ce n'est bien sdr ceux de terminale S.
C’est donc un livre accessible, progressif, et tres utile !
Quelques exercices corriges.

Treés clair et stimulant
Ce livre est tres clair, et bien organisé, avec une introduction progres-
sive des concepts par un vrai pédagogue.
Un vrai plaisir !

Extraordinairement pédagogique !
Ce livre m'avait été recommandé pour sa clarté et effectivement il
se lit comme un roman, tout est détaillé a I'extréme, il se lit trés rapi-
dement, on comprend tout sur l'algébre linéaire de licence, méme
les zones obscures des cours magistraux deviennent tout d'un coup
parfaitement limpides.

Chez le méme editeur
e Réduction des Endomorphismes,
Boucerta M., Morvan J-M. et R.

e Dualité, Formes quadratiques, Formes hermitiennes,
Boucerta M., Morvan R.

e Topologie des espaces vectoriels normeés,
Couin J-J., Morvan J-M. ET R.

e Probléemes de Mathématiques tome 1, tome 2, fome 3,

Réf. 962
Monna G., Morvan R. ISBN : 978.2.85428.962.6
e Espaces vectoriels, Malrices,
ZAFINDRATAFA G., Morvan R.
www.cepadues.com 9''782854"289626



