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Présentation de la série
« Tous les exercices
de mathématiques »

L’ évolution récente de I’enseignement des disciplines scientifiques dans les C.P.G.E
s’est concrétisée par la définition d’un nouveau programme de premiere année en
2003 et de seconde année en 2004. Un des objectifs de cette évolution a été de com-
bler le fossé grandissant entre la classe terminale et les classes préparatoires. La
progression est explicitement imposée par le nouveau programme qui prévoit notam-
ment « un programme de début de I’année », qui exclut la présentation abstraite des
concepts au profit d’'une démarche fondée sur I’exemple comme point de départ de
la conceptualisation, qui précomnise I approchejalgorithmique en complément de I’ ap-
proche démonstrative et qui légitime la démarche expérimentale en mathématiques
par 'utilisation des logiciels Maple ou Mathematica, logiciels systématiquement uti-
lisés dans de nombreux concours, notamment dans le concours commun « Centrale
- Supélec ». Mais les programmes des classes préparatoires ne sont pas les seuls a
avoir évolué, les programmes de 1’enseignement secondaire ont fait 1’objet d’une
évolution préalable. Enfin, I’attitude nouvelle des éleves face aux disciplines scien-
tifiques rend inefficace 1’approche axiomatique et leur appropriation grandissante de
I’ outil informatique nécessite d’intégrer cet outil a la pédagogie. L’ensemble de ces
changements rend impérative la rédaction de nouveaux ouvrages.

On constate que c’est davantage la structure, 1’ordre des thémes abordés, 1’esprit
du programme qui ont évolué, le fond étant resté relativement stable. Sur ce fond,
que nous n’avons pas la prétention de renouveler, il existe déja une abondante et
excellente littérature ; nous revendiquons une continuité par rapport a nos illustres
prédécesseurs et nous nous sommes largement inspirés de leurs écrits pour y pui-
ser exercices et sujets en nous efforcant de les présenter en parfaite cohérence avec
I’esprit du programme actuel. Car cette nouvelle collection répond & une nécessité :
entierement rédigée apres la parution des nouveaux programmes et le début de leur
mise en ceuvre, elle garantit une parfaite compatibilité entre la rédaction des ouvrages
et les préconisations du programme. .. ce que n’aurait pu assurer sans risque d’ano-
malies une simple remise en forme d’une rédaction antérieure. Tous les ouvrages de
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cette collection sont écrits trois ans apres 1’apparition des nouveaux programmes et
en respectent scrupuleusement 1’esprit.

Les rédacteurs ont enseigné et interrogé dans le cadre de I’ancien et du nouveau pro-
gramme, ils percoivent donc parfaitement 1I’importance de I’évolution. Leur expé-
rience de 1’enseignement en classes préparatoires et a I’Université, leur interven-
tion réguliere en « colles », leur participation aux concours comme interrogateurs
a ’oral et/ou correcteurs a 1’écrit permettent d’affirmer qu’il s’agit d’équipes tres
« professionnelles ». L’équilibre entre la pluralité des approches qui enrichit le fond
et la cohérence de la forme qui renforce I’efficacité est le résultat d’un véritable
travail collaboratif, d’une maitrise d’ceuvre rigoureuse et de sources d’inspiration
précieuses. .. citons particulierement pour les exercices d’oral la Revue de Mathé-
matiques Spéciales, I’ Officiel de la Taupe et les Archives des Professeurs de Spé du
Lycée Henri Poincaré de Nancy en particulier celles constituées par Walter APPEL.

Cette collection a I’ambition de faire bénéficier le lecteur de 1’expertise profession-
nelle des rédacteurs, chaque ouvrage est donc rédigé avec un souci de rigueur et de
clarté au service de la pédagogie, souci qui s’exprime dans quelques principes :

— La qualité de rédaction aboutie exigée des éleves nécessite que les auteurs soient
eux-mémes exemplaires dans leur rédaction, aussi bien celle des énoncés que
celle des corrigés. Un soin tout particulier est apporté a I’écriture des éléments
«logiques » : précis et sans ambiguité, le style traduit explicitement les connexions
logiques, implication, nécessité, suffisance. .. dans un souci permanent de rendre
explicite ce qui, ailleurs, reste parfois implicite.

— Les corrigés proposés sont toujours complets et commentés quand il le faut,
en privilégiant les solutions méthodiques et raisonnables aux approches « astu-
cieuses » et « miraculeuses ». L’expérience prouve en effet qu’un corrigé trop
«brillant » inquiete 1’éleve qui se sent incapable de la méme performance et ne lui
apprend rien de la démarche constructive qui peut amener a une solution lorsqu’on
possede une maitrise suffisante des concepts. L’expérience montre aussi la vertu
du contre-exemple. .. il en est fait un usage courant.

— La présence de rappels de cours synthétiques est nécessaire pour replacer les exer-
cices dans leur contexte théorique sans avoir a quitter I’ouvrage en cours de lecture,
pour fixer aussi quelques notations choisies parmi les standards. Mais ces éléments
de cours ne se substituent en rien a 1I’enseignement magistral ou aux ouvrages de
référence, ils constituent seulement un « minimum conceptuel » immédiatement
disponible pour aider la compréhension des exercices qui restent la matiere essen-
tielle de I’ouvrage.

— La volonté de respecter I’esprit des nouveaux programmes privilégie la présenta-
tion de sujets récents (de 2004 a 2007) en respectant scrupuleusement la forme de
leur rédaction : aucun toilettage rédactionnel ne doit en masquer 1’originalité, voire
la difficulté. Le respect du lecteur exige sa mise en situation réelle de concours.
Toutefois ces énoncés sont commentés et expliqués pour rassurer le lecteur en lui
montrant que sous des traits parfois déroutants on peut retrouver des « visages
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connus ». Certains exercices proposés aux concours avant 2003 figurent également
dans cette collection en raison de leur intérét ; ils sont alors rédigés sous une forme
compatible avec le programme actuel.

Si ces principes généraux sont respectés dans I’ensemble de la collection, la plus
grande maturité des éleéves de deuxieme année justifie quelques différences entre les
ouvrages de premiere et de deuxieéme année. L’éleéve de premiere année peut avoir des
difficultés a choisir seul, avec discernement, des sujets d’écrits dans les annales. Les
ouvrages de premiere année présentent donc une sélection d’extraits de problemes
d’écrits. L’éleve de deuxieme année, plus mir, est capable de trouver lui-méme des
sujets d’écrit, les ouvrages de deuxieéme année n’en présentent donc pas. Cette plus
grande maturité explique aussi le choix qui a été fait de présenter en deuxieéme année
un bon tiers des exercices d’oral dans leur rédaction d’origine, sans commentaires
explicatifs, pour placer I’éleve au plus pres de la situation réelle du concours ; bien
entendu, le corrigé est toujours rédigé clairement, avec toutes les indications et tous
les commentaires que nécessite leur compréhension. L’ objectif essentiel est le res-
pect des éleves que I’on met dans une situation proche de celles des concours tout
en les guidant dans la correction. Il semble également que des ouvrages spécifiques
suivant les programmes (MP-MP*, PC-PC* et PSI-PSI*) soient justifiés en Mathé-
matiques Spéciales alors qu’ils ne le sont pas en premier semestre de Mathématiques
Supérieures. Mais, quels que soient les ouvrages, les auteurs ont réalisé un travail de
sélection important parmi la-multitude d’exercices disponibles pour proposer ceux
qu’ils consideérent comme les plus significatifs : certains sont sélectionnés pour leur
intérét pédagogique, leur géncralité, leurs déclinaisons possibles. .. d’autres sont pré-
sentés essentiellement pour donner une idée fidele de « I’état de I’art actuel » des
exercices d’oral et faire 1’objet de commentaires au profit des futurs candidats.

On aura compris que les ouvrages de cette collection sont avant tout au service
des éleves pour lesquels elle constitue un véritable outil pédagogique d’appren-
tissage et d’entrailnement en vue des concours. Ces ouvrages devraient également
convaincre les éleves de 1’étendue des points abordés dans les sujets d’oral et d’écrit,
qui couvrent réellement les programmes de premiere et de deuxieme années. Mais
les enseignants des C.P.G.E pourront aussi utiliser cette collection comme support de
travaux dirigés et comme référence. Enfin, les examinateurs disposeront avec cette
collection d’exemples de vrais sujets d’oraux donnés récemment ; les commentaires
qui en sont faits pourront inspirer leur propre démarche pour une évaluation efficace
et progressive des candidats.

Pour conclure cette présentation, on me pardonnera d’utiliser un ton plus personnel.
Maitre de conférences et agrégé en Mathématiques, j’ai souhaité partager plusieurs
années d’expérience en assurant la maitrise d’ceuvre des ouvrages de cette collection.
Quinze années de participation a différents concours en tant que correcteur d’écrit
et examinateur d’oral, m’ont permis de bien connaitre la littérature existante et de
bien observer I’évolution de ’attitude des éleves qui sont soumis, toujours davan-
tage, a des sollicitations nombreuses et diverses, sollicitations qui ne facilitent pas
la concentration et peuvent, parfois, les géner dans la maitrise de I’ensemble des
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techniques. La nécessité ressentie d’ouvrages adaptés, I’enthousiasme face a 1’idée
de les rédiger, I’'impossibilité de réaliser seul un tel travail, m’ont conduit a réunir
des équipes de rédaction et a assurer la maitrise d’ceuvre du projet tout en partici-
pant activement a I’écriture. Au-dela de I’ambition de réaliser un travail de qualité, il
s’agit d’une expérience humaine inoubliable.

Trois personnes ont contribué a la réalisation de ce projet et je souhaite, au sens
propre, leur donner le dernier mot : merci.

Merci a Eric d’Engenieres, éditeur chez Dunod, qui m’a accordé sa confiance, a su
m’encourager par la qualité de nos échanges et a pu me guider par des conseils et
suggestions toujours formulés de maniere chaleureuse.

Merci a Hervé Coilland, directeur de I'LU.T Nancy-Charlemagne et Vice-Président
de I’Université Nancy 2 qui a toujours trouvé le temps pour des discussions ami-
cales au cours desquelles se précisent les objectifs, s’échangent les idées et s’affinent
quelques points de rédaction.

Merci, infiniment, a Nezha, ma femme, qui accepte que beaucoup de temps soit
consacré a ce projet, qui préserve autour de moi le calme nécessaire a une entreprise
rédactionnelle, qui m’encourage et me conseille dans les phases les plus critiques et
dont I’amour est un soutien permanent.

Nancy, le 15 février 2008
El-Haj LAAMRI
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Avant-propos

Ce livre couvre le programme d’algebre et de géométrie de deuxieme année PC et
PSI, et poursuit la démarche rédactionnelle entamée avec les ouvrages de premiere
année. Comme pour I’ensemble de la collection, le respect du programme officiel
est un principe que nous avons suivi a la lettre. Ainsi, tout exercice et tout rappel de
cours faisant appel a une notion qui n’est pas commune aux programmes de PC et PSI
est signalé de facon explicite. Par ailleurs, le programme prévoit la reprise et 1’ap-
profondissement en deuxieme année de certains points abordés en premiere année :
espaces vectoriels, applicationg/linéaires. calcnl matriciel, déterminants, étude affine
et métrique des courbes, espaces euclidiens. Nous avons mis a profit cette possi-
bilité€ pour que le présent ouvrage, tout en étant sans ambiguité destiné aux éleves
de deuxieme année, présente plusieurs chapitres utilisables en premiere lecture des
le deuxieme semestre de premiere année et pour les « révisions estivales » entre la
premiere et la deuxieme année.

Les premiers chapitres traitent des espaces vectoriels et des applications linéaires,
puis du calcul matriciel. Les notions nouvelles de sommes directes, de trace et de
matrices semblables sont illustrées par de nombreux exercices. De manicre délibé-
rée, les exercices proposés ont été sélectionnés pour clarifier et maitriser 1’articula-
tion entre le point de vue matriciel et le point de vue vectoriel, plus géométrique. Ces
chapitres permettent de réviser et d’approfondir le programme de premiere année
tout en donnant une vue réaliste des exercices donnés a I’oral. Les systemes linéaires
et les déterminants nous ont permis, par les exercices choisis, de montrer 1’effica-
cité d’une démarche méthodique sur des exemples simples qui s’appuient sur les
acquis premiere année. Le passage a la dimension n supérieure a 3 justifie pleine-
ment I’approche conceptuelle, complément impératif de I’approche technique anté-
rieure. La réduction des endomorphismes est un point essentiel du programme de
deuxieéme année en raison de son intérét pour la formation de I’éleve (toutes les
notions d’algebre linéaire sont sollicitées), de son intérét pour la préparation aux
concours (toutes les épreuves de concours, ou presque, abordent ces questions) et de
son intérét pour 1’évolution future de 1’éleve-ingénieur qui rencontrera ces notions
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utilisées dans de nombreux domaines scientifiques. Les espaces préhilbertiens et
euclidiens réalisent une synthése encore plus profonde entre les outils techniques
et la démarche conceptuelle. Nous avons tenté de rendre compte par les rappels de
cours et le choix des exercices de la richesse de ces concepts en privilégiant 1’ap-
proche méthodique et en montrant a I’éleve les vertus unificatrices de notions qui
dépassent largement la géométrie et s’appliquent aussi bien a 1’analyse qu’a I’al-
gebre. Dans le chapitre « quadriques et coniques », la classification et la méthode de
réduction sont présentées de fagon détaillée et illustrées par de nombreux exemples.
Notre expérience d’examinateurs d’oral nous montre que les courbes polaires et para-
métrées sont souvent négligées par les éleves. Par des exercices venant de tous les
concours, nous souhaitons leurs montrer que cette négligence est risquée. Nous avons
rédigé ce chapitre de maniere progressive en y intégrant les éléments de programme
de premiere année pour construire un ensemble complet et autonome. Le chapitre
suivant traite des surfaces définies par un paramétrage ou par une équation carté-
sienne. C’est sous I’éclairage de ce double point de vue que sont abordées les notions
fondamentales de vecteur normal et de plan tangent en un point régulier. Un choix
judicieux et progressif d’exercices de concours permet aux étudiants de se familiari-
ser avec les surfaces usuelles. Le dernier chapitre intitulé « compléments de géomé-
trie » regroupe des exercices de tous les concours abordant les questions de géomé-
trie (affine, euclidienne, isométries affines et vectorielles, lieux géométriques, calcul
d’extrema). Absentes des programmes de deuxieme année, ces notions ne sont pas
absentes des concours. Enfin, fous avons apporté un soin tout particulier aux figures
qui illustrent ces derniers chapitres.

Les premiers chapitres, par leur contenu et leur structure, marquent la transition entre
les principes rédactionnels et pédagogiques propres aux ouvrages de premicre année
et ceux utilisés pour les ouvrages de deuxieme année. En premicre année, nous avions
choisi de présenter et d’illustrer de fagon linéaire chaque nouvelle notion 1’une apres
I’autre. Nous nous adressions alors a des lecteurs sortant des classes terminales et
encore peu autonomes dans leur approche. En deuxieéme année, nous avons choisi
de présenter globalement 1’essentiel des notions d’un chapitre puis de progresser par
étapes vers une compréhension et une maitrise de plus en plus approfondies. Chaque
chapitre est donc constitué de trois parties :

— une présentation synthétique de I’essentiel du cours suivie d’exercices d’assimila-
tion immédiate, dans lesquels chaque nouvelle notion est testée, sans complication
inutile a ce niveau, dans un contexte qui permet d’identifier clairement une et une
seule difficulté et de la résoudre, en respectant une sorte de « reégle des trois uni-
tés » : un exercice, une difficulté, une solution ;

— des exercices d’entrainement dont la rédaction progressive et le découpage en
questions ont pour objectif d’amener le lecteur a la compréhension en le confron-
tant de fagon progressive aux difficultés propres a la notion étudiée ;

N

— des exercices d’approfondissement destinés a mettre 1’éleve en situation de
concours , avec la nécessité pour lui de faire preuve de compréhension, d’initia-
tive, d’intuition et de maitrise technique.
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La lecture d’un tel chapitre n’est donc plus nécessairement linéaire. La structure est
parfaitement adaptée a des lecteurs de niveaux variés qui pourront éventuellement
passer directement a une forme d’auto-évaluation en se concentrant sur les exercices
d’approfondissements ou, au contraire, progresser pas a pas avec les exercices d’as-
similation.

Si les éleves de deuxieéme année ont pu gagner en autonomie, il n’en reste pas
moins que leurs niveaux de compétence et de compréhension restent tres hétéro-
genes. Ainsi, entre des « 3/2 » qui découvrent le programme pour la premiere fois
et n’ont encore été confrontés a aucun concours, des « 5/2» qui ont déja étudié le
programme mais ont échoué a leur premiére expérience et des « 5/2 » déja admis a
des concours mais dont I’ambition les amene a viser encore plus haut, les différences
sont tres fortes. Ce sont ces différences, constatées en particulier lors des séances
de « colles », qui nous ont amenés a cette rédaction permettant plusieurs niveaux de
lecture et d’utilisation de I’ouvrage.

Entre les chapitres eux-mémes, le programme de deuxieme année n’impose pas
d’ordre ni de découpage, contrairement au programme de premiere année. Cette
liberté nous a permis de choisir une progression qui nous semblait la plus adaptée
et la plus équilibrée. Chaque étape présente un nombre de notions nouvelles accep-
table pour une perception d’ensemble compatible avec la structure des chapitres. 11
n’y a pas que la hauteur des étages qui fait la difficulté d’un escalier : la hauteur
acceptable des marches et leur fégularité peut faciliter I’ascension... Nous avons
donc retenu une progression ui nous semble adaptée, sans affirmer pour autant
que d’autres progressions sont a rejéter. Notre diversité d’expérience, avantage de
la rédaction collective, nous amene d’ailleurs a utiliser différentes progressions dans
nos pratiques d’enseignement. Il reste ensuite le choix le plus difficile : face a I’infi-
nité d’exercices possibles et au temps fini dont disposent les éleves pour préparer les
concours, que proposer ? Quelques principes ont guidé notre sélection :

respecter le parti-pris de progressivité en donnant des exercices qui permettent
d’assimiler, puis de s’entrainer et enfin d’approfondir ;

— donner une vue précise et réaliste d’exercices qui « tombent a ’oral » en s’ap-
puyant en particulier sur une veille attentive des sujets donnés a I’oral dans plu-
sieurs concours depuis plusieurs années ;

— privilégier les exercices « génériques » dont la maitrise donne les clefs de nom-
breux exercices (comme il avait déja été annoncé en avant-propos des ouvrages
de premicre année : habituer les éleéves a reconnaitre les « visages connus » sous
leurs différentes apparences) ;

— profiter du « nomadisme » des exercices constaté entre des concours différents
et ne pas hésiter a proposer un sujet de MP si son intérét pédagogique le justifie,
sachant que ce mé&me sujet peut apparaitre plus tard en PC ou PSI...

— convaincre les éleves que les oraux couvrent tout le programme des deux années.

Pour éviter I’arbitraire des préférences personnelles lors d’une rédaction collective,
une référence incontestable et « objective » est nécessaire : nous avons choisi pour
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référence la réalité des exercices donnés a I’oral, principalement depuis 2004, date
d’application du nouveau programme. Mais ces exercices ont pour objectif le « clas-
sement » des éleves et non leur formation. Dans un ouvrage d’apprentissage quoti-
dien, certaines retouches se sont avérées nécessaires : lorsqu’ils utilisent ce livre, les
éleves sont en cours de formation et pas encore en concours ! Notre expérience d’en-
seignants d’abord, de « colleurs » ensuite, d’examinateurs enfin, nous a permis d’ob-
server en situation réelle, dans différentes classes, les éleéves face a ces exercices. . .
ce qui nous a convaincus de la nécessité d’en faire évoluer la rédaction pour qu’ils
passent du statut d’exercice d’oral au statut d’exercice pédagogique. Notre expé-
rience nous a permis cette adaptation sans, en aucune maniere, dénaturer ces exer-
cices. La rédaction retouchée de certains exercices répond a la fois a un objectif péda-
gogique et psychologique. Objectif pédagogique de guider I’éleve par une rédaction
détaillée qui fasse apparaitre de facon explicite les difficultés et les techniques a mai-
triser. Objectif psychologique de rassurer I’éléve en I’amenant a résoudre seul une
majorité de questions en favorisant ainsi le développement de son autonomie. Si un
sujet a été donné a plusieurs concours, nous avons toujours choisi la version qui nous
semblait la plus pédagogique, la plus détaillée. Nous avons également regroupé cer-
tains énoncés d’oral qui nous semblaient complémentaires ou permettaient de donner
un apergu des sujets régulicrement abordés a I’écrit. Quant aux éléments de cours,
chacun sait que ce qui est élégamment écrit dans un cours a la rédaction parfaite
n’est pas toujours aussi clair dans I"esprit des éleves. .. et nous n’avons pas hésité,
parfois, a sacrifier I’élégance de 1a rédaction a la redondance lorsque cette derniere
nous permettait de rendre explicites des notions souvent restées implicites.

C’est en premier lieu aux éleves des classes préparatoires MP, MP*, PC1, PC2 et PC*
du Lycée Henri Poincaré et PSI et PSI* du Lycée Henri Loritz de Nancy que nous
adressons, collectivement, nos remerciements. Ils ont en effet largement contribué
par leurs réactions, leurs questions, leurs erreurs et leur compréhension a guider nos
efforts de présentation des exercices, de clarification des questions, de simplification
des corrigés.

Toujours aussi enthousiasmante cette aventure rédactionnelle est aussi une aventure
humaine dans laquelle nous avons été aidés.

Aidés matériellement par I’ Institut Elie Cartan de Nancy qui nous a permis d’utiliser
ses moyens informatiques et ses ressources documentaires.

Aidés par I'IREM qui nous a donné un acces privilégié a ses ressources documen-
taires, ainsi que par I'LU.T Nancy-Charlemagne dont la bibliothéque nous a toujours
recus avec sourire et efficacité.

Aidés également par le Lycée Henri Poincaré de Nancy qui nous a accueillis chaque
samedi matin, de septembre a mars, dans une salle équipée de moyens informatiques.
Aidés enfin par trois collegues du Lycée Henri Poincaré, Gilles Demeusois, Michel
Eguether et Edouard Lebeau qui nous ont lus en détail et dont les remarques ont sen-
siblement amélioré le présent ouvrage.

Que tous soient sincérement remerciés.
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Notre collegue de I'Institut Elie Cartan de Nancy, Frangoise Géandier, a relu une
partie du manuscrit... et a du supporter dans notre bureau commun la présence de
I’ensemble de 1’équipe. Nous la remercions et nous lui demandons de nous excuser
pour le désordre conséquent.

Il est inévitable que certaines erreurs aient échappé a la vigilance de tous ceux qui
ont lu cet ouvrage. Nous en assumons seuls la responsabilité et nous espérons que
ceux qui en découvriront voudront bien nous faire part de leurs remarques a 1’adresse
suivante Elhaj.laamri @iecn.u-nancy.fr.

Enfin, si dans cette aventure humaine certaines personnes nous ont aidés, il en est
sans qui rien n’aurait été possible. Nos compagnes, par leur infinie patience, leur
soutien sans faille et leur attentive présence ont joué un role essentiel dans 1’abou-
tissement de ce projet. Au moment de mettre un point final a cet ouvrage c’est vers
elles que nos pensées se tournent.

Nancy le 15 avril 2008
El-Haj Laamri, Philippe Chateaux, Gérard Eguether, Alain Mansoux,
David Rupprecht, Laurent Schwald

Les exercices qui nous ont semblé les plus difficiles sont signalés par un ou deux
symboles .
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Espaces vectoriels
et applications linéaires I

Les exercices de ce chapitre portent sur une partie du cours qui pour son essentiel a
été vue en premiere année. Les notions de famille génératrice, famille libre et base
sont simplement étendues au cas des familles infinies. La notion plus nouvelle de
somme directe est détaillée dans les rappels de cours et fait I’objet de plusieurs exer-
cices. Les exercices d’assimilation et d’entrainement sont dans leur grande majorité
abordables des le second semestre de la premiere année. Ce chapitre constituera éga-
lement un excellent support pour les révisions estivales. Les exercices d’approfon-
dissement seront tres utiles lors de la reprise de ce chapitre en deuxieéme année.

1.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

Dans tout ce qui suit, K est le corps R ou C.

1.1.1 Familles libres, fantilles génératrices, bases

e Soit £ un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble (éventuellement infini)
et F = (x;);cs une famille d’éléments de E.
o On dit que la famille F est libre lorsque pour toute partie finie J de I et pour
toute famille (A;);c; d’éléments de K, on a :

Z/\,‘Xl' =0g=Vic J, A =0k

ieJ
o On dit que la famille F est génératrice de F lorsque pour tout x élément de E
il existe une partie finie J de / et une famille (A;);c; d’éléments de K, telles que :

X = Z )\ixi.
icJ
o On dit que la famille F est une base de E lorsque c’est une famille libre et
génératrice.
¢ Espace vectoriel de dimension finie

o On dit que E est de dimension finie lorsque £ admet une famille génératrice
finie.
o Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, alors
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1) E admet une base ;
2) toutes les bases de E ont méme cardinal appelé dimension de E ;

3) toute famille libre peut étre complétée en une base de E (théoreme de la base
incomplete).

o Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit F une famille
de n éléments de E. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1) F est une famille libre de E ;
2) F est une famille génératrice de E ;
3) F estune base de E.

o Exemples

Soient n et p dans N*,

o Le K-espace vectoriel (K", +, -) est de dimension .

o Le K-espace vectoriel (K, [X], +, -) est de dimension n + 1.

o Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives n et p, le
K-espace vectoriel (L(E, F),+, -) des applications linéaires de E dans F est de
dimension finie np.

o Le K-espace vectoriel M,,,(K) est de dimension np.

o Le K-espace vectoriel (K [X],+, ) n’est pas de dimension finie.

o Le K-espace vectoriel des suites a valeurs dans K et le K-espace vectoriel des
fonctions de classe C¥(1) i valeurs dans [, ou / est un intervalle de R non réduit
a un point, sont des espaces vectoricls qui ne sont pas de dimension finie.

On considere une suite (P )iy de polyndomes de K [ X] telle que pour tout k dans
Nonadeg P, = k.

1) Montrer que pour tout n dans N la famille (Py)o<k<, €st une base de K, [X].

2) Montrer que (Py)ren est une base de K [X].

n
1) Soit (A, ..., A,) dans K" tel que (1) Z Ay P, = 0 . Raisonnons par I’absurde
k=1
et supposons que les A; ne sont pas tous nuls. Soit alors p le plus grand des entiers

k dans [[1,n] tel que A est non nul. Puisque pour tout k£ dans N on a deg P, = k,
n

on en déduit que deg(z A Pr) = p et par conséquent ce polyndome est non nul.
k=0

Ce qui contredit (1). La famille (Px)o<k<n est libre et de cardinal n + 1 dans un

espace vectoriel de dimension n + 1, c’est donc une base de K, [ X].

2) e Montrons que la famille (P;); <y est libre.
Soit J une partie finie de N. Montrons que la famille (P;);c; est libre. Comme
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J est finie, il existe n dans N tel que J C [[0,n] et par conséquent, la famille
(P;j)jes est une sous-famille de (P, ..., P,). Comme on a déja montré que cette
derniere famille est libre et qu’une sous-famille d’une famille libre est libre, on en
déduit que la famille (P;) ;¢ est libre.

Le résultat est vrai pour toute partie J finie de N. On en conclut que la famille
(P;)icn est libre.

o Montrons que la famille (P;); < est génératrice.

Soit P dans K [X]. Soit n le degré de P. Le polyndome P est dans K, [ X] et s’écrit
donc comme combinaison linéaire de la famille (P, ..., P,), puisque d’apres le
résultat précédent la famille (P, ..., P,) est une base de K, [X]. Il s’écrit donc
comme une combinaison linéaire finie de la famille (P;);cn.

On a ainsi montré que la famille (P;);cn est une base de K [X].

Exemples de bases de K[X] : Soit a € K, les famille (X — a)"),en et
(X —a)
n!
dans les exercices.

CCP PC 2006
Soit n dans N* et soit (a, b) dans R* tel que o = b.
1) Justifier que la famille 3 = ((X e a)k)0<k<2n est'une base de R,,, [X].

) sont des bases de K[X] qui rendent souvent de bons services
neN

2) Déterminer les coordonnées de (X — a)"(X — b)" dans la base B.
Indication de la rédaction : remarquer que X —b = X —a + (a — b).

1) On déduit de I’exercice 1.1 page 2 que la famille B est une base de Ry, [X]. On
peut également utiliser la formule de Taylor : tout polyndme P de R;, [X] s’écrit
»_ N PY@

B k!
k=0
elle est de plus de cardinal 2n+ 1 dans un espace de dimension 2n + 1, on en déduit
que c’est une base de Ry, [X].

(X — a)*. Ceci montre que la famille B est génératrice. Comme

2) On peut essayer d’utiliser la formule de Taylor mais les calculs ne sont pas com-
modes. Comme X — b = X — a + (a — b), on a d’apres la formule du bindme de

Newton (X — b)" = (’;) (X — a)*(a — b)"*. On en déduit que
k=0

n

(X —a) (X —b)" = Z (Z) (X — a)"*(a — by *.

k=0
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Le changement d’indice i = n + k montre alors que
n n - h i 2n—i
(X —a)" (X — b) :; (i_n>(X—a) (a — by,
On obtient alors les coordonnées Ay, . . ., Ay, de (X — a)"(X — b)" dans la base B
0 si ke[0,n—1]

A = <” >(a—b)2"_k si k€ [n,2n]]
k—n

Exercice 1.3

Soit £ = F(R, R) et soit a dans R. On considere la fonction f, définie pour tout
x € Rpar f,(x) = ¢**. Montrer que la famille £ = (f,).cr est une famille libre
de E.

Montrons que toute sous-famille finie de £ est libre. Pour cela, on va procéder par
récurrence sur le cardinal des sous-familles finies de £. Soit £; une sous-famille
L de cardinal 1. Cette famille contient une seule fonction f,, cette famille est libre
puisque cette fonction n’est pas nulle. Soit n > 2 un entier naturel. On suppose que
toute sous-famille £,,_; de £ de cardinal n — 1 est libre. Soit alors £ = (f4,,- .., fa,)
une sous-famille de £. Quitte 4 réindexer la famille (@, . . . ,a,) et comme tous les a;
sont distincts on peut supposer que «a,, est strictement plus grand que tous les autres

n
a;. Soit alors (ay, . .., a,) dans R" tel que Z a; f,, = 0. Cette somme de fonctions
i=1
admet pour limite 0 en +oo puisque elle est constamment nulle. Pour la mé&me raison,

n n

ona lim e~ " a;f,(x) = 0etonen déduit que lim > a;e™ " =0.0r

X—+00 i— X—+00 i—

chacun des termes de cette somme tend vers 0 sauf le n-iéme qui tend vers «,. On
n—1

en déduit que @, = 0. On a alors Z a; f;, = 0 et comme la famille (f,,, ..., f4,_,)
i=1

est de cardinal n — 1, par hypothese de récurrence, elle est libre. On en déduit que

finalement pour tout k dans [1,r]], on a ¢y = 0. On a montré par récurrence que

toute sous-famille finie de 5 est libre, ce qui montre que la famille 3 est libre.

1.1.2 Sous-espaces vectoriels

Soit (E, +, -) un K-espace vectoriel et soit F' une partie de E.
Sous-espaces vectoriels

¢ On dit que F est un sous-espace vectoriel de E lorsque

(i) la partie F' est non vide,
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(ii) pour tout (x,y) € F 2 x+ y € F, (stabilité pour la loi +),

(iii) pour tout x € F ettout A € K, Ax € F (stabilité pour la loi externe).

e Pour que F soit un sous-espace vectoriel de E, il suffit que F vérifie I’'une des
propriétés suivantes :

(i) la partie F' est non vide et pour tout (x, y) € F?ettout A € K, x + Ay € F;
(ii) il existe une famille (ey, ..., e,) de vecteurs de E telle que

F = Vect(ey,...,e,);
(iii) la partie F est le noyau ou I’image d’une application linéaire ;
(iv) la partie F' est une somme ou une intersection de sous-espaces vectoriels
connus.

Dimension d’un sous-espace vectoriel

o Si E est de dimension finie, alors tous les sous-espaces vectoriels de E sont de
dimension finie.

o Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E avec G de dimension finie. Si
FCcGetdimF =dimG alors F = G.

o Formule de Grassmann Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Si F et G sont de dimension finie, alors le sous-espace vectoriel F + G est de
dimension finie et on a dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Soit n un entier supérieur Qi égal a 2 et soit £/ = R, [ X]. Soit H I’ensemble des
polyndmes P de E tels que P (1) = P/(1) =£0.

1) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E.

2) Montrer que P appartient 2 H si et seulement si (X — 1) divise P.

3) Donner une base de H et déterminer sa dimension.

1) L’ensemble H est une partie non vide de E car elle contient le polynéme nul.
Soient P et Q dans H, soit A dans R. Soit R le polyndme égal 2 P + AQ. On a
R(1) = P(1) + AQ(1) = 0 et de la méme fagon R'(1) = P'(1)+ AQ’(1) = 0.

On a bien montré que H est un sous-espace vectoriel de E.
2) Soit P dans E. Le polyndme P est dans H si et seulement si 1 est racine double

de P, ce qui signifie exactement que P appartient 2 H si et seulement si (X — 1)
divise P.

3) Soit P dans H, il existe un polyndéme de degré inférieur ou égal a n — 2 tel que
P(X) = (X — 1)>Q(X). Plus précisément, il existe (ag, - - - ,a,_») dans R" ! tel

n—2 n—2
que O(X) = Za,»Xi, ce qui montre que P(X) = Za,»Xi(X — 1)2 et donc la
i=0 i=0

famille F = (X — )%, X(X — 1)?,..., X" 2(X — 1)) est génératrice de H. En
outre, la famille F est échelonnée en degré, elle est donc libre.
La famille F est une basede H etdim H =n — 1.
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Soit E un espace vectoriel. Soient L, M et N trois sous-espaces vectoriels
de E.

1) Montrer que (LN M)+ (LN N)C LN (M + N).
2) Montrer qu’on n’a pas toujours I’égalit¢ LN (M + N)=(LN M)+ (LN N).

1) Soit x dans (L N M) + (L N N). Il existe alors x; dans (L N M) et x, dans
(LN N)tels que x = x1 + x,. Comme x; et x, sont dans L qui est un sous-espace
vectoriel, on en déduit que x est dans L. Par ailleurs (x1,x;) est dans M x N,
donc x appartient a M + N. Ainsi x appartient a L N (M + N), d’ou I’inclusion
(LNM)+(LNN)CLN(M+N).

2) Il suffit de considérer trois droites vectorielles Dy, D, et D3 deux a deux distinctes
dans le plan R?. En effet, (Dy + D3) = R2, et D; N (D, + D3) = Dy, tandis que
Dy N D, et D; N D3 sont réduits au vecteur nul.

1.1.3 Applications linéaires

&

i

o

Soient E et F deux K-espaces vectoriels.

e On dit qu’une application u de E dans F est linéaire lorsque pour tout
(x,y) € E*ettout (a, B) € K2, u(ax + By) = au(x) + Bu(y).

Notation On note L(E, F) I’ensemble des applications linéaires de E dans F.

¢ Noyau et image d’une application linéaire Soit u dans L(E, F).

o L’ensemble {x € E | u(x) = Op} est un sous-espace vectoriel de £ qu’on
appelle noyau de u et qu’on note Ker u.

o L’ensemble {y € F | 3x € E tel que u(x) = y} est un sous-espace vectoriel
de E qu’on appelle image de u et qu’on note Im u.

¢ Construction d’applications linéaires Soit (¢;);c; une base de E et soit ( f;);c;
une famille quelconque d’éléments de F. Il existe une unique application linéaire
u dans L(E, F) telle que pour tout i dans / on a u(e;) = f;.

¢ Application linéaire injective, surjective, bijective Soit u € L(E, F).

o L’application u est injective si et seulement si Keru = {Og}.

o L’application u est surjective si et seulement si Imu = F.

¢ Isomorphisme

o On dit que I’application linéaire u est un isomorphisme lorsque u est bijective.

o On dit que E et F sont isomorphes lorsqu’il existe un isomorphisme de E
vers F.




© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

1.1 L’essentiel du cours et exercices d’assimilation o

o L’application u est un isomorphisme si et seulement si I’image d’une base de E
par u est une base de F.

o Tout supplémentaire du noyau de u est isomorphe a I’image de u.
Cas de la dimension finie On suppose que E est de dimension finie.

e Théoréme du rang : Soit u dans L(E, F). L'image de u est de dimension finie,
on appelle rang de u la dimension de Im # que 1’on note rgu et on a

dim(Imu) + dim(Ker u) = dim E.

¢ On suppose que E et F sont de dimension finie.

o Sidim E = dim F, alors u est bijective < u est injective < u est surjective.
Mise en garde : Ce résultat est faux si dim E # dim F ou si les deux espaces ne
sont pas de dimension finie.

o Soit Bg une base de E et Br une base de F. L’application linéaire u est
bijective si et seulement si la matrice Mp,5,(4) est inversible et on a alors

_ -1
Mp,p,(u™") = (M5, () .
Le dernier résultat permet de ramener la question de la bijectivité d’une applica-

tion linéaire a I’étude de I'inversibilité d’une matrice. On peut alors utiliser les
techniques rappelées page 46.

Soit E = K[X]. Soient les applications linéaires ¢ et ¢ définies sur E par
o(P)= P’ ety(P)= XP.
Les applications ¢ et i/ sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

o [1 est clair que Ker ¢ est I’ensemble des polyndmes constants. L’ application ¢ n’est
pas injective. En revanche, elle est surjective puisque tout polyndme admet une pri-
mitive polyndmiale. Finalement, ¢ n’est pas bijective puisqu’elle n’est pas injective.
e Pour tout polyndme non nul P, on a deg(¢/(P)) = deg(P) + 1, on en déduit que le
polynome 1 n’est pas dans Im ¢. Ceci montre que I’application ¢ n’est pas surjective.
La méme relation sur le degré montre que le noyau de ¢ est réduit au polyndme nul.
L’application ¢ est injective. Puisque ¢ n’est pas surjective, elle n’est pas bijective.

Remarque

Les deux exemples ci-dessus montrent bien que si f est un endomorphisme d’un
espace vectoriel E, la chaine d’équivalence : « f est bijective < f est injective <
f est surjective », n’est vraie que si E est de dimension finie.
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Soientn > 2et f : R,[X] — R, [X] qui a P associe

f(P)=XP()+(X 2 _ 4)P(0). Montrer que f est linéaire et trouver dim Ker f
etdimIm f.

e Soient P et Q dans R, [X] et soient @ et S dans R.On a:
f(@P+BQ) = X(aP +BO)1)+(X* — 4)(aP +B0O)0)
= X(aP(1)+ BQ(1) + (X* — 4)(aP(0) + BQ(0))
= a(XP(1) +(X* = HP(0)) + BXQ(1) +(X* = 4)0(0))
=af(P)+Bf(Q).
On a ainsi montré que f est linéaire.

e Déterminons le noyau de f. Comme un polynome est nul si et seulement si tous
ses coefficients sont nuls, f(P) = 0 si et seulement si P(1) = P(0) = 0, ce qui
équivaut a2 X(X — 1) divise P. Comme n est supérieur ou égal a 2, il existe alors
QO dans R, _, [X] tel que P(X) = Q(X)X(X — 1). On en déduit I’existence de
n—2
(ag,...,a,_») dans R"2 tel querl (X) = Zc/kX/‘X(X — 1). Ceci montre que la
k=0
famille (X(X — 1),... ,X”‘1 (X = 1)) est une famille ténératrice de Ker f. Comme
elle est étagée en degré, elle est libre et c’est donc finalement une base de Ker f.
On en déduit que la dimension de Ker f est n — 1. Par le théoréme du rang, on a
dimIm f = dimR, [X] — dimKer f = 2. On en déduit (méme si la question n’est
pas posée) que Im f = Vect(X, X% — 4).

TPE MP 2006

Soit @ dans K et soit n un entier supérieur ou égal a 3. On considére I’endomor-
phisme ¢ de K, [X] défini par : ¢(P) = (X — a)(P' — P'(a)) — 2(P — P(a)).
Déterminer le noyau et I’image de ¢.

Remarquons que si a est racine double de P, I’expression de ¢(P) se simplifie gran-
dement. 11 est donc assez naturel de se placer dans une base de K, [ X] constituée de
polyndmes admettant a pour racine. La formule de Taylor pour les polyndmes assure
X —a)

A est particulierement adaptée. En effet pour

que la base (ex)rco,n) OU ex =

toutentier k > 2,ona:

k k—1 k k
¢((X—a> ) PN, S A ¢, S AP ¢, St

k! (k=1 k! k!
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Par ailleurs : ¢p(X —a) = —2(X — a), et (1) = 0. On a donc (pourn > 3) :
Im ¢ = Vect(d(ey), . . . , plen)) = Vect((X — a),(X —a)’,...,(X —a)")

La famille (X — a),(X — a)3, .., (X — a)") est étagée en degré, elle est donc
libre et par conséquent c’est une base de Im¢. On en déduit en particulier que
dimIm ¢ = n — 1. Le théoréme du rang montre alors que dim Ker ¢ = 2, comme on
connait deux polyndmes non liés dans le noyau de ¢, on en déduit que ces deux poly-
ndmes forment une base de Ker ¢. La famille (1, (X — a)*) est une base de Ker ¢.

Remarque
Ceux qui parmi nos lecteurs ont déja pratiqué la réduction remarqueront qu’on a
en fait obtenu une base de K, [ X] constituée de vecteurs propres de ¢.

Comme le montre I’exercice 1.8, 1’étude d’une application linéaire est grande-
ment facilitée par le choix d’une base adaptée.

Mines-Ponts PSI 2005, CCP et Mines-Ponts MP 2006
Soit f I’application défini¢ Sur E. — R, [X] par f(P) =P — P'.
1) Montrer de deux fagons différentes que I application f est bijective.

2) Pour Q dans E, trouver P tel que Q = P — P’.

Indication de I’examinateur du CCP : on pourra s’intéresser & Q"1

Il est clair que f est un endomorphisme de E.

1) Premiere méthode : On étudie le noyau de f. Soit P un polyndme non nul. On

a alors deg(P’) < deg(P). On en déduit que deg( f(P)) = deg(P) ce qui montre
que f(P) est non nul. Le noyau de f est ainsi réduit au polyndome nul, ce qui
montre que f est injective. Comme f est un endomorphisme dans un espace de
dimension finie, on en déduit que f est bijective.
Deuxieme méthode : On va examiner I’image par f de la base canonique B de
R, [X].Ona f(1) = 1 et pour tout k£ dans [1,n]], on a f(Xk) = XK —kXx*'.On
constate que la famille ( f(X k No<k<n est échelonnée en degré (voir exercice 1.1),
cette famille est donc libre. En outre, elle est de cardinal n + 1 dans un espace de
dimension n + 1, c’est donc une base de R, [X]. Comme I’image par f d’une base
de R, [X] est une base de R, [ X], I’application f est bijective.

2) Soit Q dans R, [X]. D’apres le résultat précédent, il existe P dans R, [X]
tel que Q = P — P’. Pour trouver P on peut essayer d’inverser la matrice
obtenue a la question précédente. On peut aussi, comme le suggere 1’énoncé,
calculer les dérivées successives de Q. On obtient Q = P — P', Q' = P’ — P”,
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Q" =P'—PY ., 0" =P"_pPr*D Comme P estde degré n, le polyndme
n

P@*D est nul, et en sommant les égalités précédentes on obtient : Z o® = p.

k=0
Remarque

Pour montrer que f est bijective, on peut aussi examiner sa matrice dans la base
canonique de R, [ X]. Cette matrice est triangulaire supérieure et tous ses coeffi-
cients diagonaux sont non nuls, elle est donc inversible. On verra plus loin dans
I’exercice 1.19 une autre fagon de retrouver ces résultats.

Exercice 1.10

Centrale PSI 2005, Mines-Ponts PC 2006
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, u et v dans L(E).

1) Montrer que rg (u +v) < 1gu +1g V.
2) On suppose u + v bijectif et u o v = 0. Montrer que rgu + rgv = dimE.

3) Question de la rédaction : Montrer que Im v = Keru.

1) Soit y dans E. Si y appartient a Im(u + v), alors il existe x € E tel que
y = u(x)+v(x). llenrésulte que y appartient a Im u+Im v, donc Im(u+v) C Imu+Imv
et par conséquent dim Im(ze.+ v) < dim(Im 17 + [m v).
On déduit alors de la formule de Grassmann que

dim(Imu + Imv) < dimImu + dim Im v.

Finalement dimIm(x + v) < dimImu + dimImwv, ce qui est exactement
rg(u+v) <rgu+rgo.

2) On sait déja grace a la premiere question que rg (u +v) < rgu +rgv. Or u + v est
bijectif, on a donc rg (1 + v) = dimFE, et part suite dimE < rgu +rgv (1).
Par ailleurs la condition u o v = 0 est équivalente a Imv C Keru et on a par
conséquent dimImv < dimKeru. En appliquant le théoréme du rang a u, on
obtient dimImv < dimE — dimImu, c’est-a-dire rgu + rgv < dimE (2). De (1)
et (2), on obtient le résultat demandé.

3) On a déja dit que # o v = 0 entraine Imv C Keru. Le théoréme du rang nous
dit que dimKeru = dim E — rgu et la relation obtenue a la question précé-
dente montre alors que dim Keru = rgv. On a ainsi montré que Imv C Keru et
que ces deux sous-espaces vectoriels sont de méme dimension. On en déduit que
Imv = Keru.

Exercice 1.11

Soient £ un K—espace vectoriel de dimension n, F' et G deux sous-espaces de
E. Existe-t-il un endomorphisme u de E tel que Imu = F et Keru = G ?
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D’apres le théoréme du rang, une condition nécessaire d’existence de u est que
dim F + dim G = n. Supposons donc cette condition réalisée. Soit (g, ..., g,) une
base du noyau, que I’on compléte en une base (g1, ..., g,) de E. Soit (fp41,. .., fn)
une base de F. Un endomorphisme u est défini par sa valeur sur les vecteurs de base.
0 sil<j<p

Posons u(gj)—{ £ siptli<j<n

Alors G C Keru et F C Imu, doncdimG < petdimImg < n — p, mais puisque
dimG +dim F = n,onadimG = p etdimIlmg = n — p, d’ou ’on déduit que
G =Keruet F =Imu.

1.1.4 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E.

¢ Sous-espaces vectoriels supplémentaires

o On dit que F et G sont supplémentaires et on note £ = F & G, lorsque pour
tout x dans E il existe un unique couple (u#,v) dans F x G tel que x = u + v.

Exemple : Dans I’espace vectoriel des fonctions de R dans R, les sous-espaces
vectoriels des fonctions paires et impaires sont supplémentaires.

o Les sous-espaces vectoriels # et .G sont supplémentaires si et seulement si
E:F+GetFﬂG:{OE}.

¢ Cas de la dimension finie

o Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, les sous-espaces vectoriels F
et G de E sont supplémentaires dans E si et seulement si :

{ FNG={0}

dimF +dimG = dim E

o Soit (uy,...,u,) une base de F et soit (vy,...,v,) une base de G. Les sous-
espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires si et seulement si la famille
(y,...,up,vy,...,0y) estune base de £

e Hyperplans

o On dit qu’un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan de E, lorsque H
admet une droite vectorielle pour supplémentaire ; on montre qu’alors pour tout
adans E\ Hona E = H @ Ka.

o Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement si il existe
une forme linéaire non nulle dont H est le noyau.

Exercice 1.12

Centrale PC 2007, CCP PC 2007

Soient H; et H, deux hyperplans d’un espace vectoriel de dimension n ou n est
un entier supérieur ou égal a 2. Quelle est la dimension de H; N H, ?
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La formule de Grassmann donne dim(H;+ H,) = dim(H;)+dim(H,)—dim(H; N H).
Comme H; + H, est un sous-espace vectoriel de K", on sait que sa dimension est
inférieure ou égale a n. Par ailleurs, on sait que dim H; = dim H, = n — 1, donc
dim(H; N H,) > 2(n—1)—n = n—2. En outre, H; N H; est un sous-espace vectoriel
de H; (et de H»), donc sa dimension est inférieure ou égale a n — 1. On a finalement
n—2 < dim(H; N Hy) < n— 1. On en déduit que dim(H; N H,) vaut n — 1 ou
n — 2. Dexamen de deux droites vectorielles dans le plan, montre trés rapidement
que (pour n > 2) ces deux situations peuvent se produire. On peut en fait méme
préciser que dim(H; N H;) = n — 1 si et seulement si H; = H,. En effet si H] = H,,
le résultat est immédiat. Si dim(H; N H,) = n — 1, alorson a Hy N H, C H; et
dim(H; N H;) = dim H}, on en déduit H; N H, = Hj, ce qui montre que H; C Hj,
et de nouveau, en vertu de 1’égalité des dimensions de ces sous-espaces vectoriels
(ou parce que H; et H, jouant des rdles symétriques 1’inclusion réciproque est aussi
vraie), on a finalement Hy = H,.

Conclusion : Si Hy = H, alors dim(H; N H,) = n — 1, si H; et H, sont distincts
alors dim(H; N Hy) = n — 2.
Remarque

Etant donnés k hyperplans H;, - - - , H, d’un espace vectoriel de dimension n. On
peut montrer par récurrence sur k que dim(ﬁf‘z1 H)>n—k.

1.1.5 Projecteurs

Soit E un K-espace vectoriel et soit p dans L(FE).

¢ On dit que p est un projecteur lorsque p o p = p.

e Soit p un projecteur de L(E), alors y € Im p < p(y) = v,

¢ Projecteurs et sous-espaces supplémentaires

o Soit p un projecteur de L(E). Ona E = Ker p ® Im p,

o Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F & G. 1l existe
un unique projecteur p de L(E) tel que Im p = F et Ker p = G ; on dit alors que
p est le projecteur sur F parallelement a G.

Exercice 1.13

Soit n dans N* et E = R” muni d’une base (eq,...,e,). On note H le sous-
espace vectoriel de E d’équation cartésienne x; + --- + x, = 0. On note u le
vecteur défini paru = e; + - - - + e,.

1) Montrer que E = H & D.

2) Soit x dans E. Donner la décomposition de x dans H & D.

3) Donner la projection p sur H parallelement a D et la projection g sur D
parallelement a H.
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1.1 L’essentiel du cours et exercices d’assimilation a

1) Soit ¢ I’application linéaire de E vers R qui a x = xje; + - -+ + x,e, associe le
réel x; + - - - + x,,. Le sous-espace vectoriel H est le noyau de ¢. Comme de plus
¢ est non nulle, le sous-espace H est un hyperplan de E. Le vecteur u n’est pas
dans H,onadonc E = H & D.

2) Soit x dans E, d’apres le résultat précédent il existe y dans H et z dans D
tels que x = y + z. Puisque z est dans D, il existe « dans R tel que z = au.

On a alors ¢(x) = @(y) + ap(u) = na. On en déduit que z = @u et
n
. _ _ o(x) )
par conséquent y = x — z = x — ——u. En coordonnées dans la base
n
(e1,...,e,) on obtient successivement 7 = (ﬁ + e+ x—")(el +---+e,), puis
n n
y= = G e G — (G b+ e,
n n n n
3) Les résultats précédents montrent que pour tout x dans E, on a
1 1
px) =x = —plx)(er+- - +en) et q(x) = —p(x)(er+-- - +en).
On retrouve en particulier que p + g = Idg.

Exercice 1.14

Mines-Ponts PC 2007, Mines-Ponts MP 2007

Soit E un K-espace vectoricl.

1) Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E et p dans L(E) le pro-
jecteur sur F parallelement 2 G. Montrer que ¢ = Idg — p est un projecteur.
Déterminer I’image et le noyau de g.

2) Soient p; et p, deux projecteurs de E tels que p, o p; = 0. On pose
f = p1+ p2 — p1 o po. Montrer que f est un projecteur.

3) Déterminer I’image et le noyau de f.

1) Pour montrer que g est un projecteur, on montre que ¢ o ¢ = ¢. Calculons

(Idg —p)*. Ona (Idg —p)* = Idg —2p + p* = Idg —p (car p> = p). On a ainsi
montré que g est un projecteur. On sait alors que x appartient a Im ¢ si et seule-
ment si g(x) = x. Cette derniere condition est équivalente a (Idg —p)(x) = x,
c’est a dire p(x) = Og. On en déduit que Img = Kerp = G. De la méme
maniere, pour x dans E, on a g(x) = Og si et seulement si p(x) = x, on en déduit
que Kerg =Imp = F.

2) Pour montrer que f est un projecteur, on montre que f o f = f. On peut
mener les calculs directement en utilisant la relation p, o p; = 0. On peut sim-
plifier ces calculs en constatant que f = p; o (Idg —p;2) + p» : on sait que

q» = Idg — p est la projection sur Ker p, parallelement & Im p, et on a en particu-
lier g> o p» = p> 0g> = 0 tandis que la relation p; o p; = 0 entraine g, o p1 = p;.
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Ainsi :
fP=(piog+plo(pioga+p)=piogopiog+p=f.
On a bien montré que f est un projecteur.

3) On constate sans peine que si x est dans Ker p; N Ker p, on a f(x) = 0. Il est
donc naturel d’examiner si I’inclusion Ker f C Ker p; N Ker p; est vraie.
Soit x dans Ker f. On a p;(x) + p2(x) = p; o p2(x). En appliquant p; aux
deux membres de cette égalité, on obtient p;(x) = 0, en appliquant p,, on
obtient que pr(x) = 0. on a montré que Ker f C Ker p; N Ker p,. Finalement
Ker f = Ker p; N Ker p».
L’écriture f = py + p1 o (Idg — py) montre que Im f C Im p; + Im p,. Comme f
est un projecteur, pour montrer qu’un vecteur x est dans Im f il suffit de montrer
que f(x) = x. Soit alors x dans Im p; + Im p,, il existe y; dans Im p; et y;
dans Im p; tels que x = y; + y,. Des relations pi(y;) = y1, p2(y2) = y» et
p2(y1) = O, on déduit que

fx) = f(yi+y2) = pa(yi+y2)+pirolde —p2)(yi1+y2) = ya+p1(yi+y2—y2) = x.

On a ainsi montré que (Im p;+Im p;) C Im f. On a finalement Im f = Im p;+Im p».
On peut préciser ce résultat : puisque Im p; C Ker p, et Ker p, NIm p, = {0g},
on aImp, NIm p; = {0g}. On en déduit que la somme de Im p; et Im p, est
directe. On a donc montré que Im f =Im p; & Im p,.

1.1.6 Somme directe

Soient E un K-espace vectoriel, n un entier naturel non nul et Ey, ..., E, une
famille de sous-espaces vectoriels de E.

n n n
e On dit que la somme Z E; est directe et on écrit alors Z E, = EB E;,
i=1

i=1 i=l1

n n
lorsque Vx € ZE“ xy, ..y x0) € Ey X ... X E,telque x = Zx,-.
i=1 i=1
 Voici un critére trés pratique, voir exercice 1.15
n

La somme ZEi est directe si et seulement si pour tout (xi,...,x,) dans
i=1
n
E; x - x E,, I'égalité in = Qentraine Vi € [1,n], x; = Of.
i=0
e Somme directe en dimension finie
On suppose E de dimension finie. Alors

o Zn:E,- = éEi < dim (Zn: E,-) = Zn:dim(Ei)-
i=1 i=1 i=1

i=1
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e Par ailleurs, soit pour i dans [[1, 7], une base (x;1, ..., x;s,) de E;, ol g; est la
dimension de E;
T ( )
X11ye--yX1 ,Xz],...,)czq yee ey Xnl ...,an
E = @ E & q1 2 n
! est une base de E.

i=1

e Somme directe et projecteurs

Soit (Ey, ..., E,) une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors E = EB E;
i=1

si et seulement si il existe une (unique) famille (py, ..., p,) de projecteurs de E

tels que :

1) Vi € [1,n], Im p; = E;.
2) Vi, j)ell,nl*,i#j=piop;=0

i=1

¢ Construction d’applications linéaires

n
Soient Ey, ..., E, des sous-epaces vectoriels de E tels que E = @ E; et Fun
i=1
K-espace vectoriel. Soit pour tout /| dans || |, #]|-une application linéaire u; dans
L(E;, F). 1l existe une unique application lincaire # dans L(E, F) telle que pour
tout i dans [[1,n]], la restriction vz, de w2 E; soit €gale a u;.

Exercice 1.15

Soit £ un K-espace vectoriel et E;, E,, E3 et E4 quatre sous-espaces
vectoriels tels que (Ey + Ep) + (Ez + E4) = (E1 + Ey) & (E3 + Ey) et
(E1+ E3) + (Ex + Ey) = (Ey + E3) & (Ey + E4). Montrer que la somme
E, + E, + E5 + E,4 est directe.

Soit (x1, x2, X3, x4) dans E; X E; X E3 X E4 tel que x1 +x +x3+x4 = Og. Le vecteur

X1 +x, = —(x3 +x4) estdans (E, + E;) N (E3 + Ey) il est donc nul. De méme le
vecteur x| + x3 = —(x + x4) est dans (E; + E3) N (E, + E4) il est donc nul. On en
déduit x; = —xp = —x3 = x4, ce qui montre que x; est dans E; N E, N E3 N Ey4.

Commeona E\NE,NE3sNEy C (E1+ Ey)N(E3+ E4), on en déduit que x; est nul
et par suite x; = x, = x3 = x4 = Og. On a montré que la somme des sous-espaces
E,, E,, E; et E4 est directe.

Exercice 1.16

Soit E un K-espace vectoriel. Soient Hy, . .., H, des sous-espaces vectoriels tels
que leur somme est directe. Soient F1, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E
tels que pour tout i dans [1,n], ona F; C H;.



% Chap. 1. Espaces vectoriels et Applications linéaires

1) Montrer que la somme des F; est directe.
2) Montrerquesi H; & --- & H, = F1 & --- & F,, alors pour tout i dans [[1, n]],

ona F; = H;.
1) Soit (xy,...,x,)dans F} X --- X F, telque x; +- - - +x, = Og. Comme pour tout i
dans [[1,n],ona F; C H;, onendéduit que (xy,...,x,)appartienta Hy X - --x H,
et comme la somme des Hy, ..., H, est directe, on en déduit que pour tout i dans

[1,n],onax; =O0g.

2) Soit i dans [1,n]. On a déja F; C H;. Soit y; dans H;. Le vecteur y; est dans
H, & --- & H,, par hypothese il est donc également dans F; & - - - @ F,,. 1l existe

ainsi (xy,...,x,) dans F; x --- x F, tel que x; + --- + x, = y;. Soit alors les
vecteurs 71, . . ., 2, définis par : pour k # i, 7 = x; et z; = x; — y;. Pour tout k
dans [[1, n]] le vecteur z; estdans Hy etonazi+---+z, = Og. Comme Hy,..., H,

sont des sous-espaces vectoriels qui sont en somme directe, on en déduit que pour
tout k dans [[1,n]], on a zz = Og. En particulier z; = O ce qui entraine y; = x;.
On peut aussi obtenir ce résultat en invoquant 1’unicité de I’écriture de y; dans la
somme directe H; @ - - - & H,. On en déduit que y; est dans F;. On a montré ainsi
que H; C F;.

Exercice 1.17

ENSEA PC 2006

Soient E et F deux espaces vectoriels'et f uheapplication linéaire de E dans F.
Soient G et H deux sous-espaces vectoriels de E.

1) Montrer que f(G + H) = f(G)+ f(H).

2) Montrer que si f est injective et si la somme G + H est directe, alors
(GO H)= f(G)D f(H)

1)Soity € E,ona:
ye f(G+H)s Ax,x) e G X Htelque f(x; +x) =y

< J(x1,x) € G x Htelque f(x))+ f(xa) =y

< 3, € f(G) X f(H)telque y = y1 + y»

< ye f(G)+ f(H).
On a donc ainsi montré que f(G + H) = f(G)+ f(H).
2) D’apres la question précédente on sait que f(G @ H) = f(G)+ f(H). Il ne reste
plus qu’a montrer que f(G)+ f(H) = f(G)® f(H). Soient y; dans f(F) et y, dans
f(G) tels que y; + y» = Op. Il existe x; dans G et x, dans H tel que f(x;) = y; et
f(x2) = y2. Onadonc f(x1)+ f(x2) = f(x1 +x3) = 0p. Comme f est injective,
on en déduit que x; + x, = Og. Et puisque la somme F + G est directe, on en déduit

que x; = xp = Og ce qui entraine y; = y, = Op. On a bien montré que la somme
f(F)+ f(G) est directe.
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1.1.7 Endomorphismes nilpotents

Soit E un K-espace vectoriel et soit f € L(E). On dit que f est un endomor-
phisme nilpotent lorsqu’il existe p € N tel que f” est I’endomorphisme nul sur
E. On utilisera 1’abus de notation f? = 0.

Si f un endomorphisme nilpotent sur E, alors il existe un unique entier p dans
N* tel que f” = 0et f”~! # 0. On appelle cet entier indice de nilpotence de f.

Exemple : Soit n € N. La dérivation sur R, [ X] est un endomorphisme nilpotent
d’indice n + 1.

Exercice 1.18

CCP PSI 2005 majoration de l'indice de nilpotence

Soit E un espace vectoriel de dimension 7 et soit f dans £(E). On suppose qu’il
existe p tel que f” = Oet f7~! = 0. Montrer que f" = 0.

Indication de la rédaction :

On pourra s’intéresser a la famille (x, f(x),..., f”_l(x)) ol x est tel que

7@ #0.

Remarquons que si p estinféricur ou ¢gal an,ona /" = fPo f"~P = (et le résultat
est acquis. On va montrer qu’on a toujours p inférieur a n.
Par hypothgse, il existe x dans E tel que f”~!(x) # 0. On va montrer que la famillle
(x, f(x),..., fP71(x)) est libre.
p—1
Soit (ap, . . . ,ap—1) dans R” tel que Y _ a; f*(x) = 0 (1).
i=0
En composant cette égalité par fP~! et sachant que f? = 0, on obtient :
aofP~1(x) = 0. Comme f”~'(x) # 0 on en déduit aqy = 0. L’égalité (1) se
p—1
simplifie en Z a; f'(x) = 0. En composant cette fois par f”~2, on montre que a,
i=1
est nul, puis en réitérant ce procédé on montre que tous les @; sont nuls. On a ainsi
montré que la famille (x, f(x),..., f? ~!(x)) est libre. Son cardinal est donc plus
petit que la dimension de E, ce qui montre que p < n.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension # et f un endomorphisme nilpotent
de E.

e L’entier p tel que f” = Oet f7~! # 0 est appelé indice de nilpotence de f.



% Chap. 1. Espaces vectoriels et Applications linéaires

e Soit p I’indice de nilpotence de f. Soit x tel que f”~!(x) # O, la famille
(x, f(x),..., fP71(x)) est libre.
¢ ’indice de nilpotence de f est inférieur ou égal a n.

Exercice 1.19

D’aprés CCP MP 2006

1) Soit E un K-espace vectoriel et f dans L(E). Montrer que si f est nilpotent
d’indice de nilpotence p > 1, alors Idg — f est bijective et a pour réciproque

p—1 '
ED
i=0

2) Soient E = R, [X] et f dans L(E) définie par: VP € E, f(P) =P — P’.
Montrer que f est inversible et calculer son inverse.

p—1 p—1
1) Un simple calcul montre que (f~Idg)o)  f =Y (f'—f™*") =1dg — f7 = Idg.
i=0 i=0

i p—1
On en déduit que f est bijective de réciproque = — Z fl.
A i=0
2) Soit g I’application définie pour tout P € E par g(P) = P'.Ona f = Idg —¢g

et g""' = 0. Le résultat précédent montre que f est bijective et a pour réci-

n
proque f~' = IdE+Z g'. Ainsi, f~! est définie pour tout P € E par
i=0

n
fip) = Z P®_ ou PP désigne la k-iéme dérivée du polynéme P.
k=0

Remarque
On a déja traité la deuxieme question avec deux autres points de vue dans I’exer-
cice 1.9 page 9.

1.1.8 Dualité &0

Soit E un K-espace vectoriel.
¢ On appelle dual de E le K-espace vectoriel des formes linéaires sur E et on le
note E™.
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1.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

¢ Dualité en dimension finie On suppose E de dimension .
o Le dual de E est de dimension finie et dim E* = dim E.

o Base duale : soit B = (ey, ..., e,) une base de E. Il existe une unique base de
E™, appelée base duale de 3, notée (e7,...,e,) telle que :

(i, j) € [1,n]*, e (e;) = 8.

o Base anté-duale : Soit £ une base de E*, il existe une unique base B de E
appelée base anté-duale de L telle que £ soit la base duale de B.

ENSEA MP 2006

On note E = R, [X]. Soit a dans R. Montrer que les polynémes Q; = (X — a)k,
0 < k < n, forment une base de E. Quelle en est la base duale ?

La famille proposée est une famille de polyndmes échelonnés en degré, elle est donc
libre. Par ailleurs, elle est de cardinal n + 1 dans un espace de dimension n + 1 ; c’est
donc une base de R, [ X]. On aurait pu également montrer qu’elle est génératrice en
utilisant la formule de Taylor :

n pk
VP € RgX1TRX) =) % k'(")(x —a)f
E k=0 :

C’est d’ailleurs cette formuie qui va nous permeitre de trouver la base duale de la
famille proposée. Soit, pour k dans [0, n]], I’application linéaire ¢; définie sur R, [ X]
P(k)(a)
k!

Soit alors k dans [[0,n]]. Si j < k alors ¢ (Q;) = 0 car la dérivée k-ieme d’un
polyndme de degré j est nulle. Si j > k alors ¢x(Q;) = O car a est racine d’ordre
Jj de Q;. On constate de plus que ¢x(Qx) = 1. On a bien montré que la famille
(o, - - -, @) estlabase duale de (Qy, ..., O,).

TPE MP 2005
Soient ¢ 1, ¢, et 3 les formes linéaires définies sur E = R3 par

d1(x,y,2) =y+z
do(x,y,2) =x+z
h3(x,y,2) =x+Yy

Montrer que (¢, 7, ¢3) est une base de E*. Déterminer sa base anté-duale.

par ¢i(P) =

e Comme E* est de dimension 3, pour montrer que (¢, ¢, ¢p3) est une base de
E*, il suffit de montrer que cette famille est libre. Soient (A1, A3, A3) dans R3, tels
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que A1 + Arhy + Azhs = Op~. L égalité précédente signifie que pour tout (x, y, z)
dans R>, on a MP1(x,y,2) + Arda(x, y,2) + A3d3(x, ¥, z) = Og. On en déduit que
pour tout (x,y,z) dans R? on MO +2)+ Az +x)+ A3(y +x) = 0. En éva-
luant cette derniere égalité en (x, y,z) = (1,0,0), puis (x,y,z) = (0, 1,0) et enfin
(x,y,2) = (0,0, 1), on obtient un systeme linéaire en (A1, Ay, A3), dont la résolution
mene a (A1, Ay, A3) = (0,0, 0). On en déduit que cette famille est libre. Comme elle
est de cardinal 3 dans un espace de dimension 3, ¢’est une base de E*.

e Déterminons (ej, €3, e3) la base anté-duale de ¢, ¢,. Cette base (e, es, e3) est
définie par les conditions : pour tout (i, j) dans |[1,3]]2 on a ¢;(e;) = 6;;. En
notant (x;, y;, z;) les coordonnées de e; dans la base canonique, déterminer (e, e;, €3)
revient a résoudre les systemes :

itz =1 nt+z22=0 ptz=1
x1+21=0 Xo+20 =1 x3+23=0
x1+y1:0. x2+y2:O. X3+y320.
01 1
Résoudre chacun de ces systémes est équivalent a inverser lamatrice M = | 1 0 1
110
—1 1 1
On obtient M~! = — 1 -1 1 |. On remarquera que M est la matrice des
1 1.. —1

coordonnées de la famille (¢, ¢, ¢3) dans la base duale canonique de (R*)*. Son
inversibilité nous indique queicette famille est libre, ce qui nous permet de retrouver
le fait que c’est une base de £™.

X1 1 —1
1
Onendéduit | y; | = M o] == 1] . De la méme maniére on obtient
71 0 1

( (LY (L1
X2,Y2,22) = 27 272 et(xs3, y3,23) = 27 ’ D) .

Exercice 1.22

TPE MP 2005

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Montrer qu’il existe une et une seule
forme linéaire ¢ sur K, [X] qui envoie 1 sur 0, X sur 1 et qui est nulle pour tout
polynéme s’annulant en O et 1.

Considérons la famille de polyndmes (P, ..., P,) définiepar: Py = 1, P} = X et
pour k dans [2,n]], P, = X k_l(l — X). Cette famille est échelonnée en degré et de
cardinal n + 1, c’est donc une base de K,, [ X].
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1.2 Exercices d’entrainement a

Dire que P(1) = P(0) = 0 signifie qu’il existe QO € K,_,[X] tel que
P = X(1 — X)Q, c’est-a-dire qu’il existe (ag, .. .,a,_») € K" tel que

n—2 n
P = Zakxk“(l —X)= Zak_sz
k=2

k=0
et finalement que P appartient a Vect(Pa, ..., P,).

On en déduit que la condition « ¢ est nulle pour tout polyndme s’annulanten O et 1 »
est équivalente a la condition « ¢ est nulle sur P, ..., P, ».

On sait qu’alors il existe une unique forme linéaire ¢ telle que ¢(P;) = 1 et telle
que, pour tout k dans [[2,n]], ¢(Pr) = ¢(Py) = 0.

1.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 1.23

Mines-Ponts PSI 2007

Soient E un K—espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Montrer que
dim Keru < dim Keru? < 2dim Ker u.

La premiére inégalité vient de Kéru © Kern’

Soit v I’endomorphisme de “lmu défini, pour tout x € Imwv par v(x) = u(x).
Le théoréeme du rang donne donc dimimu = rgu = dimKerv + rgv. Mais
Imv = Imu® et Kerv = Keru N Imv. On en déduit que rgv = rgu’ et

dimKerv < dimKeru. Alors rgu = dimKerv + rgv < dimKeru + rgu®. Ou
encore dim E — dimKeru < dimKeru + dim E — dim Keru?, d’ou I'on déduit
dim Ker u?> < 2dim Ker u.

Exercice 1.24

CCP PSI 2006

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f dans £(E’) un endomor-
phisme de E.

1) Vérifier que pour tout p dans N, on a Ker f? C Ker f”*! etIm f? D Im fP*1.
Montrer que les suites (Ker f7),en et (Im f7),cn sont stationnaires a partir
d’un certain rang.

2) Montrer que pour p dans N*, si Ker f” = Ker f7*! alors pour tout ¢ dans N
on a Ker f? = Ker f7*.

3) Soit p dans N*. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) Im 7 =1Im 7', (2) Ker f? = Ker 7', (3) E = Ker f” & Im f?.
4) Donner des exemples d’endomorphismes f pour lesquels E = Ker f & Im f.
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1) Soit x dans E. L’égalité fP(x) = 0 entraine f(f”(x)) = fP*'(x) = 0, d’ol
Ker f” C Ker f7*!,

Soit y dans E. Si y appartient & Im f7*! alors il existe x dans E tel que y = f*!(x).
Ainsi y = f?(f(x)), ce qui montre que y appartient a Im f7.

De la relation Ker f” C Ker f7*!, on déduit que la suite d’entiers (dim Ker f7) peN
est croissante, elle est par ailleurs majorée par dim E. Cette suite est donc conver-
gente, et comme c’est une suite d’entiers elle est stationnaire a partir d’un certain
rang : il existe ¢ dans N tel que p > ¢ entraine dim Ker f? = dim Ker f¢. Comme on
a de plus Ker 7 C Ker f”*!, on en déduit que p > ¢ entraine Ker f” = Ker f7*'.
Le théoréme du rang appliqué a f” et fP*! et la relation Im f” O Im f”*' montre
que, pour p > ¢, on a également Im f” = Im fP*!.

2) Soit p tel que Ker f? = Ker f”*!. Soit ¢ dans N, soit H, la proposition :
Ker f7 = Ker fP*. H; est vraie par hypothése.

Soit ¢ dans N, supposons H, vraie. Soit x dans Ker f7*7*?, alors

Pt (x) = frrati(f(x)) = 0.

Ainsi f(x) appartient a Ker fP*7*! et, d’aprés H,, il en résulte que f(x) appartient
a Ker f7*. On en déduit fP*7*!(x) = 0 ce qui montre que x est dans Ker fP*+!
L’inclusion réciproque ne pose pas de difficulté. On a donc montré que H,,; est
vraie.

Par principe de récurrence on a 4, est vraie pour tout ¢ dans N*. On a montré que si
Ker 7 = Ker f7*! alors pourtont ¢ dans N* on a Ker /7 = Ker 7+,

3) D’apres la relation précédente on a Ker /¥ C Ker /7 et Im f7 D Im f7*'. Le
théoréme du rang appliqué a f* et £7*! montre que

dimKer f” = dimKer f? < dimIm f” = dimIm f9.

On en déduit que (1) < (2).

Montrons que (2) entraine (3). Le théoréme du rang appliqué a f” montre qu’on a
dim E = dimIm f” + dim Ker f”. Il reste & montrer que Im f” N Ker f? = {0}.
Soit z dans Im 7 N Ker f?. 1l existe x dans E tel que z = fP(x) et fP(z) = 0.
On en déduit que f2P(x) = 0. Or p > 1 on a donc, d’aprés le résultat précédent,
Ker 7 = Ker f*”. On en déduit que f”(x) = 0, ce qui montre que z = 0. On en
déduit que Im f7” N Ker f7 = {0}. Finalement on a bien E = Ker f7 & Im f7.
Montrons que (3) entraine (1).

Soit y dans Im 7. 1l existe x dans E tel que y = f”(x). Comme on a par hypothése
E = Ker f” @ Im f7, il existe (x’, z) dans Ker f? x E tel que x = x’ + f”(z). On
aainsi y = f(x) = fP(' + fP@) = f@) = f'(f"7'@). (p = 1. On
en déduit que y appartient 2 Im f7*'. L’inclusion réciproque étant acquise on a bien
Im f? =Im fP*.

4) La relation proposée est par exemple vérifiée par les projecteurs puisque pour tout
projecteur p, on a E = Ker p & Im p.
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1.2 Exercices d’entrainement a

Centrale MP 2007 =
Soientn dans Net A = {P €eR,[X] ] Z PO = 0}.
k=0

1) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de A et en donner la dimension.

2) Donner une base de A

n
1) Soit ¢ I’application de R, [X] dans R qui & P associe Z P®(1). L’ application ¢
k=0
est linéaire et A est le noyau de ¢, par conséquent A est un sous-espace vectoriel
de R, [X]. Comme ¢ est une forme linéaire non nulle, par exemple ¢(1) = 1, le
sous-espace vectoriel A est un hyperplan de R, [X] et on a donc dim A = n.

2) Au vu de I’expression de ¢, il est naturel d’examiner les valeurs quelle prend en
les O, = (X — 1)’ pour p dans [1,n]. Comme 1 est racine multiple d’ordre
p de Q et que k > p entraine Q(k) = 0,on a o((X — l)k) = Q;”)(l) = pl
On peut alors construire une famille de polyndmes échelonnée en degré dont
chacun des éléments est dans le noyau de ¢ : pour p dans [[1,n]] on choisit
H,(X) = Q,(X) — p! —«(X— 1) — pl. La famille (H,,..., H,) est libre et
de cardinal n dans un sous-espace vectoriel de dimension n, ¢’est donc une base
de A.

D’aprés Centrale PSI 2006
Soit E un K-espace vectoriel et soient f, g dans L(E).

1) Montrer que f et g sont bijectives si et seulement si g o f et f o g le sont.

2) Montrer que, si f et g commutent, alors le noyau et I'image de ’'une sont
stables par I’autre.

3) Montrer que Idg — f o g € GL(E) implique Idg —g o f € GL(E).

1) e Si f et g sont bijectives, alors g o f et f o g sont bijectives.

e Si g o f est bijective, alors f est injective et si f o g est bijective, alors f est
surjective. Ainsi f est bijective puis g = (go f)o f ! est bijective comme composée
d’applications bijectives.

2)e Soitx € Ker f.Ona f(g(x)) = fog(x)=gof(x) =0getdonc g(x) € Ker f.
Par conséquent Ker f est stable par g. La stabilité de Ker g par f est analogue.

e Soity € Im f.Ilexiste x € E telque y = f(x). Alors g(y) = go f(x) = fog(x)
et donc g(y) = f(g(x)) appartient a Im f. Ce qui prouve la stabilité de Im f par g.
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3)Posons h = (Idg — fog)~'.Ona(Idg — fog)oh = Idg donc fogoh = h—1dg.
De méme h o (Idg —f o g) = Idg implique 2 o f o g = h — Idg. Calculons alors
u=(0dg —go f)o(Idg+goh o f). On obtient
u = ldg—gof+gohof—gofogohof
= Idg—gof+gohof—go(h—Idg)o f=1Idg.
On vérifie de méme que (Idg +g o h o f) o (Idg —g o f) = Idg. 1l en résulte que
Idg —g o f estinversible et a pour inverse Idg +g o h o f.

Exercice 1.27

CCP PC 2007

Soient E et F deux espaces vectoriels, f et g deux applications linéaires respec-
tivement de E dans F etde F dans E tellesque fogof = fetgofog=g.

1) Montrer que Img NKer f = {Og} etque Img & Ker f = E.

2) On suppose que E et F sont de dimension finie. Comparer rg f etrg g.

3) On suppose que dim £ = dim F = rg f = n ; montrer que g o f = Idg.

4) Onprend E = R,[X] et F = R,,_{[X]. Soient les applications linéaires f et
x

g définies respectivement sur E et F par f(P) = P’ et g(P) = / P(t)dt.
0

Montrer que ces fonctions vérifient fogo f= fetgo fog=g.

1) e Montrons que Im g N Ker f = {0g}.

Soity € Img NKer f.On a f(y) = Of etil existe x dans F tel que y = g(x). Alors
f(y) = foglx) = 0p, puis O = g(f(y)) = go foglx)=gx)=y. Onen
déduit que Im g N Ker f C {Og} et, comme I’inclusion inverse est toujours vraie, on
a I’égalité.

e Montrons que Im g + Ker f = E.

Soit z dans E. On cherche x dans Ker f et y dans Im g tels que z = x + y. Il existe
u dans F tel que y = g(u). On a alors z = x + g(u). Puisque x est dans Ker f,
on a f(x) = Op, et on en déduit que f(z) = f(x)+ f o gu) = f o g(u), puis
go f(z) = go fog(u) = gu) = y. 1l en résulte que, si x et y existent, on a
x=z—go f(z), ety =go f(2).

Il reste a vérifier que ces vecteurs conviennent. On abien x + y = z, et y = g(f(2))
appartient a Im g. Par ailleurs f(x) = f(z)— fogo f(z) = f(z)— f(z) =0, donc z
appartient a Ker f. On a donc bien Im g+Ker f = E, et puisque Im gNKer f = {0},
on en déduit que Im g & Ker f = E.

2) Lorsque E et F sont de dimension finie, il résulte de la somme directe
Img @ Ker f = E que rgg + dimKer f = dim E, et du théoreme du rang que
rg f +dimKer f = dim E. On en déduit querg f =rgg.

3) Comme rg f = dim F = dim E, I’application f est une bijection de E sur F. On
endéduitquldg; = flof=flofogof=gof,etdonc f!=g.
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4) Pourtout P € F,ona f og(P)= P,donc go f og = g. D’autre part, pour
tout P de E et pour tout x € R,ona go f(P)x) = / P'(t) = P(x) — P(0). En

dérivant, on obtient alors f o g o f(P)(x) = P'(x) = f(zP)(x), d’oll fogo f = f.

Exercice 1.28

CCP PC 2007

Soit E un C—espace vectoriel et soit u € L(E) tel qu’il existe n € N* vérifiant
u" = Idg. Soit V un sous-espace de E stable par u et p un projecteur d’image

1
V. Soitg = — Zukopou"’k.
n

1) Montrer que Imp = {x € E | p(x) = x}.
2) Montrerquegou =uogq,quelmqg C V,puisque pog =gq.

3) Montrer que ¢ est un projecteur.

1) L’égalité Imp = {x € E|p(x) = x} est une propriété des projecteurs. Si x
appartient a Im p, alors x = p(y), donc p(x) = po p(yv) = p(y) = x, et x appartient
a{x € E|pkx)=x}. Remproquement si x = p(x), alors x appartient Im p, d’ou
I’égalité.

1 < . -
2)eOna gou = — Z u* o p o u"*! . En faisant le changement d’indice de
n
k=1
sommation { = k — 1, on obtient

1 —1
1
£+1 L —L
uopou” - g u‘opou” .
p (n p >

0 =0

3
|
3

S| =

qou=

o~
Il

Mais, puisque u" = Idg, ona u’ o pou" = p = u" o p o u, et donc

1 - 0 n—~_
ou=uo| — u-opou =uoq.

e Montrons que Img C V. Soit x dans E. Alors, pour tout k € {0,...,n}, le
vecteur p(u”_k (x)) appartient a Im p = V, et puisque V est stable par u, le vecteur
uk(p o u”_k(x)) est aussi dans V. Il en résulte que g(x) estdans V etdonc Img C V.
e Soit x dans E. Alors g(x) appartient a Img et donc a V = Im p. On en déduit que,
pourtoutx € E,ona p(q(x)) =q(x),dout pog =gq.

3) Puisque g ou = u o g, on montre par récurrence que pour tout entier k dans N on a
n n

1 1
’égalité gou* = u*oq. Ainsi ¢> = — kopou"*og = = kopogou"™
galité gou* = u*oq q n;;u p q n;;u pog
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n

Puis, en utilisant la relation pog = ¢, on obtient g = — ukogou" % En utili-
k=1
n 1 n
sant de nouveau le fait que ¢ et u* commutent,ona ¢ = — Z gourou"* = — Z qou" .
k=1 k=1

l n
Enfin, puisque " = Idg, on obtient q> = — g g = q . Larelation g> = g montre
n
k=1
que g est un projecteur.

L’exercice suivant fait la synthese de deux exercices d’oraux.

Exercice 1.29

Mines-Ponts PC 2006 et CCP MP 2006
Soit £ un K—espace vectoriel et soit f € L(E). On pose fP=fof.

1) Montrer que
la (Ker f = Ker(f?)) <= Ker f NIm f = {0¢}.
Lb (Im f =Im(f?) < Im f +Ker f = E.

2) On suppose que E est de dimension finie, montrer que
(Ker f = Ker(f?)) <=, (/= Im(f?) %= Im f ©Ker f = E.

3) Soient E = R[X] et f I'8Adomorphisme de £ qui 4 tout polyndme P associe
son polyndme dérivé P’'.
Comparer Im f et Im( f 2) puis Ker f et Ker( f 2). Conclusion ?

1.a e Supposons que Ker f = Ker(f?) et montrons qu’alors Ker f N Im f = {0g}.
Soity € Ker f NIm f.On a f(y) = O etil existe x € E tel que f(x) = y. Alors
f2(x) = f(y) = 0etdonc x appartient a Ker( f 2). 1l en résulte que x est dans Ker f,
d’ot f(x) =y = Og, ce qui montre que Ker f N Im f C {Og}. Comme I’inclusion
inverse est toujours vraie, on a bien égalité.

e Supposons que Ker f NIm f = {0g}. Soit x € Ker(f %), alors f(x) appartient &
la fois a Ker f et a Im f. Il en résulte que f(x) = Og, et donc x appartient a Ker f,
d’ot I’inclusion Ker( f 2y ¢ Ker f. Comme I’inclusion inverse est toujours vraie, on
a bien I’égalité.

1.b e Supposons que Im f = Im(f?). Soit z € E. Alors f(z) appartient a Im f,
donc a Im(f?). 1l existe u € E tel que f2(u) = f(z). Alors on peut écrire
2= (z— f)+ f(u).Ona f(z— fw) = f(z) — f*(u) = O, donc z — f(u)
appartient a Ker f. D’autre part f(u) appartient a Im f. On a donc démontré que
E C Ker f +Im f. Comme I'inclusion inverse est toujours vraie, on a bien égalité.
e Supposons que Im f + Ker f = E. Soit y € Im f. Il existe x € E tel que
y = f(x). Mais x s’écrit sous la forme u + v, ou u appartient Ker f et v a Im f.
Comme v est dans Im f, il existe z € E tel que v = f(z). On en déduit que



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

1.2 Exercices d’entrainement a

y = f(x) = f(u+ f(z)) = f*(z), donc y appartient & Im( f?), et I’on a I’inclusion
Im f C Im(f?). Comme I’inclusion inverse est toujours vraie, on a bien 1’égalité.

2) Lorsque E est de dimension finie, on a alors, par le théoreme du rang,
rg f +dimKer f = rg (f?) + dim Ker(f?) = dim E.

e Supposons que Ker f = Ker( £, alors dimKer f = dimKer(f?) et donc
rg f = rg(f%). Mais comme on a I'inclusion Im(f?) C Im f, on en déduit que
Im f = Im(f?).

e Supposons que Im f = Im(f?). Alors rg f = rg(f?), d’ott I'on déduit que
dimKer f = dim Ker( f 2). Mais comme on a I’inclusion Ker f C Ker(f 2), on en
déduit que Ker f = Ker(f 2).

e Si une des deux égalités Ker f = Ker(f?) ou Im f = Im(f?) est vraie, les
deux sont vraies en méme temps ce qui, d’apres la question 1), est équivalent a
Imf+Kerf=FEetKer fNImf ={0g}doncalm f & Ker f = E.

3) De maniere évident Im f = Im( f2) = R[X]. Par contre Ker f = Ry[X] et
Ker(f?) = R;[X], donc Ker f # Ker(f?).

Navale PSI 2006 =

Soient E un K—espace vectoriel de dimension 4 et / € L(E) tel que f> = 0,
f2#0.

1) Montrer que rg f = 2.

2) Montrer qu’il existe une base B = (e¢;)i<i<4 de E telle que la matrice de f

00 0O

) 0 0O

dans la base B soit A = 0100
00 0O

1) L’endomorphisme f est nilpotent et non nul, donc 1 <rg f < 3.
e Supposons rg f = 3 alors d’apres le théoreme du rang dimKer f = 1. Avec

Im > = f(f(E)) = Im( fjjms) on obtientrg f> =rg f — dim(Ker f NIm f) puis
0<rg f—rg f> < dimKer f. (1)

De méme, puisque Im f 3= f(fUE)) = Im( JSim r2), nous avons (en appliquant le
théoréme du rang) rg 3= rg f* —dim(Ker f NIm f?) d’ot

0<rg f2—rg 3 <dimKer f. ()

De (1) et (2) on déduit 0 < rg f —rg f> < 2dimKer f doncrg £ > 1 ce qui est
contradictoire avec f> = 0.
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e Supposons maintenant rg f = 1 alors dim Ker f = 3 et deux cas sont possibles :

soit Im f N Ker f = {0g}, soit Im f C Ker f.

e SiIm f NKer f = {Og}, alors fji, s induit un isomorphisme de Im f sur Im f?
et par conséquent rg f = rg f2 puis de méme rg f2 =rg f>. Ainsirg f> =1 ce
qui est contradictoire avec f> = 0.

e silm f C Ker f, alors ona f* = 0 ce qui est encore une contradiction.

Pour démontrer que rg f > 2, on peut aussi procéder de la maniere suivante : il existe
x dans E tel que f 2(x) = 0, la famille (x, f(x), f 2(x)) est alors libre (voir exercice
1.18, page 17), on en déduit que I'image de f contient deux vecteurs libres, ce qui
montre que rg f > 2.

et A3 = 0. Il existe donc bien des endomorphismes f € L(E) tels que
fi=o.

2) Analyse : S’il existe une base. B = (¢;)j<;<n telleque Mg f =

SO = O

er = flen), es = fea) = f(en)

(e2, e3) est une base de Im f

(e3, e4) est une base de Ker f

Im f NKer f = Kes
Synthése : I’endomorphisme f2 est non nul donc il existe ¢; € E tel que f2(e;) # 0.
On pose e = f(e)) et ez = fz(el). L’ égalité f3 = 0 donne Im f2 C Ker f
donc e3 € Ker f et Ker f étant de dimension 2, on peut trouver e4 tel que (e3, e4)

soit une base de Ker f. Montrons alors que (e, es, €3, e4) est une base de E. Soit
4

(a1, an, a3, a4) € K* tel que Z aje; = 0. Appliquons f? a cette égalité, il vient
i=1

ajes; = 0 donc @y = 0, puis appliquons f, il vient aze3; = 0 donc a, = 0. Il reste

aszesz + ageq = 0 ce qui donne a3 = a4 = 0 car (es, e4) est libre. Par construction de

00 0

celle-ci vérifie les conditions

labase B = (e;)1<i<a-ona Mg f =

SO = O
O = O
o O O

0
0
0
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1.2 Exercices d’entrainement a

CCP PSI 2005

Soient n dans N* et n nombres complexes ay, . . . ,a, deux a deux distincts.

1) Montrer qu’il existe une base (Li)ieqi,,y de C,—; [X] telle que pour tout
couple (k, j) dans [[l,n]]z, ona Li(aj) = 0.

2) (PSD) On choisit a; = ¢*7// et on note (Li)eri la base duale de
(Likeping; caleuler Ly(1+ X +...+ X" 1.

1) On reconnait les conditions qui définissent les polyndmes interpolateurs de
Lagrange. On choisit ainsi :

X —ai
vk e [Lnl, Lo =[] i
ap — a;

ie[1,nI\{k}

On peut aussi procéder en considérant 1’application ¢ :

:Cy[X] — C"
P = (Pla),...,Pa))
Cette application est linéaire, les espaces d’arrivée et de départ sont de méme dimen-
sion. Montrons qu’elle est injective. Un polynome de €, _; [X] qui s’annule en tous
les a; est un polyndme de deg'ré nm— l'qui s*annule en 7 points distincts, c’est donc le
polynéme nul. Par conséquent le noyau de ¢ est réduit au vecteur nul. On en déduit

que ¢ est bijective grace au théoreme du rang. Par conséquent pour tout k£ dans [[1, n]]
il existe un polynéme Ly tel que :

o(Ly)=(0,...,0, 1 ,0,...,0).

’ position K
Le polyndme L; vérifie alors les conditions de 1’énoncé.
2) Soit (¢q,)ieq1,,7 1a famille de formes linéaires définies par :
Vi € [1,n] Pa; - Cioi[X] — C
P — P(ai) ’

On constate que, par définition de la famille (Lj)kef1,,5, On a pour tout (i, k) dans
I, n]]2 @4 (Ly) = Li(a;) = 6jx. Ceci montre que la famille (¢,);ef1,7 €st 1a base
duale de (Ly)keqi,,3- On a en particulier, en notant P(X) = 1+ X +... + X"

Li(P) = @4 (P) = P(ay) = 1 + ™k 4 4 2mn=D/k

n si k=1
d L*(P) = 1— 2in [k
onc L;(P) ﬁ Siok£1
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Centrale PSI 2006

Soit n dans N*. Soient (g, aq, . . ., a,,) des réels distincts et ®@; la forme linéaire
définie sur R, [X] par @;(P) = P(«;). Montrer que (®y, ..., D,) est libre.

Devant ce genre d’énoncé, il faut avoir le réflexe de penser qu’a un moment ou un
autre les polyndmes de Lagrange pourront étre utiles.

Soit (A1,...,A,) dans R", tel que APy + --- + A, P, = 0. L'égalité précédente
signifie que pour tout P dans R, [X], on a A;®(P) + --- + A, P, (P) = 0, ce qui
s’écrit encore : pour tout P dans R, [X],ona A; P(a;)+---+A, P(a,) =0 (D).
On veut montrer que chacun des coefficients A; est nul, il suffit d’évaluer I’égalité (1)
en des polyndmes bien choisis pour obtenir un systeme linéaire qui avec un peu de
chance sera facile a résoudre. C’est bien entendu a ce moment que les polyndmes de
Lagrange vont intervenir. Soit i dans [1,n] et P; le polyndme de R,, [ X] vérifiant :
pour tout j dans [[0,n] tel que i # j on a Pi(a;) = 0, et par ailleurs Pi(a;) = 1.
L’égalité (1) évaluée en P; montre que pour tout i dans [1,n] on a A; = 0. On en
déduit que la famille (®y, . .., D,) est libre.

CCP PC 2007

Soit E un C-espace vectoricl de dimension 3. Pour k dans [[0, 3] On note Lj
I’ensemble des endomorphismes de E qui laissent stables tous les sous espaces
vectoriels de E qui sont de dimension k. On se donne (e, e;, e3) une base de E
etu dans L.

1) Déterminer L et L5.
2) Montrer que pour i dans {1,2,3} il existe A; dans C tel que u(e;) = Ase;.

3) Montrer qu’il existe A dans C tel que pour tout x dans E on ait u(x) = Ax. En
déduire que L, est I’ensemble des homothéties.

4) Montrer que L, C Lq. En déduire L.

1) Le seul sous-espace vectoriel de dimension 0 de E est {0 }. Comme tout endo-
morphisme u de E vérifie u(Og) = Og, on en déduit que Ly = L(E). Comme E
est de dimension 3, Le seul sous-espace de dimension 3 de E est E lui méme. On
en déduit que L3 = L(E).

2) Pour i dans {1,2,3}, notons F; la droite vectorielle engendrée par ¢;. On a
u(F;) C F;. En particulier u(e;) appartient a F;, ce qui signifie exactement qu’il
existe A; dans C tel que u(e;) = Aje;.

3) Par le méme raisonnement que précédemment il existe A dans C tel que

ule; +ey+ez) = Ale; +er + e3).
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1.3 Exercices d’approfondissement a

Par linéarité de u on a alors Aje; + Arex + Aze3 = A(e; + e; + e3) et comme la
famille (ey, ey, e3) est libre, on en déduit que A; = A, = A3 = A. Soit alors
x dans E. Il existe (a1, @z, a3) tels que x = aje; + azer + azes. On en déduit
u(x) = u(ae; + azey + azez) = ajAe; + arAe; + azres = Ax. On a montré que
si u est dans L1, alors u est une homothétie. Réciproquement toute homothétie est
dans L;. On a ainsi montré que L; est ’ensemble des homothéties de E.

4) On va montrer que si un endomorphisme laisse stable les plans vectoriels de E,
alors il laisse stable les droites vectorielles de E. Soit u dans L, et D une droite
vectorielle de E. Il existe f; un vecteur non nul de E tel que D = Vect(f}).
D’apres le théoreme de la base incompléte il existe f> et f3 tels que (f1, f2, f3) est
une base de E. Soient P, = Vect(f1, f2) et P, = Vect(f1, f3). Par construction P,
et P, sont des plans vectoriels de E et ils sont donc stables par u, leur intersection
est donc également stable par u. Or PN P, = D et on a donc montré que la droite
D est stable par . On a ainsi montré que L, C L;. Comme par ailleurs toute
homothétie de E laisse stable tous les plans vectoriels de E, on en déduit que L,
est lui aussi égal a I’ensemble des homothéties de E.

1.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1.34

Centrale PC 2006 =

Soit n dans N*, soient a;, a,..., a, des réels distincts non nuls. Pour
1 < i < n,onnote L; la forme linéaire définie sur £ = R, [X] par :

VP e E,Li(P)= / l P(t)dt.
0

Montrer que (L1, Ly, ..., L,) est une famille libre.

Remarquons tout d’abord que pour P dans R, [X] la fonction Fp qui a x associe
X
/ P(t)dt est la primitive de P qui s’annule en 0.
0
Onaainsi: VP € E, L, (P) = Fp(ay).

Soit (ay, ..., a,) dans R" tel que Z ar L = 0. Ceci signifie que pour tout poly-

=1
némes P de E on a Z ayLy(P) = E axFp(ay) = 0.
=1 =1
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Il est alors naturel de chercher des polyndmes particuliers qui permettront de faire
apparaitre des égalités menant a la nullité de tous les a;. On va proposer des poly-
ndmes qui devraient vous rappeler les polyndmes interpolateurs de Lagrange. Soit,

pour i dans [1,n]], le polyndme Q; défini par: Q;(X) = X H <f : Z’: >

JeEan{i} M !
Soit P; le polyndme dérivé de Q;. Par construction Q; est la primitive de P; qui
s’annule en 0.

Pour tout k dans [1,n] : Ly(P;) = Q;i(ay) = 0 S% k# l
lsik=1i
Ainsi, pour tout i dans [1,x] : Z arLi(Q;) = a; = 0.
k=1
On en déduit que la famille (L, L,, ..., L,) est libre.

Remarque pour les éléves de PSI

On vient de montrer que (Ly, L, ..., L,) est une base de E* et on en a donné la
base anté-duale.

Centrale PSI 2006

Soient E un K-espace vectowiél, /' et/ depx sous-espaces vectoriels de E. On
suppose que E = F & G et on note p le projecteur sur F parallelement a G et g
le projecteur sur G parallelement a F.

Soit f dans L(E). Montrer que F est stable par f si et seulementsigo fop = 0.

Supposons que F est stable par f. Soit x dans E. Le vecteur p(x) appartient a F car
Imp = F,d’ou f(p(x)) appartient a F' par stabilité de F sous I’action de f. Comme
F = Kergq, on a finalement g(f(p(x))) = 0. On a ainsi montré que g o f o p = 0.

Réciproquement, supposons que g o f o p = 0. Soit x dans F. Comme p est un
projecteur d’image F, on a p(x) = x. On en déduit f(p(x)) = f(x). De plus,
commego fop=0,onaq(f(p(x))) =0, cequi montre que f(p(x)) appartient au
Kerg. Ainsi f(x) appartient a Ker g c’est-a-dire a F. On a montré que pour x dans
F, f(x)estdans F. Le sous-espace vectoriel F est donc stable par f.

Mines-Ponts PC 2007

Soient des entiers n et p tels que 0 < p < n et soient E et F deux K-espaces
vectoriels de dimensions respectives n et p. Soit u dans L(E, F) et soit v dans
L(F, E) telles que u o v = Idr. Montrer que v o u est un projecteur. Donner son
rang, son image et son noyau.
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1.3 Exercices d’approfondissement a

Ona(vou)> =vouovou=uvouy et application v o u est donc un projecteur.

Lapplication u o v = Idp est bijective. On en déduit que u est surjective et que v
est injective. Le fait que u est surjective entraine Imv o # = Imv (1). Comme v est
injective d’apres le théoréme du rang : rgv = p. On en déduitrgv ou = p.

Comme v est injective v o u(x) = 0 si et seulement si u(x) = 0 et on a donc
Kervou = Keru (2). De (1) et (2) on peut préciser : v o u est le projecteur sur Im v,
parallelemement a Ker u.

Exercice 1.37

Centrale PSI 2005

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie n et u dans
L(E, F).

1) Montrer que u est un isomorphisme si et seulement si :
Yve LF,E), uovou=0=v=0.

2) On suppose rgu = p < n.
Calculer la dimension de {v € L(F,E) | uovou = 0}.

1) Si u est un isomorphisme alors ' existe et en composant 2 gauche et a droite
par u~ ' 1’égalité u o v o u =20, on obtient v == 0.

Pour la réciproque, on va proeéder par contraposition; Supposons que u ne soit pas
un isomorphisme et montrons qu’il existe v dans L(F, E), avec uovou = 0et
v # 0.

Comme u n’est pas un isomorphisme, son noyau n’est pas réduit a {0}. Soit e; un
vecteur non nul de Ker u, soit (f1, ..., f,;) une base de F' (F est de dimension finie),
soit v dans L(F, E) définie par : Vi € [1,n], v(f;) = e;. L’application linéaire v
est non nulle et comme son image est incluse dans Keruz ona uovou = 0.

2) Soit G = {v € L(F,E), uovou =0}.On montre sans difficulté que G est un
sous-espace vectoriel de L(F, E). On va montrer que :

G={veL(F,E)|v(Imu) C Keru}.

Soit v dans {v € L(F, E) | v(Imu) C Keru}. Pour tout x dans E, le vecteur u(x) est
dans Imu et par conséquent v(u(x)) est dans Ker #. On en déduit u o v o u(x) = 0
pour tout x dans E. On a donc montré que v est dans G.

Soit v dans G. Soit y dans Imu, il existe x dans E tel que u(x) = y. On a ainsi
v(y) = v(u(x)), et comme u o v o u(x) = 0, on en déduit u(v(y)) = 0, c’est-a-dire
v(y) appartient & Ker #. On a bien montré v(Im u) C Ker u.

Soient F| un supplémentaire de Imu dans F et E| un supplémentaire de Ker # dans
E (leur existence vient du fait que E et F sont de dimension finie). Soit Br une base
adaptée a la décomposition F = Imu @ F; (c’est-a-dire B = (fi,..., fu) avec
(f1s---, fp) base de Imu et (fy41,. .., fu) base de Fy). Soit Br une base adaptée a
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la décomposition E = Keru & E;. Soit V la matrice de v dans les bases Br et Bg.
On av(Imu) C Keru si et seulement si V est de la forme :

Imu fﬁ
A B\ Keru
0 C | E

La taille du bloc nul est p?, car d’aprés le théoreme du rang dim E; = p. On en

déduit que dim G = n?> — p°.

Exercice 1.38

Centrale PSI 2005

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, un sous-espace V de E de
dimension p et J(V) = {u € L(E) | Imu C V}.

1) Montrer que J (V) est un sous-espace vectoriel de L(E), donner sa dimension.

2) Soit 7 un projecteur d’image V. Montrer que : J(V) = {7 o f | f € L(E)}.

1) 'application nulle est dans J(V). Soient f et g dans J(V), soient «a et 8
dans R. Soit h = af + Bg: Soit y dans I'image de /. Il existe x dans E tel que
y = hx) = (af + Bg)x) = «af(x)+ Bglx). Comme f et g sont dans J(V), les
vecteurs f(x) et g(x) sont dans V. Comme V est un sous-espace vectoriel de E, le
vecteur « f(x) + Bg(x) est encore dans V. On a ainsi montré que tout vecteur de
I’image de & est dans V, ce qui montre que % est dans J(V).

Soit (ey, ..., ep) une base de V que I’on compléte en B = (ey, ..., e,) une base de
E. Un endomorphisme f est dans E si et seulement si sa matrice dans la base 5 est
de la forme :
el ... ep ep+] .. en
€l
A B I
e
Mp(f) = p
€p+l
0 0 :
€n

On en déduit que J (V) est de dimension np.
2) Notons K ’ensemble {7 o f | f € L(E)}.
Soit 4 dans K ;. Il existe f dans L(E) telle que & = 7 o f. Comme 7 est d’image V

on en déduit que 1’image de & est incluse dans V, ce qui montre que 4 est dans J (V).
On a ainsi montré que K, C J(V).
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1.3 Exercices d’approfondissement a

Soit f dans J(V). Comme 7 est un projecteur d’image V, pour tout y dans V on a
7(y) = y. Soit alors x dans E. Comme f est dans J(V), le vecteur f(x) est dans V
et on a donc 7(f(x)) = f(x). On en déduit que : Vx € E, f(x) = w(f(x)), ce qui
montre que f = 7 o f,etque f estdans K.

On a bien montré que J(V) = {mo f | f € L(E)}.

TPE PSI 2006

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et G un sous-espace
de E.Onpose A ={u € L(E,F)| G C Keru}.

Montrer que A est un sous-espace vectoriel dont on donnera la dimension.

Montrons que A est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

L’ensemble A est une partie non vide de L(E, F) car ’application linéaire nulle de
E vers F estdans A.

Soient u et v dans A, soient « et 8 dans K. Pour tout x dans G,on au(x) = v(x) =0,
ce qui montre que (au + Bv)(x) = 0. Par conséquent au + Bv est dans A.

Cherchons la dimension de A. On note n la dimension de E, p la dimension de

F et g la dimension de G. Soit (e, ..., ¢,) une base de G complétée en une base
(e1,.--,eq,€q41,- - €,)de BESQIt( /1, ..., f,) une base de F. Soitu dans L(E, F).
Soit M (u) la matrice de u dans les bases (eq,...,¢e,) el (f1,..., fp).

L application linéaire u appartient a A si et seulement si la matrice M (u) est de la
forme :

u(er) - uleq) ulegrr) - uley)

fi
M) = 0 M -

I

ol M’ est une matrice de M p.n—q(K). On en déduit que A est de dimension p(n —q).

Pour déterminer la dimension de A, on peut également considérer I’application

y: L(E,F) — F4

définie par : . On montre que la dimension

u +—  (uler),...,u(ey))
de I'image de cette application linéaire est pg (cela vient du fait que 1’application ¢
est surjective car quels que soient (s, ...,s,) € F, il existe u telle que u(e;) = s;

pour 1 <i < getdimF? = pg)etqueu € A siet seulement si u € Kerys. On
conclut en utilisant le théoréme du rang.
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Exercice 1.40

Centrale PC 2007

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1. Soit u dans L£(E) nilpotent et
derangn — 1.

1) Montrer que si F est un sous-espace différent de {Og} stable par u, alors
dim(u(F)) =dim F — 1.

2) Déterminer la dimension de Im(uk) pour k dans N.

3) Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u est triangulaire
supérieure.

1) Soit F un sous-espace différent de {Og} stable par u. Notons uy 1’endomor-
phisme de F qui a tout x de F associe up(x) = u(x). On aImur = u(F). Par
ailleurs comme u est nilpotente, I’application linéaire u r est également nilpotente.
Comme F est différent de {Of }, on en déduit que u r n’est pas bijective et, puis-
qu’on est en dimension finie, u n’est pas injective. On a donc dimKeruyg > 1.
On a de plus Keruyp C Keru, et comme u est de rang n — 1, on en déduit
dimKerup < 1. Finalement dim Ker uz = 1, et le théoréme du rang nous permet
d’en déduire que dim(u(F)) = dim F — 1.

2) Soit k dans N. Montrons que Im(:/*) est un sous-espace stable par u. Soit y dans
Irn(uk). Il existe x dans E°telique vy = u" (%) Alors u(y) = uk”(x) = uk(u(x)),
ce qui montre que y appartient a Im(u").

On montre alors par récurrence (finie) que pour k < n—1, on a dim Im(u*) = n—k.
Pour k = 1, la propriété est vraie par hypothese.

Soit k < n — 2 (dans le cas n > 2). Supposons que dim Im(uk) = n — k. Alors
Im(u*) est un sous-espace vectoriel différent de {0z} stable par u. Le résultat
établi 2 la premiere question montre alors que dimIm(u**!') = n —k — 1. La
propriété est héréditaire.

On a finalement montré que pour k dans [[1,#n]], on a dim Im(uk“) =n—k—1,
pour k > n on a dim Im@u**') = 0

3) Le résultat précédent montre que dim(Imu"~') = 1. Ainsi il existe x dans E
tel que u"~!(x) # 0. On montre alors comme dans I’exercice 1.18 page 17, que
la famille (u”’l(x), ...,u(x),x) est une famille libre de E. Comme elle est de
cardinal n dans un espace de dimension n, c’est en fait une base de E. Dans cette

O 1 0 ... 0

base, la matrice de u est de la forme | : 0
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1.3 Exercices d’approfondissement a

Exercice 1.41

Polytechnique PC 2005
Soit A ’application de R [X] dans R [X] définie par :
VP € R[X],A(P)X)=P(X+1)— P(X).

1) Montrer que A est linéaire, que Ker A = Ry[X] et que ImA = R[X].

2) Montrer qu’il existe une unique base (H,),cn de R[X] telle que Hy = 1, et
Vn € N*, D(H,) = H,_,, H,(0) =0.

3) Montrer que tout polyndme P peut s’écrire Z A"(P)(0)H,.
neN

1) e Soit (a, B) dans RR?, soient P et QO dans R[X] :

Af(aP +BO)X) = (aP + BO)NX +1) — (aP + BO)X)
=aPX+1D)+BO(X+1)— aP(X)— BOX)
= aA(P)(X) + BA(Q)(X).
L’application A est donc linéaire.
e Soit P un polyndme dans KerA. On a alors P(X + 1) = P(X). On en déduit
que P, en tant que fonction de R-dans R, est une fonction périodique de période 1.
C’est donc une fonction bornéer Mais une fonction polyndme qui est bornée est
nécessairement constante. On en déduit que P est constant. Réciproquement les
polynomes constants sont dans Ker A. On a donc ainsi montré que Ker A = Ry[X].
e Montrons que si deg P > 1, alors deg A(P) = deg P — 1. On va d’abord établir ce

résultat pour les mondmes.
n

n—1
n n
Pourn € N,ona: A(X")=(X+1)"— X" = xk—x" = ()Xk,
(X =(X+1) kz:; (k) ,;) A
ce qui montre que A(X") est de degré n — 1. De plus I'image d’un polyndme

constant par A est le polyndme nul. Soit alors P un polyndme. Il existe p dans N

p
et (ay, ..., ap) dans R”*' ot a, # 0, tels que P(X) = Y @ X". Par linéarité de

k=0
p

A, on a A(P)X) = Z arA(X*). Comme on connait dans cette somme le degré
k=0

de chacun des termes, que le degré du p-éme terme est strictement plus grand que

celui des autres termes, on en déduit que deg A(P)(X) = deg P — 1 et donc que

AR, [X]) C Ry—1 [X].

Considérons alors 1’application linéaire A, de R, [X] dans R, [X] définie par

A,(P) =A(P).OnalmA, C R, [X]. De plus Ker A, = Ry [X], le théoréme du

rang montre alors que ImA, = R, [X].

On peut en déduire maintenant que A est surjective.
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Soit Q dans R[X] et n = deg(Q) + 1. Alors Q est dans R,,_; [X], et, puisque
ImA, =K, [X], il existe P dans R, [X] tel que A,(P) = Q . Comme par défini-
tion A,,(P) = A(P), on a donc trouvé un élément P de R[X] tel que A(P) = Q.Ona
ainsi montré que A est surjective. De plus, sideg P > 1, alors deg A(P) = deg P — 1.

2) On montre par récurrence I’existence des polyndmes H,, vérifiant les conditions
demandées, avec de plus deg H, = n. On part de Hy = 1. Supposons construits les
polynémes Hy, . .., H,. Puisque Ker A est de dimension 1, ’ensemble des solutions
de I’équation A(P) = H, est une droite affine. Si P est une solution les autres
sont de la forme P + K ol K est un polyndme constant. Il existe alors une solution
P + K et une seule telle que P(0) + K = 0. Notons H,,; cette solution. On a bien
A(H,+1) = H,, et H,,1(0) = 0. De plus, puisque deg A(H,,1) = deg H,,;; — 1 = n,

on a deg H,,; = n + 1. La famille (H,),en est alors une famille de polynomes
échelonnés en degré. C’est une base de R[X], et c’est la seule vérifiant les conditions
demandées.

3) Soit P un polyndme de degré p. Il se décompose dans la base (Hy, H, ..., H),)

p P
sous la forme P = Z a, H,. En appliquant A, on obtient A(P) = Z a,A(H),), et

n=0 n=0
puisque A(Hy) =0et A(H,) = H,_;pourn € {1,..., p}, on obtient
P
A(P) 5 Zaan-l-
T
P

Alors A(P)(0) = Z a, H,_1(0). Mais dans cette somme tous les termes sont nuls
n=1
sauf celui correspondant a n = 1 qui vaut @;. On obtient donc a; = A(P)(0). En
p

calculant A"(P) on obtiendra de méme A"(P) = Z a,H,_,,eten prenant la valeur

n=r

P

en 0, on trouve A”(P)(0) = a,. Onendéduit P =Y A"(P)(0)H,.Enfin,sin > p,
n=0

on a A"(P) = 0, ce qui permet d’écrire

P =Y A"(P)O0)H,.

neN

Exercice 1.42

Centrale PSI 2007

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, F et G deux sous-espaces de
E de mé&me dimension p. Montrer qu’il existe un sous-espace H de E tel que H
soit un supplémentaire a la fois de F et de G.



1.3 Exercices d’approfondissement a

Soit F} un supplémentaire de F N G dans F et G| un supplémentaire de F N G dans
G, on a alors F1 N G, = {0}. La somme (F N G) + F; + G, est donc directe. Soit
H, un supplémentaire de cette somme dans E. Il existe alors une base (ey, .. .e,) de

E telle que (ey,...,e,) soit une base de F' N G, (e,1,...,e,) soit une base de Fi,
(€ps+1,--.,€2p—r) soit une base de G et (e2p,—r+1,- - - , €,) sOit une base de H;.

Pour j € {r+1,...,p}, posons a; = e; + ¢j,,_,, et considérons le sous-espace
H = Vect(@rs1,...,0p, €511y .., 85).

Soit x € F N H. En décomposant x dans les bases de F et H, on peut écrire
r p n
x:Z/\iei: Z Mj(€j+€j+p,r)+ Z vie;j,
i=1 j=r+l j=2p—r+l
d’ou I’on déduit
n

r p p
Z/\iei — E pmiej = Z Mj€jrp—r T Z vie;.

i=1 j=r+1 j=r+1 j=2p—r+1

Mais le membre de gauche est dans F et celui de droite dans G| + H;. Comme F et
G+ H, sont supplémentaires ce vecteur est nul. Il en résulte que tous les coefficients
A; sont nuls, ce qui donne x = 0. Ainsi F N H = {0} et par conséquent F et H sont
supplémentaires. Le méme raisonnement montre que G et H sont supplémentaires.



Matrices

__4

Ce chapitre reprend le cours de premiére année sur les matrices et le compleéte avec la
notion de trace. Tous les exercices de la partie assimilation et entrainement, hormis
ceux utilisant la trace qui peuvent étre laissés de c6té dans une premiere lecture, sont
abordables des la premiere année. On peut ainsi utiliser ce chapitre des le second
semestre de la premiere année et il constituera également un excellent support pour
les révisions estivales. Les exercices d’approfondissement seront tres utiles lors de la
reprise de ce chapitre en deuxieme année.

Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou C.

2.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION
2.1.1 Calcul dans M,,(K)

Matrices rectangulaires M, ,(KK)

e Soient n et p dans N. L’ensemble M,, ,(K) est un espace vectoriel de dimen-
sion finie égale a np.
On définit pour i dans [[1,n]] et j dans [1, p]l la matrice E;; dans M,, ,(K) de

lsil=ietk=j

0 sinon
La famille (E;j)i1<i<p,1<j<n €st une base de M, ,(K) appelée base canonique
de M, ,(K).

e Soient A = (a;;) une matrice dans M, ,(K) et B = (b;;) une matrice dans
M, ,(K), la matrice C = AB est une matrice de M,, ,(K) dont le coefficient
général (¢;j)1<i<n,1<j<q €St défini par

coefficient général ay défini par : ag = {

p
Vi, j) € IL,nl x [, q1 ¢ = awbyj.
k=1

Matrices carrées M, (K)
e Lorsque p = n, on a la regle de multiplication :
VG, j,k,0) € [L,n]l* © EijExe = 8jxEi,

ou 6 est le symbole de Kronecker.
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e Matrices carrées symétriques et antisymétriques
o L’ensemble des matrices symétriques de M, (K) qu’on note S, (K) est un

1
sous-espace vectoriel de M,,(K), de dimension égale a En(n +1). La famille

(Eij + Eji)i<i<j<n st une base de S, (K).

o L’ensemble des matrices antisymétriques qu’on note .4,(K) est un sous-

1
espace vectoriel de M,,(K), de dimension égale a En(n — 1). La famille
(Eij — Eji)i<i<j<n est une base de A, (K).
o Ona M, (K) = S,(K) @ A, (K). De maniére explicite, toute matrice M dans

1 1
M, (K) s’écrit sous la forme M = E(M +'M)+ E(M —'M).

Calcul dans l'anneau (M, (K), +, X)

e [’ensemble M,,(KK) muni de + et X est un anneau. Il est non commutatif : pour
A et B dans M,,(K) on n’a pas toujours AB = BA.

e L’anneau M, (K) n’est pas integre : pour A et B dans M, (K), I’égalité
AB = O n’entraine pas A = 0Oou B = 0.

o Algebre K[A] Soit A dans M, (K), ondéfinie K[A] = {P(A) | P € K[X]}.
Muni des trois lois +, x ets I'ensemble K'[ A] est une sous-algebre de M,,(K).

e Deux identités remarquables tres utiles : soient A et B dans M,(K) qui
commutent, c’est-a-dire telles que AB = BA et soit N dans N.

N
N
o Formule du bindme de Newton : (A + B)" = Z (k ) A¥BN K,
k=0

N
oAV — BV =(A-B)) B"'AVE
k=1

N
En particulier on a (I, — A) Z Ak =1, — AN
k=0
Remarque

Pour tout A dans M,,(KK), on a par convention A=1,.

¢ Quelques méthodes de calcul de A”
Soient A dans M,,(K) et p dans N. Lorsqu’on veut calculer A? :
o on teste une formule vraissemblable qu’on valide ensuite par récurrence ;

o on décompose A en somme de deux matrices qui commutent et dont les
puissances sont faciles a calculer ;
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o on met en évidence un polyndme P de degré le plus petit possible tel que
P(A) = 0. Soit R, le reste de la division euclidienne de X” par P, alors
A? = R,(A);

o on diagonalise A si c’est possible (voir chapitre « Réduction »).

Exercice 2.1

Soit n dans N, et soit A la matrice de M, (K) dont tous les coefficients sont égaux
a 1. Déterminer A* pour k € N.

On constate sans peine que A = nA, puis que A> = n>A. On va donc montrer par
récurrence que pour tout k dans N*, on a A* = n*~1A.

La formule a été vérifiée au rang 1.

Soit k dans N, tel que A* = n*A.

On aalors AM! = AA* = n*=1A% = n*~'nA = n* A, ce qui montre que la propriété
est héréditaire.

On a ainsi montré par récurrence que pour tout k dans N*, on a A* = n*~'A.

CCP PSI 2005
Soit A = (a;,;)
pour p dans N*,

I<ij<n dans Mu(R) o a;; = 1sii # jeta; = 0. Calculer A?

g 1)
-

0 1 --- 1
1 0 .o e e
OnaA = . On peut alors choisir d’écrire A sous la forme
SRR |
1 -« 1 0

A = B — I, ou B est une matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. Comme
B et I, commutent, on peut utiliser la formule du bindme de Newton pour calculer
AP . D’apreés I’exercice précédent, pour tout k > 1 : B¥ = n*~! B, (attention : le fait
que la formule n’est pas vraie pour k = 0 a son importance). On a alors, pour tout
p=1l:

p p
ar=% (i) BN 1) = (1)1, + Y <£>n’<—1(—1)1’—’<3
k=1

k=0

= (DAL + % <Z (i)nk(—l)p_k> B

k=1

_ 1 - P\ & —k
= (-L+ <Z (k)n (—1)? _(_1)p> B

k=0
— 1P —(=1)?
(n 0
n

= (=D +
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CCP MP 2007

Soit A = G _i> Calculer A", pour n dans N.

Indication de la rédaction : on cherchera un polyndme annulateur de A de

degré 2.

-1 —-10
5 14

que A> = 5A — 61,. Le polyndéme P(X) = X?> — 5X + 6 est donc un polyndme
annulateur de A.

Commengons par calculer A%, On obtient A> = ( ) On remarque alors

Soit n dans N. Il existe un unique (a,, b,) dans R? et un unique Q dans R [X] tels
que X" = Q(X)P(X)+a, X +b, (division euclidienne de X" par P). En remarquant
que P(2) = P(3) = 0, on détermine a, et b, :

2" =2a, +b,

3" =3qa, +b,
On en déduit a,, = 3" — 2" et b, = 3-2" — 2-3". Ainsi, pour n dans N, on a :

A" = Q(A)P(A)+a,A+b, ], =a,A+b, ], = (3" —-2"A+(3-2" —2-3M1,.

2V;+l i | 3/1 2n+l B | 2371)

Onen déduitVn € N, A :'éﬁ" & on o L

2.1.2 Matrices nilpotentes

Soit A dans M,,(K).
e On dit que A est nilpotente lorsqu’il existe p dans N* tel que A? = 0.

Exemple : Les matrices triangulaires strictement supérieures, ou strictement infé-
rieures, sont nilpotentes.

Indice de nilpotence : on appelle indice de nilpotence de A le plus petit entier p
dans N tel que A? = 0.

e Soit A un matrice nilpotente de M, (K), son indice de nilpotence est inférieur
ou égal a n. Voir exercice 1.18 page 17 pour la démonstration de ce résultat.

Soit A =

S O O

1 0
01
00
A

1) Montrer que A est nilpotente d’indice 3.
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2) Montrer qu’il n’existe pas X dans M3(R) telle que X 2= A

1) Un simple calcul montre que A% # 0 et A> = 0.

2) Supposons qu’il existe une matrice X dans M3(R) telle que X> = A. On a alors
X® = 0, ce qui montre que X est nilpotente. On sait alors que son indice de
nilpotence est inférieur ou égal 4 3. On a donc X* = 0 et par suite X* = X°X =0,
ce qui contredit X* = A2 # 0. On en déduit que I’équation matricielle X> = A
n’a pas de solution.

2.1.3 Matrices et applications linéaires

Soit (n, p) € N* x N*,

e Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives n et p.
Soient Bg = (ey, ..., e,) une base de E et Br = (fi,..., f,) une base de F.
Soit u dans L(E, F). Pour tout i dans [[1,n]], il existe un unique élément

(mi1,...,m;p) dans K7 tel que u(e;) = Zm,-jfl-.

i=1

o On appelle alors matrice de u dans les bases 3 et By la matrice Mg, 3, (1)

de M, ,(K) définie pan,
uler) ... u(ey)
mi cee My N
Mp, B, (1) = :
Mmpy ... Mp,/) fp

o On retiendra que les colonnes de la matrice de u (dans les bases Bg et Br),
sont données par les coordonnées des vecteurs u(e;) dans la base Br.

o Lorsque F = E et By = B, on note Mp, (1) la matrice Mg, 5, (1).

n
e Soit (x,y) dans E x F, il existe (x,--- ,x,) € K" tel que x = inei et il
i=1

P

existe (yi,---,yp,) € K’ tel que y = Zy,»f,-. Posons X = (x,---,x,) et
i=1

Y = t(yla'” 7yp)-

On a y=ulx)eY =Mg,p,m)X.

e Soit Bg une base fixée de E.

L’application de (L(E), +, -, o) dans (M,,(K), +, -, X) qui, a u associe Mg, (u),

est un isomorphisme d’algebres. En particulier, pour tout (f, g) € L(E)x L(E),
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on a

MBE(g o f) = MBE(g) X MBE(f)
Application linéaire canoniquement associé a une matrice Soit A une
matrice de M, ,(K). On appelle application linéaire canoniquement associé a
A, I’application linéaire f de K" vers K” qui, a tout X € K", considéré comme
vecteur colonne, associe AX.

D’aprés Centrale PC 2006
Soient A = X*+1et B = X*+ X, soit f I’application qui 2 P dans R [X]
associe le reste de la division euclidienne de A P par B.

1) Montrer que f est linéaire
2) Donner la matrice de f dans la base canonique.

3) Déterminer I’image et le noyau de f.

1) Soient P, et P, dans R;[X]. Soient & et B dans R. Soit R, et Q; respecti-
vement le reste et le quotient de la division euclidienne de AP; par B. Soit
R, et O, respectivement le reste et le quotient de la division euclidienne de
AP2 par B. On a A(CKPT o ﬁpg) = (Ql i+ Qg)(aPl + ,8P2) + aRy + ,8R2.
Comme deg(aR; + BR;) < min(deg(R|),deg(R,)), on a deg(aR| + BRy) < 4,
ce qui par unicité du reste de la division euclidienne montre que aR; + BR;
est le reste de la division euclidienne de A(aP; + BP,) par B. On a donc
f(aP,+BP) = aR; + LR, = af(P)+ Bf(P;). On a ainsi montré que f est
linéaire.

2) On calcule les images par f des vecteurs de la base canonique B = (1, X, X2, X°)
de R3 [X]. A partir des divisions euclidiennes : (X*+ 1) = (X* + X) + (=X + 1),
XX*+D=XX*"+X)+(X’+X), X>)(X*+ D = X*(X*+ X))+ (=X’ + X?),
X3(X*+1) = (X —1D)(X*+X)+(X>+X), onobtient f(1) = 1-X, f(X) = X—X?,
(X =X>- X3, f(X*) = X?+ X. On en déduit :

1 0 01

-1 1 00

MsO=1 0 -1 1 o
0 0 -1 1

3) Soit (x1, x2, x3, x4) dans R*. Le vecteur (x1, x2, x3, x4) est dans le noyau de f siet
seulement si (xq, X2, X3, X4) est solution du systeme linéaire :

X1+ X4 =0
—X1+ X2 =0
—X2 + X3 =0

—X3+Xq4 =
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En additionnant toutes ces équations, on trouve 2x4 = 0. On en déduit que
X1 = x3 = x3 = x4 = 0 ce qui montre que Ker f = {0Og}. le théoréme du
rang montre ensuite que Im f = Rj3 [X].

Remarque

On peut aussi calculer le déterminant de M g(f) et constater qu’il n’est pas nul
(il vaut 2).

Exercice 2.6

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et f dans £(E) tel que f> = 0 et
f* # 0. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est

S OO
SO =

0
1
0

Il existe un vecteur xo dans E tel que f2(xo) # 0. Soit B = (f2(x0), f(x0), X0).
Montrons que cette famille est libre.

Soit (a, B, y) dans R? tel que axo + B.f (xo) + ¥f*(xo) = 0. En appliquant f2 i cette
relation, compte tenu du fait que /* = 0, on obtient a f2(xg) = 0. On en déduit
a = 0. En appliquant cette/fois £ 2 la relation B £(xy) + v f>(xo) = 0 on obtient
B = 0, et finalement y = 0. Faifamille [3 est libre et,de cardinal 3 dans un espace de
dimension 3, c’est donc une base de £. Dans cette base la matrice de f est

o A fx

0 1 0\ F*x)
( 0 0 1 ) fx) -
0 0 0 x

2.1.4 Matrices inversibles et calcul de linverse

Soit A dans M ,(K) une matrice carrée.

¢ On dit que A est inversible lorsqu’il existe une matrice B dans M,,(K) telle que
AB = BA = 1,.

Dans ce cas B est unique et on I’appelle I’inverse de A et on la note A~!.

Notation On note GL,(K) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n et inver-
sibles.

e Soit (A, B) € GL,(K)?, la matrice AB est inversible et (AB) ! = B~1A~".

e Si A dans M,,(K) est inversible, alors pour tout k dans N*, la matrice A* est
inversible et (AX)™! = (A~ 1a matrice ‘A est inversible et (A)~' = (A~ 1).
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Différentes caractérisations de l'inversibilité d'une matrice
carrée

Soit A dans M,,(K). La matrice A est inversible si et seulement si 1’une des
propriétés suivantes est vérifiée :

e il existe B dans M, (K) telle que BA = I, ;

o il existe B dans M, (K) telle que AB = I, ;

¢ le noyau de A est réduit a 0, c’est-a-dire la seule solution de I’équation AX =0
pour X dans M, ;(K), est la matrice colonne X = 0;

o clle est la matrice dans une certaine base d’un endomorphisme bijectif ;
e sonrang est égal an;
¢ son déterminant est non nul (voir chapitre « Déterminants »).

Quelques méthodes pour déterminer 'éventuel inverse d'une

matrice A

e Exhiber une matrice B dans M,,(K) telle que AB = I,, ou BA = I,,.

e Rechercher un polynome P tel que P(A) = 0 et P(0) # 0. En effet, soit
P(X)=ao+a; X +---+a X" un tel polyndme, alors

—apl, = a1 A+ +akAk = A(apdpt - - - +akAk_1),

L ADES .
et par conséquent A est inversible et A o —(all,+- -+ akAk 1).
ao
e Résoudre le systtme linéaire AX = Y, on obtient alors X = A~'Y (Voir

chapitre « Equations linéaires ») ;
e Calculer la transposée de la comatrice'.

Remarque
Les méthodes de détermination permettent en général d’assurer 1’inversibilité.

Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n telles que A + B = AB. Montrer
que I, — A est inversible.

En I’absence d’indications supplémentaires sur A et B on ne peut qu’essayer de devi-
ner I’éventuel inverse de /,, — A. Remarquons que la relation proposée est symétrique
en A et B, la matrice I, — B doit elle aussi étre inversible. En effectuant le produit

1. En dehors des cas n = 2 et n = 3, cette derniére méthode, donnant lieu en général a des calculs tres
lourds, doit étre considérée comme théorique.
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(I, — A)(I, — B), on obtient (I, — A)(I[, — B)=1,— A— B+ AB = I,,. La matrice
I, — A est donc inversible et son inverse est I, — B.

Remarque

L’inverse a gauche de I, — A étant aussi son inverse a droite, on peut déduire du
résultat précédent que (I, — B)({, — A) = I,,. En développant le terme de gauche
on obtient A + B = BA, ce qui reporté dans la relation de départ montre que
AB = BA. On aainsi montré que A + B = AB entraine que A et B commutent.

01 11

1 01 1 . . .
Montrer que A = 110 1 est inversible et calculer son inverse.

1110

On va chercher un polynéme annulateur de A. On calcule A% et on obtient :

3 2 2
2

2 _
A-— 3

(NSRS BN\
N o W
N

[SSRN NS I S S

e

L : . .
On constate alors que A? = JA ¥ 31,0'0On déduit de cette égalité la relation

1
A <§(A — 214)> = I4. Ceci montre que A est inversible et que
1
1
-2 1
-2

Soit n dans N*.

1) Soit N une matrice nilpotente dans M, (K). Montrer que les matrices I, — N
et I, + N sont inversibles.

o1 o0 --- 0
00 :
2) On note A la matrice définie par A = | - ol Montrer que
0 1
0 . 0

I, + A est inversible et déterminer son inverse.
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p—1
1) Tl existe p dans N tel que N¥ = 0. On aainsi (f, — N) (Z Ni> =[,—NP =1,
i=0
p—1
La matrice I, — N est donc inversible et a pour matrice inverse Z N'. Si N est
i=0
nilpotente alors —N est également nipotente de méme indice de nilpotence et
n—1
donc I,, + N est inversible et a pour matrice inverse Z(—l)‘N h
i=0
2) On peut expliciter la matrice I, + A et I’inverser par des manipulations sur les
lignes. On peut aussi utiliser le résultat précédent en remarquant que la matrice
A est nilpotente d’indice de nilpotence n. De plus, on calcule sans difficulté ses
puissances : pour k dans [[1,n — 1]], tous les coefficients (a;;) de A sont nuls sauf
ceux dont les indices vérifient j — i = k qui sont égaux a 1. En d’autres termes,
pour k dans [[1,n — 1] :

k + 1-eme
colonne
!
0O --- 0 1 0O --- 0
0 1
Ak = 0
0 1] +«— (n— k)-ieme ligne
0 0

n—1

On en déduit que I, + A est inversible et a pour matrice inverse Z(—l)iAi. Ce
i=0

qui, de facon plus explicite, donne :

1 -1 1 - (=D
0 1 . :
L+A) "= - 1
0 1 -1
0 0 0 1
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Soit n dans N*. Soit M dans M,,,;(R) définie par
1 1 1

)
Vo ()

Montrer que M est inversible et donner son inverse.

NSRS T S
S N = S =

Cette matrice est triangulaire supérieure et aucun de ses coefficients diagonaux n’est
nul, elle est donc de rang n + 1 et par conséquent elle est inversible. La matrice se
préte mal a des manipulations sur les lignes. Les coefficients binomiaux font penser
a la formule du bindme de Newton et on va interpréter M comme la matrice de
I’application linéaire f de R,; [X] dans lui-m&me qui a P associe f(P) = P(X+1).
On constate qu’en notant B = (1, X, ..., X") la base canonique de R,,; [X], on a
M = Mpg(f). Lapplication linéaire f est bijective puisque M et inversible et sa
réciproque g est I’application lineaire qui a2 P dans R, ,; [X] associe le polynome
P(X —1).Onadonc M~ = MB(g). On obtient :

1 - I (=1

1 2
)y
_ . c. 2 _1\n—2 2
Mo | <2> ()

A, )

2.1.5 Matrices de passage

Soient n dans N* et E un K-espace vectoriel de dimension n. Soient B et B’ deux
bases de E.

e La matrice de passage de la base B a la base B’ est la matrice P de la famille B/
dans la base B : sa j-€éme colonne est constituée des coordonnées dans la base B
du j-eme vecteur de la base B’.

e La matrice de passage de la base 3 2 1a base BB est égale a la matrice M B .BUdEg).
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2.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

¢ Formules de changement de bases
On note P la matrice de passage de la base B = (ey,...,e,) a la base
B =(e,... e).

n
o Soit x dans E. Il existe (x1, . .., x,) dans K" tel que x = inei et (X],...,x))
i—=1
n
dans K" tel que x = le-’el{. Soit X = "(x1,...,x,) etsoit X' ="(x],...,x}).
i—1
Onaalors X = PX'.

o Soit f un endomorphisme de E, de matrice M dans la base B, et de matrice M !
danslabase B.OnaM' = P~'MP.

Exercice 2.11

Centrale PC 2006

Soit n dans N*. Soit E = R, [X].

On note B’ = (P)o<k<n, ol P = X*(1 — X)"7*,
1) Montrer que B’ est une base de E.

2) Donner les matrices de passages de la base canonique vers B’ et de B’ vers la
base canonique.
Indication de I’examinaiedrs on‘remarquera que 1 = X + (1 — X).

1) Montrons que la famille B’ est libre. Soit (ay, . . . , @,) dans R" tel que

ZakPk = 0 (*)
k=0

Remarquons que pour tout k dans [[1, n]], le réel O est racine d’ordre k de Py alors
qu’il n’est pas racine de Py. En évaluant I’égalité (x) en 0, on obtient donc ay = 0.
En dérivant (x) puis en évaluant a nouveau en 0, on obtient cette fois a; = 0. En
réitérant ce procédé, on obtient que, pour tout k dans [[0, n]], o est nul. La famille
B’ est libre et de cardinal égal a la dimension de E, ¢’est donc une base de E.

2) e Notons A = (a;j)1<i,j<n+1,> la matrice de passalge2 de la base canonique B a
labase B' = (P,,..., P,). Pour tout k dans [0, n]], on obtient sans difficulté les
coordonnées du polyndme P, dans la base canonique de R, [X]. En effet, on a
pour tout j dans [[1,n] :

n—j . n _
B = X=X =) (n i J>(—1)iX”" =2 (n i} J-)(—l)l‘jxi .

l' —_
i=0 i=j J

2. Attention au décalage d’indice : a;; est le coefficient de P;_; sur X =l
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On en déduit :

n+l—j i ..
-1y <i <
pourl <i<<j—1

N

e Déterminons la matrice de passage de la base B’ a la base B. Pour cela expri-
mons chaque X’ en fonction des vecteurs de la base B’. On déduit de la relation

P
1 = X+(1 —X), que pour tout p entierona 17 = Z <p>Xk(1 — X)) Dou:

P\
P p
X"P — Z (Z) Xn—p+k(1 _ X)P—k —_ Z <Z> Pn—p+k(X)
k=0 k=0
=S < P >Pi(X) (i=n—p+h).
i i+p—n

n

On en déduit que pour tout j dans [[0,n], X/ = Z (n B J> P;(X). En notant
i=j
b;; le coefficient général de la matrice de passage de /3’ vers B3, on a

n+d =7 o
Vi, j) € [l,n+ 11", b = e pour j < i

<n+l
pour i<j—1

TPE PC 2005, CCP MP 2006

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension 3 et soit (eq, e2, ¢3) une base de E.
Soient H le plan d’équation x + y + z = O et D la droite x = y/2 = z/3.

1) Montrerque H ® D = E.

2) Trouver la matrice de la projection sur H parallelement a D.

1) Un vecteur xe; + ye; + zes appartient a H N D si et seulement si ses coordonnées
x+y+z=0

X, y et z sont solution du systeme linéaire : 2x =y . I en résulte que
3x =z

HN D = {0g}. Enoutre,dim H +dimD =dimE,d’ou H® D = E.

2) Notons p le projecteur sur H parallelement a D et M sa matrice dans la base

(e1,e2,€3).
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Soit (e, €5) une base de H et €} un vecteur directeur de D. La relation H & D = E
assure que (e}, €3, €5) est une base de E. Par ailleurs la matrice M’ de p dans cette
1 00
nouvelle base est donnée par: M’ = [0 1 0
0 00

On sait également que, en notant P la matrice de passage de (ey, €2, €3) A (e, €5, €3)
quel’ona: M =P~ 'MP.

En choisissant par exemple €] = e] — e3, €5 = ey — €3 et ¢ = e] + 2e; + 3e3, on
obtient :

1 01 1 5 -1 —1

Pp=|( 0 1 2 Pl'l=|-2 4 =2

1 -1 3 6\ 1 1
L[5 -1 1
Onendéduit M = PM'P'=-|-2 4 -2
6\3 3 3

Remarque
Pour déterminer la matrice de P, on aurait pu procéder comme dans 1’exercice
1.13, page 12.

2.1.6 Rang d'une matrice

-

Soient (n, p) dans N? et M dans M, p(R).

e On appelle rang de M le rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

e Soit E un K-espace vectoriel de dimension n de base Bg et F' un K-espace
vectoriel de dimension p de base Br. Si u est une application linéaire de E
vers F telle que M = Mp, B, (u), alors on arg(u) = rg(M).

e On arg(M) = rg("M). c’est-a-dire que le rang de M est aussi le rang de la
famille de ses vecteurs lignes

e Si P € GL,(K), alorsrg (PM) = rg(M). Si Q € GL,(K), alorsrg(M Q) = rg(M).

Exercice 2.13

CCP MP 2006 et 2007
Soit n dans N*, soient u et v les aplications linéaires définies sur R, [ X] par
VP € R, [X],u(P)=P(X+1)etv(P)=P(X —1).

1) Déterminer le rang de f = u — v a partir de sa matrice.

2) Retrouver ce résultat par une autre méthode.
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1) Cherchons I’image par f = u — v des vecteurs de B = (1, X,..., X") la base
canonique de R, [ X]. Soit k dans [1,n]], on a

k
k : .
FEH=X+D =X =D =3 (.)(1 —(=DHx .
i—o \
On constate en particulier que, pour i € [[1,n] et j > i on a a;; = 0 et pour
i € [[1,n—1] on a a;;y;1 = 2i. On en déduit que la matrice de f dans la base
canonique est de la forme :

0 2 a3 ais ... aiun

0 0 4 az 4

Mp(f) =
an—1,n+1

: i 2n

0 --- e 0

On en déduit que le rang de f est n.

2) On peut étudier le noyau de f puis utiliser le théoréme du rang. Soit P un poly-
ndme tel que f(P) = 0. Alors pour tout x dans R,ona P(x +1) = P(x — 1), ou
encore, pour tout x dans R, on a P(x +2) = P(x). Le polyndbme P est donc péro-
dique de période 2. On montrc-alors que P est constant (il est de degré inférieur ou
égal an etil prend n + 1 fois la valeur P(0)), On en déduit que Ker(P) = Vect(1),
le théoréme du rang montic alois queig(f)=n+1—1=n.

Exercice 2.14

1 11 1

Lo . . 1 -1 1 -1
Etudier en fonction de A dans R le rang de la matrice A, = 121 1 1
-1 1 A =2

On ne modifie pas le rang d’une matrice en ajoutant a ’'une de ses colonnes une
combinaison linéaire des autres colonnes. On essaie ainsi par manipulations sur les
colonnes de transformer A, en une matrice triangulaire. On effectue successivement
les opérations : ¢4 «— c4 — cp, puis ¢z «— ¢3 — ¢j etenfin ¢; < ¢, — ¢;; on a alors
obtenu une matrice dont les deux premieres lignes ont la forme souhaitée ; 1’opération
¢4 < ¢4 — c3 permet d’obtenir ensuite une matrice triangulaire inférieure :

C1 Cy — Cq Cc3 — Cq Cqy — C C1 (%) C3 Cqy — C3
1 0 0 0 1 0 0 0
1 —2 0 0 1 -2 0 0
el =rel 0 2 > 7%l 0 2 0

-1 2 A+l —A-1 -1 2 2A+1 =21-2
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2.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

On en déduit que si A = —1, alors le rang de A est 3, si A £ —1, alors le rang de
A, est 4.

2.1.7 Matrices semblables

Soient A et B dans M,,(K).

e On dit que A et B sont semblables lorsqu’il existe P dans GL,(K) tel que
A= P 'BP.

e Caractérisation : les matrices A et B dans M,,(K) sont semblables si et seule-
ment si il existe un espace vectoriel E de dimension 7, deux bases B et B’ de
E, un endomorphisme f de E tels que A = Mp,(f)et B = Mp: . (f).

¢ Propriétés

o Si deux matrices sont semblables, alors elles ont méme rang, méme déterminant
et méme trace. La réciproque est fausse.

o Si A et B sont semblables, alors pour tout £ dans N, les matrices A¥ et B* sont
semblables. Si de plus A est inversible, alors B est inversible et pour tout k dans
7, les matrices AX et B¥ sont semblables.

Remarque
En pratique, pour montrer que.deux matrices ne sont pas semblables, on utilise
la contraposée de 1’'une de-cesimplications.

Navale MP 2006

0010 000 0 0100
. 000 1 0100 0000
Soient A=, o 0 0|'B=f0o 00 1]%“=]0 0 0 1

0000 000 0 0000

1) Montrer que A et B ne sont pas semblables.

2) Montrer que A et C sont semblables.
Indication de la rédaction : on cherchera la matrice de I’endomorphisme asso-
cié a C dans une nouvelle base obtenue par permutation des vecteurs de la base
canonique.

1) Les matrices A et B n’ont pas m&me trace, elles ne sont donc pas semblables.

2) Soient ¢ et a les endomorphismes de R* de matrices respectives C et A dans la
base canonique (e, ;, €3, e4) de R*. On a alors :

c(er) =0, c(er) = ey, c(e3) =0, c(eq) = e3.

a(ey) =0, a(ey) = 0, a(e3) = ey, a(es) = e;.
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On constate ainsi que dans la nouvelle base (¢, €5, €4, e;) définie par :
1,235 %4
! ! ! !
el :€]7 6'2 263, 6'3 :ez, 6'4:64,

I’endomorphisme ¢ a pour matrice A. Ceci montre que A et C sont semblables.

Exercice 2.16

CCP PSI 2005

00 00O 01 00
) 0 010 00 00O

Les matrices A = 000 1 et B = 00 0 1 sont-elles sem-
00 0O 00 00O

blables ?

Remarquons que ces deux matrices ont méme rang, méme trace et méme déter-
minant, ce qui ne permet pas de trancher. Comme A et B sont particulierement
simples, il est naturel de s’intéresser a leur carré. On constate que A> # 0 mais
que B? = 0. Or s’il existait P dans GL,(R) telle que A = P~ 'BP, on aurait alors
A>= P 'BPP 'BP = P7'B*P = 0. Il en résulte que A et B ne sont pas sem-
blables.

Remarque
Plus généralement, on mohitie que si deux matrices A et B sont semblables, alors
les polyndmes P tels que P(A) = 0 vérifient ¢galement P(B) = 0.

Exercice 2.17

Soient A dans GL,(K) et B dans M, (K). Montrer que AB et BA sont sem-
blables.

On veut trouver une matrice P dans GL, (K) telle que BA = P 'ABP.La matrice
A étant inversible, il est naturel de voir si I’on peut exprimer une telle matrice P au
moyen de A. On constate en fait que P = A convient car A”'ABA = BA.On a
ainsi montré que AB et BA sont semblables.

2.1.8 Trace d'une matrice carrée

Soit A = (a;;) une matrice de M,,(K).

n
¢ On appelle trace de A le réel noté tr(A) défini par tr(A) = Z a;;.
i=1

o Propriétés : soient A et B deux matrices de M,,(K) et («, 8) dans K.
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1) r(¢A+BB)=atrA+BtrB;

2) tr(AB) = tr(BA);

3) tr('A) = tr(A);

4) pour P dans GL,(K) on atr(P~'AP) = tr(A).

e Trace d’un endomorphisme

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie, 3 une base de E et f un
endomorphisme de E. Le réel tr(Mp(f)) ne dépend pas du choix de la base B :
on ’appelle trace de f est on le note tr( f).

Exercice 2.18

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Déterminer la trace des endomor-
phismes suivants :

1) une homothétie i de rapport A,
2) un projecteur p,

3) une symétrie s.

1) Soit B une base de E. La matrice de h dans B est A7,. On en déduit que tr(h) = nA.

2) On sait que £ = Imp MRE; p. Soittalors (e),!..,e,) une base de Im p et
(er41,...,€,) une base de Ker p. La famille B = (ey,...,e,) est une base de
E. Comme pour tout i dans [1,7]], on a p(e;) = e; et pour tout i dans [[r + 1, n]],

ple;) = Og, la matrice de p est de la forme Mp(p) = < {)r 8 ) . On en déduit
que tr(p) =r =rg(p)

3) On sait que £ = Ker(Idg —s) ¢ Ker(Idg +s). Soit alors (ej,...,e,) une
base de Ker(Idg —s) et (e,41,...,e,) une base de Ker(Idg+s). La famille
B = (ey,...,e,) est une base de E. Comme pour tout i dans [1,7]], on a
s(e;) = e; et pour tout i dans [[r + 1,n]], s(e;) = —e;, la matrice de p est de la
forme Mp(p) = ( 8 _I(r)l—r ) .

On en déduit que tr(s) = dim(Ker(Idg —s)) — dim(Ker(Idg +s)) = 2r — n.

La trace d’un projecteur est égale a son rang.
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Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1) Montrer que I’ensemble H = {M € M, (K), tr(M) = 0} est un sous-espace
vectoriel de M,,(K) et en déterminer la dimension.

2) Donner une base de H.
3) Soit ¢ ’application, qui a toute matrice M de M, (K), associe

(M) =t(M)I, — M.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (K) et déterminer sa trace.

4) Etablir que ¢ o p = (n — 2)¢p + (n — 1)Id. En déduire que pour n > 2,
I’application ¢ est inversible et déterminer son inverse.

1) La trace est une application linéaire et I’ensemble H est par définition son noyau,
donc H est un sous-espace vectoriel de M, (K). Comme la trace est une forme
linéaire non nulle, le sous-espace vectoriel H est un hyperplan de M,,(K), donc
dimH =n* — 1.

2) Pour trouver une base de H, il est naturel de commencer par examiner quels sont
les éléments de la base canonique de M, (K) qui sont dans H : ce sont toutes les
E;; a diagonales nulles (c/est-a-dire telles que i < j). On a déja ainsi une famille
libre de cardinal n> — n qui st dans F7. On peut compléter cette famille par les
matrices de la forme E|; — E;; avec ¢ dans [[2,7]]. On obtient alors une famille
By d’éléments de H qui est libre et de cardinal n> — n+n — 1 = n> — 1, c’est
donc une base de H.

3) L’application ¢ est a image dans M,,(K). La linéarité de la trace entraine la linéa-
rit€ de ¢. Pour calculer la trace de ¢, on cherche une base adaptée de M, (K).
On constate que si M est dans H, alors ¢(M) = —M. En particulier pour tout
élément M de By on a (M) = —M. Comme [, n’est pas dans H et H est un
hyperplan, la famille I3 obtenue en complétant By par I, est une base de M,,(K).
Ona

BH In
-1 0 0

Mp(p) = : | Bu
0 —1 0
\o ... 0 [n-1/1,

et on en déduit que tr ¢ = (—D)*>=D+n—1=n—n

4) Soit M dans M, (K), on a
¢ o d(M) = d(t(M)I, — M) = t(tr(M)1,, — M), — (te(M)I, — M)
=mn—-—tr(M),+ M =@n —2)¢(M)+(n — 1)M.
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On en déduit que pod = (n —2)¢p+(n — 1) Id. On peut encore écrire cette relation
sous la forme ¢ o (¢p — (n —2)Id) = (n — 1) Id. L’application ¢ est donc bijective,

1
(6 — (n —2)1d).

n—1

d’application réciproque

Remarque

Pour déterminer ¢! on a utilisé un polyndme annulateur de ¢. On peut aussi
obtenir ¢! directement en résolvant pour N dans M, (K) donnée, 1’équation
(E) (M), — M = N.Remarquons que pour résoudre (E), il suffit de déterminer
la trace de la matrice M. Pour cela, on commence par appliquer la trace a (£). On

tr(N
obtient tr(M)n — tr(M) = tr(N), d’ou tr(M) = X i On en déduit alors que
n —_—
M=y
n—1

2.1.9 Matrices par blocs

Soient (n, p) dans (N*)2 et (ny,n», py, po) dans (N*)* tels que ny +np, = n et

pr+p2=p.
e Soient A dans M, , (I€); B dans M, (K) € dans M,, , (K) et D dans
M., 5, (K). Soit M la matrice de M,, ,(IK) définie par

A| B
- (25)
on dit que M est définie par blocs.

¢ Soit M; et M, deux matrices pour lesquelles on dispose d’écriture par blocs de
tailles compatibles pour que tous les produits aient un sens :

(A | By A | By
Ml_<C1 D1> M2<C2 D,
Alors on sait donner une écriture par blocs du produit M M, et on obtient :

A1A2+BIC2 ‘ A]BQ+BID2
C1A2+D1C2 ‘ C1B2+D1D2 ’

MM, = <

e Exemple Soit  un entier tel que » < min(n, p), on note J,,, la matrice
de M,,(K) définie par :
I. |0
= (512,

e Caractérisation du rang a partir des matrices J,,,. Soit M dans M, ,(K).
La matrice M est de rang r si et seulement si il existe U dans GL,(K) et V dans
GL,(K) telles que M = U J,,,, V
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Remarque

Soient A et B dans M, ,(K). On dit que A et B sont équivalentes lorsqu’il
existe P dans GL,(K) et Q dans GL,(K) tels que : A = PB(. La propriété
précédente s’énonce alors : M dans M,, ,(K) est de rang r si et seulement si M
est équivalente a J,,, .

Soient A dans M,,,(R), B dans M ,,(R) et C dans M,,,(R). On note r le rang
de A et s lerang de B.

1) Montrer que le rang de la matrice M| = ( 13 g ) estégalar+s =rg A+rg B.

2) Comparer le rang de la matrice M, = < 13 g > avecr + .

3) On suppose que B est inversible. Montrer qu’alors le rang de la matrice
M, = ( g g > estencore égalar +s =rg A +1g B.

1) Nous allons donner deux mé€thodes.
e Premiere méthode, on travaille sur les colonnes dé M.

Pouri € {1,...,n}, notons u; le j-ieme vecteur colonne de A et U; = (Oj> le
Jj-iéme vecteur colonne de M. Pour k € {1,...,q}, notons v le k-ieme vecteur
0 .
colonne de B et V;, = (v > le k-ieme vecteur colonne de M;.
k
Les vecteurs colonnes de M sont donc Uy, ..., U,, Vi,..., V,.
Soit (u,,...u;) une famille libre extraite de (uy,...,u,) et (vg,...v;) une
famille libre extraite de (vy, ..., v,).
Montrons que la famille (Uj,...,U;,Vi,..., V) est une famille libre. Si
r K r S
Pona » NUj + > mVj = 0, onobtient » MU; = —» wVj. En
k=1 k=1 k=1 k=1
N
prenant les p dernieres coordonnées, on a alors 0 = — z i vj,. Par ailleurs,
k=1
la famille (vg,,... vk, ) est libre, il en résulte que les u; sont nuls. On en déduit

alors » AUj =0, dob Y Nuj, = 0.Or, la famille (uj,, ... u;) est libre,
k=1 k=1

les A; sont donc nuls. Ainsi, la famille (U;,...,U; , V,,..., V) est libre et par

conséquentrg M >r+s =rg A +1gB.
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Soit maintenant une famille F de r + s + 1 vecteurs colonnes de M. Elle contient

) . ) ) A
nécessairement au moins r + 1 vecteurs colonnes dans la matrice (0 ou au

. 0 . . .
moins s + 1 vecteurs colonnes dans ( B Dans le premier cas, il y a au moins

r + 1 vecteurs colonnes de A et la famille F est liée car elle contient une famille
liée. Dans le deuxie¢me cas, il y a au moins s + 1 vecteurs colonnes de B et la
famille F est liée.

Finalement rg M = rg A +rg B.

¢ Deuxieme méthode : on se raméne a une matrice triangulaire par blocs.

La matrice A est de rang r, il existe donc P, dans GL,,(R) et Q 4 dans GL,(R)
telles que PAAQ4 = Junr. La matrice B est de rang s, il existe donc Py dans
GL,(R) et Qp dans GL,(R) telles que PgBQp = Jpg,. Soit alors les matrices

_ ([ Pa] O _ (94| O . . . '
P = < 0 [P ) et 0 = <T’@) Ces matrices sont inversibles :
_ Pl 0O _ o'l o
P 1:< 8 PB_1>etQ 1:<TA’TEI>,etdeplus:
Pyl O AloO 04l 0N ([ Juw| O
0 | Pg 0B 010s ) \ 0 [T )°

On en déduit que M| est equivalente a une matrice de rang » + 5. On a donc
rgeM; =r+s.

2) La aussi on peut utiliser les deux méthodes précédentes, nous allons vous présen-
ter le travail sur les colonnes.
Pour k € {1,...,q}, notons wy le k-ieéme vecteur colonne de C. On peut refaire

B3N . . sz . Wy
la premiere partie du raisonnement précédent en notant cette fois V; = <v )
k
On obtient encore rig M > r +s = rg A +rg B. L’inégalité peut étre stricte il suffit
de prendre A =0, B =0et C # 0.

3) Supposons que B est inversible. On adonc p = g = s. Soit une famille de r +s+1

C
vecteurs colonnes de M. Comme on peut prendre au plus s vecteurs dans ( B)’

. . . . A .
il y a au moins r + 1 vecteurs de cette famille dans la matrice < O) ,alorsilyaau

moins r + 1 vecteurs dans A et la famille est liée. Finalement rig M = rg A +rg B.

Remarque
On peut aussi se ramener plus directement a la question précédente en remarquant

que
I, | -CB™! AlCc\ [(A]O
0] I, o|B) \O0|B )"




% Chap. 2. Matrices
. I, | —CcB™! . . 0 AlC
Comme la matrice < 0 I ) est inversible (—%) et (T’T)

ont méme rang.

ol >

CCP MP 2006

Soit M dans M,,,,(R) décomposée par blocs : M = ( é g ) avec A dans
GL,(R). Montrer que : rg (A) = rg(M) < D = CA™'B.

Remarquons tout d’abord que comme A est dans GL,(R), la proposition a démontrer
est équivalente 2 : rg(M) =n < D = CA™'B.

On va essayer de multiplier M par des matrices inversibles jusqu’a obtenir une
matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont assez simples.

Al B A'"lo\ _( L. |B
C|D 0 [, ) \ca'|D )"
On a ensuite :

I, |B HfrPe Lo 0
cA™'|D ) QU= V= cavi|cAa'B-D )’

Comme toutes les matrices pa; lesquelles on a multipli€ M sont inversibles, le rang
L | 0

CA'|CAT'B-D

en déduitrg(M) =n < 1g(CA"'B—D)=0< D =CA !'B.

de M est égal au rang de < ) =rgl,+1g(CA~'B—D).On

2.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 2.22

CCP MP 2006
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

1) Montrer que f dans L(FE), de rang 1, n’est pas forcément un projecteur.
2) Montrer que f dans £(E), de rang 1 et de trace 1 est un projecteur.

3) Trouver une base de M, (R) constituée de projecteurs.

1) On choisit E = R%. On considere I’endomorphisme f de E ayant pour matrice

00
f? =0+ f,ce qui montre que f n’est pas un projecteur.

My = (0 1> dans la base canonique. Il est clair que rg f = 1. Mais
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2.2 Exercices d’entrainement a

2) Soit f de rang 1 et de trace 1. Soit (eq,...,e,—1) une base de Ker f. D’apres
le théoréme de la base incompléte, il existe un vecteur e, de E tel que la famille
(e1,...,e,)estune base de E. Soit M } la matrice de f dans cette base. La matrice

M} est de la forme :

f(el) cee f(en—l) f(en)

0 e 0 a (4]
, . . . .
M, =
0 e 0 a, e,
Comme la trace de f est égale a 1, on a @, = 1. Un simple calcul matriciel

montre alors que grace a la condition a, = 1, on a (M})2 =M }, ce qui montre
que f> = f.On a ainsi montré que f est un projecteur.
3) Les matrices Eyy,--- , E,, et E;; + Ejj aveci # j sont de rang 1 et de trace 1,

elles sont des matrices de projecteurs. En outre, elles forment une famille libre de
n? matrices, donc une base de M,,(R).

Exercice 2.23

Matrices de rang 1

Soit n dans N*. On considére 2n nombres réels ay, as, ..., a,, B1, B2, ..., Bn
et la matrice A = (a;;) de M,(R) telle que pour tout (i, j) dans [[l,n]]2
a,-j = ai,Bj.

1) Déterminer le rang de A.

2) Montrer que A% = (tr A)A et en déduire que si tr A # 0, il existe un projecteur
p et une homothétie 4 dans L(R") tels que A soit la matrice de p o & dans une
certaine base.

3) Soit M dans M,,(R) une matrice de rang égal a 1. Montrer qu’il existe X dans
M, 1(R)\ {0} et Y dans M ,(R)\ {0} tels que M = XY.

4) Déduire des résultats précédents I’ensemble des matrices de M3(RR) telles que
A% =0.

1) Pour j dans [1,n]], notons C; la j-éme colonne de A. On a par définition de A :

Cj =8,
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On en déduit que toutes les colonnes de A sont proportionelles, ce qui montre que
rg A < 1. S’il existe (i, j) dans [1,n]? tel que a;B; # 0alorsrg A = 1, sinon
A=0etrgA =0.

2) Soit ¢;; le coefficient général de la matrice A2. Pour tout (i, j) dans [1, n]]2 on

n n n
acj = E aixQkj = E aiﬁkakﬁj = ( E ,Bkak> aij = trA aij. On a ainsi
k=1 k=1

k=1
A% = (tr A)A.
1
Supposons trA # O et considérons la matrice B = HA. On a alors
r
1 1
B? = —2A2 = —A = B. Ainsi B est la matrice d’un projecteur p.
(tr A) trA

Soit alors # I’homothétie de rapport tr A. Dans toute base la matrice de & est
(tr A) I,,. Alors la matrice A = B((tr A) I,,) est la matrice de p o h.

3) Comme M est de rang 1, I’une de ses colonnes est non nulle. On note X cette
colonne. Toujours parce que M est de rang 1, toutes les autres colonnes de M sont
proportionnelles a X. Pour j dans [[1,n]], en notant C; la j-ieme colonne de M,
il existe y; dans R tel que C; = y;X. Si on note Y le vecteur ligne (yi, ..., y,)
on a alors M = XY. Comme M est non nulle, Y est non nulle et on a bien obtenu
I’écriture proposée.

4) Soit g I’endomorphisme de R* dont M est 12 matrice dans la base canonique. On
a g° = 0 ce qui entraine Img € Ker g. On en déduit que dimIm g < dim Ker g et
le théoréme du rang montre alors quergg = Oourgg = 1.

e Sirgg = 0, alors g = 0 et par conséquent M = 0.

e Sirgg = 1, alors rig M = 1, et le résultat de la question 3) montre qu’il existe
X dans M, 1(R)\ {0} et Y dans M, ,(R)\ {0} tels que M = XY. On a alors,
puisque Y X s’identifie a un nombre,

M*=0= XYXY =0= X(YX)Y = (Y X)XY)=(YX)M =0.
Comme M est non nulle on en déduit que c’est le scalaire Y X qui est nul. On
peut remarquer que ce scalaire est en fait la trace de M, ce qui est cohérent avec
le résultat du 1).

Exercice 2.24

Centrale PSI 2005
1) Montrer que A, = (a}n _C;/ n) est la matrice d’une similitude dont on
précisera les éléments.

2) Calculer B, = A}, puis déterminer lim B,.
n—+oo
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2.2 Exercices d’entrainement a

La matrice A, a pour déterminant 1 + a*/n?. On peut donc 1’écrire
1 a/n

/ 272 L/ 22
A, = \/1+a?/n? IZ/CZ /n 1-|1-a /n , et c’est la matrice d’une
Vi+a?/n?2 /1 +a?/n?

similitude de rapportr, = /1 + a?/n? et d’angle 8, défini par cos 6, =

a/n

V1+a2/n?

2) Alors B, est une similitude de rapport r, et d’angle n6,. On obtient donc

052
cosnf, —sinnb, Mais nln <1 oz o’
. . - - ~ .
sinnf, cosnb, 2n

2
nin (1+)

1
V1 +a?/n?

et sinf, =

B, = A" = (1 + & /n*)"/? <

Il en résulte que lim r, = lim exp———* = 1. D’autre part
n—+00 n—+00 2
) . ) a/n .
lim n6, = lim nArcsin————— = «a. Donc la suite (B,) converge

n—+0o0o n—+0o /1 + 0[2/7’12

cosa —sina
vers | . .
sin « cos

CCP PSI 2005

a apy ... a1
a a ... “ .
Soient N = L. | ola= Zai #0et M = (b;;) la matrice
Do : P
a, 4, ... dy
définie par: i # j = b,’j =2a;eth; =a;, — Zaj.

J#i
1) Calculer N 2,

2) Montrer que M est inversible et déterminer son inverse.

1) On vérifie sans difficulté que N> = aN.

2) On va encore une fois chercher un polynéme annulateur de M. Pour essayer d’uti-
liser la relation précédente, on écrit M = 2N — al,. On a alors

M? = (2N — al,)? = 4N? — 4aN + o*I, = &*1,.

Comme « est non nul on en déduit que M est inversible et son inverse est donnée
) _ 1
par la relation M~! = —M.
o
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CCP PSI 2005
0 0 1

SoitJ =11 0 O0]etsoitC(J)={M € M3[R)|MJ=JM}.
010

1) Montrer que C(J) est un sous-espace vectoriel et en donner une base.
L’ensemble C(J) est appelé commutant de J.

2) Existe-t-il une inclusion entre C(J) et D(J) = {Y € M3(R) | Y* = J}?
Trouver D(J).

1) On va montrer que C(J) est un sous-espace vectoriel de M3(R).
La matrice nulle est dans C(J) donc C(J) est non vide.
Soient A et B dans C(J), soient & et 8 dans R :

(aA+BB)J = aAJ +BBJ =aJA+BJB = J(aA+ BB).

On a donc montré que C(J) est une partie non vide de M3(RR) stable par combi-
naison linéaire. On en déduit que C(J) est un sous-espace vectoriel de M3(R).
La matrice J étant tres simple on va pour une fois traduire la condition d’apparte-
nance au commutant en relations coefficient a coefficient.

a b c ;
Soit A= |d e f | dans M3(R).La matrice A appartient a C(J) si et seule-

g h i
i b ¢ a
=le f d].
f h i g

e
f=
d

ment si JA = AJ, ce qui s’écrit

(SRRSO
S
o

1

On en déduit que A appartient a C(J) si et seulement si

oS S Q
Il

8
h
On reconnait alors que A s’écrit sous la forme al, + bJ 2 + ¢J. On vient de
montrer que C(J) C Vect(l,, J, J?), I'inclusion réciproque est immédiate et

comme la famille (I, J, J?) est libre, cette famille est finalement une base de
Vect(l,, J, J?) = C(J).

2) On va montrer que D(J) C C(J).
Soit ¥ dans D(J). On a alors YJ = YY? = Y?Y = JY, ce qui montre que ¥
est dans C(J). On a bien montré que D(J) C C(J). Le résultat précédent montre
alors que, pour ¥ dans D(J), il existe a, b et ¢ dans R tels que Y = al,+bJ +cJ>.
La condition Y2 = J s’écrit alors : (al,+bJ +c]2)(a1n +bJ + cJ2) =J?% ce qui,
en développant et en remarquant que J°> = I, devient

(@® +2be), + (¢ +2ab)J + (b +2ac)J* = J.
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2.2 Exercices d’entrainement a

Comme la famille (1,, J, J?) est libre, on en déduit que le systeme :

a’+2bc =0
($H < F+2ab=1
b> +2ac =0

En multipliant la premiere ligne et la troisieme ligne de (S) par respectivement
a et b, on constate que (S) entraine a®> — b> = 0. Comme la fonction de R dans
R, qui a x associe x> est bijective, on en déduit que a = b. Le systeme (S) se

simplifie alors en
2
, a“+2ac=0
() { A+24* =1

On en déduit que a = 0 ou ¢ = —2¢, ce qui mene respectivement a
b=0 +1 b 2 ! b 2 !

=b = = oua=b=—-,c=—-—-oua=b=——,¢c= .
. ¢ 3 3 3 3

on vérifie sans difficulté que ces solutions conviennent effectivement, et on en
déduit :

D(J) = {iﬂ,i; (21, +2J — Jz)} .

Remarque
Voir chapitre « Réduction » pour des mécthodes-plus générales de recherche d’un
commutant.

Exercice 2.27

Cachan PT 2007

Soit n un entier naturel non nul et A dans M, (R) une matrice non nulle. On
définit I’application f : M, (R) — M, (R) par :

VX € M,(R) F(X)= X +(trX)A.

1) Montrer que f est linéaire.
2) Montrer que si tr A # 1, alors f est bijective.

3) On suppose que tr A = 1. Montrer que f est le projecteur sur I’espace des
matrices de trace nulle parallelement a Vect(A).

4) Soit B dans M,,(R). Résoudre I’équation F(X) = B, d’inconnue X dans
M, (R).
1) Soient X; et X, dans M,,(R), soient « et 8 dans R. On a
flaX|+BX,)=—aX| — BXs+tr(aX + BX2)A = af(X))+ Bf(X>)

par linéarité de la trace. On en déduit que f est linéaire.
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2) Soit X dans le noyau de f. On a X = (tr X)A. En appliquant la trace aux deux
membres de cette égalité on obtient tr X(1 — tr A) = 0. On en déduit que si
tr A # 1 alors I’appartenance de X au noyau de f entraine que X = 0. Ainsi
tr A # 1 entraine que f est injective ce qui entraine f bijective car f est un
endomorphisme dans un espace vectoriel de dimension finie.

3) On supposetr A =1.0n a
fofX)=f(—-X+trX)A)=X—(trX)A— (1 —tu(A)(tr X)A = f(X).

On en déduit que f est un projecteur. Nous allons déterminer son noyau et son
image.

Soit X dans le noyaude f.Ona X = (tr X)A. On en déduit Ker f C Vect(A). Par
ailleurs f(A) = —A+(tr A)A = —A+A = 0, et par conséquent Vect(A) C Ker f.
On a montré que Ker A = Vect(A).

Comme A est non nulle on déduit du résultat précédent que dimKer f = 1. Le
théoréme du rang montre alors que rg f = n® — 1.

Par ailleurs on constate que si N est dans Im f, alors il existe X dans M, (R)
telle que N = —X + (tr X)A et en appliquant la trace aux deux membres de
cette égalité on obtient : r{ N = —trX + trAtrX = 0. On en déduit que
Im f C {X € M,(R)| tr X = 0} et comme ces deux sous-espaces vectoriels de
M, (R) ont méme dimension on en déduit: ITm f = {X € M,(R)| tr X = 0}.
On a montré que f est le projecteur sur I’espace des matrices de trace nulle
parallelement a Vect(A).

4) Les résultats précédents montrent qu’il faut distinguer deux cas suivant la valeur
detr A.
e Premier cas : tr A # 1.
Dans ce cas ’endomorphisme f est bijectif et I’équation admet donc une et une
seule solution. Soit X cette solution on a B = — Xy +(tr X()A. Toujours en appli-
quant la trace aux deux membres de cette égalité on obtient tr B = (tr A — 1) tr X,
et comme tr A # 1, ceci montre, en reportant cette relation dans 1’égalité de
départ, que

tr B
trA—1

X():—B+

e Deuxieme cas : tr A = 1.

Dans ce cas le résultat de la question 3) montre que si tr B # 0, alors B n’ap-
partient pas a Im f et par conséquent I’équation proposée n’a pas de solution.
Au contraire si tr B = 0, I’équation proposée admet une infinité de solutions
qui s’écrivent comme somme d’une solution particuliere et d’un élément du
noyau. On constate que — B est justement une solution particuliere de 1’équation.
L’ensemble des solutions de I’équation f(X) = B est donc la droite affine
—B +Ker f = —B + Vect(A).
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2.2 Exercices d’entrainement a

Exercice 2.28

Saint-Cyr PSI 2006
Soit A € M,(C). Montrer qu’il existe P € GL,(C) tel que '’A = P"'AP.

Si A est symétrique P = I, convient. Si A n’est pas symétrique, ona A = (Z 2)

t

obtient successivement AP = ax+cy az+cl et P'A = ax+cz bx+dz .
bx +dy bz+dt ay+ct by+dt

avec b # c. L'égalité est équivalent 2 P’A = AP. Cherchons P = (); Z). On

cy =cz
by = bz
az+ct =bx +dz
ay +ct =bx +dy
b # ¢, un des deux nombres n’est pas nul et on a y = z. Le systéme devient
- (a—d)y+ct
{ (a—d)y)-ji-;tz—bx:O . Sib # 0, on obtient alors P = < g f)
Le déterminant de P vaut (@« — d)tv + ct> — by?)/b. C’est un polyndéme des deux
variables y, ¢ qui n’est pas le polynéme nul. Il existe donc des valeurs de y et ¢ pour
lesquelles P est inversible. Résultat analogue si ¢ 7 0.

L’égalité P'’A = AP équivaut donc au systtme . Comme

Remarque pour les éleves de PC qui ont déja abordé la réduction : dans le cas
de K = C, on peut commencer par dire que la matrice A est semblable a une matrice
triangulaire supérieure 7', et établir le résultat proposé pour 7', ce qui rend les calculs
plus agréables.

Exercice 2.29

CCP PC 2006, Centrale PC 2006, Centrale PSI 2006

On note A4,(C) I’ensemble des matrices antisymétriques de M,,(C) et S,(C)
celui des matrices symétriques. Soit A dans M,,(C). On note

Dy ={M e My(C)|'"M+M = (tr M)A} .
1) Montrer que D4 est un sous-espace vectoriel de M,,(C) contenant .A4,,(C).
2) Montrer que si tr A # 2 alors Dy = A,(C).
3) Soit A une matrice non symétrique telle que tr A = 2. Déterminer D 4.
4) Montrer que M, (C) = A,(C) & S,(C).

5) Soit A une matrice symétrique telle que tr A = 2. Déterminer D, et donner
sa dimension.
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1) Montrons que D4 est un sous-espace vectoriel de M,,(C).
e La matrice nulle appartient & D 4, ce qui montre que A est non vide.
e Soient M, et M, dans Dy, (a1, a) dans R

"(a1My + ayMy) + (a1 My + aaMy) = a (‘M + M) + ax('Ma + Ma)
= a (tr M)A + ar(tr M)A
=tr(a; M| + ar M)A
On a ainsi montré que D4 est stable par combinaison linéaire.
On en déduit que D4 est un sous-espace vectoriel de M,,(C).
Soit M dans A,(C). On a'M = —M et par conséquent tous les coefficients

diagonaux de M sont nuls, d’ot tr M = 0. Les égalités' M+M = Oet (tr M)A =0
montrent que M appartient a D 4. On a ainsi montré que A, (C) C Dj4.

N

2) Soit M dans D,. En appliquant la trace a chacun des membres de 1’éga-
litt ‘M + M = (tr M)A on obtient : 2trM = (trM)trA. On en déduit
trM(trA —2) =0.SitrA # 2, alors tr M = 0. L’égalité¢ ‘M + M = (tr M)A
entraine alors ‘M + M = 0, ce qui montre que M est dans A,(C). On a ainsi
montré que D4 C A,(R). L’inclusion réciproque a été montrée a la question
précédente. Ainsi tr A # 2 entraine D4 = A, (C).

3) Soit M dans D 4. En appliquant la transposition a chacun des membres de 1’éga-
lit ‘M + M = (tr M)A on obtient : M +'M = (tr M)'A. On en déduit que
la matrice (tr M)A est symétrique: Comme A n’est pas symétrique on en déduit
tr M = 0. Le méme raisonnement que dans la question précédente montre alors
que D4 = A,(C).

4) Montrons que A,(C) NS, (C) = {0} ().

Soit M dans A4,(C) N S,(C). Onaalafois'M = M et'M = —M, on en déduit
M =0.
Montrons que M,,(C) = A,(C) + S,(C).

1 1
Soit M dans M,,(C), ona M = E(M +'M) + E(M — M) et on a donc écrit

M comme somme de deux matrices, la premiere étant symétrique et la deuxieme
antisymétrique. On a bien montré que M,(C) = A,(C) + S,(C) (2).
De (1) et (2) on déduit M,,(C) = A,(C) & S,(C).

Remarque

On aurait aussi pu montrer que A,(C) N S,(C) = {0} et utiliser le fait que
—1 +1

dim A, (C) = m et dim S,(C) = n(n+1) ce qui entraine

dim A,,(C) + dim S,(C) = dim M,,(C).
La méthode choisie nous a permis de rappeler la décomposition explicite de M,
décomposition qu’il est utile de bien connaitre.

5) Soit M dans Dj4. D’aprés la question précédente il existe (M,, M) dans
A, (C) x S,(C) tel que M = M, + M. On a alors M +'M = 2M, et
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2.3 Exercices d’approfondissement a

trM = trM,. On en déduit que 2M; = (tr My)A. On a ainsi montré qu’il
existe a dans R tel que M; = aA, ce qui revient a dire que M = M, + oA est
dans A, (C) + Vect(A). Remarquons que comme A est symétrique non nulle on a
en fait A,,(C) + Vect(A) = A, (C) & Vect(A).
On a ainsi montré que D4 C A,(C) @ Vect(A). Montrons I’inclusion réciproque.
Soit M dans A, (C) ® Vect(A). La matrice M s’écrit sous la forme M = M, +aA,
ou M, est dans A,(C) et a est un réel.
Onaalors M +'M = 2aA et (tr M)A = (atr A)A = 2aA (cartr A = 2) et on en
déduit que M est dans D .
Conclusion :trA=2et A € S,(C) = Dy = A,(C) @ Vect(A).

n”?—n+2

On a alors dim Dy = 5

2.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 2.30

Centrale PSI 2005

1 100 1 -1 0
. 0110 0 1 - 0
Les matrices A = 0 011 et B = 0 0 1 — sont elles sem-
0 000 /1 0 0

blables ?

Les matrices A et B ont méme trace et méme déterminant, ce qui ne permet pas de

S OO

1
0
0

S = O
- o O

trancher. Remarquons qu’en notant N la matrice définie par N =

0 0 0O
OnaA = I,+NetB = I, — N. Les matrices A et B sont semblables si et
seulement si il existe P € GL,(R) telle que A = P~'BP. Cette derniére égalité
s'écrit I, + N = P~ Y(I, + N)P = I, — P 'NP etéquivauta N = P~ '(—N)P.
Donc A et B sont semblables si et seulement si N et —N sont semblables.

Remarque

Si n est impair une matrice C de M,,(C) ne peut pas étre semblable a —C, a cause
du déterminant (voir chapitre déterminant).

Soit f I’endomorphisme de R* canoniquement associé a N, dans une base
(e1,e3,e3,e4). On a f(e;) = 0, f(ex) = ey, f(e3) = ez, f(eq) = e3. Ce que I’'on
peut aussi écrire : f(e;) =0, f(—ex) = —ey, f(e3) = —(—e2), f(—eyq) = —e3. Ceci
montre que dans la base (e, —e3, e3, —e4), ’endomorphisme f a pour matrice —N.
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On a donc montré que N et —N sont semblables et on en déduit que A et B sont
semblables.

Remarque

Le passage par la matrice N, n’est pas indispensable, la proposition de nouvelle
base peut se faire directement en considérant I’endomorphisme canoniquement
associé a A.

Exercice 2.31

Mines-Ponts PC 2006

Soit n dans N*, soient (ej,...,er41) la base canonique de R A la
matrice de M>,.1(R) canoniquement associé a 1’endomorphisme a, vérifiant
a(e)) = e; +ey4 etale;)) = e;_1 +e; pour i dans [2,2n + 1]). Vérifier que A est
inversible et écrire A~! comme un polyndéme en A.

1 1 0 0
0 1
En écrivant les conditions de 1’énoncé on obtient : A = 0
00 1 1
1 0 - 0 1
01 0 0
00
On constate alors que A = 1,1+ B avec B définie par B = . 0
00 0 1
1 0 --- 0

Or on sait que B¥+ = I>,+1 (si vous ne le saviez pas, ¢’est le moment de le retenir).

On en déduit que (A — Ip,4q )2"+1 = Ip,41. Cette relation fournit un polyndme annu-
lateur de A. Comme A commute avec la matrice unité, on peut appliquer la formule
du bindme de Newton pour obtenir

2n+1 m+1
Luvi = ) ( . )(—1>2"+“‘A"

k=0
2n+1
21 +1
= —Dpa + Y ( . )(—D"A"
k=1
2n+1
2n+1 .
= — Dy +AZ ( L )(—1)"A" I
k=1
2n+1 M+l
On en déduit que A Z < L )(—I)I‘Ak—1 =204 -

k=1
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Ceci montre que A est inversible et que de plus
2n

1 2n+1
A*l I _1 k+1Ak.
2 (e

k=0

Mines-Ponts PC 2007
Soit A € M,(C), A # 0. Montrer que A> = 0 si et seulement si A est semblable

. 0| I
aM:<O 0 >avec2r<n.

Soit f un endomorphisme de E de matrice A dans une base 5. On a donc f 2=0
et il en résulte que Im f C Ker f. Soit G un supplémentaire de Ker f. Alors
la restriction de f a G est un isomorphisme de G sur Im f. Donc si (ey,...,e,)
est une base de G, alors (f(eq),..., f(e;)) est une base de Im f. C’est aussi
une famille libre de Ker f et d’apres le théoréme de la base incomplete, on peut
compléter cette famille en une base (f(ey),..., f(e;),u,...,us) de Ker f. Alors
(fCer),..., f(e),uy,...,us,ep,...,e.) est une base de E. On a en particulier
s +2r = n, donc 2r < n, et dans cette base la matrice de f est M = (%%) .

Donc A est semblable a M.

Réciproquement, si A est semDYaBle M/ Jil existe P inversible telleque A = P~ ' M P.
Alors A2 = P7'M?P, et comme M? = 0 en en déduit que A> = 0.

Centrale PSI 2006

Soient A et B dans M,(C)et M = (%’%) .

1) Déterminer le rang de M en fonction de A et B.

2) Calculer M ! quand elle existe.

1) Par manipulation sur les lignes et les colonnes de M, on trouve :

- (412 (3h5%) = (35

On en déduit, voir exercice 2.20, que rg M =rg A +rg (B — A).

2) Puisque rgA < netrg(B — A) < n,onargM = 2n si et seulement si
rg A =rg(B—A) = n. Il en résulte que la matrice M est inversible si et seulement
si A et B — A sont inversibles. Supposons que les matrices A et A — B sont inver-
sibles et déterminons I’inverse de la matrice M. On vous propose deux méthodes
pour déterminer I’inverse de M.
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e Premiere méthode : les manipulations précédentes peuvent étre traduites en
termes de produits par des matrices inversibles :

L |0 AlAN [ A] A
—I, | I, AlB) \0|B-A)’
Al A L|-L\ _ [(A] 0
0|B—-A 0] 1, ) \0|B—A)"
-1
e . 1 -1 L. I, |0 (1,0
En s’inspirant de la matrice <O 1),on ver1ﬁe< s 1n> = ( 7, I,,)
-1
In _In _ In In .
et( 0 L ) ( 011, >.Onad0nc.

) o) (4H)

A
A

o) >
S Fo
o
N—

o N

|
|
A
B

A
0
oL L\ | oo
A o011 ' B—A Iy | 1,

(L |- o0 L, |0
~ D 0y b (B A)! —I [ I
(B A | (B!
N —s-A -4 )

e Deuxiéme méthode : Etant donnés X et Y deux vecteurs colonnes de C", résol-
N ) s . U X .. .

vons le systeme d’équations M <V> = <Y> , d’inconnues U et V ou U et

V sont deux vecteurs colonnes de C". Ce systéme est équivalent au systeme

AU+ AV =X C . . .
AU + By — y duiéquivaut successivement aux systemes suivants :

AU+V)=X . AU+V)=X
AU+V)+(B— AV =y > PUB (B—AV=Y—-X

U+V =A"'X U=A"'X-B-4)"'Y-X)
V=B-A Y -X) V=B-AYY-X)

. U\ (X o syt (XY 2 (U
Comme le systeme M (V) = <Y> est équivalent a M (Y) = <V>’ on

en déduit

ou encore { et enfin {

M-l = A"+ B-A)"" —(B-—A)!
S\ —B-A! B-A"" )"
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Exercice 2.34

Mines-Ponts PC 2007 s s

Soient A dans M3 »(R) et B dans M, 3(R) telles que AB =

S OO
S = O
- o O

1) Montrer que A B est la matrice d’un projecteur.

2) Montrer que BA = I,.
Indication de la rédaction : on pourra commencer par montrer que BA est
inversible.

1) Un simple calcul montre que (AB)> = AB, on en déduit que AB est la matrice
d’un projecteur.

2) Pour montrer que BA est inversible, on va montrer que son rang est 2. On
va pour cela utiliser le fait que, pour toutes applications linéaires u et v
telles que u o v ait un sens, on a rg(u o v) < min{rgu,rgv}. Cette inéga-
lité est équivalente a rg(u o v) < rgv et rg(u o v) < rgu. Comme on a
Im(u# o v) C Imu onarg(u ov) < rgu. Par ailleurs on a Kerv C Ker(u o v). On
en déduit dim(Ker v) < dim(Ker(u o v)). Le théoréme du rang montre alors que
n—rgv < n—rg(uov) Onen déduit I'inégalité souhaitée.

Remarquons que AB est de.tanig 2. On a ainsi

rg(AB) =1g (AB-A"B) =12 (A(BAB)) <1rg(BAB) <rg(BA).

Le rang de BA est donc supérieur ou égal a 2. Par ailleurs BA est une matrice
carrée d’ordre 2, donc rg (BA) = 2 et par conséquent, cette matrice est inversible.
La relation ABAB = AB entraine A(BA — I;)B = 0, et en multipliant cette
relation a gauche par B et a droite par A, on obtient BA(BA — Lb)BA = 0.
Comme B A est inversible on en déduit que BA = .

Exercice 2.35

Centrale PC 2005, PSI 2006, MP 2007 s =

1) Soit E un K—espace vectoriel et soitu € L(E) tel que, pour tout x € E\{Og},
la famille (x, u(x)) est liée. Montrer que u est une homothétie.

2) Montrer que toute matrice de M, (K) de trace nulle est semblable a une
matrice de diagonale nulle.

Indication de la rédaction : on pourra raisonner par récurrence sur n1.

3) Soient dy, . . .,d, dans K deux a deux distincts, et D = diag(dy, . ..,d,). Soit
¢ € LM, (K)) qui a M associe DM — M D. Déterminer le noyau et I’image de
®.

4) Etant donnée A € M, (K), établir I’équivalence des propriétés (i) et (ii) sui-
vantes :

(HtrA=0 , @(i)3IX,Y)e (M,K))?*telque XY — VX = A.
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1) Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Pour touti € {1,...,n}, il existe y; € K tel

n n
que u(e;) = vy;e;. Il existe aussi y € K tel que u (Z e,) =vy Z ;. on obtient

i=1 i=1

n n
alors en vertu de la linéarité de u que vy Z e = Z vie; , et comme B est une base,
i=1 i=1
on en déduit y; = ... = y, = 7y. Ainsi u = yldg, ce qui signifie que u est une
homothétie.

2) On va montrer ce résultat par récurrence sur la taille n de A.

Pour n = 1 le résultat est immédiat car une matrice de M (K) de trace nulle est
nulle. Supposons le résultat acquis au rang n — 1 et montrons le au rang .

Soit A une matrice carrée de taille n > 2 et de trace nulle. Soit f I’endomorphisme
de K" canoniquement associé a A. On veut montrer qu’il existe une base dans
laquelle la matrice de f est a diagonale nulle.

Commencons par montrer qu’il existe une base ' de K" dans laquelle la matrice
A" = Mp/(f) = (@) 1<i<n,1< <y est telle que af; = 0. Tl suffit pour cela de trouver
une base dont le premier vegteur-e; est tel que f (e;)n’a pas de composante sur e;.
Or, pour que cette condition'spit vérifice, il suffit de trouver x dans K" tel que la
famille (x, f(x)) soit libre et de choisir alors ¢; = x et e; = f(x) comme premiers
vecteurs d’une base de K". Or, d’apres la premiere question, les endomorphismes f
de L(E) tels que (x, f(x)) est liée pour tout x de E sont les homothéties de E. Si
f est une homothétie, comme elle est de trace nulle, c’est I’application nulle et le
résultat est acquis. Sinon il existe x dans K" tel que la famille (x, f(x)) soit libre, on

complete donc la famille (e;, e;) = (x, f(x)) en une base B’ = (e}, ez, e3,...,e,) de
0laj, --- aj,
1

K". Onaalors A’ = Mu/(f)=| O B
0

La matrice B est carrée d’ordre n et on a de plus tr f = trA’ = tr B = 0. Par
hypothese de récurrence, il existe P dans GL,(K) tel que P~ 'BP soit a diagonale

nulle. Soit alors Q la matrice de M,,(K) définie par: Q =

La matrice Q estinversible et son inverse est donné par Q —
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On a alors
110 0 app ap,
i 0 1 0
CACE ) e 0 B P
0
110 0 0| (ap,..-,a1,)P
1
| p-1 0 BP
0
/ /
0 (ajp,...,a,)P
1
B P~'BP

Comme la matrice P ~' BP est 2 diagonale nulle, la matrice Q™' A’ Q est aussi a dia-
gonale nulle. Or, par construétion A est semblable 2 A” qui est semblable a Q7 'A’Q
qui est a diagonale nulle, ona bien montreé que A est semblable a une matrice de
diagonale nulle.

3) Soit M = (m;j)i<i,j<n € M,(K). On vérifie que

0 Sii=j

oM) = (@icijen o “"f:{ (di —dpymi; sii#j

e Déterminons Ker ¢. Une matrice M appartient a Ker ¢ si et seulement si pour tout
couple (i, j) € {1,... ,n}2 tel que i # j,ona(d; —d;)m;j = 0. Comme les d; sont
deux a deux distincts, on en déduit m;; = 0. Ainsi Ker ¢ est I’ensemble des matrices
diagonales que 1’on note D.

e Déterminons Im ¢. Le sous-espace vectoriel Im ¢ est inclus dans le sous-espace
N des matrices dont les coefficients diagonaux sont nuls. D’autre part, d’apres le
théoréme du rang, dimIm ¢ = n> — dimKer ¢ = n® — n. Comme on a également
dim N = n* — n, on en déduit que Im ¢ = N.

4)e Supposons que (i7) est vraie. Il existe (X, Y) € (M,(K))* tel que XY —Y X = A.
On a alors tr(A) = tr(XY — Y X). Or la trace est linéaire et tr(XY) = tr(Y X), donc
tr(A) = 0. Ainsi (ii) = (i).

e Supposons que (i) est vraie. D’apres la question 2), la matriceA est semblable a
une matrice B dont les coefficients diagonaux sont nuls. Il existe donc P € GL,(K)
tel que B = P~'AP. Or, B appartient 2 A" = Im ¢. Il existe donc C € M,,(K) tel
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que B = ¢(C) = DC — CD. Ainsi P"'AP = DC — CD. On en déduit alors que

A = PDCP'—pPCDP!
= (PDP 'YPCP Y —(PCP 'Y\PDP
XY - YX,

ot X =PDP 'etY = PCP™!

Exercice 2.36

Centrale PC 2005
On note AV I’espace vectoriel engendré par les matrices nilpotentes de M,,(R).

1) Soient A et B deux matrices nilpotentes qui commutent. Montrer que A + B
et A B sont nilpotentes.

2) Soienti et j distincts dans [1, n]]. Montrer que E;; et E;; — E;;, appartiennent
anN.
3) Prouver que N est I’ensemble des matrices de traces nulle.

Indication de la rédaction : on admet qu’une matrice nilpotente est de trace
nulle. Voir exercice 5.53 page 159.

1) Soit p; I’indice de nilpotence:de A et p, 'indice de nilpotence de B. Comme

P
A et B commutent on pour fout p € N, (A +:B)’ = Z (i) AP~k BX Soit
k=0

p = p1+ p2, on a pour tout k dans [0, p]] soit p — k > p; soitk = p,. On
en déduit que pour tout k dans [0, p]l on a A?~*B* = 0. On a ainsi montré que
(A + B)? = 0, ce qui signifie que A + B est nilpotente.

Comme A et B commutent, on a (AB)” = AP B?. Soit alors p = max(py, p»).
On a (AB)? = AP B =0, ce qui montre que A B est nilpotente.

2) Pour i et j distincts dans [0, n]], la matrice E;; est strictement triangulaire, on
en déduit que E;; est nilpotente et par conséquent elle est dans N. Par contre,
la matrice E;; — E;; n’est pas nilpotente; pour montrer qu’elle est dans N,
on va I’écrire comme combinaison linéaire de matrices nilpotentes. On peut
commencer par essayer, pour n = 2, de compléter un matrice de la forme

Ei;—Ej; = (é _?) en un matrice nilpotente. On obtient par exemple que la

1—1_10+0—1+00

1 -1/ \0 -1 0 O 1 0/’
Suivant cet exemple, on peut définir la matrice N;; = E;; — E;; — E;; + Ej;. On
constate qu’effectivement N,-zj = 0 et on peut alors écrire la matrices sous la forme

d’une somme de matrices nilpotentes E;; — E;; = N;; + E;; — Ej;. On a ainsi
montré que E;; — Ej; est dans V.

matrice :

est nilpotente.
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3) Soit H I’ensemble des matrices de trace nulle. On sait que toute matrice nilpo-
tente est de trace nulle donc appartient 2 H. Comme H est un sous-espace vec-
toriel de M,,(R), toute combinaison linéaire de matrices nilpotentes est encore
dans H. On en déduit que N' C H. La trace est une forme linéaire sur M,,(R).
On en déduit que H, qui est le noyau de cette forme linéaire est de dimension
dim M, (R) — 1 = n*> — 1. On va montrer que dimA~ > n? — 1. Pour cela
on va chercher une famille libre de n> — 1 matrices appartenant a A/. Il est
naturel de se tourner vers les éléments qu’on a trouvés dans la question précé-
dente. Remarquons que la famille (E;; — E;;)1<i<j<n n’est pas libre, par exemple
(E11 — E22) + (E22 — E33) = E11 — E33. Par contre, la famille (E11 — Ejj)2§j<n
est libre et en la complétant avec la famille des (E;;)i<i<j<, On obtient une
famille libre de (n — 1) + (n> — n) = n* — 1 matrices de /' . On en déduit que
dimN > n% — 1. On a montré que N’ C H et dimA > dim H, et il en résulte
que N = H.

Remarque
On a montré que le sous-espace vectoriel engendré par les matrices nilpotentes est
le noyau de la trace.

Exercice 2.37

Centrale PSI 2006 s

Soit P € GL,(R). Calculer le déterminant et la trace de I’endomorphisme @ de
M, (R) défini par YM € M, (R), (M) = P~ 'MP.

Soient P et Q dans M,,(R). Considérons, de maniere générale, I’endomorphisme de

M, (R) défini par @pp : M — QMP.

Utilisons la base de M,,(IR) formée des matrices E;; rangées dans 1’ordre suivant :

B = (Ew,En,-..,Ew,Exty... Eoy... Ept, ..., Epy). On cherche 1’image par

® des vecteurs de base. Posons Q = Z qi;jEijet P = Z pij Eij (tous les indices

i,J i,J

de sommation décrivant ’ensemble {1,...,n}). Alors QFE;, = Zq,-jEijEk,g.
iij

Mais d’apres la régle du produit des matrices E;;, les seuls termes non nuls de cette

somme sont obtenus lorsque j = k, et donc QE;, = Z qixEip . Alors

1

QEwP = (ZQikEi,€> ZprjErj = ZQikprjEiéErj- De nouveau
i r,Jj

i,y
les seuls termes non nuls de la somme sont obtenus lorsque r = ¢, et donc
QE P = g qikpejEij . Sil’on range en colonne les images des vecteurs de base,
i?j
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on obtient la matrice Agp de I’application linéaire ®yp dans la base B. On peut

qu'P q'P -+ qu'P

. . @'P qn'P - qu'P
I’écrire sous forme de matrice blocs: Agp = . .

qnltP Qn2tP te antP

e Calcul de la trace. On obtient alors tr(Agp) = Z gii tr( P) et, puisque
i

tr(P) = tr(' P), on trouve tr(Pgp) = tr(Agp) = tr(P) Z qii = tr(Q) tr(P).

e Calcul du déterminant. On peut écrire ®Pyp = Dy, o P p. D’autre part

introduisons I’automorphisme 6 de M, (R) défini par (M) = ‘M, qui est tel que

0% = Id sy, (r). Puisque ‘('M'Q) = OM,onaaussi ®g;, = oD, po6h. lenrésulte

que ®pp =0o®P;po0fod;p,etdoncdetPyp = detd; o detd; p, puisque

‘P 0 .- 0
0o ‘P --- 0

(det 0)> = det(#*) = 1. Mais, App = . . . , et donc, puisque
o o ... !!p

det('P) = det P,onadet A; p = (det P)" . De méme det A 1,0 = (det Q)" . Finale-
ment det App = (det P)"(det Q)% et lorsque O = P~ on obtient detApp = 1.



Déterminants

-

3.1 RAPPELS DE COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

3.1.1 Déterminant d'ordre 3 : un exercice de révision

Nous avons étudié en premiere année les déterminants d’ordre 3. Pour rafraichir vos
connaissances je vous propose I’exercice suivant :

144 121 100

Calculer le déterminant D = |36 33 30 |.
96 99 90

Vous pouvez tenter votre chance avec la regle de Sarrus, mais I’utilisation des opéra-
tions élémentaires conduit éézs calculs beaucoup plus simples !

122 s g 10 [ E M ¥ 12 11 10
Onaeneffet D = [3x12 3x11 3x10[=12x11x10x3 |1 1 1
8x12 9x11 9x10 8 9 9

car le déterminant est linéaire par rapport a chacune de ses colonnes et par rapport
a chacune de ses lignes. En retranchant la premiere colonne aux deux suivantes, on

12 -1 =2
obtient D =12 x 11 x10x 3|1 0 0|. En développant alors par rapport a la
8 1 1
deuxieme ligne on obtient
-1 -2

D:—12><11><10><3‘ 1 1

’:—12><11><10><3><1=—3960.

Pour une application des déterminants d’ordre 3 a la géométrie, vous pouvez étudier
maintenant 1’exercice 3.17

3.1.2 Déterminants d'ordre n ¢ N*

@ (e qu'il faut savoir
Méthodes de calcul

¢ Utilisation des opérations élémentaires (cf. exercices 3.4, 3.7, ...) :

Soit A € M,,(K) une matrice carrée d’ordre n.



% Chap. 3. Déterminants

o On ne modifie pas le déterminant de A en ajoutant a une colonne de A une
combinaison linéaire des autres colonnes.

o Si on multiple I’'une des colonnes de A par un scalaire A, alors le déterminant
de A est multiplié par A :

det(Cy,...,Ci_1,AC;, Ciyq, ..., Cy) = Adet(Cy, ..., Cy).
o Si A adeux colonnes identiques, alors det(A) = 0. Si on échange deux colonnes
de A, alors son déterminant est changé en son opposé.

o Si A € M,(K), alors det("lA) = det(A). Il en résulte que les régles de calculs
concernant les colonnes de A s’appliquent aussi aux lignes.

. . , : . . . A B . .
¢ Déterminant d’une matrice triangulaire : soit M = 0 ¢ ) une matrice trian-
gulaire par blocs, ou A et C sont des matrices carrées d’ordre respectif p et g. On
a alors det(M) = det(A) det(C). (cf. exercices 3.4 et 3.12).

Il en résulte que le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de
ses éléments diagonaux. (cf. exercice 3.7).

Propriétés des déterminants
¢ Si A, B € M, (K), alors det(AB) = det(A) det(B) (cf. exercice 3.12).

e Soit A € M, (K). Alors det(A) = 0 si et seulement si le rang de A est stric-
tement inférieur a n. Lorsque A est inversible, det(A) est non nul et dans ce cas

det(A™") = detA) (cf. excrefde3. 1)
e Développement d’un déterminant selon une ligne ou une colonne (cf. exer-
cice 3.14) :

— Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n. On note A;; le mineur relatif au
coefficient a;;, ¢’est-a-dire le déterminant de la matrice obtenue en supprimant la
ligne d’indice i et la colonne d’indice j. Alors

n
det(A) = Z(—l)”jaiinj pour tout indice de ligne i et
j=1

det(A) = Z(—l)”j a;;A;;  pour tout indice de colonne j .
i=1

o Le coefficient (—1)'*/ A, ; est appelé le cofacteur du coefficient a;;.
o La matrice Com(A) = ((—1)'*/A;;), <i.j<n €St appelée la comatrice de A.
o La matrice 'Com(A) vérifie la relation A’'Com(A) = ‘Com(A)A = det(A)I,. 1l

1
en résulte que si A est inversible, alors A~ L = ou A @ 'Com(A).

Déterminant d’un systéeme de vecteurs, d’un endomorphisme

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit 3 une base de E.
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e Le déterminant d’un syst¢me de n vecteurs S = (xy,...,x,) dans la base BB
est égal au déterminant de la matrice P du systeéme dans la base B. On le note
dgt(xl, ey Xp).

Pour que S soit une base de E, il faut et il suffit que ce déterminant soit non nul.

L’application (xy, ..., x,) — dgt(x 1y .,Xy) estune forme n-linéaire alternée sur
I’espace vectoriel E. Pour toute forme n-linéaire alternée ¢ définie sur E, il existe
un scalaire A tel que

V(x1,...,x,) € E", @o(x1,...,x,) = Adetg(xq,...,x,) (cf. exercice 3.22)

e Lorsque f est un endomorphisme de E, le déterminant de f est égal au déter-
minant de la matrice de f dans la base B. Ce déterminant ne dépend pas du choix
de la base B. (cf. exercice 3.10).

Mines-Ponts PC 2005

1 1 1
Calculer le déterminant D — | _« b c
b¥c c¢+a a+b

Les lignes L, L, et L3 du déterminant vérifient la relation de dépendance linéaire
Lry+L;=(a+b+c)L;.Onadonc D = 0.

CCP PC 2005
Soient x, y et z trois nombres complexes. Calculer le déterminant

X+y y+z @ z+x

2,2 2,2 2,2
D(x,y,2)=|x"+y" y +z° z°+x7|.

B+yd Vel Bl

by y Z
Posons X = [x? |, Y = | y*| etZ= [ z*|.Onaalors
3 y3 3

Dx,y,z2)=det(X+Y,Y+Z,Z+X)
=det(X,Y,Z)+det(Y, Z, X)
=2det(X,Y, Z).
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1 1 1
Il en résulte que D(x,y,z) = 2xyz|x y z| et en retranchant la premiere
2 2 2
x° oy oz
1 0 0
colonne aux deux suivantes, D(x,y,z) = 2xyz|x Yy —X z—x |. En déve-
PN

loppant par rapport a la premiere ligne,on obtient
D(x,y,2) = 2xyz((y = x)(&* = x%) = (2 = 0)(y* = %) = 2xyz(y —2)(@ =)z~ ).

Remarque
1 1 1
Le déterminant |x y  z| est un déterminant de Vandermonde. Ces détermi-
2 2 2
x° ¥y oz

nants sont étudiés en détail dans I’exercice 3.20

CCP PSI 2005

Soient a, b, ¢, d quatre nombres complexes. Calculer le déterminant de la matrice
~a .. b G d

b, —a d C

c d —a b

d c b —a

e -

Indication de la rédaction : On pourra décomposer M en blocs : M = (g i)

. —a b c d C s P (14 .
ouA = < b —a) et B = < d c> puis, a I’aide d’opérations élémentaires
sur les lignes et les colonnes de M, se ramener au calcul du déterminant d’une
matrice triangulaire par blocs.

A TIaide des opérations élémentaires C; «— C; — C3 puis Cp «— Cy — Cy,

A B A—B B
B A B—A A

on obtient : det(M) =

Les opérations élémentaires L3 «— L3 — L puis L4 < L4 — L, donnent alors
A—B B

detM)=1"4 " 4B

‘ = det(A — B)det(A + B)

Finalement :
det(M) = ((a+¢)* — (b —d)*) ((c — a)* — (b +d)?)
=—(a+b+c—d)a—b+c+d)(—a+b+c+d)a+b—c+d).
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3.1 Rappels de cours et exercices d’assimilation a

CCP PC 2006

Soit A € M, (R) telle que “A = —A. Montrer que si n est impair, alors A n’est
pas inversible. A I’aide d’exemples, montrer qu’on ne peut pas conclure lorsque
n est pair et supérieur ou égal a 4.

On a det(A) = det('A) = det(—A) = (—1)" det(A). Il en résulte que det(A) = 0
lorsque I’entier n est impair et donc la matrice A n’est pas inversible.

Dans le cas ou n est pair la relation précédente ne permet pas de conclure. Par

00 0 -1
. 00 -1 O . . ., )
exemple la matrice A = 01 0 0 est inversible (son déterminant est
1 0 O 0
0 0 0 -1
RN . . 00 0 O , ) .
égal a —1), tandis que la matrice B = 000 0 n’est pas inversible (son
1 00 O

déterminant est égal a 0).

A partir de ces exemples, il est facile de construire des matrices carrée d’ordre pair
n > 4 vérifiant les mémes pgogriétés.
-ll,# &

Centrale PC 2006

Soit n un entier strictement supérieur a 2 et soient aj, dp, . . . ,a, des réels. Cal-
culer le déterminant de A = (sin(a; + a;))i<i,j<n-

Soit A; la i-ieme ligne de A et soient S = (sin(a;) sin(a) ... sin(a,)) et
C = (cos(a;) cos(az) ... cos(ay)).
Ona A; = sin(a;)C+cos(a;)S et donc le rang du systeme des lignes de A est inférieur
ou égal a 2. Il en résulte que det(A) = 0.

Centrale PC 2005

a b ... b

Soit (a, b) € C2 On pose D(a,b) = |* ¢ | et y(x) = D(a+x,b+x).
: b
a - a a

Calculer D(a, b).
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Nous supposons que D(a, b) est un déterminant d’ordre n > 2. Lorsque @ = b on a
D(a,b) = 0. Dans la suite nous supposons a # b.

Considérons I’application x +— ¥(x) = D(a + x, b + x). En retranchant la premiére
ligne de D(a + x, b + x) a chacune des suivantes, puis en développant par rapport a
cette premiere ligne, on voit que ¢ est une fonction polynomiale de degré inférieur
ou égal a 1. Il existe donc «, B € C tels que, pour tout x € C, ¥ (x) = ax + .

Lorsque x = —b, y(—b) = D(a — b,0) est le déterminant d’une matrice trian-
gulaire. On a donc y(—b) = (@ — b)". On calcule de méme (—a) = 0. On en
déduit aisément e et B : @ = (@ — b)"" ' et B = a(a — b)""!; finalement

D(a,b) = (0) = B =a(a — b)""".

TPE PSI 2005

Soit A un matrice carrée d’ordre n dont les coefficients sont dans {—1, 1}. Mon-
trer que det(A) est divisible par 2"~ !,

Nous utilisons ici le fait que le déterminant d’une matrice a coefficients entiers est
un entier.

Dans le déterminant de A, ajoutons la premicre colonne a chacune des (n — 1) autres
colonnes. Les coefficients dgs colonnes ainsi modifices sont dans {—2,0,2} et on
peut donc mettre 2 en facteur danschacune de ces (714 1) colonnes. Le déterminant de
A est donc égal 2 2" ! multiplié par le déterminant d’une matrice carrée i coefficients
entiers. Il est donc divisible par 2" .

Centrale PSI 2006

Soitn € N* et M € M, (Z). Montrer que M est inversible dans M,,(Z) si et
seulement si det(M) = *1.

Soit M € M, (Z) une matrice inversible dont I’inverse appartient a M, (Z). On a
alors det(M)det(M ") = dettMM ") = det(I,) = 1 et donc det(M) est un entier
dont I’inverse appartient a Z. Il en résulte que det(M) = +1.

Réciproquement supposons le déterminant de M € M, (Z) égal a +1.

L’expression de la matrice inverse a 1’aide de la comatrice (cf. exercice 3.14) :

-1 _ oD ‘Com(M), montre que 'inverse de M appartient 2 M.,,(Z).
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3.2 Exercices d’entrainement a

Exercice 3.10

D’aprés Centrale PC 2005
On munit I’espace vectoriel E = M,,(C) de sa base canonique
B:(EllaE217-"7EnlaE127-"7En27"'7E1n-"7Enn)'

Soit A € M, (K). Calculer la trace et le déterminant de I’endomorphisme f de
I’espace vectoriel E défini par: VM € E, f(M)= AM.

Rappelons que E;; est la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont nuls,
excepté le coefficient situé a I'intersection de la ligne d’indice i et de la colonne
d’indice j qui est égal a 1.
Si A = (ajj), alors les coefficients a;; sont les coordonnées de A dans la base B. On
n n
adonc A = ZZ“UEU et,pour k, ¢ € {1,...,n},
i=1 j=1

n

n n
AEy = Z ZaijEijEke = ZaikEiZ-
i=1

i=1 j=1

La matrice de 1’endomorphisme, /: M + AM dans la base B est un matrice
carrée d’ordre n°. Elle se présente sous la forme d’une matrice diagonale par blocs
A 0, ... 0, n
0, A 0,
. ) ou 0, désigne la matrice nulle dans M, (K). On a donc
0, ... ... A
tr(f) = ntr(A) et det(f) = (det(A))".

3.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 3.11

Mines-Ponts PC 2007
Soient n un entier supérieur ou égal a2, A € M, (C)et Ay, ..., A, les colonnes

de A. Pour tout i € {1,...,n}, on pose B; = ZAJ' et B = (By,...,B,).
—
i

Calculer det(B) en fonction de det(A).

On observe que By +---+ B, = (n — 1)(A1 + --- + Ap). A T’aide de I’ opération
élémentaire B, «<—— B, + By +--- + B,_; on obtient donc

det(B) =(n— l)det(Bl,...,B,,_l,Al +---+ Ay).
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Retranchons ensuite la derniere colonne aux (n — 1) premicres colonnes. On

obtient det(B) = (n — 1)det(—Ay,...,—A,_1,A; +--- + A,). Dans ce dernier
déterminant ajoutons les (n — 1) premieres colonnes a la derniere. On obtient
det(B) = (n — 1)det(—Ay,...,—A,_1,A,) et finalement

det(B) = (—1)""'(n — 1) det(A).

Exercice 3.12

CCP PC 2005, Mines-Ponts PSI 2006
Soient p,q € N*, A € M,,(K) et B € M,,(K). Montrer que
det(I, — BA) = det(I, — AB)

Indication de la rédaction : on pourra effectuer les produits par blocs.
I,—AB A\ (I, O ; I, 0\ (I, A
o 1,)\B 1,)“\B 1,)\0 1,-BA)
I,—AB A\ (I, O _ (I, 0\ (I, A (1, A
0 I, B I,)] B 1, 0 I,-BA) B 1)

On en déduit que det(/, — AB) -det(l,) = det(l,) - det(l, — AB) et donc
det(/, — AB) = det(l;, — AB). _

Exercice 3.13 o

Mines-Ponts PC 2005

Soient A, B,C € M, (K)et D € GL,(K) telles que CD = DC.
A B

Montrer que : det (C D) =det(AD — BC).

Indication de la rédaction : on pourra calculer le produit par blocs :
A B D 0
C D) \-Cc D)
Utilisons I’indication :
A B\ (D 0\ _(AD-BC BD'
C D)\-c D') "~ 0 L )
On déduit de le formule donnant le déterminant d’une matrice triangulaire par bloc

que det (é g) =det(AD — BC).

Exercice 3.14

Comatrice — Centrale PSI 2006
On désigne par Com(A) la comatrice de A € M,,(K).
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3.2 Exercices d’entrainement a

1) Expliquer brievement pourquoi ‘Com(A)A = A’Com(A) = det(A),.

2) Etudier le rang de la comatrice de A en fonction du rang de A.

1) Désignons par c; ; le cofacteur de a; ;. Rappelons que ¢; ; = (—1)"+in7]», ouA;
est le mineur relatif au coefficient a; ;, c’est-a-dire le déterminant de la matrice
carrée d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la ligne d’indice i et la colonne d’in-
dice j.

n
On sait que Z a; xci x = det(A) (développement du déterminant par rapport a sa
k=1
i-ieme ligne).
Soit alors j un indice différent de i et soit A; la matrice obtenue en remplagant
la i-ieéme ligne de A par la j-cme ligne. Comme A; a deux lignes égales, on a
det(A;) = 0. En développant le déterminant de A; par rapport a sa i-icme ligne,

on obtient Eaj,kc,-,k = det(A;) = 0.

k=1
n .
detA sij=i,
On a donc a;xCiy =
; RO {0 sij #i.

Il en résulte que A'Com(A) ==det(A)L,.
On obtient de la méme manicre la relation’ Com(A)A = det(A)l,, en développant
le déterminant par rapport atux colonnes'deA.

2) Désignons par C la comatrice de A.

A~ ! est inversible et donc

o Sirang(A) = n, alors 'C = det(A)

rang(C) = rang('C) = n.

e Sirang(A) < n — 1, alors toute matrice U obtenue en supprimant une colonne
de A est de rang < n — 1 et toute matrice V obtenue en supprimant une ligne
de U, est, elle aussi, de rang < n — 1. Ainsi tous les mineurs de la matrice A
sont nuls. On a donc C = 0 et son rang est égal a 0.

e Sirang(A) = n — 1, alors on peut extraire du systeme des vecteurs-colonnes de
A un sous-systeme libre formé de n — 1 vecteurs. En d’autres termes, il existe
une matrice U, obtenue en supprimant une colonne de A, dont le rang est égal
an — 1. Comme n — 1 est aussi le rang du systéme des vecteurs-lignes de U,
il existe une matrice V, obtenue en supprimant une ligne a U, dont le rang est
égal an — 1. Le déterminant de V est non nul et donc la matrice C possede au
moins un coefficient non nul ; on a donc rang(C) > 1.

Par ailleurs la relation A’C = 0 montre que I’image de 'C est incluse dans le
noyau de A. On a donc rang('C) < 1 et donc rang(C) = rang('C) = 1.
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Récapitulons :

e Sirang(A) = n, alors rang(C) = n.
e Sirang(A) =n — 1, alors rang(C) = 1.
e Sirang(A) < n — 1, alors rang(C) = 0.

Exercice 3.15

Centrale PC 2007
1
Soit z € C* et A, = (a,-J)lg,-,jg,, e M,(C) ou: ajj =2+ —,0a;; = 1 si
z
j=i—1louj=i+1eta; ;= 0sinon. Calculer A, = det(A,).

Indication de la rédaction : on cherchera une relation de récurrence linéaire entre

An’ An—l et A11—2-
1
Z+— 1 0 0
©
1 z+—- 1 0
z
OnaA, = det(A,) = 0
b 1
0 e i Ses  AU S
Z
Pour n > 3, développons ce déterminant par rapport a la premicre colonne. On
obtient
1 0 0
1
| 1 z+- 1
An:<z+—>An1— °
Z . -
1
0 1 z+-
Z

En développant ce dernier déterminant par rapport a sa premiere ligne, on obtient la

1
relation Vi > 3, A, = (z + —> A1 —Ays (%)
z

2
1
On calcule directement A} = z+ — et Ay = (z + —) — 1. (On observe que la
z z

relation (x) est aussi vérifiée pour n = 2, si on convient que Ag = 1).

Il s’agit d’une relation de récurrence linéaire du second ordre. L’ équation caracté-

1
ristique associée est (E) : r? — (z + > r+1=0.
Z
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3.2 Exercices d’entrainement a

e Si z # =1, alors I’équation caractéristique a deux racines complexes dis-

tinctes :
Z

Vn € N*, A,

1 .
z et —. Il existe donc deux constantes complexes A et B telles que

B g
A7Z" + —;. Les constantes A et B sont déterminées par les
z

1 B
conditions initiales Ay =1 = A+ Bet A = z+ — = Az + —. On en déduit alors
Z

Z2

2
e

A= et B=—

—— et

75—

donc A, =

n+2

Z

1 Z2n+2 _ 1

Z2 -1 - Zn(zz _ 1) - Zn(zz _ 1)

e Si z = 1, alors I’équation (E) admet une unique racine r = 1 et il existe deux
constantes complexes A et B telles que Vn € N*, A, = A + Bn. On déduit des
conditions initiales Ay = l et Ay =2 que A, =n + 1.

e Siz

—1, alors I’équation (E) admet une unique racine »r = —1 et il existe

deux constantes complexes A et B telles que Vrn € N*, A, = (—1)"(A + Bn). Les
conditions initiales Ay = 1 et A = —2 donnent alors A, = (—1)"(1 + n).

Exercice 3.16

TPE PC 2006
Calculer le déterminant de :

Aan

Indication de I’examinateur : On pourra commencer par le calcul du déterminant

d’ordre n :

o)

0

n—1

() (
)

n
2

)

n—1
n—1
n—1
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Commencons par le calcul de D,,.

La suite des opérations élémentaires

[L1<—L1—L2,L2(—L2—L37...

sLop1— L,_1 —L,]

donne

n—1 n—1 n—1
0 .. ( : ) < s
n— n—
D, — 0 0 n.—2
(:) 1 1 0

1 1
O () e o

et en développant par rapport a la premiére colonne, on obtient D, = (—1)""'D,_;.

1 2

Comme D, = 11

= —1, on en déduit que

nn—1)

=(—1) 2

D, = (1" N(=1)" (=1 (1) = (=D e

Posons alors A, = det(A,): En-développant par rapport a la derniére colonne on
obtient A, = a, D, + (—1)"A, 4= (—l)nm_

z Ha” # (+1)"A,_1. On en déduit que

nn—1)

Ay =(=1) >

(an —ap—1 +an72_---)

(somme alternée des ay, pour k décroissant de n a 0)

Exercice 3.17

Condition d'alignement de trois points dans le plan
Mines-Ponts PSI 2005

Soient M, M" et M"' trois points du plan d’affixes respectives z, 7’ et 7.

1 1 1
1) Montrer que M, M’ et M" sont alignés si et seulementsiA = |z 2’ Z”| = 0.
z 7 77

2) Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que z, z° et z* soient ali-
gnés.

1) On sait que trois points M = (x,y), M' = (x',y") et M" = (x”,y"") sont alignés
—_ —
si et seulement si les vecteurs MM’ et MM sont colinéaires, c’est-a-dire si et
/ 12
x'—x x"—x

seulement si D = |, 1
y -y y -y

= 0. On vérifie facilement que 1’on a aussi
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1 1 1
D=|x x'
y y/ y//
1 1 1
A — E Z/ Z// _
z 7 7'

3.2 Exercices d’entrainement a

x"'|. On remarque alors que

1 1 1
x+iy x'+iyl x"+iy”
X — l'y x/ _ l'y/ x// _ iy//

[Ly «— Ly + L3]

1 1 1 |
2x 2x’ 2x"” [L; «— L3 — =L»]
. / L 4 . 1 2
x—iy x' —iy" x" —1iy
1 1 1
2x 2x" 2x" | =-=2iD
—iy —iy/ —iy"

et donc la condition d’alignement s’écrit A = 0

1 1 1
2) Posons A = |z 72 Z*
2 22 7

. En retranchant la deuxieme colonne a la premiére, puis

a la troisieme colonne, on obtient

A=

0
4 )

= =

7 -7
- -+ D -7

—zz(z - D@ - DE+z2+1)(z —2)

La condition d’alignement des points de la question précédente s’écrit A = 0.

L’ensemble cherché est

de la droite d’équation x = -

donc la réunion de la droite d’équation y = 0 (z = 7) et

——  (z+Z = —1) Les points {(0,0),(1,0)} (z = 0

et z = 1) sont situés sur la droite d’équation y = 0.

Exercice 3.18

Centrale PSI 2005

On considere la matrice carrée d’ordre n , A = (a;;), avec a;; = 142+ - -+min(i, j).

Calculer det(A).
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Premiere méthode : Soient C, . .., C, les colonnes de la matrice A. Pour tout j > 1
0
onaC;—C;_; = (J) (les j — 1 premiers coefficients sont nuls et les suivants sont
J
égaux a j). La suite d’opérations élémentaires C,, «— C,—C,_1,...,Cr «— C,—C,
1 00 0
1 20 0
transforme donc A en la matrice triangulaire 7 = 123 0. 0On adonc

1 23 ... n
det(A) = n!.
Deuxieme méthode : On remarque qu’on peut écrire A comme le produit de deux
matrices triangulaires :

1 00 ... 0 1 1 1 1
1 20 0 01 1 1
A= 1|1 208 0 0 0. 1 1
1 2 3 i O 0 0O 1

On retrouve ainsi det(A) = n!.

Centrale PC 2007
Soient A, B € M, (R).

A B). Montrer que det(M) > 0.

1) On pose M = <—B 0

2) Soit C € M, (C) et soit C la matrice dont les coefficients sont les conjugués
des coefficients de C. Montrer que det(C) = det(C).

3) On suppose que A et B vérifient AB = BA. Montrer que det(A> + B?) > 0.
Qu’en est-il si A et B ne commutent pas ?

1) Pour tout j compris entre 1 et n, échangeons la colonne d’indice j et la
colonne d’indice n + j dans la matrice M. Chaque échange multiplie le déter-
B A

minant par —1 et on obtient donc det(M) = (—1)" 0 _B

‘. Il en résulte que

det(M) = (—1)" det(B) det(—B) = det(B)* > 0.
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3.2 Exercices d’entrainement a

2) Nous démontrons la propriété det(C) = det(C) par récurrence sur n € N*. La
propriété est évidente si n = 1. Supposons la propriété vérifiée a I’ordre n — 1 et
soit C = (c;;) une matrice carrée d’ordre n. En développant le déterminant de C par
rapport a sa premiere ligne, on obtient

det(C) =Y _(—1)""ey; det(Cy))

j=1

ou Cy; désigne le mineur relatif au coefficient ¢1;. En appliquant I’hypothese de
récurrence a det(Cy ), on obtient bien la relation det(C) = det(C).

2) Appliquant le résultat de la question précédente a la matrice C = A +iB, on
obtient

det(A% + B?) = det((A +i B)(A — i B))
= det(A +iB)det(A — i B)
— det(A + i B)det(A + i B)
= |det(A +iB)|* > 0.

V2 1/°ﬁ>et32<_01 g).
0 1/2

(1 0 .
—\o -1/2) ¢
det(A% + B*) = —1/2.

Nous poursuivons avec une question de cours classique(par exemple Mines-Ponts
MP et PC 2007) :

Déterminant de Vandermonde
On se propose de calculer le déterminant d’ordre n

Avec n = 2, prenons par exemple les matrices A = (

2 0

On a alors A2 = ( )l_et e E RO A2 + B?

2 n—1
1 a a

ay
1 a a ay!
W, =
1 a, a} ... a'!

ouai, a, ...,a, sontdes éléments de K.

1) Calculez A; et Az. Pouvez-vous faire une conjecture concernant A,, ?

2) On considere le polyndme P(x) = (x — a;)(x — az)...(x — a,—). Montrez
qu’il existe (bg, by, ..., by_») € K" ! tel que :

P(x)=x"""4+by_ox" 2+ 4+ byx +by.
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3) Soient Cy, Cy,...,C,_; les colonnes de W,,. Quel déterminant obtenez-vous
en remplagant la colonne C,,_; par C,_{ + b, _2C,_2 + - - - + by Cy.
En déduire une relation de récurrence entre W,, et W,,_;.

4) En déduire W,,.

1) On calcule facilement Ay = a, — a; et Az = (a3 — ax)(az — ay)(ax — ap).
On peut alors conjecturer que W,, = H (aj — a;).
1<i<j<n
2) P(x) =(x —ap)(x —ay)...(x —a,—_1) est un polyndme unitaire de degré n — 1.
Il existe donc (by, by, . . ., by_2) € K" ! tel que :

P(x)=x"""+b,_ox" 24 +bix + by.

P(ay) 0
P(az) 0
3) Cn—l +bn—2cn—2+"' +bOCO = . = .

P(an) P(an)

1 a a ... &% 0

1 a a> ... aé'*z 0

Onadonc W, = -
| ay a,ZI A aZ_z P(a,)

4) En développant par rapport a la dernicre colonne on obtient la relation de récur-
rence

W, = P(an)Wn—l = (an - an—l)(an - an—2) cee (an - al) Wn—l-

5) Une démonstration évidente par récurrence sur n > 2 donne alors la relation

W, = H (aj — a;).

1<i<j<n

Exercice 3.21

Déterminant de Vandermonde (suite) s

1) Soient Py = 1, Py,... P,_; des polyndmes unitaires, avec deg(P;) = k. Cal-
culer le déterminant

Py(ay) Pi(a;) Pyay) ... P,_i(ay)
B Py(az) Pi(ay) Pyax) ... P,_i(az)
PO('an) Pl(‘an) PZ(‘an) o Pn—;(an)

ouai, a, ...,a, sontdes éléments de K.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

3.2 Exercices d’entrainement a

2) Calculer le déterminant

1 cos(x;) cos(2x;) ... cos((n — 1)xy)
A 1 cos(xy) cos(2xp) ... cos((n — 1)xp)
1 cos(x,) cos(x,) ... cos((n — l)x,)
ou xi, X2, ..., X, sont des nombres réels.

1) Pour tout k € [1,n — 1]] et pour tout x € C, posons

P.(x) = Xk + bk’k,lxkfl + -+ bk,lx + bk70.
La matrice
Po(a1) Pi(ar) Pxay) ... Pyi(ar)
Py(ay) Pi(az) Praz) ... Py-1(a)
PO(an) Pl(an) PZ(an) o Pn—l(an)
est alors égale au produit de matrices
1 a a% ce Cl?_l 1 bl,O bn70
1 a a3 as!
. ! byn—1
1 a, @ ... ! 0 0 1

On en déduit que D, est égal au déterminant de Vandermonde :
Wn = H (Clj — Cl,’).
1<i<j<n

2) On utilise ici un résultat tres classique : pour tout n € N, il existe un polyndéme 7,
tel que
Vx € R, cos(nx)= T,(cos(x)).

Démontrons par récurrence sur I’entier n € N la propriété
Vn e N, T, € R,[X] telque cos(nx)= T,(cos(x)) (P,
Py est vérifiée pour n = 0 avec Ty = 1 et P; est également vérifiée avec
Ti(X)=X.
Supposons la propriété vérifiée jusqu’a I’ordre n > 1. La relation
cos((m + 1)x) +cos((n — 1)x) = 2 cos(x) cos(nx)
donne alors
cos((n + 1)x) = 2cos(x) cos(nx) — cos((n — 1)x)
= 2cos(x)T,(cos(x)) — T,,_i(cos(x))
On a donc bien cos((n+1)x) = T,41(cos(x)), avec T,41(X) = 2XT,,(X)—T,_1(X).
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Cette derniere relation permet a son tour de vérifier (démonstration par récurrence
sur n) que 7, est un polyndme de degré n dont le coefficient dominant (pour
n>1)est2" 1

1
Posons alors Py = Ty et, pourn > 1, P, = FTH. On a alors :
To(cos(x;) Ti(cos(xy) ... T,_i(cos(xy)
To(cos(xp) Ti(cos(xy) ... T,_i(cos(xr)
To(cos(x,) Ti(cos(x,) ... T,_1(cos(xy)
Po(cos(xy) Pi(cos(xy) ... P,_1(cos(xy)
L | Py(cos(xp)  Pi(cos(xz) ... P,_1(cos(x)
1 : : :
Py(cos(x,,) Pi(cos(x,) ... P,_1(cos(x,)
1
= [ (cos(x)) —cos(x)
27 Gl

3.3 EXERCICES D'’APPROFONDISSEMENT

Centrale PC, MP 2005 s

Soient E un espace vectoriel de dimension n > 2, B une base de E et soit
u € L(E).
On considére I’application f définie par : V(xy,...,x,) € E",

n
f(xh e axn) = ZdetB(xh s )xk717u(xk)7-xk+17 s ,Xn)
k=1

1) Onsuppose qu’il existe i # j tel que x; = x;. Montrer que f(xi,...,x,) = 0.
2) Montrer que f(xy,...,x,) = tr(u). detg(xy, ..., Xx,).

1) Supposons qu’il existe i, j € [1,n]] tels que i < j et x; = x;. Pour tout entier

k € [[1,n] distinct de i et de j on a detg(xy, ..., Xp_1, u(X), Xi1, - - -5 Xn) = O,
puisque la famille (x, ..., xg—1, u(Xk), Xk41, - - - , X») comporte deux fois le méme
vecteur.

11 reste donc

fe, oo xp) = detp(xy, o X1, u(X;), Xyt - -+ 5 Xn)
+ detp(xy,... ,Xj,],u(x]‘),x]q_], ey X))
Le second déterminant est obtenu a partir du premier par échange des vecteurs

situés a la i-ieme et la j-ieéme places. Leur somme est donc égale a 0 et on a bien
f(xla"'axn) =0.
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3.3 Exercices d’approfondissement a

2) Lapplication f est la somme de n formes n-linéaires. C’est donc une forme rn-
linéaire et nous avons démontré dans la question précédente qu’elle est alternée.
On sait d’apres le cours qu’il existe une constante A telle que

VX1, ..., xp) € E", f(x1,...,x,) = A detg(xy, ..., x,).
En particulier pour (xy,...,x,) = (e, ...,e,) on obtient
fer,...,e,) = A.detg(er,...,e;) = A.

Soit A = (a;;) la matrice de u dans la base 3. On a alors

n
fler, ... en) = detpler, ... e 1,uler), e, -, €n)
k=1

et
1 0 cee Al e 0
0 1 ax ... 0
detg(el,...,ek_l,u(ek),€k+],...,€n): .
o ... ... Akk . 0
0o ... ... apk ... 1
En développant ce détérminant par rapport a4 sa k-icme ligne on obtient
¥ n
detg(er, ..., ex—1,uler), ers1,-..,€,) = ag, ot A = Zakk = tr(u) et
k=1
fx1, ..., x,) = tr(u). detp(xq, ..., Xp,).

Mines-Ponts PC et PSI 2007 s

Soienta, betcy,...,c, des nombres réels. On se propose de calculer le détermi-
C1 a oo a
b c
nantde A = 2
. . a
b ... b ¢

On introduit pour cela A(x) = det(A — xJ) ot J est la matrice carrée d’ordre n
dont tous les coefficients sont égaux a 1 et on pose :

f&x)=(c1 —x)c2 —x)...(cp, —X).

1) On suppose a # b. Exprimer A(x) a I’aide de f(a) et de f(b) et en déduire
det(A).

2) En déduire enfin det(A) lorsque a = b.
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1) En retranchant la premiére colonne du déterminant A(x) a chacune des colonnes
suivantes et en développant le déterminant obtenu par rapport a sa premiere colonne,
on voit que A(x) est un polyndme en x de degré inférieur ou égal a 1. Il existe donc
deux constantes réelles « et B telles que : Vx € R, A(x) = ax + B.

Pour x = a on obtient A(a) = (¢; — a)...(c, —a) = f(a) (c’est le détermi-
nant d’une matrice triangulaire). De méme pour x = b, on obtient A(b) = f(b).
Les coefficients « et 8 sont alors déterminés par les relations aa + B = f(a) et

ab+ B = F(b). On en déduit que @ = LD =S @ g BI@=af®) 4

b—a b—a
b —af®
det(A) = A(0) = B = bf(a) — af ()
b—a
b —af
2) Posons D(a,b) = det(A) = %
fonction polynomiale et donc d’une fonction continue de la variable . On en déduit
que D(a,a) = lim D(a, b).
=

Partons du développement limité a I’ordre 1 de f au pointa :

f®)= f@)+®—a)f'(a)+ob —a).

On en déduit que bf(a) — af(b) = (b — a)f(a) — a(b — a)f'(a) + o(b — a) et
D(a,b) = f(a) — af'(a) + o(1)..On obtient donc D(a,a) = f(a) — af'(a).

Exercice 3.24

TPE PSI et PC 2006
Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Calculer, lorsque k < n — 1,

. Pour a fixé dans R il s’agit d’une

(x+DF 28 30 . nk
Ay — (x+2)F 38 4 . (n-l-'l)k
(x-i-‘n)k (2n.—1)k

En développant A(x) par rapport a sa premiére colonne, on observe qu’il s’agit d’un
polynéme (de la variable x), dont le degré est strictement inférieur an — 1. On a
par ailleurs A(1) = AQ2) = --- = A(n — 1) = 0 puisqu’il s’agit a chaque fois du
déterminant d’une matrice qui a deux colonnes identiques. Le nombre de racines du
polyndme A est strictement supérieur a son degré. C’est donc le polynéme nul.

i

Ecole Polytechnique PC 2005 s

Montrer que deux matrices de M, (R) semblables dans M,(C) le sont dans
M, (R).
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3.3 Exercices d’approfondissement @

Soient M et M’ deux matrices de M, (R) semblables dans M, (C). Cela signifie
qu’il existe une matrice Q € Gl,,(C) telle que M’ = Q~'M Q, c’est-a-dire telle que
(1) oM =MQ.

La matrice Q = (g,i) est a coefficients complexes ; on peut écrire gjx = ajx +ibji
avec (aji, bji) € R*, etdonc Q = A+iB,avec A = (aji) et B = (bj;). Les matrices
A et B sont i coefficients réels et la relation (1) s’écrit AM' +iBM' = MA+iMB.
En séparant les parties réelles et imaginaires, on obtient AM’ = MAet BM' = MB.
On a donc aussi (A + xB)M’ = M(A + x B) pour tout nombre réel x.

Posons alors P(x) = det(A + x B). 1l s’agit d’un polyndme a coefficients réels et ce
polynome n’est pas le polynoéme nul puisque P (i) = det(Q) # 0. Il existe donc un
nombre réel xg tel que P(xq) # 0.

La matrice Q¢ = A + xB est donc inversible dans M,,(R) et vérifie QoM’ = M Q.
On a donc M’ = Q, 'M Qy, ce qui montre que M et M’ sont semblables dans
M, (R).

Mines-Ponts PC 2006 s

1) Soientn € N* et C € M, (R).
Montrer que si VX € M;(R), det(C'+ X) =det(X), alors C = 0.

2) Soient A et B appartenant a M, (IR) telles que
VX € M, (R), det(A + X) = det(B + X).

Montrer que A = B.

1) En prenant en particulier X = —C, on obtient (—1)" det(C) = 0 et donc
det(C) = 0. Le rang r de C est donc strictement inférieur & n. On sait que dans
ces conditions, il existe des matrices inversibles P et Q telles que C = PJ,Q,

avec J, = [0 . Introduisons la matrice J = 0 0 et posons
0 0 r 0 I,—,

D= PJ/Q.

Onaalors C+ D = P(J,+J)Q = PI,Q = PQ,d’ot

det(C+ D) = det(D) = det(P Q) # 0. Il en résulte que D est inversible et puisque
rang(D) = rang(J,) =n —r,onar = 0 etdonc C = 0.

2) Sidet(A + X) = det(B + X) pour tout X € M,,(R), alors on a aussi
det(A — B+ X) = det(B — B + X) = det(X)

pour tout matrice X et donc A — B = 0 d’apres la question précédente.
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Exercice 3.27

Mines-Ponts PSI 2006 s
Soit A = (a;,j)i<i,j<n € Gl,(C) et Al = (Cll{7j)1<,',j<n. Soit B la matrice dont
le terme général est b; ; = a; ; — 1.

Montrer que det(B) = det(A) | 1 — Z aj

1<i,j<n

Soit U la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1. On a
B=A-U,dou

det(B) = det(A(I, — A"'U)) = det(A) det(I, — A~'U).

1+A, Ay Ay
Ay 1+A, ... As
La matrice C = I, — A7'U est de la forme C = . . . ,
A, A, ... 1+A,

n
avec A; = — g aj ;.
’
j=1

En retranchant le derniere co]qpne a chacune des précédentes on obtient

1 o ... O A

0 1 ... 0 A;
det(C)=| I

o o0 ... 1 A,

-1 -1 ... =1 1+A,

L’ opération élémentaire L, < L, + L| +---+ L, donne alors

10 ...0 A
01 ...0 A,
R An._l :1+ZA,~.
n i=1
00 ...0 1+ZAZ~
i=1

/

On a donc bien det(B) = det(A) | 1 — Z a; ;

1<i,j<n



Equations linéaires

-

4.1 L'ESSENTIEL DU COURS

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit f € L(E, F). Soit b un élément
de F. On considere 1’équation linéaire (£) :  f(x) = b ou I'inconnue x est un
élément de E.

L’équation f(x) = Op est appelée 1’équation homogene associée.

Description de l'ensemble des solutions

e ['ensemble (Sy) de solutions de 1’équation homogene est un sous-espace vec-
toriel de E (le noyau de I’application linéaire f).

e Supposons 1’équation linéaire f(x) = b compatible et soit xy une de ses solu-
tions. Alors ’ensemble S de ses solutions est le sous-espace affine
W DS, = ot S
dont la direction est le sous-espace vectoriel Sy = Ker(f) des solutions de
I’équation homogene associée.
e Cas ou E et F sont de dimensions finies :
Notons 7 le rang de I’application linéaire f et n la dimension de E.
o ’ensemble Sy = Ker(f) des solutions de 1’équation linéaire homogene
f(x) = OF est un sous-espace vectoriel de E de dimensionn — r.

o L’ensemble S de I’équation linéaire f(x) = b est ou bien ’ensemble vide
(lorsque 1’équation est incompatible), ou bien un sous-espace affine de E de
dimensionn — r.

Systéme de Cramer

o Il s’agit d’un systeme linéaire de la forme AX = B ou on donne une matrice
inversible A € GL,(K), B € M, 1(K) et ou I'inconnue, X, appartient a
M, 1(K). Un tel systeéme admet une unique solution : X = A7'B.

e Les formules de Cramer
X1

Soit X = | : | 'unique solution du systeme de Cramer AX = B. Désignons
Xn
par A le déterminant de A et, pour touti € {1,...,n}, par A; le déterminant de
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la matrice obtenue en remplacant la i-ieme colonne de A par le second membre

B.On aalors x; =

K.

4.2 EXERCICES

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit p un projecteur de
E. Montrer que I’ensemble des endomorphismes f de E tels que fop = p est
un sous-espace affine de E et donner sa dimension.

L’application ®: f +— f o p est une application linéaire de I’espace vectoriel L(E)
dans lui méme. L’exercice consiste a résoudre 1’équation linéaire

O(f)=p (%)

On dispose d’une solution particuliere évidente : f = p. L’ensemble S de ses solu-
tions est donc le sous-espace affine p + Sy de L(E) ot Sy = Ker(d) est ’ensemble
des endomorphismes f de E telsque fop = 0.

C’est un sous-espace vectoriel de £(FE). Pour déterminer sa dimension, observons
d’abord que la relation f o p = O équivaut a I’inclusion de Im(p) dans le noyau K
de f. Introduisons alors une'base 5 — (¢1,..,,¢,¢,41....,€,)de Eou(ey,...,e)
est une base de Im(p) et (¢,41, - . . , €,) une base de Ker(p). Pour que ’image de p soit
inclus dans le noyau de f, il faut et il suffit que f(e;) = O pour touti € {1,...,p}.
Cette condition est caractérisée par le fait que la matrice de f dans la base B est de
la forme

M= (0 M)
ol 0 désigne la matrice nulle de M, ,(K) et M; une matrice arbitraire dans
My n— p(K).
Comme I’application qui a f € L(E) associe sa matrice dans la base 3 est un isomor-

phisme, la dimension de Ker(®) est égale a celle de I’espace vectoriel M,, ,_ ,(K),
c’est-a-dire n(n — p).

Mines-Ponts PSI 2006
Soient a, b et ¢ les racines du polyndme X° — X + 1. Résoudre le systeéme

x+y+z=0
ax+by+cz=2
a’x + b’y +c*z = -3
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4.2 Exercices @

Remarquons que les racines du polynéme P = X°— X+1 sont deux & deux distinctes,

1 1
puisque les racines du polyndme dérivé P’ = 3X 2 _1,x;=—etx, = ——— ne
Y V3 NE

sont pas racines de P. Le déterminant D du systéme est un déterminant de Vander-
monde : D = (¢ —a)(c — b)(b — a). Il est non nul et le systéme est donc de Cramer :
il admet une unique solution (x, y,z) € C°.

Les relations usuelles entre les coefficients et les racines de P montrent que
a+b+c = 0, a*+b*+c? = (a+b+c)*—2(ab+bc+ca)—2 et a*+b>+¢* = a+b+c—3 = —3.
Donc (a, b, ¢) est I’'unique solution du systeéme.

Centrale PSI 2006
Soit (A, u) € C2. Résoudre dans C

Ax+y+z+t = 1
X+Ay+z+t = u
X+y+Az+t = u?
X+y+z+ar =

Soit D déterminant du systeme. On calcule

A1 11
1A 11
D:1 1 A1 Li—Li+Ly+Ls+Ly4
111 A
] e
=(A+3) Ly~ Ly—L;
AL
1 1 1 A 4 4
11 1 1
0 A—-1 0 0
LA ) S W
0 0 0 A-—1

=A+3)A—=1)°

e Premier cas : Supposons A # —3 et A # 1. Le systeme est de Cramer. Il admet une
unique solution.

En sommant les quatre équations on obtient

1+,u,+,u,2+,u,3

A+3)x+y+z+0)=1l+pu+p’+u’ dol x+y+z+1= 3



% Chap. 4. Equations linéaires

L+ p+p?+u’

_1 4
A+3 »d'ou

En retranchant la premiere équation on obtient x(1 —A) =

1 1+ p+u?+
x=——1-—
A—1 A+3

A—1 A+3

1 2 L+ p+p+ 4’ 1 3 L+ p+p+ 0’
A—1 A+3 A—1 A+3
3

e Deuxi®me cas : Supposons A = 1. Le systeme s’ écrit x+y+z+f = 1 = pu = u* = u’.
Il est compatible si et seulement si u = 1 et ’ensemble des solutions est I’hyperplan
affine d’équation x + y+z +¢ = 1.

1 1+ o+ p +
On obtient de la méme fagcon y = —— <,u — M) ,

e Troisiéme cas : supposons enfin A = —3. L’opération élémentaire [L4 «— L4+L +Ly+L3]
montre que le systeéme équivaut a
—Bx+y+z+t = 1
x—=3y+z+t = n
x+y—3z4+t = u?
0 = l+u+u®+u’

Le systéme est compatible si et senlement si 1 + u + u? + u® = 0, ¢’est-a-dire si et
seulement si uw € {—1,7, —i j.

On peut choisir ¢ arbitrairenient dans C et pour tout 7 € C, (x, y, z) est la solution du
systéme de Cramer

—3x+y+z = 1—1t
x=3y+z = u—t
_ 2
xX+y—3z = pu —t
En sommant les trois équations, il vient —x — y —z = 1 + u + u> — 3z, d’oi
1
—4x =2+ pu+pd —4dtetx = —Z(2+,u+,u2)+t. On trouve de méme

1
y = —5(1 +2u+ut)+tretz = 5(1 + p+2u?) + 1. Lensemble des solutions est la

1
droite affine passant par — (2 + u + w1+ 2u+ u?, 1+ pw+2u%,0) et dirigée par le
vecteur (1,1, 1,1).

Exercice 4.4
Mines-Ponts MP 2005, Ecole polytechnique PSI 2006 = =

1) Soient n € N*, fi,..., f, des fonctions de R dans R formant une
famille libre de F(R,R). Montrer qu’il existe (x1,...,x,) € R" tel que
det(fi(x;)i<i,j<n 7# 0.

2) Réciproque ?
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4.2 Exercices @

1) On fait une démonstration par récurrence sur 1’entier .
La propriété est évidente pour n = 1 : si fj est non nulle, alors il existe x; € R

tel que fi(x;) # 0.

Pour n > 2, supposons la propriété vérifiée a I’ordre n — 1 et soient f1, ..., f, des
fonctions de R dans R formant une famille libre. La famille fi, ..., f,— estelle
aussi libre et I’hypothése de récurrence montre qu’il existe (x1, ..., x,_1) € R" !
tel que

A, = det(fi(x;)i<i,j<n—1 # 0.
Considérons alors I’application ¢ : R — R définie par

fite) o i) filx)
VxeR o(x)=| 5 P
fom1(xn) oo fam1i(m1) fami(X)
fn(xl) fn(xnfl) fn(x)
En développant ce déterminant par rapport a sa derniere colonne, on voit qu’il
existe des réels Ay, ..., A, tels que

Vx € R, o) =Afilx)+ -+ Ay fum1(X) + Ay fu ().

cest-a-dire g = Afi+ -+ Ay fu_1 + Ay fu, avec A, = A, # 0.
Comme la famille fi,..., f, est libre, ¢ est non nulle. Il existe donc x, € R tel
que ¢(x,) # 0, ce qui démontre que la propri¢té est vérifiée a 1’ordre n.

2) Supposons maintenant quiliexiste. (x;, .. ., x,) &, R" tel que
det(fi(xj)i<i,j<n 7 0

Démontrons que la famille (fi, ..., f,) est libre. Soient pour cela Ay, ..., A, des
nombres réels tels que Ay f1 + - -+ + A, f, = 0. On a alors

AMfixD) + -+ A, fu(x) =0
A fi(x2) + -+ A, fu(x2) =0
)‘lf](xn)"' T +/\nfn(xn) =0

Le n-uplet (Aj,...,A,) apparait alors comme solution d’un systeme linéaire
homogene de Cramer. On adonc A} = --- = A, = 0, ce qui démontre bien que la
famille (f1, ..., f,) estlibre.

TPE MP 2005 =

Xy = ax,+b
. X, = ax;+b
Soita € C\ {1} et b € C. Résoudre le systeme
X, = ax,_1+b
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Désignons par u le point fixe de ’application affine x — ax + b, c’est-a-dire

! .
U= [ —a etposonsx; = x; —u (1 <i <n).
r /
x} = ax,}
. X = axn
Le systeme s’écrit
r /
Xp = aX,_
Il s’agit d’un systeme linéaire homogene : il admet donc au moins la solution nulle.
Les n — 1 dernigres équations permettent d’exprimer x5, . .., x, a 1’aide de x| :
[ / ! n—1_1
Xy =aX|, ..., X, =a" " X|.
La premiere équation s’écrit alors x] = a”x|. Si " = 1, c’est-a-dire si a est
une racine n-ieme de 1’unité distincte de 1, alors les solutions sont de la forme
xi(l,a,... .a" 1 ot x| est un nombre complexe arbitraire, tandis que si a n’est

pas une racine de I’unité, le systéme admet la seule solution nulle.

En conclusion : si a est une racine n-ieéme de 1’unité distincte de 1, alors les solutions
sont de la forme A(1,aq,... ,a”_l) +u(l,1,...,1) ol A est une constante complexe
arbitraire. Sinon, le systeme admet la seule solution constante : u = (1,...,1).

Centrale MP, PC 2006 .
Soit k € C* et (S) le systeme

(1 + k>)x; + kxy =0
kxi1+(0+kDxi+kxiy = 0 (Q2<i<n-—1
kx,_1 + (1 +k>)x, =0

Résoudre (§) en utilisant une suite (i;);cn solution de la récurrence
kui—y + (1 +k>)u; + kujpy = 0.

Commengons par déterminer 1’ensemble S des suites (u;); <y solutions de la relation

de récurrence linéaire ku; 1 + (1 + k*)u; + ku;; = 0. Le discriminant de I’équation

caractéristique kr+(1+k>)r+k = Oest A = (1+k>)? —4k* = (1—k?)? . Sik # +1,
. . _ 1

alors I’équation admet deux racines complexes distinctes r; = —k et r, = — X et les

éléments de S sont les combinaisons linéaires des suites géométriques de raisons
) 1
respectives —k et e

Sik = 1ouk = —1, alors I’équation caractéristique admet la racine double —k les
éléments de S sont les suites de la forme Vi € N, u; = (a + bi)(—k)', ot a et b sont
deux constantes complexes arbitraires.
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On sait de plus qu’une telle suite est déterminée par ses deux premiers termes i et
u;. De facon précise, pour tout (xo,x;) € C? il existe une unique suite (u;) € S telle
que ug = xp et u; = x;.

Soit alors (i;); N une suite appartenant a S. Si ug = u,y; = 0, alors (uy, ..., u,) est
solution du systeme (.5). Réciproquement si (xy, ..., x,) est une solution de S, alors
la suite (u;);cn € S définie par ses deux premiers termes ug = 0 et u; = x; vérifie
Upep = 0.

Supposons d’abord k # +1. Les relations ug = u,+; = 0 s’écrivent

a+b =0
s’ 1
SR T o =0

Lorsque k**? # 1, il s’agit d’un systéme de Cramer. Onaa = b = 0, d’otiu; = 0
pour tout i € N et (§) admet la seule solution (xy,...,x,) = (0,...,0). (C’est un
systeme de Cramer).

Lorsque k2"*? = 1 (§’) est un systéme de rang 1. Ses solutions sont les couples de

1
la forme (a, —a), a € C et les suites u,, sont de la forme u; = a(—1)' (k’ — E) .
1 1
Les solutions de (S) sont de 1a forme a ( (k — Z) (=D (k” — k_"> ) {1

s’agit donc d’un systeme dont le rang est'égal'a n— 1).

Dans la cas o k = =1, les relations ug = u,+; — 0 s’écrivent

, a =0
(5) {a+b(n+1) =0

On obtient donc a = b = 0 et le systeme (S) admet 1’unique solution nulle (c’est un
systeme de Cramer).

Mines-Ponts MP 2007
1) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Donner une condition nécessaire et

a b - b
suffisante sur (a, b) € C2 pour que A = b a | soit inversible dans
b b a

M, (C).

2) Calculer A~! dans ce cas.
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Indication de la rédaction : pour la question 2) on pourra chercher a résoudre le
systéme linéaire Y = AX,avec Y = "(yy,...,y) et X ="(x1,...,x,).

1) Calculons le déterminant de A. En ajoutant les n — 1 dernieres colonnes a la
premiere colonne de A, on fait apparaitre le facteur a + (n — 1)b et on a donc

1 b ... b
det(A) = (a+ (n — 1)b) I a : . En retranchant la premicre ligne au sui-
Lo b
1 ... b a
1 b e b
0 a—b O .
vantes, on obtient det(A) = |, | ) et en développant par rapport a
0 0 ... a—b>b

la premiére colonne, on obtient det(A) = (a + (n — 1)b)(a — b)" . Il en résulte que
A est inversible si et seulement si a # b et a # (1 — n)b.

X1 Y1
2) Soient X = DletY = : | dans M, ;(C) et cherchons a résoudre le
Xn Y
axfi¥ bxo +4-L£bx, =y
bxy+ax,+ - Fbx,- =y,

systeéme de Cramer
bxi+bxy+---+ax, =y,
a I’aide d’opérations élémentaires sur les équations. En les additionnant, on obtient

(a+(n—=Db)(x1+---+X,) = yi+-+ Y,

1
dou(l) xj+--+x, = m(yﬁ---wn),puis

b
b(X1+"'+xn):m()’l*‘""“yn)-

En retranchant cette équation a chacune des équations du systéme, on obtient

b
(a —b)x *yl_m(yl'l'"""yn)
(a—b)x; :yz—m()’l“‘"“"yn)
N SN
a Xn = Yn a+(n—1)b Y1 Yn



| b
On en déduit x; — . —
e e X = Y T b —a)a+ (= Db)

i € [1,n]. On a donc aussi , pour touti € [[1,n]],

_ —by; — -+ —=by_1+(a+(n—2)b)y; — by

4.2 Exercices @

(y1 + -+ + yu) pour tout

— o — by,

Xi

(a—>b)a+(n—1)b)
On en déduit finalement :
a+(m—2)b —b
1 —b a+(n—2)b

A7l =
(a —b)a+(n — 1)b)

—b

—b

.. —b
—b a+(n—2)b



Réduction
/ des endomorphismes

Dans tout ce chapitre E est un K-espace vectoriel ou K = R ou C.

5.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

5.1.1 Valeurs et vecteurs propres

Eléments propres d’'un endomorphisme
Soit u € L(E).

e Un scalaire A € K est une valeur propre de u lorsqu’il existe un vecteur
x # 0g de E tel que u(x) = Ax. Ce vecteur x est appelé vecteur propre
associé a la valeur proprg A.

&

Remarque
Le vecteur nul n’est pas un vecteur propre de u.

e [’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u, on le note Sp(u).

e Pourtout A € K, onnote E,(u) = Ker(u —AIdg). Si A € Sp(u), alors E,(u) est
constitué du vecteur nul et des vecteurs propres de valeur propre A. On I’appelle
sous-espace propre associé a A. Si A ¢ Sp(u), alors E,(u) = {Og}.

e Le scalaire A appartient a Sp(u) si et seulement si u — A Idg est non injectif. En
particulier O est valeur propre de u si et seulement si u# est non injectif.

e Les vecteurs propres et les valeurs propres sont souvent appelés les éléments
propres de .

e Propriété importante : si A;,..., A, sont p valeurs propres distinctes de u,
alors la somme E), +---+ E,  est directe. Ainsi des vecteurs propres associés
a des valeurs propres distinctes sont linéairement indépendants. En particulier,
dans un espace de dimension n, il ne peut y avoir plus de n valeurs propres
distinctes.

e Une droite est stable par u si et seulement si cette droite est incluse dans un
sous-espace propre, ou encore, ce qui revient au méme, un vecteur directeur de
cette droite est un vecteur propre.
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Eléments propres d’une matrice
Soientn € N* et M € M, (K).

¢ Ondit que A € K est valeur propre de M lorsqu’il existe X € M,, ;(R) non nul
tel que MX = AX. Ce vecteur X est appelé vecteur propre de M associé a la
valeur propre A.

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, 5 une base de E, u un
endomorphisme de E et M = Mat(u, B). Les valeurs propres de u et de M
sont identiques, et x est vecteur propre de u# pour la valeur propre A si et seule-
ment si X = Mat(x,B) est vecteur propre de M pour la valeur propre A. On
peut donc appliquer a la matrice M les définitions et les propriétés concernant
I’endomorphisme u.

e Si M € M,(R), alors on peut la considérer comme une matrice de M,,(C). Un
complexe A est une valeur propre complexe de M si et seulement si il existe
X € M, 1(C) tel que M X = AX. On distingue donc le spectre réel, Spr(M) et
le spectre complexe, Sp-(M) qui le contient.

* Si M € M,(R) etsi A est une valeur propre complexe de M, alors A est égale-
ment une valeur propre de M, et Ex(M) = Ex(M) = {X | X € Ex(M)}.

Déterminer les €léments propies de 1"endomorphisme
) CCRE) — CT(ER,R)
v f — i )

Soit A € R. On cherche les fonctions non nulles f € C*°(R, R) telles que f” = Af.
SiA >0, Ex(i) = Vect <t — ch <\//_\t) .t — sh (ﬁt)) .

SiA <0, Ex(¥) = Vect <t — COS (x/—_)\t> ,t — sin (x/—_)tt>> .

SiA =0,il s’agitde Vect (t ~— t,t +— 1) = {t — at +b,(a,b) € R*}.
Ainsi, Sp() = R.

Soit ® 1’endomorphisme qui a pour matrice dans la base canonique de C*,

(0 =D
(k)

En appliquant la définition, montrer que i et —i sont des valeurs propres de ®
et déterminer les vecteurs propres associés. En déduire tous les sous-espaces
propres de A.
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Cherchons V = (x, v, z,1) tel que AV = i V. Cela s’écrit

00 -1 0 X X -z = ix
R AN B B B (s
01 0 0 t t y = it
174
Ainsi V € Ker(A — il,) si et seulement si il existe (z,7) € C? tel que V = izt
t
i 0
Finalement Ker(A —iI4) = Vect( (1) , (l) ). En résolvant le systtme AV = —iV,
0 1
—i 0
on vérifie de la méme fagon que Ker(A +il4) = Vect( (1) , _Oi ). Comme la
0 1

somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a la dimension de 1’espace
vectoriel C*, il n’y pas d’autre sous-espace propre.

Remarques

e On aurait pu remarquer que'A-€ M () etutiliserque AV =iV & AV = —iV.

e On aurait pu également effectuer un résolution a 1’aide d’une écriture par blocs

V= Gﬁ) ol X et Y sont dans M, ;(C).

CCP PSI 2007, Centrale PSI 2007

Soit ® I’endomorphisme de R[X] défini par ®(P) = 2X + )P — (X> — 1)P’.

Déterminer les éléments propres de ®.

Indication de la rédaction : on remarquera que, pour tout A € R et tout x # +1,
2x+1—A 1+A 3—-A

= + .
M T T T2+ 1) 2= 1)

Une condition nécessaire et suffisante pour que A € R soit valeur propre de f est
qu’il existe un polynéme P distinct du polynéme nul tel que (R) : P(P) = AP.
La relation (R) s’écrit (X> — 1)P’ — (2X +1 — A)P = 0. Le polynéme P est de la
forme P = a, X" +--- + ag, ou n est le degré de P, et ol a, est un réel non nul. Le
coefficient de X"*! dans le polyndéme Q = (X?> — 1)P’ — (2X + 1 — A)P est alors
égal a (n — 2)a,, et puisque Q est le polyndme nul, on a nécessairement n = 2 : le
polyndme P est de degré 2.
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Pour qu’un polyndme P vérifie la relation (R), il faut et il suffit que la fonction
polynomiale associée vérifie sur R 1’équation différentielle linéaire

(E) (x>=1)y —Q2x+1—2)y=0.

Lorsque y est une fonction polynomiale, I’équation (E) est vérifiée sur R dés
qu’elle est vérifiée sur ]1, +oo[. Résolvons donc cette équation sur ]1, +oo[.

2x+1—A
Elle s’écrit y' = )6271 y. Notons f la fonction définie sur |1, +oo[
x —_—
2x+1—-A
par  f(x) = )6271 Elle se décompose en éléments simples sous la
x2 —
I1+A 3-A

forme f(x) = et, sur ]1, +oo[, admet comme primitive

2x+1) 20— 1)

1+
F:x— — In(x+1)+ In(x — 1). Les solutions de I’équation différentielle

+. 3—A
sont donc y = Ce’, ol C est une constante, ce qui donne y = C(x+1)%(x -1z .
Il reste a chercher pour quelles valeurs de A cette solution est une fonction polyno-
miale de degré 2. Il y a trois possibilités :

) ! ;A =2et Sk = 0, c’est-a-dire A = 3. Ainsi A = 3 est une valeur propre de
@ associé au sous-espace propre E3 = Vect((X + 1)2).

. ! ;)l =1let 3 ; =1, ¢’est-a=dire A = 1. Ainsi A = 1 est une valeur propre de
@ associé au sous-espace propre | = Vect( X — )X+ 1).

) ! ; A =0et i = 2, c’est-a-dire A = —1. Ainsi A = —1 est une valeur propre

de ® associé au sous-espace propre E_; = Vect((X — 1)2).

CCP PC 2006

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et f € L(E) tel que f* # 0 et
fi=o.

1) Montrer qu’il existe x € E tel que (x, f(x), f 2(x)) soit une base de E.
2) Montrer que la seule droite de E stable par f est R f2(x).
3) Montrer que le seul plan de E stable par f est R f(x) +R f 2(x).

1) Puisque f2 # 0, il existe un x € E tel que f*(x) # 0. On vérifie aisément que la
famille (x, f(x), f>(x)) est libre (voir exercice 1.18, page 17), donc il s’agit d’une
base de E.

2) L’endomorphisme f est nilpotent donc son spectre est réduit a {0}. Soit D une
droite stable par f et soit x un vecteur non nul de E tel que D = Rux. Il existe
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A € Rtel que f(x) = Ax et x est donc un vecteur propre associé a la valeur propre
A. On a nécessairement A = 0 et donc x € Ker f. Ainsi, D C Ker f.
Déterminons le noyau de f. On sait que dimKer f = 3 — rg f. Dans la
0 0O
base B = (x, f(x), f z(x)), la matrice représentant f s’écrit 1 00
010
Cette matrice est de rang 2 donc f est également de rang 2 et Ker f est une
droite. On a donc D = Ker f. En regardant la matrice, on se rend compte que
Ker f = Rf%(x).
Réciproquement, Ker f = R f2(x) est bien une droite stable et c’est la seule.
3) Soit P un plan stable par f. L’endomorphisme f|p induit par f sur P est encore
un endomorphisme nilpotent. Comme dim P =2, on sait que ’indice de nilpo-
tence de f|p est inférieur ou €gal a 2. On a donc fﬁ; = 0 et donc P C Ker f2.

Déterminons maintenant le noyau de f2. On sait que dimKer f> = 3 — rg f>
0 0O

et on a Mat(f>, B) = 0 O O |.On en déduit que rg f> = 1 et que
1 00

Ker f2 est un plan. On a donc P =Ker 2 et on voit sur la matrice que

Ker f2 = Rf(x) ® R f(x).

Réciproquement, Ker f2 = Rf(x) R f 2(x) est bien un plan stable par f etc’est

le seul.

5.1.2 Polynéme caractéristique

Soit M € M,,(K) et # un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension

finie n.

K — K

A — det(M — Al,)
associé, que 1’on notera également y,, est appelé le polyndome caractéristique
de M. 1l est de degré n et s’écrit

v =D X"+ (=D)"" N )X+ -+ det M.

o Lesracines dans K du polyndme caractéristique Y, sont exactement les valeurs

propres de M.

e La fonction y : { est polynomiale. Son polyndme

Remarque

une matrice a coefficients complexes admet au moins une valeur propre dans C
et une matrice a coefficients réels d’ordre impair admet au moins une valeur
propre dans R.

e Lorsque le polyndme y; est scindé dans K[X], avec Ay, ..., A, pour racines,

n n
onadetM = H)\k ettrM = Z/\k.
k=1 k=1
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e On appelle ordre de multiplicité d’une valeur propre A de M, et on note m(A),
I’ordre de multiplicité de la racine A du polyndme y .

Remarque pratique

Si A est une valeur propre complexe d’une matrice réelle, alors A est aussi valeur
propre de méme ordre de multiplicité que A.

¢ Deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique. La réciproque
est fausse.

K — K

A +— det(u — Aldg)

associé, que 1’on notera également y,,, est appelé le polyndome caractéristique

de u.

e La fonction y, : { est polynomiale. Son polynome

e Si Bestune base de E et M = Mat(u,B) alors yy = yu. Ceci permet d’ap-
pliquer les définitions et propriétés précédentes a I’endomorphisme u.

o Propriétés

o Si F est un sous-espace stable de u, alors y,, divise y,.
o Pour A € Sp(u),ona 1 < dim E,(u) < m(A).

Quel est le spectre (réel) de 1a matrice réelle R = < ?

cosf —sind
sin 6 cos 6

Donner son polyndme caractéristique puis ses valeurs propres complexes.

La matrice R est la matrice d’une rotation d’angle 6 dans le plan vectoriel R> muni
de sa structure canonique d’espace euclidien.

En général, le spectre réel de R est I’ensemble vide car si la matrice possede une
valeur propre réelle, alors il existe une droite stable par la rotation d’angle 6, ce qui
n’est le cas que si = 7 (27) (et alors Spr(R) = {—1}) ousi # = 0 (27) (et alors
Spr(R) = {1}).

Calculons le polyndme caractéristique de R.

cosf — X —sin 6
sin 0 cosfd — X

= (cosf — X +isinf)(cosf — X —isinf) = (X —e') (X —e™").

Xr(X) = = (cos 6 — X)*> +sin’ 6

Les valeurs propres complexes de R sont e'? et e 'Y (elles sont bien slir conjuguées
car yr est un polyndome a coefficients réels).

Pour § ¢ 77, on retrouve que la matrice R n’a pas de valeur propre réelle. En
revanche, elle a deux valeurs propres complexes simples et conjuguées.
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Soit A € GL,(K). Exprimer le polyndme caractéristique de A~! en fonction de
celui de A.

Puisque A est inversible, toute valeur propre de A est non nulle. Soit A € K*,

1
Xa-1(A) = det (A™" — AI,) = det <—/\A_1 <_XI" + A))

1
detA’YA

1

— (=)
( )detA

1 . 1
det (A - /\I"> = (=)) ()

-1 1
Conclusion : y4—1(X) = (d til X"xa <§> . On peut remarquer que le polyndme
e

1 : I . R
X"xa X a ses coefficients écrits dans 1’ordre inverse de ceux du polyndéme

xa(X).

Exercice 5.7

Mines-Ponts PC 2007 et MP 2006
Soient A et B deux matrices de M ,(C). On se propose de démontrer que A B et
B A ont le méme polyndme caractéristique.

1) Démontrer le résultat lorsque la matrice A est inversible.

2) On se place maintenant dans le cas général. Soit A € M,,(C). Etablir que

Al, —BA B L, 0\ (I, O Al B
0 Al A I,)] \A I, 0 AM,—AB) "

En déduire que AB et BA ont le méme polyndme caractéristique.

1) Lorsque A est inversible, on a pour tout A € C,
xap(A) = det(AB — Al,) = det(A) det (B — /\Ail)
= det (B — AA™") det(A) = de(BA — AIL,) = xpa(A).
Ainsi, pour tout A € C, yap(A) = xpa(A).

2) On vérifie aisément que les deux produits par blocs sont égaux a <i‘\£’1’ /\l; ) .
n

En prenant les déterminants, on obtient
det(Al, — BA)det(Al,) = det(Al,)det(Al, — AB),

c’est-a-dire, A" ypa(A) = A"xap(A). On en déduit que AB et BA ont le méme
polynome caractéristique.
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5.1.3 Endomorphismes et matrices diagonalisables

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et # un endomorphisme de E.

e [’endomorphisme u est dit diagonalisable lorsque 1’une des propositions équi-
valentes suivantes est vérifiée :

o il existe une base de E formée de vecteurs propres de u,

oonak = @ E\(u).

AeSp(u)

o Caractérisation des endomorphismes diagonalisables : 1’endomorphisme u
est diagonalisable si, et seulement si, il vérifie 'une des propositions équiva-
lentes suivantes :

o Z dim E,(u) = dim E,
AESpu)

o le polynéme y, est scindé sur K et pour toute valeur propre A, on a
dim E)(u) = m(A).

e Cas particulier important : si y, est scindé sur K et a racines simples, alors
I’endomorphisme u est diagenalisable et chaque sous-espace propre est de
dimension 1.

Remarque pratique

pour déterminer dim E,(u), on étudie suivant les cas Ker(u — Aldg) (sys-
teme linéaire) ou bien rg (u — Aldg) car, d’apres le théoréeme du rang, on a
dim E)(#) = dim E — rg (u — Aldg).

e Exemples d’endomorphismes diagonalisables : les homothéties sont les
endomorphismes diagonalisables possédant une seule valeur propre, les pro-
jecteurs (resp. les symétries) sont les endomorphismes diagonalisables dont le
spectre est inclus dans {0, 1} (resp. dans {—1,1}).

Remarque

Lorsque u est diagonalisable, on a tru = Z m(M)Aetdetu = H AT,
AESpu AESpu

¢ On dit qu’une matrice M de M, (K) est diagonalisable lorsqu’elle est sem-
blable a une matrice diagonale. Cela équivaut a I’existence d’une matrice P
inversible, dont les colonnes sont des vecteurs propres de M, telle que P~ M P
est diagonale.
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Soient a; et a; deux réels tels que (a;,az) # (0,0) et A = (C(,) cg)
2

1) Calculer le polyndme caractéristique de A.
2) Montrer que A est diagonalisable dans M(IR) si et seulement si aja; > 0.

3) Montrer que A est diagonalisable dans M;(C) si et seulement si aja; # 0

—A ai

ar —A

2) e Siaja; > 0, alors le polyndme y 4 a deux racines réelles distinctes. Il est donc
scindé a racines simples. Par conséquent A est diagonalisable dans M;(R),
admet deux valeurs propres distinctes et chaque sous-espace propre est de
dimension 1.

1) On a, pour tout A € R, y4(A) = = A’ - qa.

e Si ajay < 0, alors le polyndme y4 n’admet pas de racine réelle (donc il n’est
pas scindé sur R). Par conséquent, A n’est pas diagonalisable dans M (R).

e Siaja, = 0, alors y4 admet O pour seule racine et cette racine est double. Si A
était diagonalisable, elle serait semblable a la matrice diagonale de diagonale
nulle, donc la matrice nulle, Ainsi A serait la matrice nulle, ce qui n’est pas le
cas. Par conséquent, A n’est pas diagonalisable dans M, (R).

Conclusion : la matrice Adest diagonalisable dans M»,(R) si et seulement si

ajap > 0.

3) e Siaja; # 0, alors le polyndme y4 a deux racines distinctes (réelles lorsque
aiay > 0, complexes conjuguées lorsque aja, < 0). Il est donc scindé a racines
simples. Par conséquent A est diagonalisable sur C, admet deux valeurs propres
distinctes et chaque sous-espace propre est de dimension 1.

e Siaja, = 0, alors le raisonnement de la question précédente est encore valable.
Conclusion : la matrice A est diagonalisable dans M,(C) si et seulement si

ajay # 0.
TPE PC 2006
1 -1 0
Déterminer a € R pour que 2 soit valeur propre de A = | a 1 1
0 1+a 3

Montrer alors que A est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.

e On vérifie facilement que y, = X° — 5X? + 6X — 2 — 2a. Le réel 2 est valeur
propre de A si et seulement si y4(2) = 0, c’est-a-dire a = —1. Dans ce cas, on a
x4 =X -2)X(X - 3).
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¢ Déterminons les sous-espaces propres de A.
X
On cherche I’espace propre E¢(A). Le vecteur X = | y | est dans le sous-espace
Z
propre Ey(A) si, et seulement si, il vérifie AX = 0 X. Or

X =y =0
AX =0 ¢ x + y + z = 0 << x=yetz=0.
3z =0
On en déduit que Eyp(A) = Vect(| 1 |).
0
—1
On vérifie de la méme facon que E(A) = Ker(A — 2I3) = Vect( 1]) et
0
1
E3(A) = Ker(A — 313) = Vect(| =2 |).
-3
e On note P la matrice de passage de la base canonique de R> a la base for-
1 -1 1
mée par les vecteurs propies de A. On a alors P = | 1 1 =2 et donc
= 0O 0 -3
000
P'AP=(0 2 0
003
Remarque

Il n’est pas nécessaire d’effectuer les calculs pour P~'AP. En effet, cette matrice
est la matrice de I’endomorphisme canoniquement associé a A dans la nouvelle
base formée des vecteurs propres. Les valeurs propres apparaissent sur la diagonale
dans le méme ordre que les vecteurs propres dans la matrice de passage P.

Exercice 5.10

TPE MP 2007

Soient n dans N*, E = M,,(R) et (a, b) dans R?. Soit u dans £(E) qui, a toute
matrice M, associe u(M) = aM + b'M.

1) Montrer que u est diagonalisable.

2) Déterminer tr(u) et det(u).
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1) Pour § dans S,(R), on a u(S) = (a + b)S. Pour A dans A,(R), on a
u(A) = (@ — b)A. Il en résulte a + b et a — b sont des valeurs propres de
u, que S, (R) est inclus dans le sous-espace propre associé a la valeur propre a + b
de u et que A, (R) est inclus dans la sous-espace propre associé a la valeur propre
a — b. Comme de plus M,(R) = S,(R) & A,(R), on peut trouver une base de E
formée de vecteurs propres et I’endomorphisme u est donc diagonalisable.

2) La trace de u est donnée par

(n+1) +n(n2— D(afb).

tr(u) = (a+b) dim(S, (R))+(a—b) dim(A,(R)) = " 5 (ath)

Le déterminant de u est donné par

n(n+1) nn—1)

2 (a-b)T

det(u) = (a + b)IMS R (g — p)dmAR) — (4 4 p)

Exercice 5.11

CCP PSI 2006

Soit J, la matrice réelle d’ordre n, ou n > 2, dont tous les coefficients sont
égaux a 1. Calculer le rang, le polyndme caractéristique de A. Montrer que A est
diagonalisable et déterminer ses éléments propres.

e Il est immédiat que rg A ="

e Puisque rgA = rg(A — 04,) = 1, le réel O est valeur propre de A et, par le
théoreme du rang, dim Eo(A) = n — 1. Il en résulte que O est racine d’ordre de
multiplicité au moins n — 1 de ya. Le polyndome y 4 s’écrit donc sous la forme
Xa = (D"X""Y(X —a) = (=1)"X" + (=1)""'aX""" ol a est un nombre
réel. L’expression générale du polyndme caractéristique donne ¢ = trA = n.
En conclusion y4 = (—=1)"X"~ (X — n).

e Le polyndme caractéristique de A est scindé et possede deux racines distinctes 0
et n, d’ordre de multiplicité respectif n — 1 et 1. La question précédente donne
dim Eg(A) = n — 1. Comme la racine n est simple, on a dim E,(A) = 1. Le
polyndme caractéristique est scindé et, pour chaque valeur propre, la dimension
du sous-espace propre est égale a I’ordre de multiplicité de la valeur propre. Par
conséquent A est diagonalisable.

e Déterminons les sous-espaces propres de A.

Pour déterminer E¢(A), on résout le systtme AX = 0ot X = (x1,...,x,). 1l
équivaut a x; + - - - + x, = 0. On a alors
1 0 0
—1 . 0
Eo(A) = Vect 0, ..., 11,
: -1 1
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Pour déterminer Ey(A), on résout le systtme AX = nX. Il est équivalent a
X1+ + X, =0X] =NX2 = ...=NX,.

On obtient alors

E,(A) = Vect(| : |).

L’exercice suivant est un classique qu’on trouve chaque année dans plusieurs
CONCOUrs.

Exercice 5.12

Plusieurs concours et plusieurs années

Donner les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice réelle M
dont les éléments diagonaux valent a et les autres valent b. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que M soit inversible.

Dans le cas ou b = 0, la matrice est diagonale. On suppose désormais que b # 0.

On pourrait calculer le polynome caractéristique de la matrice M (on obtient
v = D"X = (@+m -"Db)IX ~ (@ — h))" '), voir exercice 4.7, page 109) et
déterminer ensuite les éléments propres de M.

On propose ici une autre méthode en remarquant que M s’écrit M = (a — b)I,, +bJ,
ou J, € M, (R) est la matrice de I’exercice précédent.

La matrice J, est diagonalisable sur R. Il existe donc P € GL,(R) telle que P ' J, P

est la matrice diagonale D = diag(0, ..., 0,n). On obtient alors
——
n—1 fois
P'MP = (@a-b)P'I,P+bP'J,P =(a—b),+bD

= diagla—b,...,a—b,a+(n — 1)b).
N————
n—1 fois
Ainsi, M est diagonalisable dans la méme base que J,,. Plus précisément, les deux

valeurs propres (distinctes car b % 0) sonta — b et a + (n — 1)b, et les sous-espaces
propres sont E,_,(M) = Ey(J,), hyperplan (voir exercice précédent) et

Eqrno1p(M) = Vect ('(1,1,...,1)).

La matrice M est inversible si et seulement si 0 ¢ Sp(M) c’est-a-dire a # b et
a # (1 — n)b. On peut retrouver cette condition par un calcul de déterminant (voir
exercice 4.7, page 109).
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1 .. 1 1—n
Soit n € N supérieur ou égal a 2, et soit A = ! 7 "l e M,®).
I .. 1 1—n

Montrer que la matrice A n’est pas diagonalisable.

Remarquons que A est de rang 1 (car toutes les lignes sont identiques) donc E(A)
est de dimension n — 1. La multiplicité de la valeur propre O est donc supérieure ou
égale A n — 1, le polyndme caractéristique y 4 s’écrit alors y4 = (—1)" X"~ (X — a)
ol a est un nombre réel. L’expression générale du polyndme caractéristique donne
a = trA = 0. En conclusion y, = (—1)"X". Si A était diagonalisable, elle serait
semblable a la matrice nulle, et donc elle serait égale & la matrice nulle. Ce n’est pas
le cas et donc A n’est pas diagonalisable.

Si le rang d’une matrice est petit, alors son noyau a une grande dimension et 0 est
valeur propre de multiplicité aimoins égale a dim Ker u. De nombreux exercices
portent sur des matrices de rang.! ou 2.

En particulier, si M est de rzing ¥, alorsy pp = (&= 1 X" Y (X —tr M). 1l en résulte
que M est diagonalisable si et seulement si tr M % 0. Voir les exercices 5.33
page 142, 5.46 page 154.

5.1.4 Polynémes d’endomorphismes, polyndmes annulateurs

Polynomes d’endomorphismes
Soitu € L(E).

e A tout polynéme P = z a, X* € K[X], on associe 1’endomorphisme de E,

k=0
n

Pu) = Z au® (avec la convention u’ = Idg).
k=0

e [application ¢, : { KEDX] : i((f)) est un morphisme de K-algebre. On

retiendra en particulier :

V(P,Q) e KIX]*,(PQ)(u) = P (u)o Q)= Qu)o P (u).
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Attention

o Lorsque P = 1,0ona P(u) = Idg. Lorsque P = X,ona P(u) = u.
o Six € E, alors P(u)(x) aun sens (c’est I'image du vecteur x par 1I’endomor-
phisme P(u)). En revanche, P(u(x)) n’a en général pas de sens.

Remarque
On note K[u] = Im ¢,. C’est une sous-algeébre commutative de L(E).

¢ Lien avec la stabilité : soit P € K[X].

o Les sous-espaces vectoriels Ker P(u) et Im P(u) sont stables par u.
o Si F est un sous-espace de E stable par u, alors F est stable par P(u) et
P(u)r = P(ur).
e Si A est une valeur propre de u et P € K[X], alors P(A) est une valeur propre
de P(u).

Polynomes annulateurs

e On dit que le polynome P est un polynéme annulateur de u lorsque P(u) est
I’endomorphisme nul de E, ce qu’on notera abusivisement P(x) = 0 dans la
suite de ce chapitre.

e Si P(u) = 0, alors toute valeur propre de u est un zéro de P ; autrement dit
Spc(u) € P~1(0). _

e Lorsque E est de dimension finie, tout endomorphisme u de E admet au moins
un polyndme annulateur. Ce n’est pas vrai lorsque E n’est pas de dimension
finie (voir exercice 5.18 page 127).

¢ Résultat important : si P est un polyndme annulateur de u, alors toute valeur
propre de u est racine de P. La réciproque est fausse.

Résultats spécifiques a la filiere PSI : soit E un espace vectoriel de dimension
finieet u € L(E).

e Théoreme de Cayley-Hamilton : le polynéme caractéristique y, est un poly-
ndéme annulateur de u.

e L’ensemble Z, = {P € K[X] | P(u) = 0} est un idéal de K[X] appelé
idéal annulateur de u. Il est principal et il existe un polyndme non nul de degré
minimal 77, (que I’on pourra choisir unitaire) tel que Z,, = 7, K[X].

Remarque

— On appelle polynéme minimal de u, I’unique polyndme unitaire de degré
minimal qui annule u.

— Les racines de 7, sont exactement les valeurs propres de u.

— Le polyndme caractéristique y, est un multiple de 7. Par conséquent, on a
deg(m,) < dimE.
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Exercice 5.14

Centrale MP 2006

Montrer qu’une matrice de rang 1 est annulée par un polynéme de degré au plus
deux.

On a montré dans I’exercice 2.23, page 63 que toute matrice A de rang 1 vérifie
A% = (tr A)A. 1l en résulte que le polynome X 2_(tr A)X estun polyndme annulateur
de la matrice A.

Exercice 5.15

Mines-Ponts PC 2007

Déterminer les matrices M € M, (R) telles que
tr(M) =0et M> —4M?* +4M = 0.

Le polyndme P = X> — 4X? +4X est un polyndme annulateur de M, donc Spc(M)
est inclus dans {0,2} qui est I’ensemble des zéros de P. Pour tout nombre réel A,
soit m(A) I’ordre de multiplicité (éventuellement nul) de A comme racine du poly-
ndme caractéristique de M. On a alors tr(M) = 0 x m(0) + 2 x m(2), et comme
tr(M) = 0, on en déduit que m(2) = 0, donc 2 n’est pas valeur propre de M. Il en
résulte que M — 21, est inversible et par conséquent (M — 21I,)* I’est aussi. Ainsi
M? —4M?* +4M = M(M —&4; >=0 implique M = 0. Réciproquement la matrice
M = 0 convient de maniére ¢ vidente:

Exercice 5.16

ENSEA PC 2007
Soit n > 2. Déterminer I’ensemble A = {A € M,(R)| A*> = Aet tr A = 0}.

Observons d’abord que A contient la matrice nulle. Réciproquement, soit A € A.
Le polyndme P = X? — X est un polyndme annulateur de A, donc Spc(A) est
inclus dans {0, 1} qui est I’ensemble des zéros de P. Pour tout nombre réel A soit
m(A) ordre de multiplicité (éventuellement nul) de A comme racine du polynéme
caractéristique de A. On a alors tr(A) = 0 x m(0) + 1 x m(1), et comme tr(M) = 0,
on en déduit que m(1) = 0, donc 1 n’est pas valeur propre de A. Il en résulte que
A — I, est inversible. Ainsi A> — A = A(A — I,) = 0 implique A = 0. On a donc
A ={0}.

Exercice 5.17

CCP PSI 2006, Centrale MP 2007, diverses écoles MP 2005

Soient A € M, (K) et P € K[X]. On suppose que A est inversible, montrer qu’il
existe un polynéme P tel que A~' = P(A)
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On va vous proposer trois méthodes dont une est spécifique aux éleves de la filiere
PSL

e Premiere méthode
Puisque M, (K) est un K-espace vectoriel de dimension n?, la famille de matrices
{I,,A, A%, ..., A"z} est liée. Il existe donc (ag, ay, . . ., a,2) dans K”2+1\{(O, 5,0}

nZ

tel que Z a AR = 0.
k=0
1 &
Si ag # 0, alors on a Al = ——Z a, AL
0=
Si ag = 0, puisque P est non nul, il existe p dans [[1, nz]] et O € K[X] tels que
I12
> ax¥ =0=X"Q(X) ot Q(0) # 0. On a alors A* Q(A) = 0, et puisque A est
k=0
inversible on en déduit que Q(A) = 0. On est ainsi ramené a la situation précédente.
e Deuxieme méthode @SP

Le théoreme de Cayley-Hamilton assure que y4(A) = 0. En outre y4(0) = det A
n’est pas nul puisque A est inversible. On conclut comme dans le premier cas de la
méthode précédente.

¢ Troisicme méthode
K[A]" 1= K[A]
N — NA
riel K[A] est un sous-espace vectoriel de M, (K), il est donc de dimension finie.
Comme A est inversible, ¢ est injective, et comme K[A] est de dimension finie elle
est bijective. La matrice [, a donc un antécédent N € K[A] tel que NA = I,,, c’est
I’inverse de A. Par ailleurs, N € K[A], il existe donc P € K[X] tel que N = P(A),
dod A~ = P(A)

Exercice 5.18

Soit E I’ensemble des suites réelles et soit ¢ 1’endomorphisme qui, a toute suite
U = (uy)nen, associe ¢(U) = (un+1)nen. Montrer que I’endomorphisme ¢ n’a
pas de polyndme annulateur autre que le polynome nul.

On peut considérer I’endomorphisme ¢ : . L’espace vecto-

Soit P dans R [X] tel que P(¢) = 0. Pour tout A dans R, la suite Uy = (A"),en
est telle que ¢(U,) = AU,. Comme la suite U, n’est pas la suite nulle, A est valeur
propre de ¢. Ainsi R* C Sp(¢) . Par ailleurs, toute valeur propre de ¢ est une racine
de P. Par conséquent, le poyndme P admet une infinité de racines et c’est donc le
polynéme nul.
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5.1.5 Diagonalisation et polynéme annulateur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).
¢ Critere de diagonalisation : I’endomorphisme u est diagonalisable si et seule-
ment si # admet un polyndme annulateur non nul, scindé et a racines simples.

o Si u est diagonalisable et F' est un sous-espace stable par u, alors u g est diago-
nalisable.

e @ L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si le polyndme

H (X — A) annule u.
AESpu

Exercice 5.19

Navale PSI 2006, Mines-Ponts MP 2006 et 2007
0 a a*
Soienta € R*et A= [a~! 0 a |.Montrer que A est diagonalisable et
a a 0
déterminer Sp A sans calculer yu.

Indication de la rédaction = on pourra calculer A” et en déduire un polyndme
annulateur de A. d

On vérifie que A?> = A+2L. Le polyndme P = X?-x-2= (X+1)(X —2)estun
polyndme annulateur de A, scindé sur R et a racines simples. La matrice A est donc
diagonalisable. De plus Sp A C {—1,2}. Si I’une des racines de P n’était pas valeur
propre, la matrice A serait diagonalisable avec une seule valeur propre et serait donc
une matrice scalaire, ce qui n’est pas le cas. Ainsi SpA = {—1,2}.

Remarque

Bien entendu, le polyndome annulateur donne un critere de diagonalisation et les
valeurs propres éventuelles, mais ne donne pas les sous-espaces propres.

Par exemple, pour déterminer les sous-espaces propres de A, on résout le
systtme AX = AX. Ainsi, en résolvant le systtme AX = —X, on obtient
E_1(A) = Vect(Vy, Vs) out V| ='(—a,1,0) et Vo ='(—a?,0,1). De méme, en
résolvant le systtme AX = 2X, on obtient E>(A) = Vect(V3) ou V3 :’(az, a,l).

CCP PSI 2007 @D

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). On suppose que
(u —1dg)® o (u +21Idg) = 0 et (u — Idg)? o (u + 21dg) # 0. L’endomorphisme u
est-il diagonalisable ?
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Le polynome (X —1)*(X+2) est un polyndme annulateur de u, donc Sp(u) C {1,-2}.

Si u était diagonalisable, alors (X — 1)(X + 2) serait un polyndme annulateur de u
donc a fortiori le polyndme (X — 1)*(X + 2), ce qui n’est pas le cas par hypothése.
En conclusion, u n’est pas diagonalisable.

Mines-Ponts PSI 2007, CCP PC 2006
Soit ¢ définie sur E = R, [X] par ¢(P)(X) = X"P (%) .

1) Montrer que 1’application ¢ est un endomorphisme de E.

2) Calculer ¢ o ¢p. En déduire que ¢ est diagonalisable et déterminer son spectre.

1) Montrons que ¢ est a valeurs dans R,,[X]. Soit P = ag+ a1 X +-- -+, X" € E.
Ona ¢(P)X) = apX" +a1 X" '+ + a, (cela revient a écrire les coefficients
du polyndme dans I’ordre inverse), donc ¢(P) € E.

On prouve facilement la linéarité de ¢, et par conséquent ¢ est un endomorphisme
de E.

2) Soient P € Eet Q = ¢(P).Onadp(Q) = X" QO <%) avec Q (%) = %P(X),
ce qui donne ¢(Q) = P = (& o:p)(P). Par conséquent, ¢2 = Idg. On aurait
pu également remarquer qu’appliquer ¢ deux fois a P rétablit I’ordre des coef-
ficients. Finalement le polynéme X2 -1 = (X — I)(X + 1) est un polyndme
annulateur scindé€ a racines simples de ¢ et ¢ est diagonalisable (en fait ¢ est une
symétrie). Puisque ¢ # +1Idg, on vérifie comme dans 1’exercice précédent que

Spé ={-1,1}.

TPE MP 2006, Centrale PC 2007

Soit n > 2 et soit ¢ I’endomorphisme qui a toute matrice M € M,,(C) associe
tr(M)I, — M ou I, désigne la matrice identité.

1) Calculer ¢ et en déduire que ¢ est diagonalisable.
2) Déterminer les valeurs et sous-espaces propres de ¢.
3) Calculer la trace et le déterminant de ¢.

4) Calculer le polynome caractéristique de ¢.
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1) Pour tout M € M,(C),ona
(¢ o P)M) = te(pM)1, — d(M) = (n — Dtr (M) I, — (e(M)I, — M)
=m—-2)(tr(M)I, —M)+(n —1)M = (n — 2)¢(M) + (n — 1H)M.

Le polyndme P = Xz—(n—Z)X—(n— 1)=(X+1)(X —n+1)estun polyndme
annulateur pour ¢. Comme il est scindé a racines simples, ¢ est diagonalisable et
Sp® Cc{-1,n—1}.

Remarque

On fera attention de bien calculer (¢ o ¢)(M) et pas ¢p(M).dp(M).

2) Pour n > 2, ¢ n’est visiblement pas une homothétie donc ¢ admet pour
valeurs propres —1 et n — 1. Déterminons les sous-espaces propres de ¢. On a
M € E_(¢) si et seulement si tr(M)I,, = 0 donc

E_((M)={M € M,(C) | tr(M) = 0}.
Il s”agit d’un hyperplan (dimension n> — 1).

On a M € E,_((¢) lorsque —M + (rM)l, = (n — 1)M, c’est-a-dire
tr M
M = r—I,, ; donc M € Vect(1,). On vérifie aisément que ¢(I,) = (n — 1)1,
n

donc E,,_1(M) = Vect(1,).

3) Latrace de ¢ est égale a la somme des valeurs propres comptées avec leur ordre de
multiplicité. On a donc tr ¢ = (/12 — 1) X(=1)+(n—-1) = —n(n—1). De méme, le
déterminant de ¢ est égal awproduit des yaleurs propres comptées avec leur ordre
de multiplicité. Par conséquent, det¢p = (—1)" "' x (n — 1) = (— D" ln—1)
(n* a méme parité que n).

4) Le polyndme caractéristique est donc y4(X) = (—1)"2(X + 1)"2_1(X —(—1).

Remarque

Le polyndme annulateur obtenu nous a permis de montrer que ¢ est diagonalisable
et de déterminer ses valeurs propres. Ceci nous a permis de déterminer les sous-
espaces propres et d’en déduire polyndme caractéristique, trace et déterminant,
alors que le calcul direct du polyndme caractéristique n’est pas du tout immédiat.

5.1.6 Synthése sur la diagonalisation

Recherche des éléments propres

On donne une syntheése non exhaustive des méthodes permettant de déterminer
les valeurs propres ou les sous-espaces propres d’une matrice ou d’un endomor-
phisme. Il n’y a pas de méthode plus efficace dans I’absolu. La structure de
la matrice ou la fagon dont est défini I’endomorphisme peut rendre 1’une des
méthodes beaucoup plus simple qu’une autre.
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Soitn € N*et A € M, (K).

e Les valeurs propres sont exactement les racines, dans K, du polyndme carac-
téristique de A. Le calcul de ce polyndme donne exactement les racines.

e Les valeurs propres sont parmi les racines d’un polyndme annulateur. La
recherche d’un polyndme annulateur de petit degré (rarement plus que 2 ou 3)
permet de donner des candidats pour les valeurs propres.

e Les valeurs propres sont les scalaires pour lesquels le systtme AX = AX
admet des solutions non nulles. Lorsque la résolution du systeme est facile,
cette méthode peut s’avérer efficace.

o Lorsque A est un scalaire pour lequel la matrice A — A, n’est visiblement pas
inversible, le rang de A — A, permet d’obtenir la dimension du sous-espace
propre (si son calcul est immédiat).

Soit # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.

e Les valeurs propres sont parmi les racines d’un polyndome annulateur. La
recherche d’un polyndme annulateur de petit degré (rarement plus que 2 ou 3)
permet de donner des candidats pour les valeurs propres.

o Les valeurs propres sont les scalaires pour lesquels 1’équation u(x) = Ax admet
des solutions non nulles. Pour résoudre cette équation, on a parfois recours a
des méthodes d’analyse (¢quations différentielles par exemple).

e En dimension finie, une {ois-une base B choisie, les éléments propres de u
sont en bijection avec ceux de la matrice de 1z dans /3. On se rameéne alors aux
méthodes précédentes. Méme si cette méthode a I’avantage de se ramener a des
méthodes plus concretes (calcul matriciel), elle n’est pas toujours a privilégier.

Critéres de diagonalisation

Soit # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie n et
Xu son polyndme caractéristique. L endomorphisme u est diagonalisable lorsque
I’une des conditions suivantes est vérifée

e I’espace E est somme directe de sous-espaces propres
eonan = Z dim E)(u).
A Sp(u)

e le polyndme y, est scindé sur K et pour chaque racine A de y,, le sous-espace
propre est de dimension m,, ordre multiplicité de A dans y,.

e il admet un polyndme annulateur scindé et a racines simples.

Ces résultats s’adaptent pour une matrice A € M,,(K).
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5.1.7 Endomorphismes trigonalisables

¢ Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit u € L(FE).

o On dit que u est trigonalisable lorsqu’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire supérieure.
o @ I’endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si son polyndme
caractéristique est scindé sur K.
e Soit M une matrice de M, (K).
o On dit que M est trigonalisable dans M,,(K) lorsqu’elle est semblable a une
matrice triangulaire supérieure.
o @ la matrice M est trigonalisable dans M,,(KK) si et seulement si son
polyndme caractéristique est scindé sur K.
¢ On retiendra notamment :

o si la matrice M est trigonalisable alors

eM= > mMretdetM = J] »"™.

AESp M AESpu

o @@ toute matrice réglle ot complexe est trigonalisable dans M,,(C).

£~

CCP PSI 2007

—1 a —a
Soit a un réel strictement positif. On considére la matrice A = 1 -1 0
1 0 —1

1) Calculer le polynéme caractéristique de A et en déduire que A n’est pas dia-

gonalisable.
2) Déterminer trois matrices colonnes Vi, V5, V3 de M3 1(R) vérifiant :

AV, = -V
AV, = Vi—W,
AVz= Vi+V,— V3
-1 1 1
3) Montrer que A est semblablea | 0 —1 1
0o 0 -1

4) Calculer A" pourn € Z.
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—1-A a —a
1) Soit A € R.Ona ys(A) = 1 —1-A 0 |. En ajoutant la troisiecme
1 0 —1-2
—-1-2 0 —a
colonne a la deuxiéme, on obtient y4(A) = 1 —1-A 0 |. On peut
1 —1—-2 —-1-A
alors mettre —1 — A en facteur et on obtient
—1-2 0 —a
xa) =(=1-4) 1 1 0 Ci—Ci+(C,
1 1 —1-2A
—1-A2 0 —a
=(-1-21) 0 1 0
0 1 —1-2A

=(=1-’

On a donc y4(X) = —(X + 1)>. Il en résulte que A admet une seule valeur propre :
—1. Si A était diagonalisable elle serait semblable a la matrice — /3, et elle serait donc
égale a la matrice — /3. Par conséquent, elle n’est pas diagonalisable.

2) Déterminons le sous-espace propre associé 2 la valeur propre —1. La matrice

0 a —a
A+L =1 0 0] estiderang 2 et donc le squs-espace propre est de dimen-
1 0 O
0
sion 1. Il s’agit de la droite vectorielle engendrée par le vecteur V; = | 1
X
Cherchons maintenant un vecteur V, = | y | tel que AV, = V| — V,, c’est-a-dire
z
(A + I3)V, = V;. Nous avons alors ay — az = 0, x = 1, et on peut donc prendre
1
V, =10
0
X 1
Cherchons enfin un vecteur V3 = |y | telque (A+ I3)Vs =V +V, = 1].0n
Z 1
1
1
peut prendre V3 = | —
a
0
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0

1
3)SoitP=1]1 0 la matrice de la famille (V;, V5, V3) dans la base canonique
1 0

—_ O | = =

deR?. Ona det(P) = —. Il en résulte que (V1, V,, V3) est une base de R? et que P est
a

la matrice de passage de la base canonique a la base (V1, V5, V3). Si on désigne par f
I’endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice A, la matrice de f dans
—1 1 1

la base (Vy, V;, V3) est alors B = 0 -1 1 ].Les matrices A et B sont donc
0o 0 -1
0 0 1
semblables et ona B = P~ 'AP. On calcule facilement P~ = | 1 —a a

0 a —a

4) Supposons d’abord que n appartient a N. On peut écrire B = I3 + N, avec

011 0 0 1
N = |0 0 1].Lamatrice N est nilpotente. En effet ona N> = [0 0 0
0 00 0 00

et N3 = 0. Comme elle commute avec I3 on peut utiliser la formule du bindme de
Newton pour calculer B” et on a

B"=(~1)"ly f(~1)"—1nzv+<—1)”"2L”2_ D2,

Comme A" = (PBP~')y" = PB"P ™!, on obtient apres calculs,

(—1)" (_1)n+1an (_l)nan
A" = (="' (=1) (1 +a@ (_1)n+1@
n+1 ,,n(n — Da . n(n —1)
=D""'n (=1 — (—1) (1 _aT>

On peut alors conjecturer que la formule précédente est encore vérifiée pour n < 0
et on est conduit a vérifier que le produit de la matrice précédente avec la matrice
obtenue en remplacant n par —n est égal a 5.

Exercice 5.24

Soit M € M,,(C) et soit Q € C[X]. Etablir que

xoon = ] @ —xy"®.

AESP(M)
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Le polyndme y s est scindé dans C[X] donc M est trigonalisable dans M,,(C). 11
existe alors une matrice P € GL,(C) telle que

M=PTP!
Ay (%)
A
avec T = ] . On a alors pour tout k € N,
0) An
M* = pPTFP—1
A (*)
A3
avec TF = ) . On en déduit que
(0) A

QM) = PQ(T)P~!

QA1) (%)

0(A2)
avec Q(T) =

0) ; Q(An)

Conclusion : comme deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique,

on a alors x o) = Xo(r) H Q) — X)"™.
AESp(M)

5.1.8 Applications de la réduction des matrices

e Calcul des puissances itérées de A : soit A € M ,(K).

o Lorsque A est diagonalisable, il existe P € GL,(K) et D diagonale telles
que P"'AP = D. Alors, pour tout n € N, ona P~'A"P = D" et donc

A" = PD"P~'.

o Lorsque A n’est que trigonalisable, on essaie d’écrire A = PTP!
avec P € GL,(K), T triangulaire supérieure telle que T = D + N
avec D diagonale, N triangulaire strictement supérieure et DN = ND.

Ainsi on peut utiliser la formule du bindme de Newton, et on obtient

n
T" = Z (Z) N¥D"*_ N étant nilpotente, le calcul est alors plus simple
k=0

(voir exercice 5.23, page 132).
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o Etude des suites récurrences linéaires : par exemple, si pour tout n € N on a

Up+l Un
la relation Unsl =Al| v, ou A € M;(K), alors, pour tout n € N,
Whp+1 Wy,
Un Up
ona Uy, =A" Vg d’ou une expression des suites (u,), (v,) et (wy,).
Wy Wo

o Résolution d’équations matricielles : par exemple M> — 2M = A avec M
pour inconnue, on cherche a diagonaliser ou a trigonaliser A et on utilise le fait
qu’une solution éventuelle M commute nécessairement avec A, voir exercice
5.26 p.136.

e Etude des systéemes différentiels du type Y’ = AY (ou Y’ = AY + B(t)).
On cherche P inversible telle que P~'AP soit diagonale ou triangulaire en
déterminant les éléments propres de la matrice. En posant Z = P~'Y | le sys-
teme différentiel se réécrit Z' = (P~ 'AP)Z + P~'B(t) que I’on sait résoudre.
On termine en revenant 3 ¥ = P Z (remarquons que le calcul de P~! n’est pas
nécessaire si B(¢) = 0). Nous renvoyons le lecteur au chapitre sur les équations
différentielles linéaires dans le tome d’analyse.

m g T}

&

CCP PC 2006
. 1 -1 n
Soit A = ( > 4 > . Calculer A".

Le polynome caractéristique y4 = (X — 2)(X — 3) est scindé a racines simples donc
A est diagonalisable.

On vérifie que P~'AP = diag(2, 3) avec, par exemple, P = ( 2 -1 > .

-2 2
Il en résulte que pour tout n € N, A" = Pdiag(2",3")P~'. Sachant que
_ 1 1/2 . 2+t 3n 2" 3"
1 _ A no_
P = <1 1 >,0n obtient apres calculs, A" = < 2 %3 g 3n _on >

CCP PC 2006, TPE MP 2006
) -1 0 -1 0
SmentDz( 0 4>etA:<10 4).

1) Déterminer les racines réelles de X 32X +letde X®—2X —4.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

5.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

2) Trouver les matrices de M;(R) qui commutent avec D.
3) Résoudre M> — 2M = D dans M, (R).
4) Résoudre M> — 2M = A dans M,(R).

1) le réel 1 est racine évidente de X 3 _2X +1donc

XP=2X+1 = (X=D(X*+X=1) = (X = 1) (X - #) (X - #)

Deméme, X° —2X —4=(X —2)(X+1+i)(X +1—1i).

2) Montrons que les matrices de M,(R) qui commutent avec D sont les matrices

. . a b
diagonales. Soit M = ( c d

—a 4b —a —b
<_C 4d>:< de  4Ad ).Celadonneb:czo‘

3) Supposons que M> — 2M = D dans M,(R). Puisque la matrice M commute
avec M> — 2M, elle commute alors avec D. La question précédente montre alors
que M une matrice diagonale M = diag(«, B). En reportant dans I’équation
matricielle, il vient que M est solution si et seulement si M = diag(e, B) avec

1 18
a € {l, +\/§, \/3

). La relation MD = DM est équivalente a

2 2

L’équation a donc trois solutions.

} ét B = D (B 'racine réelle de X3 — 2X — 4).

4) Pour résoudre I’équation M> — 2M = A, on commence par réduire A. Comme
le polyndme caractéristique y4 vaut (X + 1)(X — 4), la matrice A est diago-
nalisable et semblable & D. Il existe P € GL,(R) tel que P~ 'AP = D. Soit
M' = P7'MP alors M®> — 2M = A équivaut 3 M"> — 2M’ = D. Cette équation

1445 —1—\6} on

est équivalente &3 M’ = diag(a,2) avec a € {1, 5 5

retrouve M en écrivant que M = PM'P ",

On vérifie que E_;(M) = Vect << _12 )) et E4(M) = Vect (< (1) >) On

peut donc prendre P = ( _12 (1) ) puis on calcule P~ = ( ; (1) )

Conclusion : les solutions de M> — 2M = A sont Pdiag(a,Z)P_1 avec
<y —14+v5 -1 -5
a .
’ 27 2
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Exercice 5.27

CCP TSI 2007
On définit les suites (u,), (v,) et (w,) par

2 4
Uptl = Uy + gvn - gwn
Upsl = —3U, + =v, + —w,
3 3
3 N 2 N 7
Wyl = —=Uy + =V, + —W,.
A R R
Uy, 0 1 1
On pose X, = Up , C1 = 2 1,0 = 2 |etCs; = 1
w, 1 1 1

Déterminer A telle que X, = AX,,.
Calculer ACy, AC, et AC3, puis donner les propriétés de A.
Justifier ’existence de a, b, ¢ réels tels que Xy = aC; + bC; + ¢C5 puis montrer

5\" 1\"
que X, = a <§> Ci+bCy+c (§> C; (d’oui les expressions des termes u,,

v, et wy,)
L T2 f 2 4
. 33
N oo 5 5
Le systeme peut s’écrire X+ = AX,, avec A = -3 3 3|
3 2 7
2 3 6
d’ou X, = A" Xy.
On vérifie que
5 1
AC| = ECI’ AC, = Cy, AC3 = §C3

51 . [
donc {5, 1, 3 sont des valeurs propres de A, et comme A est une matrice carrée

d’ordre 3, (Cy, C, C3) est une base de vecteurs propres de A. C’est en particulier
une base de M3 |(R) et il existe des réels a, b et c telles que

Xo = aC1 +bC2+CC3.

11 vient alors, pour tout n € N,

0 51" 1"
X, =A"Xo=a 5 Ci+bCr+c g Cs.
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Exercice 5.28

Centrale PC 2007
Soient A et B deux matrices de M, (R) telles que AB — BA = B.

1) Montrer que pour tout k € N*, ona AB* — B¥A = kBX.

2) En déduire que B est nilpotente.
Indication de la rédaction utiliser 1’endomorphisme de M,(R) défini par
OM)=AM — MA.

1) On démontre la propriété par récurrence. Elle est vraie pour £k = 1. Supposons
qu’elle soit vraie pour un entier k > 1. En multipliant a droite par B la relation
AB* = B*A + kB*, on obtient

AB*!' = B¥XAB + kB! = BX(BA + B) + kB**! = B*'A + (k + 1) B**!.

D’out AB**! — BM1A = (k + 1)B*!. On obtient donc la relation au rang k + 1.
Elle sera donc vraie pour tout k € N*.

2) L’application ® : M — AM — M A est un endomorphisme de M, (R). Pour tout
k € N*, on a alors ®(B*) = kB*. Si B n’est pas nilpotente, alors B* n’est pas
nulle et B est un vecteur propre de ® associé 2 la valeur propre k. Dans ce cas,
® a une infinité de valeurs prepres, ce qui est impossible puisque M, (R) est de
dimension finie. La matrice: B est donc nilpotente.

£~

5.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

CCP PC 2006, Air PC 2006

Soit f I’endomorphisme du C-espace vectoriel C* dont la matrice dans la base

0 0 ay
canonique de ClestA = |0 0 a ], oua, a etas sont des nombres
ay az as

complexes, a; et a, n’étant pas tous les deux nuls.
1) Déterminer le noyau de f.
2) Etablir que A a pour polyndme caractéristique
Pi(X)=—X [X* —a3X — (a] +a3)] .
3) Montrer que si a3 + 4(aj +a3) # O etaj + a3 # 0, alors A est diagonalisable
et déterminer ses sous-espaces propres.
4) Montrer que si a} + a5 = 0, alors f n’est pas diagonalisable.

5) Montrer que si a32 + 4(a% + a%) = 0, alors f n’est pas diagonalisable.
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X1
1) Un vecteur X = X2 de C3 appartient a Ker f si, et seulement si, il vérifie le
X3
systeme
ayxy — 0
(S) ax3 = 0
a)| x| +axxy; +asxy = 0

Comme a; et a; ne sont pas nuls simultanément, le systeme (S) est équivalent a
X3 = 0
a)x)+ax, = 0.

Ainsi, Ker f est la droite vectorielle engendrée par le vecteur U = ai
0

2) En appliquant par exemple la régle de Sarrus, on vérifie que le polyndme caracté-
ristique de A est

—ay

Pi(X) = —X [X* —a3X — (a] +a3)] .

3) Sia? +4(a} +a3) # 0, le polynome X” - @ X — (a? + a3) admet deux racines
distinctes qu’on note A etAs dans €. Si, en oufre, alz +a§ # 0, aucune des racines
A1 et Ay n’est nulle, P4 admet donc trois racines distinctes. Par conséquent, A

—a,
est diagonalisable. On vérifie que A a pour vecteurs propres U = a |,
0
ai ai
V = a |etW = a, | associés respectivement aux valeurs propres 0,
A A2
Aretiy.
4) Si alz + a% = 0, alors P4(X) = —X?(X — a3). Dans ce cas, 0 est au moins

valeur propre double de f avec un sous-espace propre correspondant (= Ker f )
de dimension 1. Par conséquent f n’est pas diagonalisable.

2
5) Sia? +4(a? +a?) = 0, alors P4(X) = —X (X - %) .

e Siaz # 0, alors 2—3 est valeur propre double de f. Mais, le sous-espace propre

L as . . c
associé a la valeur propre > est la droite vectorielle engendrée par @

L’endomorphisme f n’est donc pas diagonalisable.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

5.2 Exercices d’entrainement @

e Siaz = 0, seul Ker f est sous-espace propre et donc f n’est pas diagonalisable.
Conclusion : si a3 + 4(a? +a3) = 0, alors f n’est pas diagonalisable.

Remarque

Si (a1, as,a3) € R?, alors a3 +4(aj +a3) > Oetaj +a; > 0 etdonc A est toujours
diagonalisable.

CCP PSI 2006

Soit A € M,(R) telle que A> = A + I,,. Montrer que A est diagonalisable dans
M, (C). En déduire que det A > 0.

Le polyndme P = X* — X — 1 est scindé i racines simples dans C. Une étude
des variations de la fonction x — x> — x — 1 montre que le polyndme P posséde
un unique racine réelle & > 0. Il possede donc également deux racines complexes
non réelles conjuguées 3 et B. Le polyndome P est donc scindé i racines simples,
par conséquent A est diagonalisable dans M,(C). La matrice A admet pour valeurs
propres éventuelles o de multiplicité p (p peut étre nul), ainsi que 3 et 8 d’ordre de
multiplicité commun g (g peut €tre nul). Ainsi

detd = o |B/%570;

-_\-':I

Mines-Ponts PC 2006

Soit A € M5(R). Montrer que si A vérifie A® = A2 — 2A , alors elle n’est pas
inversible.

Le polyndme X° — X*> +2X = X(X? — X +2) est scindé a racines simples dans

A<O
C, donc A est diagonalisable dans M, (C) et ses valeurs propres sont parmi O et

1+iv7
2

ordre de multiplicité. Comme la somme des ordres de multiplicités est impaire (= 5),
il y a forcément une valeur propre réelle qui ne peut étre que 0. Ainsi 0 € Sp(A) et
A n’est donc pas inversible.

TPE MP, PSI 2006

Soit M € GL,(R) telle que M 2+'M = I,. Lamatrice M est-elle diagonalisable ?
Indication de la rédaction : on pourra chercher un polyndéme annulateur de M.

. Ses éventuelles valeurs propres complexes sont conjuguées et de méme
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Cherchons un polynéme annulateur. On a ‘M = I, — M?, donc
M=1,-(M»=1,—,— M) =2M" - M"

On adonc M* —2M?*+ M = 0.
Comme M est inversible, on a M oM+ I, = 0. Par ailleurs, on a

P(X>=X3—2X+1=<X—1)<X__l%6) (X—_I%G)

Le polyndme P est donc scindé et a racines réelles simples. Par conséquent, M est
diagonalisable dans M, (R).

CCP PSI 2007, TPE MP 2006, Centrale PC 2005

1) Montrer qu’une matrice de rang 1 est diagonalisable sur C si et seulement si
sa trace est non nulle.

2) Montrer que A € M, (R) de coefficient a;; = l— est diagonalisable et trouver
J

ses éléments propres.

1) Soit A une matrice de rang 1. On a dim Eq(A) = n— 1 < m(0) donc le polyndme
caractéristique s’écrit sous 12 Yorrte A= EDXTHX —trA). SitrA = 0,
Sp(A) = {0} mais Ey(A) # E donc A n’est pas diagonalisable et si tr A # 0,
E 4(A) est une droite, et A est diagonalisable.

2) On suppose A = (i/j)(w)e[[l,n]]z.
nelles a la premiére (qui est non nulle) donc rg A = 1. De plus, trA = n # 0
donc A est diagonalisable. Soit X = (x1,...,x,). L’équation AX = nX donne

n

X; x x o

- = nTl =...=n"2.On voit ainsi que ‘(1, 2, . .., n) est vecteur propre de
j n

Toutes les colonnes de A sont proportion-

j=1

valeur propre n. Enfin Ker A = Ey(A) est I’hyperplan d’équation Z );C—k =0.

k=1
Exercice 5.34

Mines-Ponts PC 2006, CCP PSI 2006

Soient n > 2 et A dans M, (C) telle que tr(A) # 0. On considére I’endo-
morphisme ® dans L£(M,(C)) qui a toute matrice M dans M, (C) associe
O(M) = tr(A)M — tr(M)A.

1) Déterminer le noyau et ’image de ®.

2) Montrer que ® est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.
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1) Soit M dans M,,(C). Comme tr(A) # 0, la matrice M est dans Ker @ si et seule-

tr(M

tr(( A)) A. On en déduit que M € Ker ® entraine M € Vect(A). Or
T

un simple calcul montre que pour tout A dans R on a ®(AA) = 0. il en résulte que

Ker ® = Vect(A).

La linéarité de la trace entraine que pour tout M dans M,(C), on a

tr(DM)) = tr(M) tr(A) — tr(M) tr(A) = 0.

En notant H le sous-espace vectoriel de M,,(C) constitué des matrices de trace
nulle, le calcul précédent montre que Im(®) C H. Par ailleurs, en vertu du théo-
réme du rang, on a dim(Im(®P)) = n* — 1 = dim H. On en déduit que finalement
Im(®) = H.

2) e Premiére méthode
Le résultat précédent montre que O est valeur propre de ® et le sous-espace propre
associé est Vect(A). Les vecteurs propres de ® appartiennent a I’image de @ donc
a H. Or si la trace de M est nulle on a ®(M) = tr(A)M, et par conséquent,
le réel tr(A) est valeur propre de ¢ de sous-espace propre associé H. Comme
dim(H) + dim(Vect(A)) = dim(M,,(C)), il en résulte que D est diagonalisable
et qu'on connait ses éléments propres. Le spectre de @ est {0, tr(A)}, de plus
Eo = Vect(A) et Etr(A) =H.
e Deuxieme méthode
On cherche un polyndme annulateur de ®. Comme pour tout M dans M,,(C) on
atr(®(M) = 0, le calcul de @0 D donne

D o B(M) = tr(A)D(M) — tr(D(M))A = tr(A)D(M).

Comme tr(A) # 0, le polyndme P(X) = X(X — tr(A)) est un polyndme scindé
a racines simples qui annule @, on en déduit que ® est diagonalisable et que son
spectre est {0, tr(A)}. On connait Ey, c’est le noyau de ® et en résolvant ensuite
I’équation ®(M) = tr(A)M, on retrouve le sous-espace propre Ey4) = H.

Exercice 5.35

Centrale MP 2006
Soient n € N* et u I’application définie sur R,,[X] par

u(P)=(X>-1)P' —2nXP.

ment si M =

1) Montrer que u € L(R,,[X]).

2) Déterminer les sous-espaces propres de u. L’ endomorphisme u est-il diago-
nalisable ?

1) Soit P € Ry,[X]\ {0} de degré d € [0, 2n]]. Montrons que u(P) € R,,[X]\{0}.
o Supposons que d = 0. Le polyndme P est alors constant, u(P) = —2nX P est
un polyndme de degré 1 et est donc dans R,,[X] (n > 1).
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e Supposons que d > 1.
Le polyndme s’écrit P = az X +--- et (X — )P’ =da X' +--- d’on

u(P) =dag X'+ = 2na X"+ =ag(d - 2n) X 4+ ...

Sid < 2n,onadegu(P) =d+1 < 2netsid = 2n, le coefficient de x4+
s’annule et donc deg P < 2n.

L’ application u est donc bien a valeurs dans Ry, [X]. Il est immédiat que u est
linéaire, u est donc bien un endomorphisme de Ry, [X].

2) Cherchons les valeurs propres et les vecteurs propres de u, c’est-a-dire les réels
A et les polyndmes P € Ry, [X] non nuls tels que (X> = 1)P' — 2nXP = AP.
Soit P un tel polynome. La fonction polynomiale associée a P sur R est solu-
tion sur R de I’équation différentielle (x> — 1)y’ — (2nx + A)y = 0. Lorsque y
est une fonction polynomiale, elle vérifie cette équation différentielle des qu’elle
la vérifie sur ]1,+oo[. La solution générale de cette équation différentielle sur

2nx + A
1 ty: C ——
]11,+oc[esty : x — exp( G- Dt )
nX+A a N
c =
a4 X-DHDX+1) X-1) (X+1
y est la fonction

2+ A M — )
%Y (22

dx> La recherche de « et B tels

A A
donnea:n+§et,8:n—§.Ainsi

In (x + 1>) =Ca-D @+,

2n+A  2n—A
Pour que I’expression précédente soit polynomiale, il suffit que ! et

2n+ A 2n—A 2 2
+ —
" + " = 2n. Lexpression
2 2
est donc polynomiale lorsque il existe k € [0, 2n] tel que

A =2k —2n.

Nous obtenons ainsi 2x + 1 valeurs distinctes de A, Ay = 2(k — n) lorsque k décrit
[[0, 2n]] qui sont valeurs propres de vecteurs propres P, = (X — DF (X + 1>k,
Comme la dimension de R, [ X] est égale a 2n + 1, ’endomorphisme u est diago-
nalisable car on a trouvé 2n + 1 valeurs propres distinctes.

ENSAM PSI 2005
Soient A et M dans M, (R) telles que M> + M + I, =0 et A> = M.

1) Montrer que M est inversible.

2) La matrice M est-elle diagonalisable dans M,,(C) ? dans M,,(R)?
3) Montrer que n est pair.

4) Calculer les valeurs propres de M, tr(M) et det(M).

5) Montrer que A est diagonalisable sur C.

xr—>Cexp(

soient des entiers naturels. On remarque que

A .
=k, c’est-a-dire
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6) Montrer que si g est impair, alors tr(A) € Z*.

1) Ona M(—M — I,) = I,, donc M est inversible d’inverse — M — I,.

2) Le polyndme X* + X + 1 est annulateur de M. Comme il est scindé a racines
simples (j = ¢*7/3 et 7) dans C, la matrice M est diagonalisable dans M.,,(C).
Ses valeurs propres sont parmi j et 7, donc M n’a pas de valeur propre réelle, et
par conséquent M n’est pas diagonalisable dans M,(R).

3) Le polyndme caractéristique de M est réel et n’a que deux racines complexes
conjuguées j et 7, de méme ordre de multiplicité m. De plus m + m = n le degré
du polyndme y . Par conséquent n est pair et yp = (X* + X + 1)".

4) La matrice M est diagonalisable dans M,,(C) et Sp(M) = {j,7}. Puisque cha-
cune des deux valeurs propres est d’ordre de multiplicité m, on a donc

tr(M) = I’I’l] +mj = ZmRC(J) = —m = _% et det M = ijm _ U,Zm -1

5) Soit P = X? + X + 1. Le polynéme Q = P(X?) est un polyndme annulateur de
A. De plus

Q=X = NX* ==X )X +THX — e )X+,

11 est donc scindé€ a racines simples dans C[X]. Par conséquent, la matrice A est
diagonalisable dans M,,(C).

6) Notons m; I’ordre de multiplicité (¢ventuellement nul) de e dans le poly-
ndme caractéristique de A, de méme, associons /1y a —'™3 myae ™3 mya
—e~'™/3_ En étudiant la relation A> = M dans une base de diagonalisation de
A, il vient my + my = m (¢'™/3 et —e!™/3 sont les racines carrés de j) ainsi que
ms+my = m (pour les racines de ). De plus e /3 estle conjugué de ¢’ /3, donc
m1 = mj3. De la méme maniere, on obtient m, = m4. Finalement

—im/3 —im/3

im/3

tr(A) = me'™? — mye'™3 + mye — mpe =m; —my € 7.

. n . .
Sitr(A) = 0, alors m; = m, donc m = 5= 2m est pair, ce qui n’est pas le cas.
Ainsitr(A) € Z*.

(Voir aussi I’exercice 5.50 page 156).

Exercice 5.37

CCP PC 2006, Centrale MP 2006 (Matrices circulantes)

o 1 0 -0 ay wy ...

: . : ay, aq R o o |
Soient J = . oo | e M = Qp_1 Oy . Qp_p

0O -+ -+ 0 1 : :

1 0 N (4% a3 ... oy

deux matrices de M, (C).
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1) Expliciter Jk pourl <k <n—1letJ"
Indication de la rédaction : on pourra calculer Je, pour p € [1,n] ou
(e1,...,e,) estlabase canonique de M,, ;(C).

2) Montrer que la matrice J est diagonalisable et déterminer une base 3 de vec-
teurs propres de la matrice J.

3) Montrer que M est diagonalisable dans B.

4) Question de la rédaction : en déduire det(A).

1) Soit (ey,...,e,) la base canonique de M,, 1(C). On remarque que Je, = e,_;
pour p € [[2,n] et Je; = e,. Ce phénomene cyclique permet de calculer J ke,,
avec k € [I,n — 1] et p € [[1,n]. Si p > k, Jke,, = e, etsip <k,

Jre, = J-== ey = g Pe, = ¢, 4, d’ot lallure des matrices J* pour
1<k<n—1,JF= 0 T et de plus, J" = I,.
I, O

2) La matrice J vérifie J" = I, donc le polynome X" — 1 annule J. Ce polyndme,
dont les racines sont les racines n-iemes de I’unité, est scindé a racines simples,

donc J est diagonalisable. On a Sp(J) C {&*,k € [0,n — 1]} avec w = e

On résout J X = o*X avec X = ST x,,). On obtient
Xy = a)Ax]
Xg = a)k.xg
X1 = wkxn

et on s’apercoit que toutes les racines n-iemes de 1’unité sont bien valeurs
propres d’ordre de multiplicité 1. Les sous-espaces propres de J sont les droites
1

8k

., 227
D) = Vect . associées aux valeurs propres (¢’ k— wk)ke[[ov,,,l]].
gktn=1D)

Il en résulte que la matrice M est semblable a la matrice diagonale de coeffi-

cients (P(e' k))kel[()ﬁf]]]. Notons que la matrice de passage est une matrice de
Vandermonde.

3) La matrice M peut s’écrire P(J)avec P = a; +ax X +--- + a, X"~'. Comme J

est diagonalisable, M I’est également, au moyen de la méme matrice de passage.

n—1
4) Le déterminant de M est le produit des valeurs propres donc det M = H P(é' Tk ).
k=0
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Exercice 5.38

Mines-Ponts MP 2007
Soitn € N* et soit P € K,[X] un polyndme unitaire

P=X"+a, X" '"+... +a1 X +ag.

On définit la matrice dite compagnon de P

0 0 N —
1 - — ]
o 1 . f :
Mp = ‘ ‘ ) e M, (K).
. 1 0 —Qay_2
O ... ... 0 1 —a,

1) Déterminer le polyndme caractéristique de Mp.
2) Décrire I’ensemble { P € K[X] | IM € M,(K), P = xu }-
3) Quelle est la dimension d’un éventuel sous-espace propre de Mp ?

4) A quelle condition Mp est-glle diagonalisable ?

1) Le plus simple (pour évitel tne Tédurrenkt 'un peu fastidieuse) est d’effectuer
n

I’opération élémentaire L, «— L + Z X kilLk sur Mp — X I, pour calculer son

k=2
déterminant. On obtient :
0 0 ... ... 0 —(x”+a,,,1x"*‘+...+a1x+a0)
I—x : —a
det(Mp — XI,)=|° !
. 1 —X —ap_2
0 ... ... 0 1 —X —ay_;

puis en développant suivant la premiere ligne, on obtient :

1 - X 0 ... O
0 1 . . :
Xup = ()" (=Pyx |+ .0 . g | =(=D"P.
1 —-X
0 1

Ainsi, yy, = (—1)"P.
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2) Tout polynéme caractéristique d’une matrice M € M, (K) est de degré n et de
coefficient dominant (—1)". Réciproquement, tout polyndéme Q de degré n et de
coefficient dominant (—1)" peut s’écrire

O=(CD"X"+a, 1 X" "+.. .+ a1 X +a)

J/

=P

donc est le polynéme caractéristique de Mp avec P = (—1)" Q.
Conclusion : I'ensemble { P € K[X] | IM € M,(K), P = xu} est ’ensemble

n—1
des polyndmes de la forme (—1)" X" + Z ar X~
k=0
3) Remarquons que rg(M — Al,) > n — 1 car les n — 1 premieres colonnes de la
matrice M p — Al, sont linéairement indépendantes donc les sous-espaces propres
sont de dimension au plus 1. Les sous-espaces propres éventuels sont des droites
vectorielles.

4) La matrice M p est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions des
sous-espaces propres (qui, ici, sont des droites) est égale a n, donc si et seulement
si P possede n racines distinctes dans K.

Exercice 5.39

CCP PC 2005
Soit E un espace vectoriel sur C de dimension n. On dit que u est cyclique
lorsqu’il existe xg € E tel que B = (xq, u(xp), . . . ,u"’l(xo)) soit une base de E.

1) Montrer que si un endomorphisme a ses n valeurs propres distinctes, alors il

est cyclique.
n

Indication de la rédaction : utiliser le vecteur Z ej ou (ex)1<k<n est une base
k=1
de vecteurs propres.
2) On note '(ag, ay, ..., a,_1) les coordonnées de u"(xy) dans B. Montrer que
les a; ne dépendent pas du choix de xy (qui n’est pas unique).

Indication de la rédaction : étudier matg(u).

1) On sait qu’il existe une base By = (ex)reqi,»y de vecteurs propres associés aux
n

valeurs propres distinctes (Ag)geq - Posons xo = Z k-

k=1
La matrice M = matg,(xo, u(xo), ..., u""~ L(xx0)) est une matrice de Vandermonde,
plus précisément M = V(Ay,...,A,), ce qui montre que M est inversible (voir

exercice 3.20, page 95) donc B = (xq, u(xgp), . - ., u""1(x0)) est une base de E.
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0O 0 ... ... 0 a
1 : an
0 1 . : : s e
2) Dans cette base 3, matg(u) = . . . .1l s’agit d’une
. 1 0 a,_»
0O ... ... 0 1 a,

matrice compagnon dont le calcul du polyndme caractéristique est classique, voir
exercice 5.38 p.147, on trouve

Xu = (_1)n (Xn - a,,_lX"_l —..—oa X — a(()) .

Ces coefficients ne dépendent donc pas de xg, et sont au signe pres les coefficients
du polyndme caractéristique de u.

Exercice 5.40

CCP PC 2006

Soit A une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients dans Z, vérifiant det A = 1 et
il existe p € N* tel que A? = I,.

1) Montrer que A est diagonalisable dans M, (C).

2) On note a et B ses walcurs propres. Montrer que ¢ = 1, B = @,
1 :
[Re(a)] € {0, 5, 1} et que Al =,

3) On pose G = {A", n € N}. Montrer que G est un groupe de cardinal au
plus 12.

1) Le polynéme X” — 1 est scindé a racines simples dans C, et c’est un polyndme
annulateur de A. La matrice A est donc diagonalisable dans M,,(C). Les valeurs
propres de A sont parmi les racines de ce polyndme donc sont des racines de
I’unité.

2) La matrice A étant réelle d’ordre 2, ses valeurs propres sont soit toutes les deux
réelles, soit complexes et conjuguées.

e Dans le premier cas, a et 8 sont des réels qui appartiennent a {—1,1}, et le
produit B estégalal.Onadonca = 8 = 1,0ua = B = —1. Par conséquent
1 ou —1 est racine double. En conclusion, A est semblable et donc égale a +1,
etonabien A = L.

e Dans le second cas, on a |@| = 1, ainsi que B = @. Remarquons que

1
trA = a+a = 2Re(a) € ZN] — 2,2[ donc |Re(a)| € {0, X 1}. On vérifie

—ix 12 2,

iz 2ir . _2im _
que @ € {e3,e3 (= j),e 3,e 3 ,i,—i}.Danstouslescasa ~ =a'* =

donc A'? est semblable 2 I, et finalement égale a I,
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3) Puisque det A = 1, la matrice A est inversible et donc G C GL,(C). Montrons
alors que G est un sous-groupe de GL,(C). Il est non vide car A = I, € G.
Soient p et ¢ dans Z. On a (A”)"'(A%9) = AY"? € G. Par conséquent G est un
sous-groupe de GL,(C). Soit p € Z, d’apres le théoréme de la division eucli-
dienne, il existe (g,r) € Z x Ntelque p = 12g +r et 0 < r < 12. On en déduit
que A” = (A')7A" = A”. Ainsi G C {A" | 0 < r < 11}. Lautre inclusion est
immédiate par définition de G, ainsi G = {A" | 0 <r < 11},

Conclusion : G est un groupe de cardinal au plus 12 (les éléments de
{A” | 0 < r < 11} ne sont pas forcément distincts).

Exercice 5.41

Mines-Ponts MP 2007

On considere trois suites réelles (u,),>0, (Vn)n>0 €t (W,),>0 Vérifiant, pour tout
n e N7 Upel = —Up + Uy + Wy, Upyl = Up — Up + Wy, Wpyy = Uy + Uy — Wy
Exprimer u,, v, et w, en fonction de n et trouver une condition nécessaire et
suffisante sur (ug, vy, wo) pour que ces trois suites convergent.

Un
Posons X,, = v, . Le systeme peut s’écrire X1 = AX,
Wy
-1 1 1
avec A = 1 -1 Tl dou X, & A"Xg, On détermine les éléments
—1
1
propres (voir exercice 5.12 page 123), on trouve que E{(A) = Vect [ C; = 1
1
—1 —1
et E_,(A)=Vect | C; = 1 |,C3= 0 .Ilen résulte que (Cy, C», C3)
0 1

est une base de vecteurs propres de A, et il existe des réels a, b et c tels que
Xo=aC; +bCy+cCsz. Nl vient X,, = A"Xg = aC; + b2"C5 + ¢2"C5. On en déduit
queVn € Nyu, =a—2"b—2"c,v, =a+2"betw, =a+2"c.

On voit que les trois suites convergent si et seulement si b = ¢ = (. Puisque
up = a—>b—c,vg = a+betwy = a+c, ces conditions sont équivalentes a
uyg = Y9 = wWy.

Exercice 5.42

Centrale PC 2006 (produit tensoriel particulier)

Soit A une matrice de M, (K) diagonalisable et soit B = ( ;i 312 > La

matrice B est-elle diagonalisable ?
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Indication de la rédaction : on pourra commencer par étudier la réduction de la

matrice C = ( 31

2 3 ) € M, (K) puis construire une matrice-bloc de passage.

31
23

Xc = X?>—6X+7. Ce polyndme admet deux racines 3+v/2et3—/2, donc C est dia-

gonalisable. Il existe P = < Z Z ) € GL,(C)telque P~'CP = diag(3+ﬁ, 3—V2).

1 _ [ a B 5~ ( al, bl, ~ [ al, BI,
Notons P _<y 6>.Pos0nsP—<dn dl, et Q0 = yI, 8I, )

Les opérations sur les matrices blocs nous permettent de remarquer que

PO — (aa+by)l, (@B+bd),
Q= (ca+dy)l, (cB+ddI, )’

1 a b a B B aa+by aB+bd _ 10
Or PP _<cd><y 8>_<ca+dy cprds )~ \ 0 1)

Il en résulte que

Etudions la matrice 2 x 2, C = ( ) . Son polynéme caractéristique est

Po=(f 1 )=t Al SOLu(C et P ' =0

e Calculons P ~'BP en utilisantle calcul matriciel suivant
L (3+V2 0 (a b 301 a B
rer = (07 0 )= (2 ) (3 5) (5 %)
[ a b Ba+y) @BB+96)
"\ d Qa+3y) 2B +30)
[ aBa+vy)+bQ2a+3y) a@BB+06)+b(2L +30)
\ cBa+y)+dRa+3y) cBB+8)+dR2B+35) |

On obtient alors
S 1,5 [ al, bl 3A A al, PBI,
P BP = < cl, dlI, > < 2A 3A vI, 61,

[ [a@Ba+7y)+bQRa+3y)]A [aBB+)+b2B+3)]A
\ [cBa+y)+dQRa+3y)]A [cBB+6)+d2B+36)]A

(3+v2)a 0
0 (3-v2)a

e Il est maintenant facile de conclure : la matrice A est diagonalisable.
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Soit R une matrice inversible telle que la matrice D = R~ 'AR soit diagonale, et

(3+v2)a 0
cherchons a diagonaliser la matrice . Considérons
0 (3-v2)4
L R O
pour cela la matrice R = ( 0 R )
L= . ~ R' 0
La matrice R est inversible,etona R~ = o rR' ) On a alors :

_1 (3+:)6)A (3—?@>A <§

(e (U e (6 )

AR™'AR 0 >: (3+ﬁ)D 0

N——

0
R

(5

0 AR AR

I
VRS

ey —1 N
Finalement, (PR) B <P R)_.:

avee P = < cl, dI, > - < Var, —va, )R 0
L’exercice suivant est un entrainement sur la méme idée.

Exercice 5.43

Polytechnique PC 2006

k)

2 1

A A
SoitAz(1 2>etB: A A
A A

o

La matrice B est-elle diagonalisable ? Quels sont ses éléments propres ?

On montre facilement que A est diagonalisable, et qu’il en est de méme de la matrice

I 11
J = 1 1 1 | (voir exercice 5.11 p.122) donc B est diagonalisable en repre-
I 11

- , . " L _ 1
nant les idées de I’exercice précédent. Plus précisément P ~'AP = < 0 (3) > avec
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—_—
—_— = O
p—

r= < —1 } ) et 07'JQ = diag(0,0,3) avec Q =

matrice de passage R = ( _g g > diagonalise B en
diag(0,0,3 0 ,
< g(O ) 3 diag(0,0,3) > = diag(0,0,3,0,0,9)

et on lit les vecteurs propres sur les colonnes de R.

Exercice 5.44

Mines-Ponts PC 2007 s

Soit D la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont 1, 2 ... n.
Combien y-a-t-il de matrices semblables a D commutant avec D ?

Soit A = (a;;) € M,(R). On a alors DA = (ia;j) et AD = (ja;;). L'égalité
AD = DA alieu si et seulement si a;; = 0 pouri # j, c’est-a-dire si A est aussi
diagonale. Comme les valeurs propres de D sont distinctes, A et D sont semblables
si et seulement elles ont les mémes valeurs propres, et donc les éléments diagonaux
de A sontles nombres 1, 2 . . nranges dans un ordre quelconque. Il y a donc autant
de matrices semblables & D commutant avec [ que de permutations de {1,2,...,n}
c’est-a-dire n!.

5.3 EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

Exercice 5.45

Mines-Ponts PC 2005

Montrer que deux endomorphismes diagonalisables d’un espace vectoriel de
dimension finie admettent une base commune de vecteurs propres si et seule-
ment s’ils commutent.

Si deux endomorphismes u et v admettent une base commune de vecteurs propres
alors dans cette base, ces endomorphismes se représentent par deux matrices diago-
nales qui commutent de manicre évidente.

Réciproquement, soient u et v deux endomorphismes qui commutent et qui sont

diagonalisables. Puisque u est diagonalisable, on a E = @ E)(u). Par ailleurs,
AESP(u)

puisque u et v commutent, pour tout A € Sp(u), le sous-espace E,(u) est stable par

v donc v | g, est diagonalisable.



% Chap. 5. Réduction des endomorphismes

Pour tout A € Sp(u), choisissons alors une base B, de vecteurs propres de vg, () dans
E)(u). La base de E obtenue en regroupant les bases B, est une base de vecteurs
propres commune a v et a u.

Exercice 5.46

CCP PSI 2006

Soit A une matrice complexe carrée d’ordre n > 3, de rang 2, de trace nulle et
telle que A" # 0. Montrer que A est diagonalisable et donner son spectre.

D’apres le théoreme du rang, le sous-espace propre Eg(A) = Ker A est de dimension
n — 2 donc y4 est de la forme X =20 avec Q de degré 2. Tout polyndéme de C[X]
est scindé, donc Q admet deux racines notées A et w. Comme la trace de A est égal
a la somme des racines de Y4, on obtient tr A = A + u. Par hypotheése tr A = 0,
il vient A = —u. Comme A" # 0, A n’est pas nilpotente et elle admet une valeur
propre non nulle (voir I’exercice 5.53). Ainsi les deux complexes A et u sont non
nuls et distincts, et par conséquent sont des valeurs propres non nulles de A, chacune
d’ordre de multiplicité 1.

La matrice A admet trois valeurs propres distinctes 0, A et w et la somme des dimen-
sions des espaces propres associés est égale a n. Par conséquent A est diagonalisable
et Sp(A) = {0, A, —A}.

Exercice 5.47

Mines-Ponts PC 2005

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Montrer que u est
diagonalisable si et seulement si tout sous-espace stable par u admet un supplé-
mentaire stable par u.

e Supposons que u est diagonalisable et soit B une base de vecteurs propres. Soit
F un sous-espace stable par u et soit By une base de F. Par le théoréme de la base
incompléte, on peut compléter By en une base de E a I’aide de vecteurs choisis
dans la base B. Le sous-espace vectoriel engendré par ces vecteurs propres est un
supplémentaire stable par u.

e Supposons que tout sous-espace stable par u admet un supplémentaire stable
par u. L’endomorphisme # admet au moins une valeur propre car son polyndme
caractéristique admet au moins une racine complexe. Par conséquent le sous-espace

F = EB E\(u) n’est pas réduit a {0} et il contient tous les vecteurs propres de u.
AESp(u)

Considérons un supplémentaire G de F, stable par u. Si G # {0}, I’endomorphisme

induit u|; admet au moins un vecteur propre. Ce vecteur est aussi un vecteur propre
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de u, ce qui est contradictoire. On a donc G = {0}, E = GB E\(u) et donc u est
AESp(w)
diagonalisable.

Exercice 5.48

i

Commutant d'un endomorphisme diagonalisable, trés classique s

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n > 2 etu € L(E). On
note, C(u) = {v €L(E) |[uov=vou}.

1) Montrer que C(u) est une sous-algébre de £ (E) contenant K [u].

2) Démontrer que si # admet n valeurs propres distinctes, alors on a 1’égalité
C(u) = Vect(dg, u, ..., u"").

3) On suppose que u est diagonalisable. Soient Aq,...,A, les valeurs propres
deux a deux distinctes d’ordres de multiplicité respectifs my,...,m, , et de
sous-espaces propres respectifs Ey, ..., E,.

Soit v € L (FE), montrer que v € C(u) si et seulement si Vk € [[1, p]l, E; est
stable par v. En déduire dim C (u)).

1) Onauoldg = Idg ou = u donc Id;p € C(u). Si (v, w) € C(u)2 et(A,u) € K2,
alors u o (Av + pw) = Audv+puow = Aou+pwou = (Av + pw)ou, et donc
(Av + pw) € C(u) . Enfin'si(u,w), C(u)z, alors uovow = vouow = vowou
etvow € C(u). Il en résulte que C (u) est une sous-algebre de L (E).

De plus, pourtout P € K[X]onau o P (u) = P (u) ou etdonc K[u] C C(u).

n
2) Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de u. On a E = @ E) (u)etles E, (u)
k=1

sont des droites engendrées par des vecteurs propres (x)iep; 5 qui forment une
base. Soit v € L(E) commutant avec u. Alors les droites E), (1) sont stables par
v donc les vecteurs (xg)geqy,,p sont des vecteurs propres de v également. Ainsi la
famille B = (xz)ieq ,p €St une base formée de vecteurs propres de u et de v..
Montrons maintenant que v est un polyndéme en u (de degré < n — 1). Soient
D = (Ay,...,A,) (resp. D' = (A}, ..., A))) la matrice de u (resp. v) dans la base
B. Comme les A; sont distincts, il existe un polyndéme P de degré inférieur ou
égal an — 1 tel que P(A;) = Al pour touti € [1,n] (polyndme d’interpolation de
Lagrange). On a alors D' = P(D), et donc v = P(u).

3) Traitons maintenant le cas général. On sait que si v € C(u), alors les sous-
espaces propres Ej sont stables par v. Réciproquement supposons les sous-
espaces Ej stables par v et pour tout k € [[1, p] soit By une base du sous-espace
propre Ei. Soit B = (By,...,B,) la base de E obtenue par juxtaposition. La
matrice de v dans la base B est une matrice diagonale par blocs de la forme
1V =WMy,...,M) ou My € M, (K). La matrice u dans cette méme base
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estde laforme U = (A11,,,...,A,1,,). Les matrices U et V commutent, et il en
résulte que u et v commutent.

Enfin I’application de 1’espace vectoriel C (1) dans 1’espace vectoriel M,,(K), qui
a v € C(u) associe sa matrice dans la base B, est un isomorphisme de C(u) sur
le sous-espace vectoriel F de M,(K) formé des matrices de la forme (1). Il en
résulte que :

=

dim (C () = dim(F) = dim (Mo, (K) x -+ x M, (K)) =Y mj.

k=1

Exercice 5.49

Mines-Ponts PC 2007
Déterminer toutes les matrices M € M, (R) telles que tr(M) =n et M > = M>.

Le polyndme P = X°> — X2 est un polyndme annulateur de M, donc Spc(A)
est inclus dans 1’ensemble des zéros de P. Or on peut factoriser P sous la forme
P(X) = X*(X* = 1) = X*(X — I)(X — j)(X — j*), donc Spe(M) C {0, 1, j, j*}.
Pour tout nombre complexe A soit m(A) 1'ordre de multiplicité (éventuelle-
ment nul) de A comme racine,du polyndme caractéristique de M. On a alors
tr(M) = 0 x m(0) + 1 x m€l) + j x m(j) + j° % m(j*). Comme le polyndme
caractéristique de M est a cocffidients réels; les racines j et j2 ont le méme ordre de
multiplicité. On a donc tr(M) =0 x m(0)+ 1 x m(1) + (j + j2) x m(j) = n. Alors,
puisquf:j+j2 = —1, on obtient la relation (1) m(1)—m(j) = n. D’autre part, le poly-
ndme caractéristique de M est de degré n donc on a aussi (2) m(0)+m(1)+2m(j) = 0,
et (2) — (1) donne m(0) + 3m(j) = 0. Comme m(0) et m(j) sont des entiers naturels,
on en déduit que m(0) = m(j) = 0. Ainsi 0, j et j* ne sont pas valeurs propres
de M, et donc les matrices M, M — jI, et M — jzl,, sont inversibles. Comme
M — M* = (M — I,)yM*(M — jI,)(M — j*I,) = 0, on aalors M — I, = 0, donc
M = I,,. Réciproquement la matrice M = I, convient de maniere évidente.

ENSAM PSI 2006

Donner une condition nécessaire sur n € N* pour qu’il existe une matrice
M € M,(R) telle que M?> + M + I, = 0. Cette condition est-elle suffisante ?

Le polynome X* + X + 1 est scindé et a racines simples dans C[X] donc M est
diagonalisable dans M,,(C). Les valeurs propres sont j et 7 avec le méme ordre de
multiplicité (Ie polyndme caractéristique est réel) donc n est pair.

Réciproquement, construisons une matrice solution lorsque n = 2, puis diagonale
par blocs dans le cas général.
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Pour n = 2, la matrice M, =

1 < -1 V3
2\ V3 -1
généralement, lorsque n = 2p, la matrice M,, = diag(M>, ..., M>) convient. La
condition n pair est donc suffisante.

Exercice 5.51

Centrale PC 2007
Soient A dans M,(C)et M =

) vérifie M3 + M, + I, = 0. Plus

Al . : .
7 X ) . Montrer que si A est diagonalisable,

alors M est diagonalisable.

e Premiére méthode : on essaie de « fabriquer » une base de C>" constitués de vec-
teurs propres de M a partir des vecteurs propres de A.

Comme A est diagonalisable, I’espace M,, ;(C) admet une base X1, ..., X, consti-
tuée de vecteurs propres de A. On constate que si X; est un vecteur propre de A
associé a la valeur propre A;, alors

A In Xi Xi A In X,’ Xi
(i) () = () = (i) () - ()

Soit alors ¢, I’application lingaire de M, ((C) vers My, 1(C) qui a X associe <§>

et soit ¢ I’application linéaire de M,, ;(C) vers My, 1(C) qui a X associe <_§>

Ces applications linéaires sont injectives. Par conséquent, la famille image par ¢ de
la famille (X, ..., X,) est une famille libre de M, ;1(C) et de méme I’image par
de la famille (X}, ..., X,) est une famille libre de M, ;(C). Montrons de plus que
la somme Im ¢+Im ¢ est directe. Soit ¥ dans Im ¢ NIm ¢. Il existe X; dans M,, 1(C)
et X, dans M,, 1(C) tel que ¥ = (?) = (_X)?z
par suite Y = 0. La somme Im ¢ +1Im ¢ est donc directe et il en résulte que la famille
obtenue par juxtaposition des familles (¢(X ), ..., d(X,)) et (Y (Xy),. .., ¥ (X,)) est
une famille libre. Comme elle est de cardinal 2n c’est en fait une base de M, 1(C)
qui est constituée de vecteurs propres de M. On en déduit que M est diagonalisable.

).OnendéduitXl =X, =0e¢t

e Deuxieme méthode : on essaie de montrer que M est semblable & une matrice
diagonale, en faisant des produits par blocs et en s’inspirant du cas n = 1. L’examen

a

du cas n = 1, montre que pour tout @ dans C, la matrice (1

;) est diagonalisable

1 —1

—1 . a+1 0
-t 0

1
et en notant P la matrice P = (1 _}), ona P! = 3 G 1) et
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On essaie alors de s’inspirer des résultats obtenus pour traiter le cas n > 1. Soit A
dans M, (C) diagonalisable. il existe P dans GL,(C) et D une matrice diagonale
de M,(C) telle que P"'AP = D. On considere alors la matrice de M,,(C)

définie par Q = < 5 _PP

1 P—l P—l
a1 )
0 = 5 ( T > On obtient alors

sy P P! Al
¢ MO = (Pl\—Pl I | A
P '(A+1L) | P '(A+1) P
PYA-1)|-P ', — A) | —P
D+1,| O
0 |pD-1, )"

On en déduit que la matrice M est semblable a une matrice diagonale, ce qui signifie
exactement que M est diagonalisable.

Exercice 5.52

Polytechnique PC 2006

). La matrice Q est inversible et son inverse est

N = N = N

0 I,
A O
de ceux de A. Montrer que B est diagonalisable si et seulement si Sp(A) C R,

Soit A € M, (R). Donner les éléments propresde B = ( ) en fonction

Soient X et X, dans M,, ;(IR). On a pout tout A réel,
0 I, X\ X X, = AX, X, = AX;
(A 0 ><X2>_A<Xz)@{ AX| = AX, @{ AX) = X,

Il en résulte que A est valeur propre de B si et seulement si A% est valeur

propre de A. Dans ce cas, E)(B) = {( /\); > , X € E)Lz(A)} et on a alors

Sp(B) = {£V/a, a € Sp(A) N R*}. Remarquons que dim (E(B)) = dim (E,2(A)).
A 0
0 A

est diagonalisable et A est la matrice représentant I’endomorphisme diagonalisable
X — B?X restreint au sous-espace stable

Sachant que B> = ( >, si B est diagonalisable alors A I’est également (B>

M, 1(R) x {0} = {< X > | X1 € M, 1(R)} dans sa base canonique).
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Si A est diagonalisable, alors R" = GB E,(A). Etudions

aESp(A)
F= @ EB=EBo P Ezmo @ E_ B,
AESP(B) aeSp(A)NR+* a€Sp(A)NR+*

En passant aux dimensions, il vient :

dim (F) = dim (Ey(A)) +2 Z dim E,(A)
aeSp(A)NR+*

Comme Z dim E,(A) = n, dim F = 2n (c’est-a-dire B est diagonalisable) si et
aeSp(A)

seulement si toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

Conclusion : 1la matrice B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable

a valeurs propres strictement positives.

Exercice 5.53

Centrale PC 2007

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit f un endomor-
phisme de E. Montrer que les quatre assertions suivantes sont équivalentes :

i) I’endomorphisme f est nilpotent;

i) le spectre de f est {0} ;

iii) il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supé-
rieure et a diagonale nulle ;

iv)Vk € {1,...,n}, tr(fX) = 0.

Afin de rester dans la conformité des programmes, certaines démonstrations sont
spécifiques aux filieres PC ou PSI.

i) = ii) Si f estnilpotent il existe un entier p > 1 tel que ¥ = 0. Il en résulte que
si A est une valeur propre de f, alors A* = 0 et donc A = 0.

ii) = iii)

o @D Puisque le corps de base est C ’endomorphisme f est trigonalisable. Il existe
donc une base de E dans laquelle la matrice A de f est triangulaire supérieure, et les

éléments diagonaux de A sont les valeurs propres de f. La diagonale de A est donc
nulle.

o @ On effectue une démonstration par récurrence sur la dimension n de E. Si
dim E = 1 et si le spectre de f est égal {0}, alors f est I’endomorphisme nul, et la
matrice de f dans n’importe quelle base de E est nulle. La propriété est donc vérifiée
a l’ordre 1. Pour n > 1, supposons la propriété vérifiée a 'ordre n — 1. Si f est un
endomorphisme de E avec dim E = n et sisp(f) = {0}, alors choisissons un vecteur
e1 non nul appartenant a Ker f et un supplémentaire F de Ce;. Désignons par pr la
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projection vectorielle sur F parallelement a Ce; et par f|r la restriction de f a F et
posons ¢ = pr o fir. On peut considérer g comme un endomorphisme de I’espace
vectoriel F. Montrons que le spectre de g est égal 2 {0}. Comme dim F > 1, g aau
moins une valeur propre. Soit A est une valeur propre de g et x est un vecteur propre
associé. On a alors f(x) — Ax € Cey. Si f(x) = 0, alors g(x) = pr(f(x)) = 0,
et donc A = 0. Si f(x) # 0, alors f(f(x)) = Af(x) et f(x) est donc un vecteur
propre de f associé a la valeur propre A. On a donc encore A = (. On a donc
bien sp(g) = {0}. Comme dim F = n — 1 on peut appliquer a g I’hypothese de

récurrence : il existe une base (ep,...,e,) de F dans laquelle la matrice B de g

est triangulaire supérieure a diagonale nulle. Dans la base (e, e;,...,¢e,) de E la

matrice de f est alors de la forme A = <00 g) ou L € M, 1(C)etou 0,
n—1

désigne la matrice nulle dans M,,_; ;(C). C’est une matrice triangulaire supérieure
et sa diagonale est nulle. La propriété est donc vérifiée a 1’ordre n.

iii) =1)

o @ Soit B = (ey,...,e,) une base de E dans laquelle la matrice de f est tri-
angulaire supérieure, a diagonale nulle et soit pour tout k € [0,n — 1]], E; le
sous-espace vectoriel engendré par (ey,...,e,—;). On a alors f(E;) C Epyq, d’olu
f""YE) C E,_, = Ce, puis f"(E) = {Og}. Il en résulte que f" = 0.

o @ S’il existe une base de E dans laquelle 1a matrice de f est triangulaire supé-
rieure, a diagonale nulle, alogs e polyndme caractéristique de f est (—1)" X" et c’est
un polyndme annulateur de “f d apres le théoreme de Cayley-Hamilton. On a donc
fm=0.

i) = iv) C’est évident.

iv) = i) Supposons que, pour tout k € {1,...,n}, on ait tr(f*) = 0. Raisonnons
par ’absurde et supposons que f admette p > 1 valeurs propres distinctes non
nulles Ay, ..., A,. En notant m(A,) I’ordre de multiplicité (> 0) de la valeur propre
A¢ pour ’endomorphisme f, on aura alors, pour tout k € {1,...,n} la relation

P
w(f) = Y m@A)A§ = 0. Le p-uplet (m(Ay), ..., m(A,)) est alors solution du
=1

systeme linéaire homogene
mADA + -+ + m()\p))\p =0
mADA] + -+ m(Ap)A =0

mADAL + -+ m(A)AL = 0

(S

La calcul du déterminant A de ce systéme se ramene au calcul d’un déterminant de

Vandermonde. On obtient A = A; --- A, H (A; — A;). Ce déterminant n’est pas
Ii<j<p

nul et (S) un systeme de Cramer. On obtient donc m(A;) = --- = m(A,) = 0, ce qui

est absurde, puisque les nombres m(A;) sont supposés non nuls.
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Exercice 5.54

Centrale PC 2006 et 2005, ENSTIM MP 2005 s

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n et soit ¢ un endomorphisme
de E.

1) Montrer que I’application 7' définie sur L(E) par T(f) = fog —go f est
un endomorphisme.

2) Montrer que si g est nilpotent, alors 7" I’est aussi.

Indication de la rédaction : on pourra remarquer que T = G — D avec
G(f)y=fogetD(f)y=gofetquuGoD=DoG.

3) La réciproque est-elle vraie ?

4) Montrer que si g est diagonalisable, alors T 1’est aussi.
Indication de la rédaction : on pourra a nouveau étudier G et D et montrer
qu’ils sont diagonalisables.

1) Montrons T est un endomorphisme de L(E).
Soient (A, w) € R2 et (f,h) € (L(E))*,

TAf+uh)y=QAf+ph)og—go(Af+ uh)
=A(foig.-80 [l ulfhog—goh)=AT(f)+uTh).

2) Considérons les endomorphismes de L(E) définis par G(f) = f o g et
D(f) = g o f. Remarquons quon abien T = G — D, Go D = D o G,
G?(f) = foglet DP(f) = g? o f pour p € N. 1l en résulte que si g est nil-
potent avec g¥ = 0, alors G? = 0 et D? = 0. Comme G et D commutent, pour

m

toutm € N*ona, T" = Z <’Z) (—l)kaGm_k. En choisissantm = 2p — 1, on
k=0

remarque que pour tout k € [0,m]), k > p oum — k > p etdonc D*G™* = 0.

On en déduit alors que 7™ = 0. Par conséquent, T est bien un endomorphisme

nilpotent.

3) La réciproque est fausse, comme le montre I’exemple suivant : g = Idg, T = 0
est nilpotente (au sens large) mais pas g.

4) On va donner deux méthodes. La premiere est courte mais ne donne pas les élé-
ments propres, alors que la deuxieme est plus constructive.
Premiere méthode Puisque g est diagonalisable, il existe un polyndme P scindé a
racines simples tel que P(g) = 0. Remarquons qu’alors P(G)(f) = foP(g) =0,
de méme pour D. Donc G et D sont diagonalisables et comme ils commutent, ils
admettent une base commune de vecteurs propres qui est aussi une base de vec-
teurs propres de 7.
Deuxiéeme méthode Puisque g est diagonalisable, il existe une base (ex)i<k<n de
E et n scalaires (Ax)i1<k<n tel que pour tout k € {1,...,n}, g(ex) = Agex. Pour
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i, j)e{l,... ,n}z, on considere 1I’endomorphisme défini par :
Vk € {1, e 7I’l} fi’j(ek) = 8jk€i-
Montrons que chaque f; ; est un vecteur propre de T. Soit k € {1,...,n}.

Puisque g(ex) = Arex, on a pour tout (i, j) € {1,...,n}>
(T(fi ) ex) = (fijogex) —(go fij)ex)

= fi,j(g(ex)) — g(fi,j(ex))

= MAfijler) — g(fi,j(ex)).
Ainsi (T(f; j)(ex) = 0sik #iet(T(fi,j))(ei) = (A — Aj)e;. On en déduit alors
que pour toutk € {1,...,n}, (T(fi ))(ex) = (A; — Aj) f; j(ex),d’ou

T(fij)=W—Apfi;-

L’endomorphisme T de L(E) admet pour vecteurs propres les n’ endomorphismes

fi,j de E associés aux valeurs propres A; — A;. Comme dim (L(E)) = n?, T est
diagonalisable.

Remarque

On peut voir que famille (f; j)1<i,j<n €st une base de L(E) directement. En effet,
les matrices associées aux f; ; dans la base (ex)1<k<, sont les matrices de la base
canonique de M,,(C).

TPE MP 2006, Polytechnique PC 2006 ¢ =
Soient E un espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de E tels que f et g
commutent et g est nilpotent.

1) Montrer que f est inversible si et seulement si f + g est inversible.

2) On suppose que I’espace vectoriel E est de dimension finie. Donner une rela-
tion entre det( f) et det(f + g).
Indication de la rédaction : utiliser la propriété qu’un endomorphisme nil-
potent est trigonalisable et n’a que O pour valeur propre (cf. exercice 5.53).

1) Puique g est nilpotent, il existe p € N* tel que g” = 0.
e Si f estinversible, alors f +g = fo (Idg+f 'og). Posonsu = f~'og

et remarquons que u est nilpotent car f et donc f~' commutent avec g. Par

conséquent (f~'og)” = (f1) 0g’ =0
Démontrons que Idg +u est inversible. Nous avons

(IdE +I,t) o (IdE —uUu+---+ (_1)p—1up—])
= (Mg —u+---+ (=D 'u”"") o (Idg +u)
= Idg +(—1)""u” = Idg
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Ainsi Idg +u est inversible et par conséquent f + g aussi.

e Réciproquement, si f + g est inversible alors f = (f + g) — g et comme —g
est nilpotente, f est inversible d’apres ce qui précede.

2) D’apres la question précédente, si f n’est pas inversible, alors f + g non plus et
donc det(f) = det(f + g) = 0.
Si f estinversible, f+g = f o (IdE +f 1o g) = f o (Idg +u). Comme I’endo-
morphisme u est nilpotent, il est donc trigonalisable en une matrice triangulaire
avec des O sur la diagonale. L’ endomorphisme Idg +u est donc trigonalisable en
une matrice triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Ainsi det(Idg +u) = 1 et donc
det(f + g) = det(f) det(Idg +u) = det f.
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6.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

6.1.1 Produit scalaire

Forme bilinéaire symétrique &P
Soit E un espace vectoriel réel.
¢ Forme bilinéaire symétrique

o On appelle forme bilinéaire symétrique sur E toute application ¢ définie
sur E x E a valeurs réelles telle que :
— pour tout x € E, I’application y — ¢(x, y) est linéaire (linéarité a droite)
— pourtout y € E, application x — ¢(x, y) est linéaire (linéarité & gauche)
— pour tout (x, y) € ES Y o6x ) = o(y, X) (symétrie).

o L’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E est un R-espace vecto-
riel.

o On dit que la forme bilinéaire symétrique ¢ est positive lorsque, pour tout
x € E,ona ¢(x,x) > 0. On dit qu’elle est définie positive, lorsque de plus,
I’égalité ¢(x, x) = 0 implique x = O (la réciproque étant toujours vraie).

¢ Forme quadratique

o Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique, on appelle forme quadratique asso-
ciée a ¢, I'application g définie sur E a valeurs réelles, telle que, pour tout
x € E, q(x) = ¢(x,x). On dit qu’elle est positive lorsque, pour tout x € E,
q(x) > 0, et définie positive lorsque, pour tout x € E \ {0}, g(x) > 0.

o Formules de polarisation : si g est la forme quadratique associée a ¢, alors
pourtout (x,y) € E X E,ona:

1 1
o(x,y) = 3 (gx+y)—qx)—q(y) = 1 (gx+y)—qgx —y)).

o Inégalité de Cauchy-Schwarz : si ¢ est une forme bilinéaire symétrique
positive et si g est sa forme quadratique associée, alors pour tout (x, y) € E2,
ona (e(x,y)? < gx)g(y).
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Ce qu'il est bon de savoir : matrice d'une forme bilinéaire
symétrique

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E, et B = (ey,ey,...,e,) une base
de E. On pose a;; = ¢(e;,e;) pour i et j compris entre 1 et n. La matrice

A = (a; j)i1<i,j<n st appelée matrice de la forme bilinéaire symétrique ¢ (ou de
sa forme quadratique associée ¢) dans la base B. Cette matrice est symétrique.

n n
Six = Zx,-e,- ety = Zyl-el-,on note X = (x1,...,x,)etY = (yi,...,y)

i=1 i=1
les vecteurs colonnes des coordonnées de x et y dans la base B. Alors

o(x,y) = Z a;,jx;y; = 'X AY.En particulier, on a :

1<i,j<n
n
— _ 2 _t
q(x) = g aj jXiXj = E aj ix; +2 E a; jxix; ="'XAX.
1<i,j<n i=1 Ii<j<n

Exercice 6.1

Soient E = R[X] et B I’application de F x F dans R définie par :
B(RLLQ)—= P(0)Q0)+ P(D)O(0).

Montrer que B est une formefbilinéaire symeétrique. Est-elle positive ?

On vérifie facilement que :
(P, Q) € RIX]*, B(P, Q)= B(Q. P)
et que :
Ve € R, ¥(P,Q,R) € RIXT’, B(eP + Q,R) = aB(P,R)+ B(Q,R),
donc B est une forme bilinéaire symétrique sur E.
On a B(P,P) = 2P(0)P(1). En particulier B(X — 1/2,X —1/2) = —1/2 < 0,
donc B n’est pas positive.

On se place dans I’espace vectoriel E = M,,(R).

1) Soit Q I’application de E dans R définie par Q(M) = (tr M )2. Montrer que
Q est une forme quadratique positive sur E. Expliciter la forme bilinéaire
symétrique associée.

2) Soit Q' I'application de E dans R définie par Q'(M) = tr(M?). Montrer que
Q' est une forme quadratique sur E. Montrer que sa restriction au sous espace

S, des matrices symétriques est définie positive, et que sa restriction au sous-
espace A, des matrices antisymétriques est négative.
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1) Pour tout (M, N) € E x E, on pose f(M,N) = tr(M) tr(N). Par linéarité de la
trace, f est une forme bilinéaire symétrique et Q(M) = f(M, M) > 0, donc Q
est une forme quadratique positive de forme polaire f.

2) On pose f'(M,N) = tr(MN). Lapplication f' est clairement bilinéaire et
ona Q' (M) = f'(M,M). On sait que pour tout couple (M, N) de M, (R)?,
tr(MN) = tr(NM), donc f’ est symétrique, et Q' est la forme quadratique
associée a f'. Soit M = (m;;) € E, le i*™ coefficient diagonal de M? est égal a

imijmj,-, donc Q/(M) = Z m;;mgi.

j=1 I<i,j<n

e Si M est symétrique, alors Q' (M) = Z m,zj ; ¢’est la somme des carrés de
1<i,j<n
tous les coefficients de M, donc Q' (M) > 0et Q'(M) =0 <= M = 0, donc
Q' restreinte a S,,(R) est définie positive.
e Si M est antisymétrique, alors Q'(M) = — Z m,2] On obtient I’opposé du
1<i,j<n
terme précédent, donc Q' restreinte a A, (R) est définie négative.

<
Produit scalaire

Soit E un espace vectoriel réel.

e On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ définie sur £ x E a
valeurs réelles telle que :
o pour tout x € E, I’application y — ¢(x, y) est linéaire (linéarité a droite),
o pour tout y € E, I’application x — ¢(x, y) est linéaire (linéarité a gauche),
o pourtout(x,y) € E X E, ¢(x,y) = ¢(y, x) (symétrie),
o pourtout x € E, ¢o(x,x) = 0 (positivité),
o six € E vérifie ¢(x,x) = 0, alors x = 0 (définie).

Le produit scalaire ¢(-,-) est noté en général (-|-) ou <-, - >.

Remarques

— la symétrie et la linéarité a droite ou a gauche impliquent la bilinéarité.

— Les deux dernieres propriétés (¢ est définie positive) sont équivalentes a,
pour tout x € E \ {0}, ¢(x,x) > 0.

¢ On appelle espace préhilbertien réel un R-espace vectoriel muni d’un produit
scalaire.

e L’application x — +/(x|x) définit une norme sur E, appelée norme associée
au produit scalaire (on dit qu’une norme est une norme euclidienne si elle est
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associée a un produit scalaire). On la note ||.||. Si x et y sont dans E, on a
b+ yI12 = [l + [ +2(x]y).

o Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout (x, y) € EXE,ona|(x|y)| < ||x]/||y]|
avec égalité si et seulement si les vecteurs x et y sont liés.

¢ Produits scalaires usuels :

o Si E = R", on définit le produit scalaire canonique (x|y) = Zx,- y; ou
i=1

X =x1,...,x)ety =01, V)

b
oSiE = CO([a, b], R), on définit le produit scalaire (f|g) = / f(t)g(t)dt.

Soit E = {f € C*([0,1]),R) | £(0) = f(1) = 0}. Pour f et g dans E, on pose :

1
¢(f,8) = —/0 (f()g" () + f"(x)g(x)) dx.

Montrer que ¢ est un produit sealaire sur £ .

La fonction fg” + f”g est continue sur [0,1] donc ¢(f,g) existe pour tout
(f,g) € E*. Il est immédiat que ¢ est symétrique. Si fi, f,g sont dans E et si
A € R, alors, en utilisant la linéarité de la dérivation et de I’intégrale, on obtient :

1
d(fr+Af2,8) = —/0 (fi+ A ) ()" () + (fi + Af)" (0)g(x) dx

!
= —/0 (f1x) + A /o) ") + (f{'(x) + A S5 (x)) g(x)) dx
= ¢(f1,8)+Ad(f2,8).

L’ application ¢ est symétrique et linéaire a gauche. Elle est par conséquent bilinéaire.
Montrons qu’elle est définie et positive. Soit f € E, une intégration par parties donne

1 1
S(f.f) = -2 /O f(x)f”<x>dx=—2([ﬂx)f'(x)];— /0 <f’<x>>2dx>

1
= O+2/(f’(x))2dx.
0

Par positivité de I’intégrale, pour tout f € E,ona ¢(f, f) = 0. Soit f € E telle que

1
&(f, f) = 0. La fonction f'* est continue, positive sur [0, 1] et / f?(x)dx =0,
0
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ainsi f’ 2 et £’ sont nulles sur [0, 1]. La fonction f est constante sur [0, 1], et comme
f(0) =0, f estlafonction nulle. En conclusion, ¢ est un produit scalaire sur E.

Montrer que pour tout (x1,xz,...,x,) € R", ona:

2 2, .2 2
(xp+x2+---+x,)" <n(xy+xy+---+x,).

Une comparaison entre le carré d’une somme et la somme de carrés nous fait penser a
I’inégalité de Cauchy-Schwarz. On utilise le produit scalaire usuel sur R”. On note v
le vecteur de coordonnées (x, . . ., x,,) et u celui dont toutes les coordonnées valent 1.

n
Ona |ju|® =net(u) = Zx,-. L’ inégalité de Cauchy-Schwarz (v|u)* < ||v]|?||u|*
i=1
donne exactement 1’inégalité demandée.

D’aprés CCP PSI 2006, Mines-Ponts PC 2007

1) Montrer que I’application ¢« (A, B) = r(‘AB) définit un produit scalaire sur
E = M,[®). by

&

2) Montrer que pour tout A € M, (R),onatr(AA) > Oet|tr(A)| < \/ntr(AA).
3) A-t-on tr(A%) > 0 pour tout A € M, (R)?

1) La linéarité de la trace et de la transposition donne, pour (A}, A, B) € E 3 et
A ER,

@(A1+ 1Ay, B) = t((A; +AA2)B) = tr(A1B) + Atr('A2 B)
= ¢(A1, B) + Ap(Az, B).

L application ¢ est donc linéaire a gauche. Soit (A, B) € E*, ona:
o(B,A) = tr(BA) = t(((BA)) = t(A'B)) = '((AB) = ¢(A, B).

Lapplication ¢ est donc symétrique. Pour montrer que ¢ est positive et définie,
on exprime ¢(A, A) en fonction des coefficients de A = (g;;). Pouri € [1,n]], on

a(AA); =) (‘A), Aji =) aj, dou (A, A) = Y aj.Tlest clair que
j=l1 j=l 1<i,j<n

sous cette forme ¢(A) > 0 pour tout A € E, et que ¢(A, A) = 0 si et seulement

siA=0.
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Remarque

un calcul semblable a celui de ¢(A,A) donne, pour tout (A,B) € E2,

¢(A,B) = Z a;jb;j, ce qui correspond au produit scalaire usuel sur R"
1<i,j<n

(voir encart suivant).

2) La premiere relation a été montrée dans la question précédente (positivité du pro-
duit scalaire). La seconde correspond a I’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée

aux matrices A et I,. On a en effet o(I,,1,) = n et |o(I,, A)| < /ne(A, A),
c’est-a-dire I’'inégalité demandée.

3) Il n’y a aucune raison pour que cette trace soit positive. Prenons par exemple le

casn =2etA = (_(1) (1)> OnaA? = —Lettr(A?) = 2.

Produit scalaire sur M, (R)

2
En utilisant la base canonique de M ,(R), on identifie M,,(R) a R" . On peut donc
considérer le produit scalaire usuel (A|B) = Z a;jb;;. Ce produit scalaire
1K, s
est exactement celui de I’exéicice précédent, a savoir (A|B) = tr(AB). 1l est tres

fréquemment utilisé sous cette formie.

6.1.2 Orthogonalité

Soit E un espace préhilbertien réel, muni d’un produit scalaire noté (.|.).
¢ On dit que

o deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux lorsque (x|y) = 0.

o un vecteur x € E est orthogonal a un sous-espace vectoriel ' de E lorsque,
pour tout y € F,ona (x|y) =0.

o deux sous-espaces vectoriels F et G sont orthogonaux lorsque pour tout
(x,y)€ F x G,ona(x|y)=0.
Remarque importante

Si F et G sont orthogonaux, alors F NG = {0} et, par conséquent, la somme
F + G est directe.

e Soit A est une partie non vide de E. On définit le sous-espace vectoriel
At = {x € E | ¥y € A,(x|y) = 0}. On I'appelle orthogonal de A. On a

notamment A+ = (VectA)l.
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Remarque

Lorsque F est un sous-espace vectoriel de E, les sous-espaces F et F- sont
orthogonaux, et donc en somme directe. On a notamment F N F*~ = {0z }.

e On dit qu'une famille de vecteurs est orthogonale (resp. orthonormale) lorsque
les vecteurs sont deux a deux orthogonaux (resp. deux a deux orthogonaux et
unitaires).

¢ Résultat important : une famille de vecteurs orthogonaux ne contenant pas
le vecteur nul est libre.

e Théoreme de Pythagore : les vecteurs x et y sont orthogonaux si et seulement
si [lx + y[|? = [lx]* + [ y]|*.

Si (xy, ..., x,) est une famille orthogonale, alors
X+ o+ x| = x|+ .+ [
La réciproque est fausse si n > 3.

o Si les sous-espaces Fi, ..., F, sont deux a deux orthogonaux, alors leur somme
1

1 1
est directe, et elle estnotée F1 ® F>o P ... D F,.
1L 1
Lorsque F1 & F, & ... & F, = E, on dit que les sous-espaces Fi, ..., F, sont
des supplémentaires orthogonaux.

Remarque
Contrairement au cas 'dés sommes directes, il n’y a pas de différence entre
«deux a deux orthogonaux » et « chacun est orthogonal a la somme des autres ».

e Lorsque les sous-espaces F et F sont supplémentaires, on appelle projection
orthogonale sur F, la projection sur F parallelement 2 F-. Elle est notée py.

CCP PSI 2005

Soient E un espace préhilbertien réel de dimension » et (vy, ..., v,) une base de
E. Montrer que, pour tout (x1,...,x,) € R", il existe un unique vecteur v € E
tel que (v|v;) = x; pour touti € [1,n].

Le résultat souhaité correspond a une notion de bijectivité, I’inconnu étant le vecteur
v. On cherche des conditions sur les n produits scalaires (v|v;). On considere alors
I’application ¢ suivante :
| E — R"
¢ { v o= (), @)
On montre assez facilement que cette application est linéaire (par la linéarité a gauche
du produit scalaire). Les espaces E et R" sont de méme dimension 7, il suffit donc
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de prouver I’injectivité de ¢ pour avoir sa bijectivité. Soit v € Ker ¢. Pour tout

i € [1,n],ona(v|v;) = 0. Le vecteur v est donc orthogonal a Vect(vy, ..., v,) = E,
d’ott v = 0. Ainsi ’application ¢ est injective. Elle est donc bijective. Si on se donne
x = (x1,...,x,) € R", alors il existe un unique vecteur v de E tel que ¢(v) = x, ce

qui répond a la question posée.

CCP PSI 2006, ENSEA MP 2007
Soit E = C?([0, 1], R).

1
1) Montrer que I’application ¢ : (f,g) — / (f(Hg)+ f'(1)g' (1)) dt définit
0
un produit scalaire sur E.

2)Soient F={f € E| f(0)=f(1)=0}etG={g e E|g" = g}. Montrer
que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires et orthogonaux.

1) Lexistence de ¢(f, g) est immédiate puisque la fonction fg + f’g’ est continue
sur [0, 1]. On montre facilement que ¢ est bilinéaire et symétrique. Si f € E, on

1

ao(f,f) = / (f2()+ f'(t)*) dt, si bien que @(f, ) > 0. Soit f € E telle
0

que @(f, f) = 0. Puisque la fonction £+ f'% est continue et positive sur [0, 1]

1
et que / (f2 + f/z)(t) dr — 0, la fonction est nulle sur [0, 1]. Les fonctions sont
0

a valeurs réelles donc f est nulle sur [0, 1]. L’application ¢ est bien un produit
scalaire sur E. On le notera (.|.) dans la suite.

2) On commence par montrer que F' et G sont orthogonaux (ce qui entraine que la
somme F + G est directe). Soient f € F et g € G. Une intégration par parties de

1
/ f(t)g'(t)dt donne :
0

1 1
(flg) = /0 FDg@ydr + [f()g'®)], — /0 f)g"(1)dt =0,

car f(0) = f(1) =0etg” — g = 0. Les deux sous-espaces F et G sont orthogo-
naux. Il reste & montrer qu’ils sont supplémentaires. On procede, comme souvent,
par analyse-synthese. Soit 4 € E. On suppose qu’il existe f € Fetg € G
telles que & = f + g. On cherche a déterminer ces fonctions. Le sous-espace
le plus simple est G puisque G = Vect(sh, ch), alors que F est de dimension
infinie. On écrit g = Ach+Bsh. Les valeurs en 0 et 1 donnent 2(0) = A et
h(1) = Ach1+ Bshl,c’est-a-dire B = W

sh1
entiecrement déterminée. On écrit alors f = h — g, ce qui définit f. On passe

a la partie syntheése. Soit g = Ach+Bsh ou A et B sont les constantes déter-
minées ci-dessus, et f = h — g. Il est immédiat que g € G et f +g = h.

. La fonction g est donc
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Il reste a prouver que f € E.On a f(0) = h(0) — g(0) = h(0) — A = O et
f() = k(1) — g(1) = h(1) — (h(O)ch1+h(1) — h(0)ch1) = 0. Ainsi & se
décomposeen h = f + gavec f € Fetg € G. Les sous-espaces F et G sont
donc des supplémentaires orthogonaux.

6.1.3 Bases orthonormales, projection orthogonale sur un
sous-espace de dimension finie

¢ On appelle espace euclidien, tout espace préhilbertien réel de dimension finie.

¢ Si E est un espace euclidien, alors il admet une base orthonormale. Si F est
une famille orthonormale de vecteurs de E, alors on peut la compléter en une
base orthonormale de E.

¢ Soit E un espace euclidien. Si f est une forme linéaire sur E, alors il existe un
unique vecteur a € E tel que, pour tout x € E, on a f(x) = (a|x).
Filiere PSI : Pour a € E, on note ¢, la forme linéaire sur E qui a tout x € E
associe ¢,(x) = (alx). L’application a — ¢, est un isomorphisme entre les
espaces vectoriels E et E™.

¢ Calculs dans une base orthonormale

Soit B = (ey, ..., e,) une base orthonermale d’un espace euclidien E. Soient
n

n
x = g Xiej ety = E y;€; deux'vecteurs'de E.
i=1

i=l1

n n
oOna(x|y)=> xyet|x|*=> x
i=1 i=1

o En posant X = "(xy,...,x,) et Y = (y1,...,yn), ona(x|y) = XY et
Ix|* = X X.

¢ Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie
Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de E de
dimension finie.

oOnaF®F*+ =E.

o Si, de plus, E est de dimension finie, alors dim F + dim F* = dim E et
F*t=F
o Pour x € E, onnote d(x, F) = mi}rpl |x — z]||. Ce minimum est atteint en un
z€

unique vecteur, le projeté orthogonal de x sur F. Ona ||x||* = d(x, F)*+|| pr(x)|*.

o Soit Br = (ey, . . ., e,) une base orthonormale de F. Pour tout x € E, on a

m m
prx) = (eilx)er , Y (ei|x)’ <||x||* (inégalité de Bessel).
i=1 i=1
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e Orthonormalisation de Gram-Schmidt : soit Br = (ey,...,e,) une base de
F, il existe une base orthonormale B, = (f1,. .., f,) de F telle que, pour tout
k € [1,m], F, = Vect(ey,...,ex) = Vect(f1,..., fr). On peut I’obtenir de

e et pour toutk € [1,m — 1],

el

proche en proche par les relations f; =

k
e — > _(filewn) fi

ekl — Pr(ers1) i—1
fk+l — -

 lewss — pr(ews)| k '
llex+1 — Z(fi‘ekﬂ)fiu

i=1

CCP PSI 2007
1) Montrer que I’application (A, B) — tr('AB) définit un produit scalaire sur

E = M,(R).
010
2) Onnote A = |0 O 1| Montrer que (/3, A) est une famille orthogonale
1 00
de E. g )

S O =

1 1
3) Déterminer le projeté orthogonalde B = | 0 0 | sur Vect(I3, A).
0 0

1) Voir exercice 6.5, page 168.
2) On le montre directement avec
(I3]A) = tr(I;A) = tr(A) = 0.

3) La famille (/3, A) est une base orthogonale de F' = Vect(/3, A). On la normalise
afin d’obtenir une base orthonormale de F. On a ||13]|* = ||A||* = 3. En posant

1 1
Ay = —=Il et A, = —A, la famille (A, A;) est une base orthonormale de F.

V3 V3

La formule du projeté orthogonal donne :

1 1
pr(B) = (Ai|B)A1 +(Az|B)Ay = (13| B)I; + S (A|B)A
3~ 3~
1 1

— O

1 1
1 1
1 0
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CCP PC 2007

1) Montrer que I’application ¢ : (P, Q) +— Z P(k)Q(k) définit un produit
k=0
scalaire sur R, [ X].

2) Pour n = 2, construire une base orthonormale a partir de la base (1, X, X .

1) La bilinéarité, la symétrie et la positivité se prouvent de fagon simple. Soit P € E
n

tel que (P, P) = Z Pz(k) = 0. Puisque P? est a valeurs réelles, cela donne
k=0

P(k) = Opourtoutk € [0, n]]. Le polyndme P admet donc au moins n+1 racines.

Or il est de degré au plus n, il est donc nul. L’application ¢ est bien un produit

scalaire.

2) On applique la méthode de Gram-Schmidt a la base de R,[X] formée par les
polyndmes Py =1, P, = X et P, = X". 2

P
eOnaQ= ||P0H avec || Po|* = Z Pi(k) = 3,dott Qg = 7 (le polyndme
k=0
Py est le polynome constant 1, mais il n’est pas normé pour le produit scalaire
considéré).

e On obtient ensuite :

!/

P .
Q=1 ot Pl =P —(Q|P)Qo=

17]] (A

Ona(1|X)=1.0+1.1+1.2 =3, si bien que P{ = X — 1. On calcule enfin
X -1

PIP=0-1°+1-1°+@2—-17°>=2, cequidonne Q; =
I[Pyl q 1= \/5

e On aenfin :

/!

P
szﬁ ot Py=P,—(Qo|P))Qo— (Q1|P2)Q.
2

On obtient :

1 2
P)=X>—-2X+ 3 © | P> = 3

1 XxX-1 /3 1
La famille | —, ——, \/j <X 22X+ —> est une base orthonormale de
V3 V2 V2 3

R,[X] pour le produit scalaire considéré.
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Exercice 6.10

Mines-Ponts PSI 2007

+00
Calculer m = min / (2 — at® — bt — ¢)*e”'d1.
(a,b,0)ER?

+00
Indication de la rédaction : On rappelle que pour toutn € N, / t"e 'dt = n!.
0

On interpreéte ce minimum comme une distance entre un vecteur fixe et un sous-

espace vectoriel, pour un bon produit scalaire. Considérons, sur 1’espace vectoriel
+00

E = R[X], I'application ¢ : (f,g) — f(t)g(t)e " dt. Cette application est
0

1
bien définie car h : t — f(t)g(t)e”" est continue sur R* et f(t) = o <—>

2
t—+o00 \ ¢
La fonction & est donc intégrable sur R*, ce qui garantit I’existence de ¢(f, g).

La bilinéarité et la symétrie sont immédiates, la positivité également. Si f € E
+00

vérifie fHn)e"dr = 0, alors, puisque 1 — f2(t)e”" est continue et posi-
0
tive sur R*, pour tout 7 > 0, on a f2(t)e~" = 0. La fonction polynomiale f est
donc nulle sur R* donc f = 0. Ainsi ¢ définit un produit scalaire sur E, que 1’on
notera (.|.). On pose alors Py.= X S et B = R,[X]. On peut interpréter m comme
m = glirﬁ; |Po — P> = d(Pyu)?. Cetie distance est atteinte pour le projeté ortho-
€

gonal Q de Py sur F. Pour déterminer ce projeté orthogonal, on peut déterminer
une base orthonormale de F et utiliser la formule donnant le projeté orthogonal.
Plus rapidement, on écrit les conditions que doit vérifier le polyndme Q, c’est-a-dire
Q € Fet Pp— Q L F.Lapremiere condition se traduit par I’existence d’un triplet
(a,b,c) € R tel que Q = aX? + bX + c. Pour la seconde condition, il suffit que
Py — Q soit orthogonal 2 une base de F, par exemple aux polynémes 1, X et X2, ce
qui donne trois conditions (Py — Q|X") = 0 pouri = 0, 1 et 2, qui se réécrivent en
(0|X") = (X*|X"). On obtient finalement le systéme

2a + 1'b + Olc = 3!

3la + 2!b + 1lc¢ = 4! |

4'a + 3!'b + 2lc = 35!
cequidonnea =9,b = —18 etc = 6, c’est-a-dire Q = 9X? — 18X + 6. On calcule
enfin ||Q — Py||* = 36 qui est le minimum recherché.

Exercice 6.11

Centrale PC 2006, TPE-EIVP PC 2007

Dans R* muni de son produit scalaire canonique, déterminer la matrice dans
la base canonique de la projection orthogonale sur I’hyperplan H d’équation
x—y+z—t=0.
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On détermine facilement I’image d’un vecteur u de E = R* par une projection
orthogonale sur un sous-espace F lorsqu’on dispose d’une base orthonormale de F.
Ici le sous-espace est de dimension 3. Il est donc plus facile de déterminer la matrice
de la projection associée, ¢’est-a-dire la projection orthogonale sur D = H='. Cette
droite admet pour vecteur directeur le vecteur (1,—1,1,—1) ou plutdt le vecteur
normé e = (1/2,—1/2,1/2,—1/2). Siu = (x,y,z,t) est un vecteur de E, alors
son image par la projection pp est pp(u) = (e|u)e. On détermine alors facilement
I’image de la base canonique, et la matrice de pp dans la base canonique est

1 -1 I -1
I -1 1 -1 1
B=211 21 1 2
-1 1 -1 1
On obtient alors la matrice A de la projection orthogonale py dans la base canonique
par A =1, — B.

6.1.4 Espaces préhilbertiens complexes

Soit E un espace vectoriel complexe. On ne donne ici que les différences par
rapport au cas réel.

e On appelle produit scalaire hermitien sur £ toute application ¢ définie sur
E x E avaleurs complexes telle que :

o I’application ¢ est linéaire a droite,
o I’application ¢ est semi-linéaire a gauche, c’est-a-dire que pour tout y € E
et pour tout (x,x’, ) € E x E x C,ona o(x +Ax’,y) = o(x, )+ Aeo(x’, y),
o pourtout (x,y) € E X E, o(x,y) = m (¢ est hermitienne),
o pour tout x € E, ¢(x,x) > 0 (positivité),
o six € E vérifie ¢(x,x) = 0, alors x = Og (définie).
e Sixetysontdans E,ona |jx + y||> = ||x]|* + ||y||* + 2Re(x|y).
e On appelle espace hermitien tout espace vectoriel préhilbertien complexe

de dimension finie. Si F est un sous-espace de dimension finie d’un espace
préhilbertien complexe, muni d’une base orthonormale (ej,...,e;), on a

m
1
E=F®F. etsix € E, alors on a pr(x) = Z(ei\x)ei (la formule ne
i=1
change pas mais on fera tres attention au sens du produit scalaire qui n’est plus
symétrique).
o Les expressions du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormale

n n
deviennent (x|y) = Z)T,-y,- et ||x]|> = Z x|

i=1 i=1
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6.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

TPE MP 2005
1) Montrer que I’application (f, g) — (f|g) = / f g définit un produit scalaire
R

hermitien sur 1’espace vectoriel E = { f € C°(R, C) | | f|* intégrable sur R}.
2) Soient n € Z et f, ’application définie sur R par :

L+ix\" 1
Ju = (1 ~ iX> VIiea?
Vérifier que pour tout n € Z, la fonction f, est dans E. Montrer qu’il existe

une unique famille (k,),cz de réels strictement positifs tels que (k,, f,),cz soit
une famille orthonormale de E.

1) Méme si cela n’est pas explicitement demandé, on commence par montrer que £
est un sous-espace vectoriel de CO(R, C). L’ensemble est non vide. Soient f € E
et A € C, il est immédiat que Af est encore continue sur R et que |Af \2 est
intégrable sur R. Il reste a prouver la stabilité par somme. Soient f et g dans E.
Ona |f +g|* = |f|*+|g|* + 2Re(fg). 1l faut donc prouver I’intégrabilité de

— — — — 1
2Re(fg). On utilise les inégalités [Re(Fe)| < [Fg! et [f-Ig] < (IS + 1)

Cela donne finalement, pout tont 1 € R, [ £ (1) +g(0)]” < 2(|f@)]* +|g(®)[>). On a
donc prouvé que E est un sus-espace vectoriel de C°(R, C).
Il faut maintenant justifier 1’existence du produit scalaire. Si f et g sont

1
< E(lf‘z + [g

fg sur R. La linéarité a droite est immédiate. Si (f,g) € E2, alors on a

gl = /gf = /ﬁ = /gf = (f]|g), I’application est hermitienne. Si
R R R

dans E, alors on a |fg %), ce qui prouve I'intégrabilité de

f € E,alors (f|f) = / | f|? est un réel positif ou nul et, puisque |f|* est
R

continue et positive sur R, on a (f|f) = O si et seulement si f est nulle sur R.
L application donnée est un produit scalaire hermitien.

2) Chacune des fonctions f;, est continue sur R a valeurs complexes. Soit n € Z.

1 .
Pour x € R,ona [l +ix| = |1 —ix|et|f,(x) = i La fonction | f,,|*
+ X
est donc intégrable sur R et f,, € E. Pour justifier I’existence de cette suite (k,),

il suffit de prouver que la famille (f,,),cz est orthogonale. Comme aucune des
1

1 full

distincts. On calcule le produit scalaire ( f,| f,,) qui vaut

O —ix\" (1+ix\" 1 oM +ix\"T" 1
: - 5 dx = - 5 dx.
oo \ 1 +ix 1—ix 1+x oo \ 1 —ix 1+x

Soient m et n dans Z et

fonctions f, est nulle, on pourra choisir k, =
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On effectue le changement de variable x = tant (possible car on a I'intégrale
d’une fonction intégrable sur R et r ~— tant est un C'-difféomorphisme de
1 — /2, /2[ sur R). On obtient

/2 (1+itant \" " /2 [cost+isint\" "
T a— dt = _ dt
—m2 \1 —itant —m/2 \COSI —isint
/2

/2 ) e2i(m—n)t
— / eZt(m—n)t dt = |: i :|
—x/2 2i(m —n) —)2

B ei(m—n)ﬂ' o e—i(m—n)ﬂ' _ sin(m o n)7T o
B 2i(m — n)  m-—-n

(fal fm)

La famille (f,),cz est donc orthogonale. Un calcul semblable dans le cas ou
/2
m = n donne || f,|* = / dt = . On peut donc prendre k, =

—7/2

pour

-

tout n € Z.

6.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 6.13

Centrale PC 2007

Soient (E, (.|.)) un espaceieuchdien. « un vecteur unitaire de E et k € R. On
considere I’application @ : (x, y) +— (x|y) + k(x|a)(y|a). Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que ® soit un produit scalaire sur E.

On suppose que k # 0 et que le vecteur a est non nul (sinon @ est le produit scalaire
donné sur E). L’application ® est bilinéaire par la bilinéarité du produit scalaire
(.|.). La symétrie est également immédiate puisque, pour tout (x,y) € E2, on a
Dy, x) = (y|x) +k(y|a)(x|a) = P(x, y).

Soit x € E. On a ®(x,x) = |x||* + k(x|a)>. Si k > 0, alors ®(x,x) > ||x|° et
® est positive et définie. On suppose maintenant que & < 0. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz donne |(x|a)|* < ||a||?||x||* = ||x||* avec égalité lorsque x est colinéaire a
a. Cela donne ®(x,x) > ||x|* + k||x|* = (1 + k)||x||* avec égalité lorsque x = a
(par exemple). Pour que ®(x, x) soit strictement positif pour tout x # O, il faut que
1 +k > 0 (en prenant x = a) et cette condition est suffisante.

Conclusion : 1’application ® est un produit scalaire si et seulement si k > —1.

Exercice 6.14

D’aprés Mines-Ponts PC 2007
Soit E = {u = (u,)pen € RY | Zui converge}.

1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R,
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6.2 Exercices d’entrainement @

2) Soient u et v dans E. Montrer que la série Z u,v, converge.

+00
3) Montrer que I’application ¢ : (u,v) +— Z u, v, définit un produit scalaire
n=0
sur E.

4) Soit F le sous-espace de E formé par les suites nulles a partir d’un certain
rang. Déterminer F .

1
On rappelle que pour tout (a,b) € R?, on a |ab| < E(a2 +b).

1) La suite nulle est dans E. Soient u et v deux suites de E. Pour tout n € N, on a
Uy + vy)* < 2(14% + v,zl). Ainsi E est stable pour 1’addition. Il est immédiat que
siu € E, alors Au € E pour tout A € R. Par conséquent E est un sous-espace
vectoriel de RY.

1 .
2) Pour tout n € N, on a |u,v,| < E(uﬁ +v?2). La série Zunvn est absolument
convergente, donc convergente.

3) La question précédente justifie I’existence de ¢(u, v). La bilinéarité et la symétrie

+00
sont évidentes. Soitu € E£,ona o(u,u) = Z u,zl. Ainsi ¢(u, u) est positif pour
;=0
tout u € E et est nul senlement pour la syite nulle (s’il existe ny € N tel que
un, 7 0 alors o(u,u) > ”:210 > ). L'application ¢ définit bien un produit scalaire.

4) Soit v € F1. La suite v doit étre orthogonale a toute suite nulle & partir d’un
certain rang. Soit m € N. On considere la suite u telle que u,, = v, etu, = 0
sinon. Cette suite est dans F. On a ¢(u,v) = v,%l = 0. Ainsi, pour tout m € N,
v, = 0. Finalement F* = {0}.

Exercice 6.15

CCP PC 2007

Soit E un espace préhilbertien muni du produit scalaire (.|.).
1) Montrer que si u et v sont deux vecteurs unitaires, alors (u + v|ju — v) = 0.
2) Soit f € L(E) tel que (x|y) = 0 implique (f(x)|f(y)) = 0.

¢ Montrer que si u et v sont deux vecteurs unitaires, alors || f(w)|| = || f(v)]|.

e En déduire qu’il existe un réel k tel que, pour tout x € E, || f(x)|| = k]|x]|.
 Montrer alors que pour tout (x, y) € E2, ona (f(x)| f(y)) = k*(x|y).

1) On a

u+v|u —v) = [Jul*+ @[u) — @|v) = [o]* =1-1=0.
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2) e Siu et v sont unitaires, alors, d’apres la question précédente, les vecteurs u + v
et u — v sont orthogonaux. On a donc :
(f+v)|f—v)=0=(f@+fO|f@)— f@) = f@I* [l f @I
Ainsi, si u et v sont unitaires, on a || f(w)|| = || f(v)]].

e La question précédente montre que la quantité || f(x)| est constante sur
I’ensemble des vecteurs unitaires x. Notons k cette constante. Pour tout

: / ()

x € E \ {0}, le vecteur — est unitaire donc
Il f(x)|| = kl|x||. Cette derniére relation est valable également lorsque x = 0.

= k, c’est-a-dire

I

¢ En utilisant les formules de polarisation, on a pour (x,y) € E 2,

1
@I = 3 (If@+ O = IIF@ = FOIP)
1
= 2 (IFG+»IP =7 =»IP)

1
= 4 Elx+ ]2 = Klx = y[?) = K (xly).

Exercice 6.16

Soient E un espace euclidien de dimension » muni d’une base orthonormale
(e1,...,en), et H ’hyperplan de £ d’équation x|+, +- - - +x,, = 0. Déterminer
une base orthonormale de 'H

o Méthode 1
On essaie de construire une famille orthogonale de E relativement simple. Pour
cela, on la construit échelonnée. Si f; est un vecteur de H avec les k + 1 premicres
coordonnées de somme nulle et les n» — k — 1 dernieres composantes nulles, on
remarque que tout vecteur dont les k + 1 premieres composantes sont égales a 1 est
orthogonal & fj (cela revient a écrire que f; € H). On s’inspire de cette idée pour
construire les vecteurs f; pour k = 1,...,n — 1 : on le choisit de sorte que ses
k premiéres composantes soient égales a 1, la (k + 1)'™ égale & —k et les autres
nulles. Ainsi f; = (1,...,1,—k,0,...,0). Chaque vecteur est non nul, dans H et
—— ——
k n—k—1
les vecteurs sont deux a deux orthogonaux. On a donc une famille libre a n — 1
vecteurs de ’hyperplan H de dimension n — 1. C’est donc une base orthogonale

de H. On normalise le vecteur f; en divisant par sa norme Vk? + k.
e Méthode 2

Une base immédiate de H est la famille de vecteurs (e;);—1,... ,—1 ou ¢; est le vec-
teur (1,0,...,0, —1 ,0,...,0). On applique la méthode de Gram-Schmidt a

position i+1
cette famille de vecteurs pour construire une base orthonormale ( fi, ..., f,—1) de

1
H. On trouve d’abord f; = \72(1,—1,0, ...,0). Soit f5 = e» — (file2) f1. On
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1
—(,1,-2,0,...,0). On continue

V6
1
avec f5 = es — (files) fi — (f2les) fo. Apres caleul, fi = 5(1, 1,1,-3,0,...,0)

1
trouve f; = 5(1, 1,-2,0,...,0) puis f» =

et f3 = ——(1,1,1,-3,0,...,0). La méthode se généralise assez bien,

V3432
1
et on montre par récurrence que f; est le vecteur f; —————uy; ol
Vkk+1)
up = (1,...,1,—k,0,...,0). Si k € [[2,n — 2]], on calcule d’abord le vecteur
—— ——

k n—k—1

k
, 1 T
Sir1 = ek+1_pE:1(fp|ek+l)fp-Ona(fp|ek+l)fp = P+ D) 1)”17 = (; ey 1) Up.

k
1 1 1 1
L ie donnéede f{, est1-» (= — =1-(-=) =
a premiere coordonnée de f, ;| es p_1<l7 p+1> ( k+1) k1

La coordonnée k + 2 est —1, les coordonnées suivantes sont nulles. Pour
i €2,k +1]], la iéme coordonnée est :

i—1 Zk: [ S N S B
ii —1) —~\r p+1) i i k+1 k+1
N , =1

vientde f;_;
) 1 ] .
On obtient finalement fk/ 1= mu w+1, puis la valeur souhaitée pour fii.
Exercice 6.17
Soit E euclidien de dimension 7, muni d’une base orthonormale B = (ey, ..., e,),

n
et soit e = Z a;e; un vecteur unitaire de E.
i=1
Déterminer la matrice dans B de la projection orthogonale sur la droite D = Ree,
puis de la projection orthogonale sur H = (Re)™.

Soit x un vecteur de E de coordonnées (xi,...,x,) dans la base orthonormale B.
Le vecteur e forme une base orthonormale de la droite D, et la formule du projeté

orthogonal donne, dans la base orthonormale B, pp(x) = (e|x)e = (Z a,-x,-) e.

i=1
n

Pour j € [[1,n]], on obtient pp(e;) = aje = Z(a,-aj)e,-. La matrice de la projection
i=1
orthogonale sur D dans la base B est donc
aa; aa; --- apay
aja; arap apas

alan PPN PR anan
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La projection orthogonale sur H est la projection associée a pp. On a donc
pu = Idg —pp, et si B désigne la matrice de py dans la base B, alors B = I, — A.

Exercice 6.18

Centrale PSI 2006

Soit E un espace préhilbertien et p un projecteur de E. Démontrer que p est un
projecteur orthogonal si et seulement si pour tout x € E, ||p(x)|| < ||x||.

e Supposons que p soit un projecteur orthogonal sur F. Soitx € E et (x;,x,) € FxF=+
tel que x = x;+x,. La formule de Pythagore donne ||x||> = ||x;||*+|x2||* > ||x1]|*-
Or p(x) = x, si bien que || p(x)|| < ||x]|.

e Soit p un projecteur sur F parallelement a G tel que pour tout x € E,
1P| < x|l Soit (x1,x2) € F x G. Si on écrit ||p(x)|> < |x|]* avec
X = X| + X, on obtient seulement ||x;[* < [lx1]|* + 2(x1|x2) + ||x2]|%, ce qui ne
donne rien de particulier. Considérons alors le vecteur x = x| + Ax; ol A est un
réel :

La relation || p(x)||* < ||x||* devient ||x;||* < ||x1]|* + 2A(x1|x2) + A%||x2]|%, c’est-a-
dire 2A(x1|x2) + )\2||xz]|2 > 0, valable pour tout A € R. Si (x;|x;) # 0, la fonction
A 2X(x1|x2) + A%||x2]|* est du premier ou du second degré et n’est pas toujours
positive ou nulle (sur le dessin, lorsque x est « un peu en dessous » de x;, on a
lp(x)]| > [|x]]). Ainsi (x{]|x2) = O pour tout (x1,x;) € F x G. Les espaces F et G
sont orthogonaux et p est donc le projecteur orthogonal sur F.

Exercice 6.19

CCP PSI 2005

Soient E un espace euclidien de dimension n, B = (ey, ..., e,) une base ortho-
normale de E et p un projecteur orthogonal de rang q.

1) Montrer que pour tout x € E, ||p(x)||* = (p(x)|x).

2) Montrer que Z Ipenl® = q.

i=1
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1) Soitx € E,ona
1P| — (p(x)[x) = (p(x)| p(x)) — (p(x)|x) = (p(x)| p(x) — x) = 0,

car x — p(x) est orthogonal a p(x).

2) Soit A la matrice de p dans la base orthonormale 5. Pour tout i € [1,n]], on
2 .
a ||pe)|l~ = (p(ei)|e;). Puisque B est orthonormale, ce terme est la coordon-

née sur le vecteur e¢; du vecteur p(e;), c’est-a-dire le terme a;; de la matrice A.
n

n
Ainsi, Z |pCen||* = Za,-,- = tr A. Or pour une matrice de projection, on a
i=1 i=1

trA = réA =rg p = g (voir exercice 2.18, page 57).

Exercice 6.20

CCP PC 2006
+00
Etant donnés A et B € R[X], on pose (A | B) = / A()B(t)e ' dt.
0

1) Vérifier qu’on définit ainsi un produit scalaire sur R[X] et que (x* | 1) = k!
pour k € N.

2) Soitn € N*. Onnote Q le projeté orthogonal de 1 sur F = Vect(X, X>,..., X").

n
a) Justifier ’existence de récls (ax)igksn tels que'Q = — Z ar X~
k=1

b) Onnote P = 1+ a (X +1)(X +2)...(X +k). Calculer (Q — 1| X*)
k=1
pour k € [[1,n]], puis établir que P(k) = O pour ces mémes valeurs de k.
En déduire P et a,,.

+00
3) On note [ = inf / (1+ayt +aat>+- -+ ayt™)?e " dr |. Mon-
(a17~-'7arl)€Rn 0

trerque | = ——.
d n+1

1) On a étudié ce produit scalaire dans 1’exercice 6.10, page 175. Soient M > 0 et
k € N*. A I’aide d’une intégration par parties, on obtient :

M M
/ ke tdt = —M*e ™™ +k/ e ds,
0 0
ce qui donne, lorsque M tend vers +oo, la relation (Xk| 1) = k(Xk_1 |1). Puisque

+00
(1]1) = / e "dt = 1, une récurrence simple donne (Xk|1) = k! pour tout
0

k € N,
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2) 2a. Le polyndome Q appartient a F' ce qui donne I’existence de réels ay, ..., @,
n

tels que Q = Z a;X'. Avec a; = —a, on obtient le résultat.

=1
2.b. Le polyndme Q est le projeté orthogonal de 1 sur F donc 1 — Q L F. Pour
toutk € [1,n],ona (1 — Q]Xk) = 0. On explicite cette égalité. Soit k € [[1,n],

ona:
+00 n n
(1—9|x5 = / (1 + Za,zf> e dt =k!+ Y agk+0)! =0.
0 =1 =1

- (k +£)'

Or pour un tel entier k, on a P(k) = 1+Z aglk+1)...(k+0) = 1+Zag
=1 =1

etk!lP(k)=(1 — Q|Xk) = 0. Ainsi pour tout k € [1,n]],ona P(k) = 0.
2.c. Le polyndme P est de degré n, de coefficient dominant a,, etadmet 1,2,...,n

pour racine. Ainsi P = a,(X — 1)(X — 2)...(X — n). Il reste a déterminer le
coefficient dominant a,,. Pour cela on calculer P(—1) (car —1 est racine de tous
les polyndmes (X +1)...(X +k)). Celadonne P(—1) =1 = a,(—1)"(n+1)!. On
obtient finalement :

(="

(11 +1)! H(

3) En remplacgant a; par — /3, o montre que !/ — le? |1 — R|*>. Ce minimum est
€

atteint lorsque R est le projeté orthogonal de 1 sur F, c’est-a-dire Q. On a donc
=1-0P=0-001-Q =(0-0[)-(1-0[Q).0rQ € Fet
1-0 € F+donc I = (I — Q|1). En reprenant le calcul de la question 2.b, on

(="

trouve (1 — Q[1) = 1+ ;am = P(0). Puisque P(0) = TEI ((=1)"n!), on
obtient [ = ! .
n+1

Exercice 6.21

D’aprés CCP PSI 2005

Soient E un espace euclidien de dimension n et 7 = (e;)1<;i<, une famille de
vecteurs non nuls de E telle que :

Vx € E, Y (er]x)” =[x (%)
k=1

1) Montrer que la famille (e;)<;<n» est une famille génératrice de E.

2) Montrer que (e;)1<i<n €St une base orthonormale de E.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

6.2 Exercices d’entrainement @

1) Soit F = Vect(ey, ..., e,). Soit x un vecteur de F. La formule (%) appliquée a

n
ce vecteur donne ZO = ||x||>. Ainsi x = Og et FX = {0z}. Puisque E est de
k=1

dimension finie, ona F = (F l)L

= F et la famille est génératrice.

2) La famille F est génératrice et contient n vecteurs, c’est donc une base de E. Soit
i € [[1,n]. Appliquons la formule (x) au vecteur e;. Cela donne

(erlen)” + > (eilen)” = [lesl|? ()
J#i
et donc (e¢;le;)* = |lei||* < |lei||>, d’ou |le;]] < 1. Considérons alors x un

vecteur non nul orthogonal aux vecteurs ey, ..., e;_1, €41, - .., €, (c’est possible
car ces vecteurs engendrent un espace de dimension n — 1). La formule (x)
appliquée a x donne ||x||*> = (x|¢;)* et Iinégalité de Cauchy-Schwarz donne
(x|e)* < ||x|*|le;||>. En combinant ces deux relations, on obtient ||e;]|* > 1.
Finalement, on a |l¢;|| = 1. En reportant cela dans (x*), on obtient alors
Z(e,-|ej)2 = O et, pour tout j € [1,n] avec j # i, on a (ejle;) = 0. Par
JF#i

conséquent, la famille F est une base orthonormale de E.

CCP PC 2007 ;

E = M,(R) est muni du produit scalaire canonique ¢(M, N) = tr(MN).

1) Soit G = RI,. Déterminer 1’orthogonal de G. Si A € E, déterminer la pro-
jection orthogonale de A sur G et sur Gt.

2) On désigne par S,(R) et A, (R) les sous-espaces formés des matrices respec-
tivement symétriques et antisymétriques de M, (R).
o Vérifier que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires et orthogonaux.
e Etant donnée A = (@i, ih<i,j<n € Myu(R), déterminer la borne inférieure
de Z (ai,j —m;, j)z lorsque M = (m; ;) décrit S,(R), puis lorsque M

1<i,j<n

décrit A4, (R).

1) Soit A € M,(R). La matrice A est orthogonale a G si et seulement si elle
est orthogonale a une base de G, donc si (I,|]A) = trA = 0. On a donc
Gt ={A e M,R)| tr A =0}. La matrice I, est une base de G et ||I,|| = v/n.

1
Ainsi I’ = 71,, est une base orthonormale de G. Si A € M, (R), alors
n
1 tr A
p6(A) = (I'| A’ = ~(I,|A)I, = —21,. On obtient alors :
n n

trA
pGL(A)=A— pG(A)=A — TIn-
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2) e Le fait que S,(R) et A, (IR) soient supplémentaires est un résultat usuel sur les

. . . . . n(n+1
matrices (on peut le faire par le calcul des dimensions, respectivement ( )

nn—1 . . p
et (7), ou bien en montrant que toute matrice M € M, (R) se décompose

2
M+M M-'M
dans la somme directe S,(R) & A,(R), en M = > + 5 ). Soient

SeSRyet A e A,(R).Ona(S|A) = tr('SA) = tr(SA) = tr(AS) mais aussi,

par symétrie, (S|A) = (A|S) = tr('AS) = tr(—AS). Ainsi (S|A) = —(S|A) et par

conséquent (S|A) = 0. Les deux sous-espaces vectoriels sont donc orthogonaux.

¢ On remarque que E (ai,; —m;;)* = ||A — M|* La norme [|[A — M|
I<i,j<n

est minimale lorsque M est le projeté orthogonal de A sur S,(R). On a
t

(c’est la composante sur S,(R) de la décomposition de

J— 2 A - tA 2 N
A dans S§,(R) @ A,(R)) et [|[A — Ps,w) (A" = HT” . De méme, lorsque

M décrit I’ensemble des matrices antisymétriques, le minimum est atteint pour

A—'A A+'A
et vaut || > I

Exercice 6.23

Mines-Ponts PSI 2007

Montrer que I’application définie sur M,,(R) par f(M) = tr(M M) +(tr(M ))2 est
une forme quadratique. Est-elle positive ? Déterminer la forme bilinéaire symé-
trique associée a f.

Ps,®)(A) =

M=

Soient M et N deux matrices de M,(R). Pour trouver la forme bilinéaire symétrique
candidate associée a f, on calcule :

J(M +N) = f(M) = f(N)
= tu((M+N)M+N)+ M+t N> — (rf(MM) + (tr(M))*)

— (r(NN) + (tr(N))?)
= tr(MN)+trf(NM)+2tuM tt N = 2tr(MN)+2tr M tr N.

Considérons I’application ¢ : (M, N) — tr((M N) + tr(M) tr(N) définie sur M, (R)%.
Ona (M, M) = f(M). Lalinéarité de la trace et celle de la transposition entralnent
la bilinéarité de ¢. En fait, en utilisant le produit scalaire usuel sur M,,(R), on a
o(M,N) = (M|N)+tr(M) tr(N). Cela montre que ¢ est symétrique. Par conséquent
f est une forme quadratique dont la forme bilinéaire symétrique associée est ¢. Si
M # 0alors f(M) = |M|J* + (tr M)> > ||M||* > 0. Finalement f est définie
positive.
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Exercice 6.24

Centrale PSI 2006

1 21 - .
1) Soitn € N*. Montrer que I’application f : (P, Q) — 2—/ P(e")Q(e'") dt
T Jo
définit un produit scalaire hermitien sur C,[X].

2) Montrer que (1, X, --- , X") est une base orthonormale de C,[X].
n—1
3) Soit 0 = X" + Zkak. On note M = sup |Q(z)|. Calculer || Q]| et en
k=0 <=1
déduire que M > 1. Montrer que M = 1 si et seulement si Q = X".

1) On vérifie facilement que f est semi-linéaire a gauche et linéaire a droite, et
que pour tout (P, Q) € C,[X1*, ona f(Q,P) = f(P,Q). En outre, pour tout

1 2 .
P e C,[X],ona f(P,P) = 2—/ |P(e'")|*dt > 0.Si f(P, P) =0, comme
T Jo

t — |P(e")|? est continue et positive, alors P s’annule sur le cercle unité donc
admet une infinité de racines, donc P = 0. On a bien montré que f est un produit
scalaire hermitien sur C, [ X].

. R Ti=lg
2) Si j # k,alors f(X7|X%) - 5 / D=0, et f(X*|X*) = 1, donc
= T

(1,X,---, X" est une base orthonormale de C,[X].
n—1

3) Comme la base canonique est orthonormale, on a || Q||* = 1 + Z |br|?. De plus,

k=0
1 2 n—1
ona||Q]* < ), M?dt = M?,d’ot M > 1.Si M = 1, alors Z|bk|2 =0,
k=0

donc tous les by sont nuls et Q = X". Réciproquement, si O = X", on a bien
Q'Y =¢e",dou M = 1.

6.3 EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

Centrale PC 2005 et 2006, probléme des moindres carrés s

Les espaces vectoriels R"” et R” sont munis de leurs produits scalaires cano-
niques. Soientu € L(R",R”)etb € R?,

1) Démontrer que I’ensemble {||u(x) — b|| | x € R"} admet un minimum. On
appelle pseudo-solution de I’équation u(x) = b tout vecteur x de £ minimi-
sant ||u(x) — b||.
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2) Montrer qu’il existe une unique pseudo-solution de norme minimale. On la
notera f(b).

3) Montrer que f est linéaire. Déterminer Im f et Ker f.

1) L’ensemble considéré est un ensemble non vide de réels positifs, il admet donc

une borne inférieure mais rien ne garantit qu’elle est atteinte. Lorsque x décrit R",
le vecteur u(x) décrit Imu. Ainsi {[ju(x)—b|| | x e R"} = {||ly—b| | y € Imu}.
On peut alors conclure que 1I’ensemble admet un minimum et que ce minimum est
la distance de b a Im u.

2) On note p, la projection orthogonale sur Imu. La question précédente nous

montre que ’ensemble des pseudo-solutions est E, = {x € R" | u(x) = p,(b)}.
C’est un sous-espace affine de direction Keru. Un dessin permet de mieux
comprendre I’existence d’un élément de norme minimale.

(Ker u)J'
: %o
Ep
(0]
Keru
\
Puisque £ = R”" est de dimension finie, on a E = Keru & (Keru)L. Si
x et y sont deux vecteurs de E, qui se décomposent en x = x| + x et

y = y; + ¥y avec (x1,x2) € Keru x (Keru)L et (y1,y2) € Keru x (Keru)L,

alors u(x) = u(y) = p,(b) devient u(x, — y;) = Orr donc x, — y, € Keru. On

a par construction x, — y, € (Ker u)L d’ot finalement x; — y, = Orn €t X3 = y».

Finalement, il existe un unique vecteur xy € (Ker u)L tel que E, = xo + Keru.

Montrons que ce vecteur est celui de norme minimale. Si x € Ej, on peut écrire

x=(x —x0)+ xo .Parlethéoréme de Pythagore, ||x||* = ||x — xo||* + ||x0]?
~—— ~~

€Keru e(Keru)L
est minimale si et seulement si x = xy. Il existe donc une unique pseudo-solution
de norme minimale.

3) Soit b € E. La premiere étape (projection) consiste a décomposer b en

b = pu(b) +b" avec b’ € (Imu)*. La seconde consiste a écrire p,(b) = u(xo)
avec xo dans (Ker «)*. On montre alors que tout vecteur b € E se décompose de
facon unique en b = u(xo) + b’ avec (x,b’) € (Keru)™ x (Imu)*. On a prouvé
I’existence. Si on dispose de deux décompositions b = u(x;) + b” = u(xo) + o',
alors u(x; — xo) = b’ — b". Ce vecteur est 2 la fois dans Imu et dans (Im )"
donc est nul. Ainsi ' = b” et u(x; — xo) = 0. Le vecteur x; — xq est a la
fois dans Keru et dans son orthogonal. On obtient x; = x; et ainsi I'unicité
de la décomposition. Finalement f est ’application f : b — xo ou xo est
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I’unique vecteur ci-dessus. On prouve ainsi facilement que f est linéaire. Soient
(b1,b3,)) € R? x R? x R ainsi que les décompositions by = u(x;) + b’1 et
by = u(xy)+b5. Ona by +Aby = u(x; + Axy) + (b} + Abb) avec x| + Ax; € (Keru)*
et by + Ab) € (Imu)t. Ainsi f(b) + Aby) = x; + Axa = f(by) + Af(by). L’ appli-
cation f est linéaire.

Par construction, Im f C (Keru)®. Réciproquement, si xo € (Keru)’, posons
b = u(x), alors f(b) = x. On a donc Im f = (Keru)*.

Le vecteur b est dans Ker f si et seulement si b s’écrit b = u(0) + b’ ou
b' € (Imu)* donc Ker f = (Imu)*.

Remarque

L’application f est linéaire de R” vers R" et u € L(R", R?). On vérifie le théoréme
du rang sur f :

dimKer f +rg f = dim((Imu)’)+ dim((Keru)")
(p—rgu)+(m —dimKeru) = p+n — (dimKeru +rgu)

= p+n—n=p.

Exercice 6.26

Air MP 2006 .
1
Soit E = CO([O, 1], R) muni du produit scalaire (f|g) = / f()g(t)dt. On
0

considere les sous-espaces vectoriels suivants :
1
F o= {feE|¥el0,3] f()=0}
1
G = {feE|Vel51]/0)=0}

1
H = {feE|f() =0}
Montrer que H = F @ G et G = F. Que peut-on dire de F @ F1?

e Tout d’abord, chacun des 3 ensembles est un sous-espace vectoriel de E : la fonc-
tion nulle est dans les 3 ensembles, une combinaison linéaire de fonctions nulles
sur [0, 1/2] (par exemple) reste nulle sur [0, 1/2]. Ensuite, on a bien F C H et
G C H.Si f € FNG,alors f = 0, donc la somme F + G est directe. Il reste
a prouver que toute fonction # € H s’écrith = f+gavec f € Fetg € G.On
voit assez facilement que la fonction f nulle sur [0, 1/2] et telle que f(x) = h(x)
si x €]0,1/2] est continue sur [0, 1] (car ~(1/2) = 0). De méme, on construit la
fonction continue g nulle sur [1/2, 1] et qui coincide avec & sur [0, 1/2]. Alors
feF,geGetf+g=h.Onabien H=F ®G.
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e Soit G; = F. Intuitivement, une fonction g va étre orthogonale 2 toutes les
fonctions nulles sur [0, 1/2] si g est quelconque sur [0, 1/2] et nulle sur ]1/2, 1].
Par continuité, une telle fonction va étre nulle en 1/2. On va donc montrer que
G = G;. Soit g € G. Alors pour tout f € F, la fonction fg est nulle sur [0, 1]

1
donc / f(t)g(t)dt = 0et(f|g) = 0. Ainsi g € Gy. On a prouvé I’inclusion
0

G C Gj. Prouvons l'inclusion G; C G. Soit g € G, on va montrer que g est
nulle sur ]1/2, 1[. Par continuité, elle le sera aussi en 1/2 et en 1 (on exclut ces
bornes afin de ne pas étre embété par les bords). Supposons que cela ne soit pas
le cas et qu’il existe a €]1/2, 1] tel que g(a) # 0. Quitte a prendre —g, on peut
supposer g(a) > 0. Il existe un intervalle Ja — a,a + «[C]1/2, 1[ (avec & > 0)
sur lequel g reste supérieure a g(a)/2. Considérons la fonction f nulle en dehors

de la — a,a + af, qui vaut 1 en a et affine sur [a — «@,a] et [a,a + @]. On a
a+a

a+o
(flg) = f(Hgt)dt > % / f(®)dr > 0 d’ou une contradiction.
Remarque

On peut également considérer la suite de fonctions ( f;,),en+ OoU f,, est nulle sur

[0, 1/2], coincide avec g sur [1/2 + 1/n, 1] et est affine sur [1/2,1/2 + 1/n], puis
1

montrer que lim (f,|g) = / g2t dt = 0.
n—+00 L) %)

eOnaF®Ft =F®G = H dilférent dé E.'Ce résultat n’est pas en contradiction
avec le cours car F est de dimension infinie.

Exercice 6.27

Polytechnique PC 2007 =
On munit £ = R" du produit scalaire canonique. Soit 7 = (vi,...,v,) une

famille de vecteurs de E telle que, pour tout (i, j) € [1, n]? avec i # j,ona
(U,’|Uj) < 0.

P P
1) Soient (xq,...,x,) € R, x = Zx,-v,- ety = Z |x;|v;. Comparer |x||
i=1 i=1
et [y
2) Si x = 0, montrer que les réels x; sont tous nuls ou tous non nuls.

3) Montrer que p — 1 vecteurs de F forment une famille libre. En déduire que
p<n+l.

4) Trouver dans R? trois vecteurs unitaires (v;, va, v3) satisfaisant aux conditions
de I’énoncé.

5) Construire une famille de n + 1 vecteurs (vy,...,v,41) de R" vérifiant les
conditions de 1’énoncé.
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1) Ona:

p

x| = le-2+2 Z xix(vilvj)
i=1 1<i<j<p
P

P = D llP+2 D x|,
i=1 I<i<j<p

On a donc :

P =yl =2 > Cuxj — bxoxs ) ilv)),
—_—————————

ISi<j<p P P
X

ce qui donne [|x|| = |||
2) Puisque ||y|| < ||x||, on a y = 0. Supposons que x;, est nul. On calcule alors

P

(¥|vi,)- D une part ce produit scalaire est nul, d’autre part, il vaut Z ;| (vi [viy)
i=1

et, puisque x;, = 0, on obtient Z |x; |(vi|vi,) = 0. Or pour tout i # ip, on a

iio

|x; | (vi|vi,) < 0, donc pour tout i # ig, on a |x;|(v;|v;,) = 0. Puisque (v;|v;,) < 0

lorsque i # i, on a, pour tout i # ig, x; = 0. D&s que 1’un des x; est nul, ils sont

tous nuls.

3) Montrons que la famille (v, - .., v, ) est libre. Soit (x,...,x,_1) € RP~! telle
p—1 p =il
que invi = 0. On a alors x = invi +0v, = 0. D’apres la question
i=1 i=1
précédente, tous les coefficients x; pouri = 1,..., p — 1 sont nuls et la famille
Vi, ...,V,—1 estlibre. Par permutation, toute famille de p — 1 vecteurs est libre.
On en déduit que p — 1 < n, c’est-a-dire p < n+ 1.

4) On prend trois vecteurs unitaires faisant deux a deux un angle de 27 /3.

5) On construit cette famille par récurrence. Supposons avoir une famille de vecteurs
(wy,...,w,) € R"~! vérifiant les conditions de 1’énoncé. On considere alors les
vecteurs vy, . .., v, dontles n— 1 premieres coordonnées sont les coordonnées res-
pectivement des vecteurs wy, . . ., w, et la derniere coordonnées est —A ot A > 0.
On considere v, = (0,...,0,1) (cela revient a partir d’'une famille de I’hyper-
plan d’équation x, = 0 et a « descendre » ces vecteurs sous I’hyperplan). Alors
pour i € [1,n]], on a (v;|u,+1) = —A < 0. Sii et j sont deux entiers distincts
de [1,n]], on a (v;|v;) = (w;|w;) + A%. En choisissant A de sorte que tous ces
produits scalaires soient strictement négatifs, on obtient la famille souhaitée (cela
revient a ne pas trop les descendre pour que les produits scalaires restent négatifs).
Pour cela on considere m = sup(w;|w;). Ce réel est strictement négatif. On peut
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i#]
alors choisir A = \/—m/2, ce qui donnera, pour i # j (toujours dans [[1,n]),

2 2 2
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b Espaces euclidiens

7.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION

Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels considérés sont des espaces euclidiens.

7.1.1 Adjoint d'un endomorphisme &P

@ (e qu'il faut savoir

e Soit u € L(E). Il existe un unique endomorphisme de E noté u™ et appelé
adjoint de u tel que, pour tout (x,y) € E x E, (u*(x)|y) = (x|u(y)).

e L’application u — u* est un endomorphisme de GL(E). Pour tout (1, v) € L(E)?,
onau™ =uet@wv) =v'u®.

e Si B est une base orthonormale de E et A la matrice de u dans B, alors la
matrice de ™ dans B est 1a matrice ‘A,

5
e Soitu € L(E).Onalmu’ =Ker w)let Ker 1= (Imu)™*.
ﬁﬂ (% o .

CCP PSI 2007 X
Soit E = R,[X] muni du produit scalaire (P| Q) = / P()Q(t)dt. Soit
0

u I’endomorphisme de E défini par u(P) = P’. Déterminer u*(P) lorsque
P =aX*+bX +c.

Soit u*(P) = aX? + BX + y. Par définition, pour tout Q@ € R,[X], on a
w*(P)|Q) = (Plu(Q)) = (P|Q’). Plutdt que d’écrire cette relation pour tout
0 € R,[X], il suffit de I’écrire pour une base de R,[X]. Ainsi u*(P) est déterminé
par (u*(P)|1) = 0, (u*(P)|X) = (P|1) et (u*(P)|X*) = (P|2X). Sachant que

lk 1
/Otdt:k+1

si k € N, on obtient le systéme linéaire suivant :

%a + %,8 + vy =0

1 1 1 a b
ZCV + gﬁ + E'y = §+§+C
1 1 1 a 2b
§a + 4_1'8 + 57 = §+?+c

Apres résolution, on obtient &« = 30(a+b), B = —26a—24b+12c ety = 3a+2b—6c.
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Exercice 7.2

CCP MP 2006

Soit u € L(E) tel que pour tout x € E, (u(x)|x) = 0. Montrer que u™ = —u,
puis que Keru = (Imu)*.

e Pour montrer que u* = —u, on va montrer que pour tout (x,y) € EZ2, on
a (x|lu*(y)) = (x| — u(y)). Pour cela développons (u(x + y)|x + y). On a

0 = (u() +uy)|x +y) = @)]x) + @x)|y) + @(y)|x) + (u(y)|y). Pour tout
(x,y) € E% ona

(u@)[y) + @(y)|x) =0, c’est-a-dire (x|u”(y)) = —(u(y)|x) = (x| — u(y)).
Ainsi u* = —u.

e OnaKeru = (Im u*)l = Im(—u)L etImu = Im(—u). Finalement Keru = (Im u)L.

e Pour montrer qu’un vecteur x est nul, on peut montrer que pour tout y € E,
(x]y)=0.

o Pour montrer que deux endomerphismes 1 et v_sont égaux, on peut montrer que
pour tout (x,y) € E%, {x)]y) = (v(x)|y). Cetie méthode est fréquemment
utilisée lorsqu’on utilise | adjoint:

e Soient A et B deux matrices de M,,(R), si pour tout X et tout ¥ dans M,, ;(R)
ona'XAY ='XBY,alors A = B.

7.1.2 Endomorphismes orthogonaux et matrices orthogonales

Soit E un espace euclidien de dimension 7.

e Un endomorphisme u € L(E) est orthogonal lorsqu’il vérifie I’une des pro-
priétés équivalentes suivantes :

(i) il conserve le produit scalaire : pour tout (x,y) € EZ, (u(x)|u(y)) = (x|y).
(i) il conserve la norme : pour tout x € E, |[u(x)|| = [|x]|.

(ii1) il transforme une (ou toute) base orthonormale en une base orthonormale.
(v) @P on auu* = u*u = 1dg.

e Un endomorphisme orthogonal est également appelé isométrie de E. L’en-
semble des endomorphismes orthogonaux est not¢ O(E). Muni de la loi de
composition, il a une structure de groupe. On I’appelle groupe orthogonal
de E. Si u est orthogonal, alors detu = =+1 (la réciproque est fausse). On
appelle groupe spécial orthogonal le sous-groupe de O(E) constitué des endo-
morphismes de déterminant 1. Il est noté SO(E) ou O*(E).
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e Une matrice M € M,(R) est orthogonale lorsque 1’endomorphisme de R"
canoniquement associé est orthogonal. Cela est équivalent a ’'une des proposi-
tions suivantes :

() les colonnes de M forment une base orthonormale de R" ;

(ii) la matrice vérifie la relation' MM = M'M = I,.

L’ensemble des matrices orthogonales de R" est noté O(n). C’est un groupe
multiplicatif, appelé groupe orthogonal.

¢ Caractérisation matricielle des endomorphismes orthogonaux : I’endomor-
phisme u € L(E) est orthogonal si et seulement si sa matrice dans une base
orthonormale quelconque de E est orthogonale.

e Changement de bases orthonormales : si B et B’ sont deux bases orthonor-
males de E, alors la matrice de passage de la base 3 a la base B’ est une matrice
orthogonale.

¢ Endomorphismes orthogonaux particuliers :
o Soit F un sous-espace vectoriel de E. On appelle :

* symétrie orthogonale par rapport a F, la symétrie par rapport a F dans
la direction F*.

* réflexion toute symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan (son
déterminant vaut alors —1).

o Lorsque dim E = 2,:une rotation de E est un endomorphisme ortho-
gonal de déterminant 1 Sa matrice: dans toute base orthonormale s’écrit

cosf —sind .
(sin 0 cos 0> ou 6 €R.

o Lorsque dim £ = 3, une rotation de E est un endomorphisme orthogonal u
de déterminant 1. Dans une base orthonormale dont le premier vecteur est
1 0 0
dans Ker(z — Idg), sa matrice s’écrit | 0 cosf —sinf | oud € R.
0 sind cos 0

Centrale PC 2006
2

a ab—c ac+b
Soient (a,b,c) e R*et A= | ab+c¢ b* cb—a
ac—b bc+a c?

1) Déterminer une condition sur (a, b, ¢) pour que A soit une matrice orthogonale
de M;(R).

2) Dans ce cas, caractériser u, I’endomorphisme canoniquement associé a A.
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On peut s’aider d’un logiciel de calcul formel pour effectuer les calculs.

1) On écrit les conditions pour que les colonnes de A forment une famille orthonor-
male. Pour que les produits scalaires soient nuls, on obtient la condition suivante :

ab(@®+b*+c* — 1) =ac@® +b*+c* — 1) =bc(@* +b*+c* — 1) =0,

et pour que les vecteurs soient unitaires, les conditions az(az+bz+c2)+bz+c2 =1,
@’ +b* (@ +b*+c*)+c? = Leta®+b*+c*(@*+b*+¢%) = 1. Si’un des coefficients,
par exemple a, est nul, il reste bc(b2 +c? — 1) =0, puis P+t =1=a*+b*+c?
(premiére norme). Les derniéres conditions donnent de nouveau a” + b* + ¢> = 1.
Si aucun des coefficients n’est nul, la condition a® + b + ¢> = 1 est nécessaire
et suffisante. Dans tous les cas, A est une matrice orthogonale si et seulement si
a?+b*+c*=1.

2) On vérifie que det A = (@® + b* + ¢?)?, donc det A = 1 et A est la matrice d’une
rotation. On atr A = a>+b>+¢* = 1. L’angle de la rotation vérifie 1 +2cos 6 = 1
donc # = 7/2 mod 7. Un calcul simple donne Ker(u — Idg) = Vect((a, b, ¢)),
et donc u est une rotation d’angle 7 /2 et d’axe Vect((a, b, ¢)).

Remarque
On peut retrouver la transformation d’une autre maniere. On se place dans

la base canonique de R?. Appelons v le vecteur (a,b,c). On décompose
2

a® ab ac T c. b
A= |ab b* cb |+ ¢ 0 —a|.Lapremiere matrice est égale au pro-
ac bc ¢ b a O

duit vv. La seconde matrice est la matrice de I’application w — v A w. Soit w un
vecteur de coordonnées (x, y, 7). Alors Aw = vvw+vAw = (v|w)v+vAw. Consi-
dérons une base orthonormale directe (v, vy, v2) de R?. Onaalors u(v) = (vjv)v = v,
le vecteur v est invariant, ainsi que u(vy) = 0+vAv; = vy etu(vy) = vAvy = —v;.
On retrouve la rotation d’angle +7 /2 d’axe dirigé par v.

Soient e un vecteur unitaire de E = R? et p la rotation vectorielle d’axe dirigé
par e et d’angle 6. Montrer que :

VYV € E, p(V) = (cosO)V +(sinfe AV + (1 —cosb)(e| V)e.

Considérons I’application ¢ : V +— (cos §)V + (sinf)e A V + (1 — cos )(e | V)e. On
veut montrer que p = ¢.

e Premiere méthode : il suffit de le vérifier sur une base de E, de préférence une base
adaptée dans laquelle les calculs sont faciles, c’est-a-dire une base orthonormale
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dont le premier vecteur est e. On note cette base (e, e;, e3). Alors, on a :

p(e) = (cosB)e+(sinf)e Ae+(1—cosb)(e|e)e
= (cos@)e+ (1 —cosf)e =e = p(e)
ole;) = (cosBe; +(sinf)e A ey +0 = (cosb)e; + (sinf)e; = pler)
o(es) = (cosB)er + (sinf)e A ey +0 = (cos e + (sinB)(—e;) = p(er).

Comme p et ¢ coincident sur une base, elles sont donc égales.
o Deuxieme méthode : on note D = Vect(e) et P le plan orthogonala D. Soit V € E.
On écrit V = (e[V)e+ (V — (e|V)e). Onnote w = V — (e|V)e la composante sur
— ——

sur D sur P
P. On remarque que e A w = e A V — 0. Ce vecteur est orthogonal a e et a w.

Comme e et w sont orthogonaux, il est de méme norme que w (e est unitaire).
La base (e, w,e A w) est directe et p(V) = (e|V)e + (cos§ w +sinf e A w). En
remplacant e A w par e A V, on obtient :

p(V) = (e|V)e+cosO(V —(e|]V)e)+sinfe AV
= (cos@)V +(sinf)e AV + (1 — cos O)(e|V)e.
Remarque

Comme on I’a vu dans les deux exercices précédents, il est souvent plus simple de
faire un raisonnement géométrique.

CCP PC,PSI 2007

Soit A = (a; ;)1<i,j<» une matrice orthogonale. Démontrer que :

E al-%j:n , Z ajl<n et n< Z ]ai,j\én\/ﬁ.

I<i,j<n I<i,j<sn I<i,j<n
Indication de la rédaction : pour la seconde majoration, on exprimera la somme
comme un produit scalaire faisant intervenir les colonnes de A et un vecteur fixe.

1) La matrice A est orthogonale. Chaque colonne de cette matrice est donc de norme
n n n
£ N - 2 2 — —
égale a 1. Ainsi E a; ;= g ( E ai’j) = g I =n.
1<i,j<n j=1 \i=1 j=1

2) Notons Cy,...,C, les colonnes de A, et U le vecteur de R" dont toutes les
coordonnées valent 1. On munit R" de son produit scalaire usuel. On a, pour

n n
tout j € [1,nl, (C;|U) = Y aij. Ainsi, ona Y a; = O_CjlU).
j=1

i=1 1<i,j<n

n
Soit V = Z C;. Linégalité de Cauchy-Schwarz donne |(V|U)| < |V ||| U]|.
j=1
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n n
Or |U|| = vnet|V]?* = Z CilI> = Z |C;||* par le théoréme de Pythagore
j=1 j=1
(les colonnes sont deux 2 deux orthogonales). Ainsi ||V |* = n. On obtient bien
la majoration

| Z a,-7j|2<n2, d’ou | Z a; ;| < n.

1<i,j<n 1<i,j<n

3) Puisque |a; ;| < 1,0nala; ;| > ai ; et la somme est supérieure a celle de la pre-
miere question. La seconde inégalité se montre a 1’aide de 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz. On a

2

Z Lla; || < Z 12 Z la; ;| | =n*n=n’.

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

On en déduit la formule en prenant la racine carrée.

CCP PSI 2006

Soient E un espace euclidien et v & L(E). Soient B = (ey,...,e,) et
B = (e},...,e,) deux bascs orthonormales'de £ On note A et B les matrices
de u respectivement dans les bases B et 3.

1) Montrer que tr'AA) = tr(BB).

2) En déduire que Z (u(e;)le j)z ne dépend que de u mais pas de la base
1<i,j<n
orthonormale (ey, ..., ey,).

1) Soit P la matrice de passage de la base B a la base B’. Cette matrice est ortho-
gonale car les deux bases sont orthogonales. On a B = 'PAP, ce qui donne
‘BB = ('P'AP)(PAP) = 'P(AA)P car P'P = I,. En passant 2 la trace, on
obtient tr(BB) = tr((P(AA)P) = tr("AA)P'P) = tr('AA).

2) Soit A = (a;j) la matrice de u dans la base B. Le coefficient a;; est égal a
(u(e;)le;). On en déduit alors :

2 2
Y7 weple =Y a} =uCAA).
I<i,j<n I<i,j<n

La somme est donc indépendante du choix de la base orthonormale d’apres la
question précédente.
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7.1.3 Endomorphismes symétriques et réduction

e Soit u € L(E). On dit que u est symétrique lorsque, pour tout (x,y) € E2, on
a (u(x)|y) = (x|u(y)). On note S(E) I’ensemble des endomorphismes symé-
triques de E. Il constitue un sous-espace vectoriel de L(E).

e @ un endomorphisme u € L(E) est symétrique si et seulement si u* = u.
On dit également que u est autoadjoint.

e Théoreme fondamental : si u est un endomorphisme symétrique de E, alors
u est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont orthogonaux (on dit que u
est diagonalisable dans un base orthonormale). Ce théoréme est parfois appelé
théoreme spectral.

e Théoréeme fondamental version matricielle : si A € S,(R), alors il existe une
matrice orthogonale P € GL,(R) telle que la matrice P"'AP = 'PAP est
diagonale.

¢ Caractérisation des projecteurs orthogonaux : un endomorphisme p € L(E)
est un projecteur orthogonal si et seulement si p est symétrique et vérifie
pop=rp.

e Soit u € S(E). On note Ay, ..., A, ses valeurs propres et e, ..., e, une base
n

orthonormale de vecteurs propres associ€s. Si x = g x;e;,alorsona:
; i=1

(x|u(x)) = Z Aix?.

i=1

CCP PSI 2006
Soit A = (@ j)i<i,j<n une matrice symétrique réelle de valeurs propres

Al, ..., A, Prouver que :
2 2
> A= DA

1<i,j<n 1<k<n

On utilise, comme souvent, la relation Z ai27 i = trAA) = tr(A%) (car A est
1<i,j<n

symétrique). La matrice A est symétrique et réelle, elle est donc diagonalisable dans

une base orthonormale. Il existe une matrice orthogonale P telle que P"'AP = D

ou D = diag(A,...,A,). Onaalors A = PDP 'et A>=PD?>P~'.En passant a

la trace, on obtient :

wr(A®) = e(PD*P~") =w(D*P~'P) =t(D?), dob > al;= > A
1<i,j<n 1<k<n
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@D Soit E un espace euclidien et u € L(E)

1) Montrer que v = u™ o u est autoadjoint.

2) Comparer Ker u et Ker v.

3) Quel est le signe de (u* o u(x)|x) pour tout x € E?

4) A quelle condition I’application ¢ : (x,y) — ((u* o u)(x) | ) est-elle un
produit scalaire sur E ?

1)Onav' = (u*ou)" =u"ou™™ = u* ou = v. Uendomorphisme v est donc
autoadjoint.

2) Soitx € E. Siu(x) = 0, alors on aimmédiatement v(x) = u*(u(x)) = u*(0) = 0.
Ainsi Keru C Kerv. Soit x € Kerv, c’est-a-dire tel que (u™ o u)(x) = 0. On
considere le produit scalaire ((u* o u)(x)[x) = 0 = (u(x)|u(x)) = ||u(x)|*. On a
donc u(x) = 0 et x € Keru. Finalement Ker u = Ker v.

3) D’aprés la question précédente, (u* o u(x)|x) = ||u(x)||* est positif ou nul pour
toutx € E.

4) L’application est linéaire a droite par bilinéarité du produit scalaire. Elle est
linéaire a gauche par bilinéarité du produit-scalaire et linéarité de v. Soit
(x,y) € E>.Onao(x,y) &y ou(x)ly) = ul)lu(y) = @()|ux)) = ¢(y, x).
L’application ¢ est donc bilinéaire et symétrique. Pour tout x € E, on a
o(x,x) = 0 d’apres la question précédente. De plus, ¢(x,x) = O lorsque
u(x) = 0. L’application ¢ est donc un produit scalaire si et seulement si u est
injective (et donc bijective).

Mines-Ponts PC 2006

1
Soit E = C*([0,1],R) muni du produit scalaire (f|g) = / f()g)dr.

0
Soit u € E tel que u(0) = u(1) = 0. On définit I’application T sur E par
T(f)=u'f"+uf”. Montrer que T est un endomorphisme symétrique de E.

Montrons que pour tout (f, g) € E,ona (T(f)|g) = (f|T(g)). En effet :
1 1
a@le = [ 100 = [ worouo s oo
1 1
= /0 (wf"Y gty dt = [u() f'(1)g(0)], — /0 u(t) f'(0g' (1) di

1
= - /O u(t) f'()g' (1) dt.



% Chap. 7. Espaces euclidiens

Sous cette écriture, symétrique par rapport aux fonctions f et g, il est immédiat que

(T(NHg) =T @If) = (fIT(g).

L’endomorphisme 7 est donc symétrique.

Exercice 7.10

D’aprés CCP PSI 2006
Soit J, la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients valent 1.

1) Montrer I’existence d’une matrice orthogonale P, telle J, = P, D, Pn_1 ou
D,, est la matrice diagonale diag(0, ..., 0, n).

2) Trouver P, et P;. Déterminer P,.

1) La matrice J, est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable et il existe une
matrice orthogonale P, telle que Pn_1 J. P, est diagonale. La matrice J, est de rang
1 donc O est valeur propre et I’espace propre associé est I’hyperplan H d’équation
X1 + -+ x, = 0. On peut trouver la derniere valeur propre de deux fagons. En
utilisant tr(J,) = n, somme des valeurs propres comptées avec leur multiplicité, la
derniere valeur propre est n. En utilisant le fait que les sous-espaces propres sont
orthogonaux, le second espace propre est donc D = Vect(e) ou e = (1,...,1).
Puisque J,e = n e la valeurpropre manquante est . En prenant pour P, la matrice
de passage de la base canonique vers la base formée d’une base orthonormale de
H et d’une base orthonormale de D, la matrice D,, est celle de I’énoncé.

2) En utilisant I’exercice 6.16, page 180, on détermine P,. Pour k € [[1,n — 1], la
colonne k est le vecteur

1

——u; ou w='1,...,1,—k,0,...,0).
Vkk+1) Hk,—/ \_k_/l
. o L,
La derniere colonne est constituée du vecteur —'(1, ..., 1).

vn

Exercice 7.11

CCP PSI 2006
Soit A € S,(R) vérifiant A®> + A> + A = 0. Montrer que A = 0.

La matrice A est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable et ses valeurs propres
sont réelles. Le polyndme P = X> + X2 + X est un polynéme annulateur de A, donc
les valeurs propres de A sont des racines de ce polynéme. Or P = X(X> + X + 1)
n’admet que 0 comme racine réelle. La matrice A est diagonalisable et admet O pour
unique valeur propre. Elle est semblable a la matrice nulle, elle est donc nulle.
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Exercice 7.12
CCP PSI 2007

1
Soit E = R,[X] muni du produit scalaire (P | Q) = / P(®)QO(t)dt.
1

1) Montrer que I’endomorphisme ¢ défini sur E par ¢(P) = (1—X*)P"—2X P’
est symétrique.

2) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ? Quelles sont ses valeurs propres ?

N

1) On se retrouve dans une situation semblable a celle de 1’exercice 7.9. On a
©(P) = ((1 — X*)P')’ et une intégration par parties conduit 2 :

1 1
(@(P)|Q) = [(1 = P +2 / tP'(1)Q'(1)dt =2 / ltP’(t)Q’(t)dt-
-1

Il est alors immédiat que ¢ est un endomorphisme symétrique.

2) L’endomorphisme ¢ est un endomorphisme symétrique d’un espace vectoriel réel,
il est donc diagonalisable. On a ¢(1) = 0, ¢(X) = —2X, et si k € [[2, n]], alors

(X5 = (1 = X>)(k(k — DX*2) — 2k XK = —(k* + k) X* + k(k — X2,

La matrice de ¢ dans la base canonique est triangulaire supérieure. On trouve les
valeurs propres sur la diagenale. et donc.Sp(¢) = { —k(k + 1) | k € [0,n]}.

Remarque

L’endomorphisme ¢ est symétrique et sa matrice dans la base canonique n’est pas
symétrique parce que la base canonique n’est pas orthonormale pour le produit
scalaire utilisé.

7.1.4 Compléments : endomorphismes et matrices symétriques
positifs

Les définitions et résultats qui suivent ne sont pas explicitement au programme.
Cependant, beaucoup d’exercices de concours les utilisent. Il est donc recommandé
de les connaitre.

Soient # un endomorphisme symétrique de L£(E) et A une matrice symétrique de

M, (R).

¢ On dit que u est symétrique positif lorsque, pour tout x € E, ona (u(x)|x) > 0.
On dit que u est symétrique défini positif lorsque, pour tout x € E \ {0}, on a
(u(x)|x) > 0.
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e On dit que A est symétrique positive lorsque, pour tout X € M, ;(R), on
a’XAX > 0. On dit que A est symétrique définie positive lorsque, pour tout
X € M, 1(R)nonnul,ona’XAX > 0.On note S; (R) I'’ensemble des matrices
symétriques positives et S;"(R) I’ensemble des matrices symétriques définies
positives.

Exercice 7.13

Soit # un endomorphisme symétrique de E.

1) Montrer que u est symétrique positif si et seulement si ses valeurs propres
sont positives.

2) Montrer que u est symétrique défini positif si et seulement si ses valeurs
propres sont strictement positives.

1) Soient u un endomorphisme symétrique positif, A € Spu et x un vecteur propre
associé. On a alors (u(x)[x) = (Ax|x) = Ax||> et puisque (u(x)|x) > 0 et
que H)c||2 > 0, on en déduit que A > 0. Supposons maintenant que toutes les
valeurs propres sont positives. On les note Ay, . . ., A, et on considere (eq, . .., ey)

n

une base orthonormale de veeteurs propres associés. Si x = g x;e;, alors

] .
= i=1

n n
ulx) = Z Aixie; et (u(x)|x) = Z )t,-x,-z. Cette somme de termes positifs est
i=1 i=1
donc positive et u est symétrique positif.
2) De méme, lorsque u est symétrique défini positif, si A € Spu, on obtient A > 0. Si
les valeurs propres sont strictement positives, le calcul précédent (avec les mémes
n

notations) donne de nouveau, (u(x)|x) = Z Aixl-z. Cette quantité est positive et

i=1
ne peut étre nulle que si chacun des x; est nul (car A; > 0).

Exercice 7.14

1) Montrer I’équivalence entre
(7) la matrice A est symétrique, réelle et positive ;
(ii) il existe P € M, (R) telle que A = 'PP.

2) Montrer I’équivalence entre
(i) la matrice A est symétrique, réelle et définie positive ;
(ii) il existe P € GL,(R) telle que A =P P.
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1) Soit A symétrique, réelle et positive. Il existe Q orthogonale telle que A = ‘QDQ

Al 0)
ol D est une matrice diagonale D = avec A; = 0 pour tout
0) An
Vi 0
i € [1,n] (voir exercice précédent). Soit C = .On a

(0) VA
D =C?>='CCetA ='QCCQ = '"PP avec P = CQ. Réciproquement,
si A s’écrit ‘P P pour une certaine matrice M € M, (R), alors A € M, (R) et
‘A ='PP = A.Lamatrice A est donc symétrique réelle. De plus, si X est un vec-
teur colonne de M,, ;(R), on a’XAX = (PX)PX = ||PX|* (la norme désigne
la norme euclidienne usuelle sur R" ou M, ;(R)). Pour tout X € M, ;(R),
'XAX > 0 et A est symétrique réelle positive.

2) On peut reprendre le méme raisonnement en tenant compte du caractere défini.
La matrice C est alors inversible et P = CQ également. Dans la réciproque,
la quantité ‘’XAX = ||PX|* est positive et ne peut étre nulle que si PX = 0,
c’est-a-dire seulement pour X = 0 (car P est inversible).

Exercice 7.15

CCP MP 2007

Soit A € M, (R), symétrique définie positive. Montrer qu’il existe n vecteurs
Vi,...,v, de R" tels que A = ((v; | Uj))lgi,jgn-

Soit (vq,...,v,) une famille de vecteurs de R" et C la matrice de M, (R) dont les
colonnes sont les vecteurs vy, ..., v,. La matrice ‘CC est la matrice dont le terme
en position (i, j) est le réel (v;|v;). Lexistence de la famille (v, ..., v,) telle que
A = ((vi |vj))i<i,j<n équivaut a ’existence d’une matrice C € M, (R) telle que
A ='CC. Cette matrice existe d’apres I’exercice précédent.

Exercice 7.16

Racine carrée
Soit v un endomorphisme symétrique, défini positif d’un espace euclidien E.

1) Montrer qu’il existe un endomorphisme symétrique, défini positif w de E tel
2
que w” = v.

2) s Montrer que cet endomorphisme w est unique.

1) Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de v (toutes positives ou nulles) associées a
la base orthonormale de vecteurs propres B = (ey,...,e,). Pour touti € [1,n],
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on a v(e;) = A;e;. Définissons I’endomorphisme w par w(e;) = \/)\_iei pour tout
i € [1,n]. La matrice de w dans la base orthonormale B est diagonale donc
symétrique. Ainsi w est un endomorphisme symétrique de E. De plus, les valeurs
propres de w sont positives ou nulles donc w est symétrique réel positif. Enfin
pour tout i € [[1,n]], on a wi(e;) = (\/)Ti)zei = Ae; = v(e;). Les endomor-
phismes w? et v coincident sur une base de E, ils sont donc égaux. On a prouvé

I’existence d’un endomorphisme symétrique, défini positif w de E tel que w? = v.

2) Soit w symétrique défini positif tel que w? = u. Notons Spu = {A;,...,A,}
et Eq,...,E, les espaces propres de u associés respectivement a Aq,...,Ap.
Puisque w? = u, les endomorphismes u et w commutent (w o u = w> = u o w).

Les sous-espaces propres E; sont donc stables par w. Soiti € [[1, p]l. Considérons
I’endomorphisme induit w; = wg,. Cet endomorphisme est un endomorphisme
symétrique défini positif de E; (on a (w;(x)|y) = (x|w;(y)) pour (x,y) € E?
et (w;(x)[x) > O pour tout x € E; \ {0} car ces relations sont vraies sur E).
L’endomorphisme w; est donc diagonalisable sur E; a valeurs propres strictement
positives. De plus wl2 = A; Idg,. Si A est une valeur propre de w; et x un vecteur
propre associé, alors w;(x) = Ax et wl-z(x) = A%x = A;x. Cela donne A = A,
avec A > 0, et par conséquent A = \/)Tl . La seule valeur propre de w; est \/)\—,

donc w; = 1/ A; Idg,. Uendomorphisme w est entierement déterminé sur chaque
sous-espace E; et les sous-espaces E, ..., £, sont supplémentaires. L’ endomor-

phisme w est donc détermin¢ de facon unique.

7.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 7.17

CCP PSI 2006 @D

Soient E un espace euclidienetu € L(E)tel que u* ou =uou™.

1) Montrer que pour tout x € E, ||u(x)|| = ||u*(x)|. En déduire que
Keru = Keru™.

2) Montrer que u et u* ont les mémes valeurs propres, avec les mémes espaces
propres.

3) Soient A et u deux valeurs propres distinctes de u. Montrer que les espaces
propres associés sont orthogonaux.

1) Pour tout x € E, on a ||u(x)||* = u(x)|u(x)) = (u* o u(x)|x) = (u o u*(x)|x)
donc [lu(x)||* = (u*(x)|u*(x)) = ||u*(x)|*. Cela donne u(x) = 0 si et seulement
si u™(x) = 0 et donc I’égalité des deux noyaux.

2) Siuetu™ commutent, il en est de méme pour u—AIdg et (u—AIdg)” = u*—Aldg,
pour A € R. Ainsi Ker(u — AIdg) = Ker(u™ — A1dg). Les espaces propres sont
donc égaux, et par conséquent les valeurs propres sont égales.
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3) Soient x et y des vecteurs propres de u associés respectivement aux valeurs
propres A et w. D’apres la question précédente, ce sont des vecteurs propres asso-
ciés aux mémes valeurs propres pour #*. On a alors (#(x)|y) = (x|u*(y)) c’est-a-
dire A(x]y) = u(x|y). Puisque A # u, on a (x|y) = 0. Les espaces propres sont
donc orthogonaux.

Exercice 7.18

CCP PC 2006
Soit f I’endomorphisme de R? défini par

—3x+y+z\/6 x—3y+z\/8 x\/6+y\/6+2z>

f(x,yjz)=< 1 4 4

1) Déterminer Ker(f — Idg) et det( f).

2) Prouver que f est un endomorphisme orthogonal et donner ses caractéris-
tiques géométriques. L’ endomorphisme f est-il diagonalisable ?

On note A la matrice de f dans.la base canonique (orthonormale pour le produit

sal [WHD
. 1
scalaireusuel). Ona A = — [~ 1° 23 /6!,
V6 V6 2

1) Le vecteur u = (x,y, z) est dans Ker(f — Idg) si et seulement si f(u) = u. On
obtient le systeme

-3x + y + V6 = 4x
x — 3y + zv6 = 4y
W6 + y\/g + 2z = 4z

dont les solutions sont les vecteurs de la droite vectorielle dirigée par (1,1, V6).
On vérifie également que det A = 1.

2) On peut vérifier que ‘A.A = I3, ou simplement vérifier que les colonnes de
A forment une famille orthonormale. C’est le cas puisque les produits scalaires
entre 2 colonnes quelconques sont nuls et puisque (32 + 1% + (V6)%) /16 = let
((\/6)2 + (\/6)2 +2% /16 = 1. La matrice A est a la fois orthogonale et symétrique
réelle. Elle est donc diagonalisable dans une base orthonormale et ses valeurs
propres sont dans {—1, 1}. C’est donc la matrice d’une symétrie orthogonale par
rapport a Ker(f — Idg) = Vect((1, 1, \/6)) (ou une rotation d’angle 7 autour de
cet axe).
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Exercice 7.19

extrait de Centrale PC 2005
Soient B = (i, j, k) une base orthonormale directe de E, u la rotation d’axe
U =i+ jetdangle g et v la rotation d’axe V = j + k et d’angle g Donner

les matrices de u et v dans B.

On cherche une base orthonormale dont le premier vecteur est colinéaire a i + j.

4
Labase( Y

VAR

une base directe afin de ne pas changer le signe de I’angle). La matrice A’ de u
dans cette nouvelle base et la matrice de passage P, orthogonale, sont respective-

1 0 0 1

,k) est orthonormale et directe (on fera attention a prendre

1
— — 0
o L _L1 V2 V2
ment A’ = V2o V2 epP = |1 1 1 TLamatrice A de u
o L1 Vi vV
V2 V2 0 0 1
1 1 1 1 1
2 2\/5 2 \/_ 2
1 1 1 1
dans la base B vaut PA""P. Un caleul donne A = | - - — -+ — ——
2 22 2 2\/_ 2
1 1 1
2 2 V2
Une autre méthode consiste a utiliser I’exercice 7.4, page 195 qui donne directement
I’image d’un vecteur. On utilise le vecteur e de coordonnées (— ,0). L’image
1 1 1 \/_ \/_
du vecteur w est alors u(w) = —w + —e A w + (1 — —=)(e|w)e. On a
VR Vol

u(i) = \/_l+ (z+])/\z+; <1 \}§>(i+j) = <% + 21%>l+<% — ﬁ)]’—%k.

On obtient de méme

11 11 1 111
u(')z(———>i+<—+—> b=k et u(k)=~i—~j+—k.
J 2 2 275 h )7 T2 22T

On retrouve la matrice obtenue précédemment.

1 1 1
V2 2 2
Un calcul semblable donne B = 1 1 + L 1 L comme matrice
22 22 2 2V2
1 1 1 1 1
2 2 e 2 s

de v dans la base B.
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L’exercice suivant est a traiter apres avoir étudié les espaces vectoriels normés

Exercice 7.20

CCP PC 2005
12 1/4 1/4
Soit M la matrice donnéepar M = | 1/4 1/3 5/12
1/4 5/12 1/3

1) Démontrer que la suite de matrices (M") converge et calculer sa limite N.
2) Caractériser géométriquement N.

Uo
3) Soit (X,,) la suite de vecteurs colonnes de R? définie par Xo = | vg | et
Wo
X,+1 = MX,. Montrer que la suite (X,,) converge et expliciter sa limite en
fonction de ug, vg et wy.

1) La matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonor-
male. En calculant le polynéme caractéristique de M, ou a I’aide d’un logiciel
1
7~
E] = Vect((l, 1, 1)), E1/4 = Vect((—2, ], ])) et E71/12 = Vect((O, —1, 1)) On
peut normaliser les vecteuts précédents afin d’avoir une matrice de changement

1
de calcul formel, on obtient Sp M = {1, E} ainsi que les espaces propres

1 2 0
voye
de bases orthogonale P = | — —= ——=|.Onaalors’PMP = D
g vove 2
Vi V6 V2
1 1
ou D est la matrice diagonale de diagonale 1, T Pour tout n € N, on
1 00
aM" = P(D"YP. Comme lim D" = |0 0O 0| = C et I’application
n—+oo O 0 0
A — PA'P est continue sur M3(R) (application linéaire sur un espace de dimen-
1 1 1
sion finie), la suite (M") converge et a pour limite PC'P = - [ 1 1 1
1 1 1

2) Lamatrice N est symétrique et est semblable a la matrice C. C’est donc la matrice
de la projection orthogonale sur E.

+ v +
3) Pourtoutn € Nyona X, = M"Xgetdonc lim X, = NX,= Yo7 %o+ o

n—+00 3
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Exercice 7.21

Mines-Ponts PSI 2006

Soient # un vecteur colonne unitaire de R” et A = I,, — 2u'u. Montrer que A est
orthogonale et déterminer la nature de I’endomorphisme canoniquement associé
aA.

La matrice A est symétrique car ‘A = I, — 2(u'u) = A. On a donc '"AA = A?. Par
ailleurs, on a :
A% = (I, — 2u'u)?* = I, — 4u'u + du'ui'u.

Or uu = 1, si bien que uuu'u = u(uu)u = u'u. Finalement ‘AA = I,. La
matrice A est donc orthogonale, mais également symétrique. C’est donc la matrice
d’une symétrie orthogonale. Il reste a déterminer les vecteurs invariants par A. Soit
X € M, 1(R) tel que AX = X. Cela équivaut a I’équation (E) : 2uuX = 0.Siu
est le vecteur (uy, ..., u,) et S le vecteur (x1, . . ., x,,), ’équation (E) est équivalente

n
a (Z u,-xl-> u = 0. Comme le vecteur u est non nul, I’espace invariant est 1’hy-

i=1

n
perplan d’équation Z u;x; = 0. La matrice A est donc la matrice de la réflexion
i=1 f
orthogonale par rapport a I’hyperplan orthogonal au vecteur u.

Exercice 7.22

CCP PSI 2006
Soit A € M,,(R).
1) Montrer que ‘AA = 0 si et seulement si A = 0.

2) Montrer que A’AA = A implique (AA)> = "AA. Montrer la réciproque, en
simplifiant ‘BB ou B = A'’AA — A.

1) Si A = 0, alors on a directement ‘AA = 0. Supposons que ‘AA = 0. Considérons
un vecteur X quelconque dans M,, 1(R). Afin de faire apparaitre une norme, on
calcule ‘X'’AAX = (AX)(AX) = |AX||> = 0. Ainsi, pour tout vecteur colonne
X,ona AX = 0 et la matrice A est donc nulle.

2) Pour le sens direct, on a (AA)? = ‘A (A’AA) = 'AA. Pour la réciproque, on
calcule comme demandé ‘B B et on obtient :

‘BB = (AA'A —'A)A'AA — A) = ('AAAAAA) — 2AAAA +'AA =0,

en utilisant (AA)*> = ‘A A. La matrice C = 'BB est nulle. D’aprés la question pré-
cédente, cela implique que B est nulle. On a donc I’équivalence entre A’/AA = A
et (AA)* ="AA.
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Exercice 7.23

Mines-Ponts PC 2005

Soit A € M, (R) telle que la matrice B = A'A — A A ait toutes ses valeurs
propres positives. Montrer que B = 0.

Comme ‘B = A'A —'AA = B, la matrice B est symétrique et réelle. Elle est
donc diagonalisable dans une base orthonormale avec, d’apres I’énoncé, des valeurs
propres toutes positives. Or tr B = tr(A’A) — tr('A A) = 0 d’une part, et d’autre part
tr B est la somme des valeurs propres de B. Les valeurs propres sont donc toutes
nulles et B est semblable a la matrice nulle donc B est nulle.

Exercice 7.24

CCP PSI 2006

Soit A € S,(R) et B = A>. Montrer qu’il existe un polynéme P tel que
A = P(B).

La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable. Il existe O € O,(R) telle
que Q~'AQ soit la matrice diagonale D, de diagonale les réels A,...,A,. On a
B = A® = gD3Q 'etsi P € R[X]alors P(B) = QP(D* Q. La question
revient & chercher un polynome Prtel que 2(°) = D, c’est-a-dire tel que, pour tout
i €[l,n], P()\?) = A;. Notons gp. .. -, 1, les valeurs propres distinctes de A. On
cherche donc un polynéme PYel qué, pouttout i € [1, m], P(u) = m;. Les réels
M1, - -, My sont deux a deux distincts, donc les réels ,U,?, e ,ufn le sont également
(x — x> est une bijection de R sur R). On peut alors considérer les polyndmes
interpolateurs de Lagrange aux points u3, ..., u> . Il existe un unique polyndme P
de degré au plus m — 1 tel que, pour touti € [1,m], P(,u?) = u;. Ce polyndme
donne alors P(B) = A.

Exercice 7.25

Mines-Ponts PC 2006
1
Soit E = R,[X] muni du produit scalaire (P|Q) = / P®)Q(t)dt.
0

1
1) Montrer que I’application u définie sur E par u(P) = / (X +0)"P(t)dt
0

définit un endomorphisme symétrique de E. En déduire qu’il existe une base
orthonormale (Py, ..., P,) de E formée de vecteurs propres de u.

2) Onnote A, ..., A, les valeurs propres associées aux polyndmes (Fy, . . ., P,).
Montrer que, pour tout (x, y) € R? ona (x +y)" = Z Ak Pr(x) Pe().

k=0
3) En déduire tru.
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1 n 1
1) Pour tout P € E, u(P) = / (X +0)"P(t)dt = Z (Z) (/ t”"P(t)dt) X~
0 0

k=0
et donc u(P) € E. La linéarité est immédiate et donc u € L(E).
Montrons que u est symétrique. Soient P et Q deux polyndmes de E. En appli-
quant le théoréme de Fubini, on a :

w(P)|Q)

: ! 1l
:/o </0 (y+x)nP(x)dx> Q(y)dy:/0 /()(x+Y)nP(X)Q(y)dxdy

1 1

- / ( / (x+y)"Q(y)dy> P(x)dx = W(Q)| P) = (P[u(Q)).

0 0

L’endomorphisme u est donc symétrique. Par conséquent, il est diagonalisable
dans une base orthonormale. Ainsi il existe une famille orthonormale de vecteurs
propres Py, ..., P, pour u.

2) Tout polyndéme P € E se décompose en P = Z(Pk|P)Pk. Soit y € R. Consi-
k=0
dérons le polynéme P = (X + y)". Pour tout k € [0,n],ona:
.1
(Pe|P) = [gG +3)" P (O)dt =@ P))(y) = Ak Pi().
0l

Cela donne (X + y)" = Z/\kPk(y)Pk et, pour tout (x,y) € RR?, on obtient

k=0
n
o+ =D MPlx)P(y).
k=0
n
3) On doit calculer tru = ZAk. Le polyndme P est unitaire, on a donc
k=0

1 n
|2 =1= / Pi(t)*dt. Or, pour tout t € [0,1],0na (t +1)" = > A P(t).
0 k=0

1 n 1
En intégrant cette relation sur [0, 1], on obtient / 20)"dt = Z Ak / P (1) drt,
0 0

k=0
n

c’est-a-dire, tru =
n+1

Exercice 7.26
Centrale PC 2005

Soit E un espace euclidien de dimension n et soit # un endomorphisme symé-
trique de E de valeurs propres A} < Ay < ... < A,
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1) Trouver les vecteurs x € E tels que (x | u(x)) = A,||x]|*.

2) On suppose qu’il existe une base orthonormale B = (ey, . . ., ¢,) dans laquelle

n

la matrice de u a tous ses coefficients positifs. Montrer que, si x = g X;ie;
i=1

est un vecteur propre de u pour la valeur propre A,, il en est de méme

n

de y = Z |x;|e;. Montrer également que, pour tout i € [[1,n]], on a
i=1

0 < A < Ay

1) Puisque u est un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien, il existe
(e1, ..., ey) base orthonormale de vecteurs propres associées aux valeurs propres

n n n
Mooy An Six =) xep, alors u(x) = Y Axer et (xlu(x)) = Y A/,
On remarque notamment (cela servira par la suite), que pour tout x € E, on

n
a (x|u(x)) < Au|jx||*>. Enfin on a (x|u(x)) — A, ||x|* = Z(A,- — Au)x?. Pour
i=1
tout i € [[1,n]], on a (A; — /\,,)x,-2 < 0. La somme précédente est une somme
de termes négatifs. Elle est nulle seulement lorsque, pour tout i € [[1,n]], on a
A — )\,,)x,-2 = 0. Lorsque A; < A, cela donne x; = 0 et il ne reste plus que des
coefficients sur les vecteurs propres associés-a 'la valeur propre A,. Si x vérifie
(x|u(x)) = A||x||*, alors x € Ker(u — A, Idg). La réciproque est immédiate (et
peut se faire en méme temps que le sens direct).

2) D’apres la question précédente, le vecteur x est un vecteur propre de u pour la
valeur propre A, si et seulement si (x|u(x)) = A,[|x||*. Notons a;; les coeffi-

cients de la matrice de u dans la base . On a (x|u(x)) = Z xix;(e;|u(e;)) et
I<i,j<n
puisque la base B est orthonormale, on a (¢;|u(e;)) = a;;. Ainsi

(x]u(x)) = Z a;jXiXj.

1<i,j<n

De méme, on a (y|lu(y)) = Z a;j|x;||x;|. Or tous les coefficients a;; sont
1<i,j<n
positifs, et on a Z aij|xil|x;| > Z a;;XiX; = An||x,||*. On a également
1<i,j<n 1<i,j<n

n
ly|]> = Z |x;|*> = ||x||*. Par conséquent, on obtient (y|u(y)) > A,||y||*. Puisque
i=1
A, est la plus grande des valeurs propres, on a, pour tout z € E, (z|u(z)) < A, ||z|*
(voir au début). On a donc a la fois (y|u(y)) = A, ||y||* et (y[u(y)) < A, ||y||*. D’otr
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(y 2, et, d’apres la premiére question, cela équivaut a y vecteur

propre pour la valeur propre A,.
n

Soitx = g X;e; un vecteur propre associé a la valeur propre A;. On a de nouveau
i=1
(u(x)|x) = Aeljx||* = E a;jx;x ;. On obtient alors :

i<i,j<n
ellx P =1 Y0 agxx| < >0 x| = > aijlxllxl,
i<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

puisque les coefficients a;; sont positifs. Soit y = Z |xi|e;. On a d’une part
i=1

@) = Y aylxillxj] > [Allx[* et d autre part, (u(y)[y) < A4 ly[* On
1<i,j<n

a également || y||> = ||x|* = Z x;. On obtient alors :
i=1

Ill|x]]? < ()]y) < Au|x|]* et finalement  |Az| < A,.

Exercice 7.27

Centrale PC 2006
Soit A la matrice <;>
i+7+1

I<i,j<sn
1 . .
1) En remarquant que a; ; = / t'*/ dt, montrer que A est définie positive.

2) En déduire qu’il existe une matrice P inversible et de déterminant positif telle
que A ='PP.

1
1) Considérons le produit scalaire (f|g) = / f(t)g(t)dt sur CO([O, 1],R). On
0

définit la fonction f; sur [0, 1] par fi(t) = t'. Pour tout (i, j) € [1,n]% on a
a;.j = (fil fj). Soit X ='(xy,...,x,) € R".Ona:

XAX = Z a; jXix; = Z (f,|fj)xxj—(lefl‘zx]f]

1<i,j<n 1<i,j<n

En posant u = inf,-, on a 'XAX = (ulu) = |ju||*>. Comme la famille
i=1

(f1,..., fn) est libre, le vecteur u est non nul lorsque X # 0 et alors 'XAX > 0

si X # 0. La matrice A est donc symétrique réelle définie positive.
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2) On reprend la méthode de I’exercice 7.14, page 202. Avec C la matrice diagonale
de diagonale les racines des valeurs propres, et Q la matrice orthogonale de pas-
sage de I’exercice 7.14, on peut écrire A = (CQ)(CQ). On a detC > 0 mais
det Q peut étre égal a —1. On écrit alors A = 'Q'CCQ ='Q'C Q'QCQ ='PP

ln
avec P ='QCQ. Alors det P = detC > 0.

Exercice 7.28

Centrale PSI 2005

Soit A € M,(R). Pour X et Y deux vecteurs colonnes de R", on définit
(X,Y)s ='XAY.

1) A quelle condition (, )4 est-il un produit scalaire sur R" ?

2) On suppose que c’est le cas. Soient b la base canonique de R", ¢ une base de
R" orthonormale pour (, ), et P la matrice de passage de b a c¢. Que dire de
B ='PAP?

1) Notons ¢ : (X,Y) —< X, Y >4. Il est immédiat que ¢ est bilinéaire. Pour tout
(X,Y) e R" xR",ona < Y, X >,= 'YAX. Ce nombre est une matrice de
taille 1 identifiée a un réel. On a done ¥AX = (Y AX) = 'X'AY. Pour avoir la
symétrie de ¢, il faut et il'Sgffit que pour tout (X, ¥) € R"* x R", 'X'AY = 'XAY.
Cela équivaut 3 A = ‘A (on prend pour X et ¥ les vecteurs E; et E ; de la base
canonique de R", et ‘E;AE; = A;;). La matrice A doit étre symétrique réelle.
Enfin, il faut que pour tout X # 0, on ait < X, X >,='XAX > 0. Cela revient 2
dire que A est en plus définie et positive. En conclusion, la matrice A € M,,(R)
permet de définir le produit scalaire < X,Y >,= ‘X AY si et seulement si A est
une matrice symétrique définie positive.

2) Soient b = (Ey,...,E,)etc = (Fy,... F,)avec PE; = F; pour touti € [1,n].
Alors pouri et j entiersde [1,n],ona’E;BEi = (PE;)A(PE;) = 'F;AF;, = 6, ;
car la base ¢ est orthonormale pour le produit scalaire <, > 4. Finalement B = I,,.

Exercice 7.29

TPE PSI 2006, Polytechnique PC 2007
Soit A € §,(R) définie et positive.

trA\"
1) Montrer quedet A < | — | .
n

2) Montrer que pour touti € [1,n]], onaa;; > 0.
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1
VvV Qii '

En étudiant

3) Soit D la matrice diagonale de coefficients diagonaux d;; =

B = DAD, montrer que det A < H aij.

1) La matrice A est symétrique réelle définie positive, elle est donc diagonalisable
et toutes ses valeurs propres sont strictement positives. Soient A, ..., A, les
n

valeurs propres de A. On a detA = H/\k ettrA = Z)‘k' Montrer que

tr A 1 — "1
(det A)l/” < —, revient a montrer que — Z InA, < 1n <Z —/\k> (toutes les
n n n

k=1 k=1
n

. .. . 1
valeurs propres sont strictement positives). Puisque Z —=1letl/n>0,c’est
n
k=1
une conséquence de la concavité de la fonction logarithme.

2) Soit E; le vecteur de M,, (R) dont la i-¢me coordonnée est égale a 1, les autres
coordonnées étant nulles. Alors ‘E;AE; = 'E;C; ou C; est la colonne i de A, et
donc ‘E;AE; = aj;. Par conséquent a;; = 'E;AE; > 0, puisque A est définie
positive.

3) Soit X un vecteur colonnémnonnul. Ona’XBX — XDADX = (DX)A(DX) >0
puisque D est diagonale (donc symétrique) et que DX n’est pas le vecteur nul.
La matrice B est également symétrique (‘B = D'AD = B), donc symétrique
définie positive. La multiplication de A par D a droite a pour effet de multiplier

1
Va
1

. L’élément diagonal a;; est donc multiplié par 1/a;;. La

la colonne i par et la multiplication a gauche a pour effet de multiplier

la ligne i par

dii
diagonale de la matrice B est donc constituée de 1. En appliquant la premiere

tr B\"
formule de I’exercice, on obtient det B = det(D)> det A < <—> =1, et donc
n

det A < a;;.
det(D) E

Exercice 7.30

Mines-Ponts PSI 2005

Soient § et T deux matrices réelles symétriques telles que S et 7 — S soient
définies positives. Montrer que T et S~' — T~! sont inversibles. Déterminer
I'inverse de S~! — 71,
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Les matrices S et T — S étant symétriques réelles définies positives, elles sont dia-
gonalisables a valeurs propres strictement positives. Elles sont donc inversibles. De
plus T = T — S + S et pour tout vecteur colonne X non nul € M, ;(R), on a
'XTX ="X(T—S)X+'XSX > 0.Lamatrice T est donc également symétrique réelle
définie positive et par conséquent inversible. On a alors S(S™! = T"HT =T — Set
sl_r71 = - S)T_l, produit de trois matrices inversibles. Ainsi sl—r-!
est inversible, d’inverse T (T — S)_IS.

7.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 7.31

Plusieurs concours - Décompositions de matricesse

1) Décomposition QR ou OT : soit M € GL,(R). On note B la base cano-
nique de R*, B; = (vy,---,v,) la famille de vecteurs colonnes de M et
By = (wy, -+, w,) la famille obtenue par orthonormalisation de Schmidt de
la base B;. Montrer, en utilisant ces différentes bases, qu’il existe un couple
(0, T)tel que O soit orthogonale et T triangulaire supérieure a éléments dia-
gonaux strictement positifs vérifiant M = OT. Montrer que la décomposition
précédente est unique.

2) Décomposition polaire :_soit M < GL,(R). En appliquant le résultat de
I’exercice 7.16, page 203 a'la matrice U == ‘MM, montrer qu’il existe un
unique couple (O, ) ot @iast orthogonale et S symétrique réelle définie posi-
tive telles que M = OS.

3) Décomposition de Choleski : soit A € S, (R) définie positive. Montrer qu’il
existe une matrice triangulaire supérieure T telle que A = 'TT.

1) Notons u 1’endomorphisme de E = R" canoniquement associé a M. On a
par définition Mat(u,3,B) = M. En écrivant u = Idg ou, on obtient la rela-
tion Mat(Idg ou,B,B) = Mat(dg, B,, B)YMat(u,B, B,). Les bases B et B,
sont orthonormales donc la matrice Mat(Idg, B,, B) est orthogonale, notons-la
O. La matrice T = Mat(u, B, B5,) est la matrice ol ’on a écrit les vecteurs
u(tey) = vy,...,u(e,) = v, en fonction des vecteurs (wq,...,w,). Cest
donc également la matrice Mat(Idg, B, B,). Le procédé d’orthonormalisa-
tion de Schmidt construit la base B, en fonction de la base B; de sorte que
Vect(vy, ..., v) = Vect(wy, ..., wy) pour tout k € [[1,n]]. La matrice T est donc
triangulaire supérieure. De plus, le procédé de Gram-Schmidt donne (v;|w;) > 0.
Donc les coefficients diagonaux de T sont strictement positifs. On a bien obtenu
la décomposition voulue M = OT.

Pour prouver [Dunicité, supposons qu’il existe deux décompositions
M = 0Ty = 0,75. On a 0;]01 = T2T1*] = A qui est une matrice a la
fois orthogonale et triangulaire supérieure a diagonale strictement positive. Son
inverse est donc triangulaire supérieure a diagonale strictement positive (inverse
d’une matrice triangulaire supérieure), mais est égale a sa transposée (car elle est
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orthogonale) et donc A est triangulaire inférieure. La matrice A est donc diago-
nale, orthogonale et a diagonale strictement positive. Nécessairement A = [, et
donc O; = O, et T} = T,. La décomposition est unique.

2) La matrice U est symétrique réelle définie positive. D’apres 1’exercice 7.16 appli-

quée a ’endomorphisme canoniquement associé, il existe § symétrique réelle
définie positive telle que U = S? = 'SS. Considérons alors O = MS~!. On
a'00 = (S""YMMS™' =S Hus™' = ($7')SSS™' = I,. La matrice O
est donc orthogonale. Ainsi M = OS avec O orthogonale et S symétrique réelle
définie positive.
Supposons que M admette deux décompositions M = 0;5; = 0,5;. On a
'MM = S? = S3. On doit montrer que S; = S. Cela équivaut a Iunicité dans
I’exercice 7.16. On en déduit S; = S, puis O; = O,, donc la décomposition est
unique.

3) La matrice A est symétrique réelle définie positive. Il existe donc une matrice
inversible M telle que A = 'M M. Cette matrice M se décompose en M = OT ot
O est orthogonale et T triangulaire supérieure a diagonale strictement positive.
On obtient alors A = T'OOT ='TT.

Exercice 7.32

Polytechnique PC 2006 s

Soit § = {X € R", [|X|/%&, L} ou ||| estla norme euclidienne canonique de
R", et soit A € M,,(R). Montrer que {(AX | X) | X € S} est un segment de R.

La matrice A se décompose en A = §; + §; avec S; symétrique et S, antisy-
métrique (les sous-espaces S,(R) et A,(R) sont supplémentaires). Etant donné
X € R", onnote a = 'XS,X. La matrice a est de taille 1 (identifée a un réel) donc
a="a ='X'$X = —a, etainsia = 0 pour tout X € R". Pour tout X € S, on a donc
(AX|X) = (51 X|X). On se ramene ainsi au cas ol A est une matrice symétrique. On
suppose désormais que A est symétrique.

Soient P une matrice orthogonale et D diagonale de diagonale A} < A, < ... < A,
telles que A = PD'P. Si X € R” est unitaire, alors le vecteur ¥ = 'PX est
également unitaire. De plus, lorsque X décrit S, le vecteur Y = 'PX décrit éga-

n

lement S. On écrit alors (AX|X) = XAX = YDY = Z/\iyl-z. On a également
i=1

{(AX|X)| X eS}={(DY|Y)|Y € S}.Pour tout Y dans S,ona:

M=V =D <D A<D AE =AY = A
i=1 i=1 i=1
Pour tout ¥ € S, ona A; < (DY]Y) < A, Soit u € [0,1]. Considérons

le vecteur ¥ = (,/u,0,...,0,4/1 —pu). On a IYI? = w+1—u = let
(DY|Y) = pA; + (1 — w)A,. Lorsque w décrit [0, 1], la quantité puA; + (1 — w)A,
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décrit le segment [A, A,,]. Finalement, on en déduit que :
{(AX|X), X € S} ={(DY |Y), Y € S} = [A1, ]

Exercice 7.33

Centrale PC 2007
Soit E un espace euclidien de dimension 7.

1) Soient H un hyperplan de E et u un vecteur unitaire orthogonal a H. Soit s la
réflexion par rapport a H. Pour tout x € E, exprimer s(x) en fonction de x et
u.

2) Soient u et v deux vecteurs de méme norme. Montrer qu’il existe une réflexion
s telle que s(u) = v.

3) Soit f € O(E). Montrer que s peut s’écrire comme composée d’au plus n
réflexions.

1) Soit x € E. Le projeté orthogonal de x sur la droite vectorielle dirigée par u
(orthogonale a H) est g(x) = (u|x)u. Le symétrique de x par la réflexion d’hy-
perplan H est donc s(x) = x — 2(u|x)u.

2) Dans le cas ot u = v, toute réflexion par rapport a un hyperplan qui contient
u convient. Dans le cas ol # # v, supposons qu’une telle réflexion d’hyper-

plan H existe et considérons w un vecteur unitaire orthogonal a H. On doit avoir
n=v . . A s
s(u) = u — 2(wlu)w = v'et'donc (w|uw)ul = 5 ainsi w doit étre colinéaire

a u — v. Si une réflexion convient, alors c’est la réflexion par rapport a I’hyper-

.. v £ . £
plan orthogonal au vecteur unitaire . Montrons que cette réflexion, notée

[Ju = vl
s convient. Ona s(u) = u —2(w|u)w = u—2(u —U‘M)H. Or ||u])® = |Jv||?
u—v
équivaut a [|u* — ||lv||* = (u +v|ju — v) = 0. On adonc (u — v|u) = —(u — v|v),
si bien que 2(u — v|u) = (u — v|u) — (u — v|v) = (u — v|u — v). Finalement
s(u):u—||u—v||2Lv2:u—u+v:v.
[l —v]]
Remarque
) L +v u—v u+v u—v
Plus simplement, on pourrait décomposer u = > etv = )

u—uv N u+v
colinéaire a w et

avec

orthogonal a w (car (u + v|u — v) = 0 puisque

les vecteurs u et v sont de méme norme), et retrouver que v est bien 1I’image de u
par la réflexion s.

3) Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormale de E. On définit, pour tout
i € [1,n], fi = f(e;). Lapplication f est orthogonale donc la famille
(f1,..., fn) est une base orthonormale de E. L’idée est de composer par des

réflexions afin d’avoir de plus en plus de vecteurs fixes.
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e Dans le cas oll e; # fi, on définit s; comme la réflexion qui transforme e; en
f1 (elle existe car e; et f; sont de méme norme 1). Dans le cas ot e; = fi, on
choisit s; = Idg. Soit g1 = s; 0 f. On a gi(e;) = 51(f1) = e;. Le vecteur e, est
invariant par g;. De plus I’application g; est encore orthogonale car composée
de deux applications orthogonales.

e [’image de la base B par g est la base orthonormale (e, g1(e2), - - ., g1(en)).
Le vecteur e; est orthogonal a e; et a g1(e;) donc il est orthogonal a e; — g1(e3).
Dans le cas ol e; # g1(e2), la réflexion s, qui échange e, et g1(ez) (les deux
sont de méme norme) est la réflexion d’hyperplan orthogonal a e; — gi(e2).
Le vecteur e; est donc invariant par cette réflexion. Soit g = s, 0 g;. On a
g2(e1) = sa(ey) = ey et ga(ex) = s2(g1(ez)) = er. Lapplication orthogonale
g» laisse e; et e, invariants. Dans le cas ou e; = gi(ez), on pose s, = Idg et
toujours g» = s5 o g1. Les vecteurs e; et e, sont invariants par g».

e De proche en proche, on construit, pour & € [1,n] des applications orthogo-
nales g, avec gx = sy © gx—1 ou s; est la réflexion qui échange ¢, et gx_1(ex).
Pour les mémes raisons que précédemment, I’application g; laisse invariant les
vecteurs ey, . . ., €.

e La derniére étape donne une application g, qui laisse B invariante. Ainsi
g, = Idg. Deplus, g, = (s, 0---0s1) o f. On en déduit

f:(sno...osl)il:Slo...osn

et f est la composée diau plus n réflexions (certaines des applications s;
peuvent étre 1’identité).

Exercice 7.34

Mines-Ponts PSI 2005 s

Soient f et g des endomorphismes de E tels que pour tout x € E,
Il f )|l = |lg(x)]||. Etablir ’existence de h € O(E) telque g = h o f.

Une application linéaire est entierement définie par 1’image d’une base. On
va construire s sur une base orthonormale de E. On aimerait pouvoir écrire
h = go f~! mais f n’est pas nécessairement bijective. Lorsque x € Ker f, on
a f(x) = g(x) = 0, et pour tout x € Ker f, on a alors g(x) = h(f(x)), quelle
que soit ’application % choisie. C’est en revanche sur Im f qu’on va construire 5.
Considérons la décomposition E = Ker f @ (Ker f)*. L’application f définit un
isomorphisme de (Ker f )L sur Im f (théoréme du rang). Soient (fi,..., f,) une
base orthonormale de Im f, (ey, ..., e,) la famille de (Ker f )t telle que f(e;) = f;
pour i € [1, pll, que I’on complete avec une base (ep.1, . .. e,) de Ker f. Pour avoir
g = ho f,il suffit que g(e;) = h(f(e;)) = h(f;) pouri € [[1, p]. Notons alors
h; = g(e;), toujours pour i € [[1, p]l. Montrons que cette famille est orthonormale.
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En effet,on a :

(hilhy) = = (lhi + 1 |* = ||k — h;|1P) = < (llglei + ep|)> — [lgei — e5]7)

[ = &=
=

= 2 (ILf e +epl* = | f(ei — e

= (fil f)-

~—

1
= 1 (15 + DI =1 = £ilP)

On complete la famille orthonormale (fi,..., f,) en une base orthonormale
(f1,..., fn) de E. On peut alors construire 4 sur cette base. On complete la famille
orthonormale (h1,...,h,) en une base orthonormale (h,...,h,) de E. On définit
h par h(f;) = h; pour i € [[1,n]. L’application & transforme la base orthonormale
(f1,..., fn) en la base orthonormale (hy,...,h,). Elle est donc orthogonale. Si
i €ll[p+1,n],ona f(e;) = gle;) =0et gle;) = (ho f)le;).Sii € [1,p],ona
(ho f)e) = h(f;) = h; = g(e;) par définition de h;. Les endomorphismes g et
h o f coincident sur une base de £ donc g = h o f.

Exercice 7.35

CCP PSI 2006 &P

Soit # un endomorphisme antisymétrique d’un espace euclidien £ (on dit que u
est antisymétrique lorsque s’ = —u).

1) Montrer que Idg +u est un antomorphisme de .

2) Montrer que v = (Idg —u) o (Idg +u)_1 est un élément de O (E), et que —1
n’est pas valeur propre de v.

3) Soit v € O*(E) n’admettant pas —1 comme valeur propre. Montrer qu’il
existe un endomorphisme antisymétrique u tel que v = (Idg —u)o(Idg +u) "',

1) Pour montrer que w = Idg +u est un automorphisme de E, il suffit de prouver que
w est injectif. Soit x € Kerw. On a w(x) = x + u(x), donc u(x) = —x. Comme
u est antisymétrique, on a (u(x)|x) = —(x|u(x)) = —(u(x)|x) et par conséquent,
(u(x)|x) = 0. On en déduit que —(x|x) = 0, donc que x = 0.
L’endomorphisme w est donc injectif et par conséquent bijectif.

2) Pourtoutx € E,ona:
viov = ((dg+u) ) odg —u)* o (Idg —u) o (Idg +u) !
= ((Idg+u)*) "' o(ldg +u) o (Idg —u) o(Idg +u) "

commutent

= (Idg —u)"' o (Idg —u) o (Idg +u) o (Idg +u) ™' = Idg .
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Soit x € E tel que v(x) = —x, c’est-a-dire (Idg —u) o (Idg +u) " '(x) = —x. En
écrivant Idg —u = 21dg —(Idg +u), on obtient :

(Idg —u) o (Idg +u) " '(x) = 21dg o(Idg +u) " '(x) — x.

Ainsi x vérifie 2(Idg +u)_1(x) = O et donc x = 0. Par conséquent, —1 n’est pas
valeur propre de v.

3) Notons & = {v € O"(E) | — 1 ¢ Spv} et A(E) I’ensemble des endomor-
phismes antisymétriques de E. On vient de justifier I’existence d’une application
¢ 1 A(E) — £. Montrons qu’elle est surjective, et pour cela effectuons un rai-
sonnement par analyse-synthése. Soit v € £ et supposons que 1I’endomorphisme
u existe. On a alors :

v+Idg = (Idg —u)oddg+u)~' +1dg
= (Idg —u) o (Idg +u) ™" + (Idg +u) o (Adg +u) "
= (Idg —u +1dg +u) o (Idg +u) ' = 2(Idg +u) "'

En inversant (c’est possible puisque —1 n’est pas valeur propre de v), on obtient
u+1Idg =2(v+1dg)~" soit

u=20w+ldg) ' —1dg = QIdg —(v+1dg))o(v+1dg)~! = (Idg —v)o(v+Idg) L.

On a donc déterminé 1’endomorphisme u, s’il existe. Pour la synthése, il suffit de
prouver que u est antisymeétrique. On a :

W = (v+Idp)) Todgt0)* ='@ "+ 1dp) Lo (dg —v ™)
= wlo(dg+v) ' o(dg —v ) = Idg +v) ovoIdg —v 1)
= (Idg+v) 'o(—1dg) = —(Idg +v) "' o (Idg —v)

Il reste a prouver que (Idg +v) ! et (Idg —v) commutent. Or
(Idg +v) "' (Idg —v)(Idg +v) = (dg +v) "' (Idg +v)(Idg —v) = (dg —v),
et puique v + Idg est inversible, on obtient :
(Idg +v) "' (Idg —v) = (Idg —v)Adg +v) "

Finalement u* = —u.

Exercice 7.36

Mines-Ponts PSI 2006 s
Soient & > O et H € M, (R) symétrique définie positive. On pose :

E,={AcS, | detA > a}.
Montrer que /iniél tr(AH) = n(a det H)ﬂl.
e a

Indication : utiliser 1’exercice 7.29.
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La matrice H est réelle, symétrique, définie et positive, il existe donc P orthogonale
et D diagonale dont les éléments diagonaux dy, . . . , d, sont strictement positifs telles
n

que H = PDP ' OnadetH = Hdk. SoitA € E,.Ona:
k=1
tr(AH) = tr(APDP~ ") = tr(P~'AP)D).
Etudions la matrice A’ = P"'AP = 'PAP.Onadet A’ = det A. Un calcul simple
montre que A est symétrique. Si X € R", alors
XA'X ='X'PAPX =(PX)A(PX) >0
car A est symétrique réelle positive. Ainsi A’ € E,. La matrice A" est dans

8!, et, puisque detA’ > 0, la matrice A’ est définie positive. On a alors

noe

n
tr(A'D) = Z dyay,.. D apres I’exercice 7.29, on a a;;, > 0 pour tout k € [1,n]). La
k=1
méme inégalité de convexité que dans I’exercice 7.29 donne

1/n n 1/n
deakk <H dkakk> , Cest-a-dire tr(A’D) > n(det H)'/" (H a,’(k) :

k=1
n n
Or, toujours d’apres I'exercice 729, on a det A" < Ha,’ck donc Ha,’(k > a.On

obtient finalement tr(AH) = ol A'D )= n(a det H Y™,
On cherche une matrice A qui donnerait I’égalité. On cherche A sous la forme kH .
La matrice H~' = PD"'P~! = PD7 P est également symétrique réelle définie

positive. On adet A = k" / det H et tr(AH) = nk. En choisissant k = (« det H)i, on

adetA = adet H/det H = «, la matrice A est dans E, et tr(AH) = n(adet H)ﬁ.
On obtient finalement le résultat demandé.

Exercice 7.37

Polytechnique, Mines-Ponts PSI 2006 5P
Soit E = R?.
1) Soit f € L(E).
a) Montrer que, pour tout (x,y,z) € E>,ona:
[f(),y, 2]+ [x, f), 2l + [x, y, f(2)] = (tr f)lx, y, z].
b) Trouver 1’unique endomorphisme g de E tel que, pour tout (x, y) € EZ, on
agx Ay)=xAf(y)—y A fx).
2) Soienta € E et f définie pour tout x € E par f(x) = x A a. Déterminer tr f
et .
3) Montrer l'identité : x A(y A2)+y A Ax)+z A Ay)=0.
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Soit B = (i, j, k) la base canonique de I’espace euclidien R? orienté par cette base.
On rappelle que si x et y sont deux vecteurs de E, le vecteur x A y est I’unique
vecteur de E tel que, pour tout z € E, (x A y|z) = [x,y,z] = det(x, y, z) (on utilise
le déterminant dans la base canonique de R?).

1) a. Soit ¢ I’application définie sur E* par :
e(x,y,2) = [f(x),y, 2]+ [x, f(), 2]+ [x,y, f(2)].

On vérifie rapidement que ¢ est une application 3-linéaire alternée et qu’elle est
par conséquent colinéaire au déterminant. Il existe donc une constante & € R
telle que ¢ = a det. Le calcul de ¢(i, j, k) donne la valeur de a det(i, j, k) = a.
On obtient @ = (i, j,k) = [f@@), ], k] +[i, f(j),k] + [i, ], f(k)]. S1 A est
la matrice de f dans la base B alors [ f(i), j,k] = an, [, f(j), k] = axn et
[i,j, f(k)] =asz.Onadonca =trA =tr f.

b. Afin d’utiliser la relation précédente, on essaie de déterminer (g(x A y)|z) pour
un vecteur z € E quelconque. On a, pour tout (x, y) € E2,

(x A fO) =y A f0)l2)
[x, f(), 2] = [y, f(x), 2] =[x, f(¥), 2]+ [f(x), y,z]
= (tr O)lx,y, 2] =[x, 5, f@] = ((tr fHx A ylz) — (x Ay[f(2)
((tr flx Ayl2) = (fF*x A2 = ((tr Hx Ay — f*(x Ay)lz)
En posant u = x A y, on cherche g telle que, pour toutu € E ettout z € E, on ait

(g(w)|z) = ((tr fHu — f*(ule)Laxelation doit étre yraie pour tout z € E, on doit
donc avoir, pour toutu € E, g(u) = (tr f)u — f*(u), etdonc g = (tr f)Idg —f".

2) On pourrait écrire la matrice de f dans la base I3, mais on va procéder plus directe-
ment. On a d’apres la formule de l.a., tr f = [f (i), j, k]+[i, f(j), k]1+[i, j, f(k)].
Or f(i) est orthogonal a i donc se trouve dans Vect(j, k). Ainsi [ f (i), j, k] = 0.
On obtient le méme résultat pour les deux autres termes. Ainsi tr f = 0. On peut
aussi utiliser, puisque B est orthonormale, tr f = (f(i)]i) + (f())|]) + (f(k)|k).
Chaque terme est nul et on retrouve tr f = 0.

Il reste a4 déterminer f*. Soit (x,y) € E2, ona:

(f*@Oly) = &[f) = (x|[yra) = (yAa|x) = [y,a,x] = [a,x,y] = (aAx|y).
Cela donne f*(x) = a A x, c’est-a-dire f* = —f.

3) Soitz € E et f : x — x A z. On réécrit alors, pour tout (x, y) € E?,
XAQOAND+FYANCAX)+FZAXAY)=XALFO)+YA(=fx))+z2 A (X AY).

D’apres la question 1.b.,on x A f(y)—y A f(x) = (tr fHx Ay — f*(x Ay), ce qui
donne d’apres la question 2, x A f(y) —yA(f(x)) =0+ f(x Ay) =(x AY)Az.
En remplacant, la somme des trois termes devient

XAVANZHZAEAY)=—"2ANXAY)+ZAXAY)=0.
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Exercice 7.38

Mines-Ponts PC 2006, Polytechnique PC 2005 (quotient de Rayleigh) =
Soient # un endomorphisme symétrique de E de spectre ordonné A; < ... < A,
et, pour 1 < k < n, G; 'ensemble des sous-espaces de E de dimension k.

Montrer que Vk € [1,n]l, Ax = }Igg GH;%?O} (”(iﬂi)l;)
k X

Soit (eq,...,e,) une base orthonormale de vecteurs propres associés aux valeurs

propres Ay, ..., A,.

e Pour k € [[1,n]], on note F;, = Vect(ey, ..., ex). Le sous-espace vectoriel Fy est de
k

dimension k. Si x = g x;e; € Fy estun vecteur non nul, alors on a d’une part

i=1

k k k
(u(x)|x) = Z Nix? < Exiz, et d’autre part, ||x||* = lez On en déduit que
i=1 i=1 i=1
@l _
xeFR\{0} (x|x)

e Montrons que si F' € G, alors. max (2£) )
T Neltds)

(u(x)|x)
(x|x)

< Ay avec égalité lorsque x = ¢, d’olu

k-

). = At. Soit F € Gi. On note

b n
H = Vect(ey, . . ., e,). Comme précédemment, on montre que si x = g x;e; € H
i=k

n
est non nul, alors (u(x)|x) = Z/\ixiz > M||x|]>. Montrons que F et H sont
i=k

d’intersection non nulle. En effet, on a dimF = k, dimH = n —k + 1 et
dm(FNH)=dmF+dmH —dim(F+H) > k+(n —k+1)—n = 1.1l existe
@(|[y)

donc un vecteur y non nul dans F et H. Pour ce vecteur, on a > M. Ainsi

|y

@)

max k-
xeF\{0} (x[x)

e Finalement, si F € G;,ona max (u(x)|x)
xer\{0} (x|x)
Cela donne le résultat de I’exercice.

> A avec égalité lorsque F = Fy.
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8.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION

8.1.1 C(lassification des quadriques

On se place dans un espace affine euclidien E3 de dimension trois.
e On appelle quadrique un ensemble Q de points de E3 vérifiant la condition :

il existe un repére orthonormal R = (O, 7, 7, ?) etdesréels a, b, c,d, e, f,
g, h, i, javec (a,b,c,d,e, f) # (0,0,0,0,0,0) tels que S admet dans R une
équation cartésienne de la forme :

ax® +by* + cz? + 2dxy + 2exz + 2 fyz + gx + hy +iz + j = 0.

On note A la matrice définiepar

]
&

A=

S
~ -
a = o

Si Q est une quadrique, alors dans tout repere orthonormal, Q admet une équation
cartésienne de la forme proposée ci-dessus. Il suffit d’appliquer les formules de
changements de base pour s’en rendre compte, mais selon le repere choisi, I’équa-
tion cartésienne de Q est plus ou moins simple. On montre que les différentes
situations possibles sont celles résumées dans les tableaux des pages suivantes.

Remarques mnémotechniques sur les tableaux suivants

e Le nom d’une quadrique est lié a la nature de son intersection avec les plans
d’équation x = 0, y = 0, z = 0 dans le repere ou elle admet une équation
réduite. Lorsque deux de ces intersections sont de méme nature, on utilise un
terme en « oide » qui décrit la nature commune de ces deux intersections, le terme
en «ique » décrit alors la nature de la troisieme intersection. Ainsi on doit s’at-
tendre a ce que l'intersection d’un paraboloide hyperbolique avec deux de ces
plans soit une parabole et que la troisieme de ces intersections soit une hyperbole.

¢ Lorsque le nom d’une quadrique contient les termes paraboloides ou cylindre le
rang de sa matrice associé perd une unité.
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8.1 L'essentiel du cours et exercices d

rg A = 3, Quadriques a centre

Tableau 8.1

nature, nom

singleton

ellipsoide

hyperboloide a deux

nappes

cOne

hyperboloide a une

nappe

tation graphique

7

represen

2

Equation réduite

y2

X2

b2

a?

2 2
y- Z
bZEO

)C2
a?

y2 Z2
b2 2

x2
a2

y2 Z2

X2

7

a2

y2 ZZ

X2

b 2

a2

y2 ZZ

X2

=~

a2

9P un Jsa agsuojne uou drdooojoyd e — poung @
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Tableau 8.2 rgA =2

Equation réduite représentation graphique nature, nom
2 2
AR | %)
a* b?
2 2
xX= )
—+:==0 droite
a*> b?
=SSN
=—>
%2 2 =
Yy = ; it
—+—==1 = cylindre elliptique
a*> b? =
22
X Z . o
Z 4 Y _ 2z paraboloide elliptique
a* b? c
X2y
il 0 deux plans sécants
X2y
piaic i cylindre hyperbolique
_2 B y_2 _ 52 paraboloide
a* b? c hyperbolique
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Tableau 8.3 rgA =1

Equation réduite représentation graphique nature, nom

2

X

T o

a2

2

X
— =0 lan
a? pla
$2
2 1 deux plans paralleles

AT

(3]
Z(1

x_2 = 2py cylindre parabolique
a

— — —
Soit (O, @, 7, k) un repere orthonormal de I’espace. Donner le nom des qua-
driques suivantes.

D2X2—v*+32%>=1 5) X2 -3y —-2*=0
2) 3Z%+4Y> =0 6) —2X>—-3vY>—-27z*=1
3) X+Y2+22=0 7 X?P+v2=1
4) —2X%+3Y>-72=5 8) 2X% —5Y%2+27%=0.
1) hyperboloide a une nappe 5) paraboloide hyperbolique
2) droite 6) vide
3) paraboloide elliptique 7) cylindre elliptique
4) hyperboloide a deux nappes 8) cone.
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Exercice 8.2

Indiquer des éléments de symétrie des quadriques a centre.

On se place dans un repere orthonormé Oxyz ou elles admettent une équation
réduite. Elles admettent toute 1’origine pour centre de symétrie ; les axes Ox, Oy et
Oz pour axes de symétrie, et les plans x Oy, yOz et zOx pour plans de symétrie.

Exercice 8.3

— — —
L’espace est rapporté a un repere orthonormal. (0, ¢ , 7, k). Discuter suivant o
dans R la nature de la quadrique (S) d’équation X> + a¥?> + Z*> = a

o Lorsque a > 0, la quadrique (S) est un ellipsoide.
o Lorsque a = 0, la quadrique (S) est une droite.
o Lorsque a < 0, la quadrique (S) est un hyperboloide a deux nappes.

L’exercice suivant doit vous permettre de vous entrainer a visualiser les quadriques.
On essaiera de bien se représenter les intersections proposées avant de justifier sa
réponse.

g 1)
-

Exercice 8.4

Intersection d'une quadrique et d’un plan

On se placera bien s{ir dans un repere ou la quadrique proposée admet une équa-
tion réduite.

1) Donner un plan dont I’intersection avec un paraboloide elliptique est une para-
bole.

2) Donner un plan dont I’intersection avec un cone est une hyperbole.

3) Est-ce que I'intersection d’un plan et d’un hyperboloide a une nappe peut étre
une ellipse ?

4) Donner un plan dont I’intersection avec un cylindre parabolique est la réunion
de deux droites parall¢les.

5) Est-ce que 'intersection d’un plan et d’un hyperboloide a deux nappes peut
étre vide ?

6) Est-ce que I’intersection d’un plan et d’un ellipsoide peut &tre une parabole ?

7) Est-ce que I’intersection d’un plan avec un paraboloide elliptique peut étre
une hyperbole ?

8) Est-ce que I’intersection d’un plan et d’un cylindre elliptique peut étre une
parabole ?
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1) Il existe (a, b, c) un triplet de réels non nuls et un repere orthonormé (O ] * ),
tel que le paraboloide elliptique (§) admet dans ce repere une équation de la forme
2 \2
£~ y

ﬁ — 2— = 0. Considérons le plan P d’équation x = 0. Le triplet (O, j * )
est un repere orthonormal de P. Soit M un point de P de coordonnées (X,Y)
— — — — — .
dans (O, 7, k). Ses coordonnées dans (O, ¢, 7, k) sont (0, X,Y). Le point
2

X
M appartient 2 P N (S) si et seulement si i 2— = 0, c’est I’équation d’une
c
parabole dans P.

2) Il existe (a, b, c) un triplet de réels non nuls et un repere orthonormé (O, 7, 7, k),
2 .2 2
X z
tel que le cone (C) admet dans ce repere une équation de la forme — e Zz — =0.
c

Considérons le plan P d’équation x = «a avec a # 0. Soit ) le point de P de
coordonnées («, 0, 0). Le triplet (), 7, 7) est un repere orthonormal de P. Soit
M un point de P de coordonnées (X, Y) dans (€}, 7, 7). Ses coordonnées dans
(0, 7, 7, ?) sont (a, X, Y). Le point M appartient a P N (C) si et seulement si
a®> X* Y2

2 + oA 0, c’est bien I’équation d’une hyperbole dans P.

3) Il existe (a, b, c) un triplet de réels non nuls et un repére orthonormé (0 j k ),
tel que I’hyperboloide a une nappe (H ) admet dans ce repére une equatlon de la
2 2 2
forme Ty © — 1. BMidérohs fe plan P d’équation z = 0.

T e
Le trlplet (0,17,7) est un repere orthonormal de P. Soit M un point de P de

— = —
coordonnées (X,Y) dans (O,7,7). Ses coordonnées dans (O, 2, 7, k) sont

2 Y2
(X,Y,0). Le point M appartient a P N (H) si et seulement si — + 7 =1,c’est
a

I’équation d’une ellipse dans P.

4) Il existe (a, p) un couple de réels non nuls et un repere orthonormé (O j k ),
tel que le cylindre parabolique (S) admet dans ce repére une équation de la forme
X . . . o . ) s
ol 2py. Soit & un réel strictement positif. Considérons le plan P d’équa-

tion y = a. Soit ) le point de P de coordonnées (0, «, 0). Le triplet ({2, 7, ?)
est un repere orthonormal de P. Soit M un point de P de coordonnées (X,Y)
— — — - — .
dans (), ¢, k). Ses coordonnées dans (O, @, 7, k) sont (X, a,Y). Le point
2

M appartient a P N (S) si et seulement si —- = 2pa. Comme « est strictement
a

positif c’est I’équation d’un couple de droites paralleles dans P.

5) Il existe (a, b, c¢) un triplet de réels non nuls et un repere orthonormé ( 0 ] k ),

tel que I’hyperboloide a deux nappes (H) admet dans ce repere une equatlon de la
22 2
forme x_ + % — % = —1. Considérons le plan P d’équation z = 0. Un point M
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— — — . . .
de coordonnées (x, y, z) dans (O, 2, 5, k) appartient a P N (H) si et seulement
2 2
siz=0et x_ + % = —1 ce qui est impossible. On a donc P N (H) =

6) Soit (E) un elhpsmde. L’ensemble (E) est une partie bornée de 1’espace et son
intersection avec un plan sera donc également bornée. Comme une parabole n’est
pas une partie bornée de I’espace, I’intersection d’un ellipsoide et d’un plan ne
peut étre une parabole.

7) 1l existe (a, b, c) un triplet de réels non nuls avec ¢ > 0 et un repere orthonormé

(0, @, 3, k), tel que le paraboloide elliptique (E) admet pour équation dans

2
ce repere + Z_ = 2 . On constate que (E) est inclus dans le demi-espace
z =2 0. Smt P un plan. Sl le plan P est parallele au plan z = 0, on montre

que son intersection avec H est une ellipse, sinon son intersection avec le demi-
espace z > 0 est un demi-plan. Comme une hyperbole n’est jamais incluse dans
un demi-plan, I'intersection de H et P ne peut étre une hyperbole. Dans tous les
cas I’intersection de P et (E) n’est jamais une hyperbole.

. — — —
8) Il existe (a, b) un couple de réels non nuls et un repere orthonormé (O, 2, 5, k),
22
tel que le cylindre elliptique (£) admet pour équation dans ce repere x_ + ﬁ =1.

On va utiliser le fait que tout point de I’axe Oz est un centre de symetrle de (E).
Soit P un plan. Si P est parallele a I’axe Oz on montre que son intersection avec
(E) est soit une droite, soitun couple de droites paralleles, soit vide. Si P n’est
pas parallele a I’axe Oz, alors il rencontre cet axe en un centre de symétrie de (E).
Comme le plan P est lui méme stable par cette symétrie centrale, I’intersection
de (E) et P admet un centre de symétrie. Or une parabole n’a pas de centre de
symétrie, ce qui montre que I’intersection de P et (E) n’est jamais une parabole.

8.1.2 Réduction des quadriques

Notations et lien avec l'algébre bilinéaire

L’espace E est rapporté a un repere orthonormé R = (0 , 7, ?) Soit Q une

quadrique qui admet pour équation cartésienne dans le repere R :

ax® +by* + cz? + 2dxy + 2exz + 2 fyz + gx + hy +iz + j = 0.

a d e
On note A la matrice définiepar A= | d b f
e f ¢

On définit la fonction F, qui a tout triplet (x, y, z) de R?, associe le réel

F(x,v,2) = ax>+by* +cz> +2dxy + 2exz + 2 fyz+ gx + hy +iz + J.
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On note ¢ et on appelle partie linéaire de Q, la forme linéaire sur R* définie par
¢(x,y,2) = gx +hy +iz.

by
On a alors, en notant X le vecteur colonne X = | y
<

M(x,y,2) €S F(x,y,2) =0 'XAX +p(X)+j =0.

Pratique de la réduction

Premiere étape

On détermine le spectre de A. La matrice A étant symétrique réelle, elle est dia-
gonalisable dans une base orthonormale. Dans la suite, on note (e, €3, e3) une
telle base et on note alors Aj, A, et A3 les valeurs propres respectivement asso-
ciées a ey, e, et e3.

Deuxieme étape

org A =3.

o Remarquons tout d’abord que cette condition revient a « 0 n’appartient pas au
spectre de A ». Dans ce cas laquadrique O admet un unique centre de symétrie
() et on dit que Q est a cenire.

o Pour déterminer les coordonnées (xg;vg,'zg) de (), on peut utiliser le fait
qu’elles vérifient le systeme d’équations

OF
il -0
o (%0, Yo, 20)
oF
8_(an)’0720) =0
y
oF
a—(xm)’o,zo) =0
\ 0z

Il est aussi utile de savoir que, dans le cas ou la partie linéaire ¢ est nulle, le
centre de la quadrique est O.

o Grace aux formules x = xo+x’, y = yo+y’, z = z0+z’, on détermine I’équation
cartésienne de Q dans le repere R’ = ((), 7, 7, ?) obtenu par translation du
repere R = (O, 7, 7, 7).

On obtient une équation de la forme :

ax? +by? + ¢z +2dx'y +2ex'7 +2fy'7 + a = 0.

Enfin, sans avoir besoin d’expliciter les vecteurs ey, e; et e3, on sait que dans le
repere R” = (Q, e1, e, e3), la quadrique Q admet pour équation :

MXZ+LY2+ 0327 +a=0.
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erg A < 3.
o On explicite les vecteurs ej, e, et es. On donne en particulier la matrice de
— — —
passage de la base (¢, 7, k) a la base (ey, ez, e3) : c’est la matrice P des

. — — —
coordonnées de e, e; et e3 dans labase (2, 7, k).
o En utilisant les formules de passage données par :

—P.

N =
N~ <

on détermine 1’équation cartésienne de Q dans le repere R’ = (0, ey, 2, €3).

o On met sous forme canonique les trindbmes en X en Y, et en Z et on en déduit
un nouveau repere R = (0O, ey, e, e3) (obtenu par translation de R'), dans
lequel Q admet une équation cartésienne d’un des types proposés dans les
tableaux 2 et 3.

Centrale PC 2005
Etudier la quadrique Q d’égquation x” +y’ +2° — 2xy —2xz —2yz —1 =0
y o
La matrice de Q estdonnée par A = | —1 1 -1
-1 -1 1
Cette matrice est de rang 3 et la partie linéaire ¢ est nulle. Il s’agit donc d’une
quadrique de centre O.

Le polyndme caractéristique de A est A> — 3A% + 4. Son spectre est {—1,2}. Soit
(e1, e2, e3) une base orthonormale de vecteurs propres. Dans le repere (O, e, €2, €3)
la quadrique a pour équation : —X? +2Z% +2¥? = 1. Il faut bien réaliser qu’on n’a
pas besoin d’expliciter la base (e, ez, e3) pour obtenir cette expression. On reconnait
un hyperboloide & une nappe.

Mines-Ponts PSI 2006
Reconnaitre et réduire la quadrique d’équation :

2x% +2y? + 72 +2xz — 2yz+4x —2y —z+3 =0.

La matrice de Q estdonnéepar A= [0 2 -1
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Le rang de cette matrice vaut 2 et on a Sp(A) = {0,2,3}. On obtient par exemple
comme base orthonormale de vecteurs propres :

VEVEVE)  (Vivi\ (V3 V33
“=\"% %3 ) e (22 o= |5 33

Les formules de passage du repeére initial au repere orthonormal (O, ey, ez, e3)

s’écrivent :
V6 f \f

x:——X+2 3 Z,
B 2 A
=— X+—Y-—12Z
ek,
Z:T6X+T3Z

On en déduit que dans le repere (O, ey, €3, €3), la quadrique a pour équation

46 5V/3

Y2437 — TX +V2Y + TZ +3 = 0. En mettant cette expression sous forme

canonique, on obtient

3<Z+f—8¢§)2+?<y+?>2—%\f6<x-3—7 6) =0.

Soit O’ = ——5\@ —Q 737\/6
N 187 47 144

) . Dans le repere orthonormal (O, ey, 5, e3), la

4
quadrique a pour équation 3Z'% +2Y"* — g\/EX "=0.

On reconnait un paraboloide elliptique.

8.1.3 Coniques

Les coniques ont été étudiées dans le livre de premiere année « Tous les exercices
d’algebre et de géométrie MPSI-PCSI-PTSI » auquel nous vous renvoyons pour les
rappels de cours.

La méthode de réduction des quadriques donnée plus haut s’adapte sans difficulté
aux coniques.

Mines-Ponts MP 2006
Etudier la courbe (C) d’équation : 16x? — 24xy +9y* + 19x — 20y = 0.
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. 1s . . 16 —12
Considérons la matrice A = (_ 1 9> .

Son polynéme caractéristique est A> — 251. Le spectre de A est {25,0}. On en
déduit que (C) est une conique du genre parabole. Les vecteurs propres de A per-
mettent de construire une base orthonormale (e, e;) de R2. On obtient par exemple

4 3 3 4
ey = <_§’ §> etey = (g, §> Dans le repere (O, ey, e3) la courbe (C) a pour

136 23
équation 25X* — ?X -5 Y = 0. On peut mettre sous forme canonique le terme de

2
68 23 4624
gauche de cette égalité et obtenir comme équation 25 (X — ﬁ) —Y

50 65
La courbe (C) est une parabole.

8.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT
8.2.1 Quadriques

Centrale PC 2006

On munit R de son repére orthonormal canonique. Caractériser la surface
d’équation y* + xy — xz — ¥ &35y 18 = 0.

1 1

0 -z

2 2

. . 1 1

La matrice de Q est donnée par A = 3 1 — 5
1 1
2 2

272
Comme la matrice de A n’est pas de rang 3, on explicite une base orthonormale de
vecteurs propres. On obtient par exemple :

3 3 1
Son polyndme caractéristique est —A + A% + Z/\ et on a Sp(A) = {0, = ——}.

(B (V6 VBV (Vi V3
a=\"333) 2 (" 3e) e\ 27 )

Dans le repere orthonormal (O, ey, e3, €3), la quadrique a pour équation :

3 1 2 13 3
Y2 — 72— ZV3X +—V6Y — =V2Z -3 =0.
5 5 3\/5 +6¢6 fo 3=0
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En mettant sous forme canonique le terme de gauche de 1’égalité précédente on

obtient :
1 3 2 3 13 ) 49
—§<z+5\/§> +§<Y+—\/5> —5\/5(X+—18\/§>o.

3 13 49
Soit O’ = (—5\/_,—1—8\/_,—1—8\/§>.Dans le repere orthonormal (O’, ey, e3, €3),

3 1 2
la quadrique a pour équation EY’Z - EZQ - g\/gX’ =0.
On reconnait un paraboloide hyperbolique.

Exercice 8.9

Mines-Ponts PSI 2006
Reconnaitre, pour « dans R, la quadrique Q d’équation :

x?+3y? — 3722 —4xy +2xz —8yz+ax+2y —z = 1.

1 -2 1
La matrice de Q est donnée par A = | —2 3 4
1 —4 -—-3

"

Son polyndme caractéristiqucest~ A% + A%+ BOA. Le rang de cette matrice vaut 2 et
on a Sp(A) = {6,—5,0}. Comme la matrice de A n’est pas de rang 3, on explicite
une base orthonormale de vecteurs propres. On obtient par exemple :

(V6 V6 Ve _0\/52\/5 [ V30 /30 V30
T e 36 ) 2T\ AT\ TTe T s 30 )

Dans le repere orthonormal (O, eq, e3, €3), la quadrique a pour équation :

?(a—S)X—@(1+a)Z—1:O.

6X* —5Y% +
On constate alors que quelque soit la valeur de a, le terme en X pourra étre regroupé
avec le terme en X~ . On obtient la forme canonique :

2
V6 , V30 1 2
6<X+ﬁ(a—5)> =5V = ==+ a)Z — 1= ;o (@=5)"=0.

L’expression obtenue montre que le terme constant est toujours non nul. Le terme en
Z peut par contre étre annulé si « = —1. On a donc la situation suivante : si @ = —1
alors la quadrique est un cylindre hyperbolique, si @ # —1 alors la quadrique est un
paraboloide hyperbolique.
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Exercice 8.10

Centrale PC 2005
Donner la nature de la surface (S) de R? définie par (x— y)2+(y—z)2+(z—x)2 = k.

2 -1 -1
La matrice de Q estdonnée par A = | —1 2 -1
-1 -1 2

Son polynome caractéristique est —A> + 6A> — 9\ et on a Sp(A) = {0,3}. Comme
la matrice de A n’est pas de rang 3, on explicite une base orthonormale de vecteurs
propres. On obtient par exemple :

(33 Ve v2v2) (Ve Ve Ve
€ = 333 y €2 = D) , €3 = 6’ 3’ 6 .
Dans le repere orthonormal (O, ey, e3, €3), la quadrique a pour équation :

3Y*+32% =k.

Si k < 0, alors la quadrique est vide.
Si k = 0, alors la quadrique est réduite a la droite d’équations ¥ = Z = 0.
Si k > 0, alors la quadrique est un cylindre elliptique qui ici est de révolution.

Exercice 8.11

TPE PC 2005, Mines-Ponts MP 2006

Déterminer, suivant les valeurs des réels a et b, la nature de la quadrique dont
1’équation dans un repére orthonormé est : x> + xy — xz — yz +ax + bz = 0.

1 1

1 —_ PR

2 2

La matrice de Q est donnée par A = % 0 —%
1 1
2 2

3 13
Son polyndme caractéristique est —A> + A% + Z/\ et on a Sp(A) = {0, —3 5}
Comme la matrice de Q n’est pas de rang 3, on explicite une base orthonormale de
vecteurs propres. On obtient par exemple :

(EE ) (50

37 373 272 37 676
Dans le repere orthonormal (O, e1, e3, €3), la quadrique a pour équation :
1, 3., V3 V2 V6

—§Y2+§zz+7(a+b)x —bY——(2a+b)Z 0.
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Sia # —b, alors I’expression est du premier degré en X et il faudrait mettre sous
forme canonique cette expression en Y et en Z. On peut le faire explicitement mais
les calculs sont tres désagréables et 1’essentiel est de remarquer que cette manipula-
tion fait apparaitre un terme constant que I’on va pouvoir faire disparaitre grace a un
changement de type (X’ = X + ) car (a + b) # 0. On sait ainsi qu’il existe un point
O’ tel que dans le repere (O’, e, e, e3), la quadrique Q a pour équation :

1 3 V3

——Y?+Z7”+ Z(a+b)X' =0.
5 +2 + 3(a+)

La quadrique est alors un paraboloide hyperbolique.

Sia = —b, alors I’équation obtenue dans (O, e, e;, e3), se simplifie en
1 3
——1/2+—22—£ Y—£ Z=0.
2 2 2

En effectuant une mise sous forme canonique on obtlent :
) 2
3 1 1 V2
—(Z—=-av6| — = | Y +— =0.
5 < 6a\/_ ) 3 ( + a)

On reconnait I’équation de la réunion de deux plans sécants.
8.2.2 Coniques

Exercice 8.12

CCP PSI 2006

Reconnaitre suivant 6, la nature de Cy :

x2sin® 6 — xysin26 + y*(1 + cos® ) = sin’ 6.

) .
. . sin” 6 —sin f cos 6
1 A=
Soit la matrice ( sinfcosf 1+cos’6 )
Le polyndme caractéristique de A est A2 —2X+sin> 0 = (A—1—cos 8)(A— 1 +cos 6).
Commengons par traiter le cas 6 = 0().
Dans ce cas la conique Cy est a centre. Comme la partie linéaire en x et y dans

I’équation de & est nulle, le centre est (0, 0).
T .
Pour 6 = 5(77) les deux valeurs propres de A sont confondues, mais dans tous les
1+cosé 0
0 1 —cosé
Les vecteurs propres de A permettent de construire une base orthonormale

(e1,e,) de R? telle que dans le repere (O, ey, e,), la conique £ a pour équation
(1 +cos@)X? + (1 —cosh)Y? — sin@ = 0. On en déduit que pour 8 Z 0(m), la

conique Cy est une ellipse propre, un cercle lorsque 6 = g(ﬂ).

cas A est semblable a la matrice <
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Traitons maintenant le cas 6 = 0().
L’équation de Cy devient y*> = 0. La conique Cy est dégénérée : ¢’est la droite d’équa-
tion y = 0.

Exercice 8.13

Mines-Ponts MP 2004
Soit C) la courbe d’équation x? + 2Axy + y? + 2x + 2y = 0.

1) Déterminer les points communs a toutes les courbes C,.
2) Nature de C, suivant A.

3) Ensemble des centres des C,.

1) Soit M un point de coordonnées (xg, yo) tel que pour tout A dans R, le point M
appartient a C,. En particulier M appartient a C; et Cy. Ses coordonnées vérifient
donc le systeme d’équations

x4 2xy+y?+2x+2y = 0
x2+y2+2x +2y =0

On en déduit que xy = 0. Si x = 0 alors I"appartenance de M a Cy montre que
y=0ouy=-2,siSiys=00nax =0oux = —2. On a donc ainsi montré
que C;NCo = {(0,0), (0, =2),(—2. 0) } ;etion verifie sans difficulté que les points
ainsi obtenus appartiennent a C, pour tout A dans R.

2) Soit la matrice A = </1\ /l\> .

Son polyndme caractéristique est X2-2X41 - =X—-1=-M)DX—-1+A).
Commengons par traiter le cas A € R\ {—1, 1}.

La conique C, est a centre. Les coordonnées (xo, yo) de son centre () vérifient le
systeme d’équations

2)C0+2)ty0+2 =0
2/\X0+2yo+2 =0
. 1 1
On obtient ()Co,y()): —m,—m .

- 2
Dans le repere (€, 7, j), la conique C), a pour équation Y>4+2AX Y +Y?— VS 0
Les vecteurs propres de A permettent de construire une base orthonormale

(e1,er) de R? telle que dans le repere ({1, e, e,), la conique C, a pour équation
2
- DX+ (1 +)Y? - ~— =0
(1= NX2+ 1+ Y? =
edc]—1,1[

La conique C) est une ellipse propre car

> 0.
1+A
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e A€ R\[-1,1].

La conique C, est une hyperbole car

[} )\ = —1
La conique C) a pour équation x> — 2xy + y* + 2x + 2y = 0.

1+)t7é0

V2 V2

La matrice A a pour spectre {2,0}. Les vecteurs e¢; = (—7,7) et

(?, g) forment une base orthonormale de R? constituée de vec-
teurs propres de A. Dans le repere (O, e;, e;) I’équation de C), est V2X2+Y =0.
Pour A = —1, la conique C, est une parabole.

eA=1

La conique C, a pour équation x> + 2xy + y> + 2x + 2y = 0. On peut appliquer
a nouveau les changements de base usuels, mais on peut aussi constater que
X2 +2xy + ¥ +2x +2y = (x + y)(x + y +2). La conique C, est alors la réunion
de deux droites paralleles.

e =

3) L’ensemble des centres des C, est ’ensemble des points de coordonnées

1
T
tion x = y privée du point de coordonnées (0, 0).

Exercice 8.14

Mines-Ponts MP 2006
Reconnaitre et tracer la courbe £ d’équation 13x> — 32xy +37y* = 5.

Soit la matrice A = ( 13 _16> .

1
m) pour A dans R\ {—1}. Cet ensemble est la droite d’équa-

-16 37
Le polyndme caractéristique de cette matrice est A2 =501 +225 = (A —=5)(A —45).
On en déduit que £ est une conique a centre du genre ellipse.

Comme il n’y a pas de terme du premier degré en x et en y dans 1’équation de &£, on
constate, en menant les calculs habituels, que son centre est (0, 0).

Les vecteurs propres de A permettent de construire une base orthonormale
(e1,e7) de R? telle que dans le repeére (O, e, ez), la conique £ a pour équation
5X? +45Y% — 5 = 0. On constate alors que £ est une ellipse propre (c’est-a-dire
qu’elle est non vide et non réduite a un point).

Pour tracer £ on peut expliciter les vecteurs propres de A. Ils donnent les direc-

2 1
tions des axes de 1’ellipse. On obtient (gx/g, g\/g), associé a la valeur propre 5 et

1 2
(— 3 V5, g\/g) associé a la valeur propre 45.
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8.3 EXERCICES D'’APPROFONDISSEMENT

Exercice 8.15

CCP PSI 2006

Soit () la surface d’équation x*>+y? —z> = 1. Montrer qu’aucune droite parallele
au plan (x Oy) n’est contenue dans (S). Soit D la droite définie par x = az + b
et y = cz + d. Montrer que D est incluse dans (S) si et seulement si la matrice

a b
A= ( ¢ d > est orthogonale.

Remarquons que (S) est un hyperboloide a une nappe.

Tout droite parallele au plan (x Oy) est contenue dans un plan P, d’équation z = a.
Soit M un point de I’espace de coordonnées (x, y, z). Le point M appartienta (S)N P,
si et seulement si x> + y?> = 1 + a® et z = a, ceci montre que (S) N P, est borné, il
ne contient donc pas de droite.

La droite D d’équations cartésiennes x = az+b et y = cz +d est incluse dans (5) si
et seulement si pour tout z dans R on a (az + b)2 +(cz+ d)2 —72=1ce qui équivaut
a: pour tout z dans R, on (a*+¢% — 1)z>+2(ab+cd)z+b*+d> — 1 = 0. Finalement la
droite D est incluse dans (S) si et seulement si o’ +¢” = 1, ab+cd = O et b*>+d* = 1,

.. . | a
ce qui signifie exactement que la matrice A = (

Exercice 8.16

Centrale MP 2005 et 2006
Soient m et a deux réels non nuls. On considere les droites

y = mx y = —mx
(Dl){ c—a et(Dz){ =

z ) est orthogonale.

a.

Trouver I’ensemble (S) des points M de R tels que d(M, D) = d(M, D).
Trouver les droites incluses dans (.5).

Rappelons que si Mj est un point de D; et & un vecteur directeur de Dy, alors la
distance d’un point M a la droite D; est donnée par la formule :

| MoM A |
0 u
dM,D)) = —=—
[
Les vecteurs I’?] = —mi+ j’et 1’72 = E sont des vecteurs normaux aux plans qui

définissent D1, le vecteur ' = 11| A i, = 7'+ m7 est alors un vecteur directeur de D;.
En choisissant M de coordonnées (0, 0, a), on obtient

d(M,D)* = ((mx —y)* + (1 +m*)(z — a)?).

1
1+m?
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On en déduit, en changeant a en —a et m en —m, que

d(M, D,)* = 1 +1m2 ((mx +y)* + (1 +m*)(z +a)) .
Le point M(x,y,z) appartient a (S) si et seulement si d(M, D)) = d(M, D),
ou encore d(M,D,)*> = d(M,D,)*. Cette relation se traduit par 1’équation
(mx — y)* + (1 + m®>(z — a)* = (mx +y)*> + (1 + m>)(z + a)?, et finalement

par mxy +a(l +m*)z =0.

On constate alors que (S) est une quadrique Q dont nous allons déterminer la nature.
m

0 5 0

SoitA = | ™ 0 0 | lamatrice de cette quadrique. Son spectre est { — %, %, 0}.
2
0 0 O

Comme la matrice de Q n’est pas de rang 3, on explicite une base orthonormale de
vecteurs propres. On obtient par exemple :

2 V2 2 V2
e = <_§7§70> , €2 = (§’§70> , €3 = (0707 1)

Dans le repere orthonormal (O, ey, e3, €3), la quadrique a pour équation :

—%X2+ %Yz +a(l+m»HZ =0.

Comme m et a sont non nuls, ceite équation est celle d’un paraboloide hyperbolique.

Cherchons les droites inclusci dans (8). Soit M, de'coordonnées (xo, yo, zo) un point
de (S) et soit ¥ = ai'+ B+ vk un vecteur directeur d’une droite D contenant M. La
droite D admet pour représentation paramétrique (xo + af, yo + Bt, zo + yt) et elle est
incluse dans (S) si et seulement si

Vi € R, m(xo + at)(yo + Bt) +a(l + m?*)(zo + yt) = 0,
ou encore, puisque les coordonnées de M, vérifient I’équation de (),

Vvt € R, (m(ayo + Bxg) +a(l + mz)y) t+m(aB)’ =0.

Cette derniere expression est nulle pour tout ¢ réel si et seulement si

af = 0
—m
Y = m(am + Bxo)
_m —
1 pu— 1 _—_— f— 1 —
On obtient (aaﬁ7 7) )‘(07 ) a(l +m2)x0) ou (avﬁa y) /\( 707 a(l +m2))’0)

(A € R). Ceci montre que chaque point de (S) appartient a exactement deux droites
qui sont incluses dans (5).

Exercice 8.17

Centrale MP 2005

Dans ’espace affine euclidien R?, trouver le lieu des points équidistants d’une
droite D et d’un plan P.



% Chap. 8. Quadriques et coniques

Il y a deux situations a distinguer :

—la droite D et le plan P sont sécants

—la droite D est parallele au plan P ou incluse dans le plan P.

Pour traiter cet exercice, le choix d’un repere bien adapté a chacune de ces situations
est essentiel.

e La droite D et le plan P sont sécants.

— — —
On peut par exemple choisir un repere orthonormal de 1’espace (O, @, 7, k) tel
que P a pour équation cartésienne dans ce repére z = 0 et il existe @ dans R* tel
que D a pour systeme d’équations cartésiennes y = az, x = 0. Le vecteur & de
coordonnées (0, , 1) est un vecteur directeur de D et le point O appartient a cette
droite. Soit alors M un point de I’espace de coordonnées (x, y, z).

N —_—
& AOM|| — \/(y — az)? + (1 +a?)x?

e] V1+a? '

On en déduit que les points équidistants de D et de P sont les points M dont les
coordonnées (x, y, z) vérifient la relation zz(l + az) =(y — az)2 +(1+ ozz)x2 ou
encore (1 + a®)x? + y? — 22 — 2ayz = 0.

Ona d(M,P) = |z|etd(M,D) =

l+a> 0 0

On obtient donc une quadrique de matrice A = 0 1 —a|. Cette qua-
0 —a -1

drique est de rang 3. Comme sa partie linéaire est nulle son centre est O. On peut se
lancer dans le calcul du spectre de A, mais on peut aussi constater que la quadrique
contient son centre et montrer que ce n’est pas un singleton en faisant référence a
la définition géométrique de cette quadrique. (Il'y a d’autres points de I’espace que
I’origine qui sont équidistants de P et D). Le lieu des points a déterminer est un
cone.
e La droite D est parallele au plan P ou incluse dans le plan P.
On peut alors, par exemple, choisir un repere orthonormal de 1’espace (O, 7, 7 )
tel qu’il existe & dans R de sorte que P a pour équation cartésienne z = —a
et D admet pour systeme d’équations cartésiennes z = «, y = 0. Soit alors
M un point de 1’espace de coordonnées (x,y,z). On a d(M,P) = |z+a] et

—
, k

d(M,D) = +/y?>+(z — a)*. On en déduit cette fois que les points équidistants
de D et de P sont les points M dont les coordonnées (x, y, z) vérifient la relation
(z+ a)* = y> + (z — @)? ou encore y* — 4az = 0.

On a alors les deux cas suivants :

—si @ = 0, ce qui correspond a la situation ou D est inclus dans P, alors I’ensemble
recherché est le plan d’équation y = 0;

—si @ # 0 alors I’ensemble recherché est un cylindre parabolique.

Remarque

Le dernier résultat n’est pas tres surprenant. L’intersection d’un plan H orthogonal
a D avec le lieu cherché, est I’ensemble des points équidistants d’une droite et
d’un plan, ce qui donne une parabole dans H. De plus, on constate que le lieu est
invariant par les translations de vecteur colinéaire a un vecteur directeur de D.



Etude affine
et métrique des courbes I

Dans ce chapitre on compléte 1’étude des courbes paramétrées et polaires faite en
premiere année. Nous ne mentionnerons dans les rappels de cours que les notions ne
figurant pas dans notre livre « Tous les exercices d’algebre et de géométrie MPSI-
PCSI-PTSI ».

Précisons pour commencer les notations qui seront utilisées dans ce chapitre.

On se place dans R? muni d’un repére orthonormal direct (O, 7, 7). Une application
f :t — f(t)de classe ck (k > 1) d’un intervalle I de R dans R? définit un arc
paramétré orienté de classe CX. Nous noterons C = f(I) la courbe géométrique
image de [ par f.L orientation correspond au sens de parcours de la courbe quand ¢
décrit /. La variable ¢ est appel¢ parametre de 1’arc de courbe.

Lorsque f(t) = (x(¢), y(¢)), mousrnoterons €galement M(¢) le point de la courbe de
paramétre ¢. o

Pour tout nombre réel 6, la base orthonormée directe (i(6), v(6)) est telle que I’angle
(7, u(0)) soit de mesure 6.

9.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION
9.1.1 Etude locale

On étudie le comportement de la courbe lorsque ¢ est au voisinage de @ € 1. On
suppose que la fonction f est indéfiniment dérivable au voisinage de a. Pour tout
—

k € N*, on note V;, = x®P(a)7+ y*®(a)7, et I’on suppose qu’il existe deux entiers
P, q tels que

. . . . ’ “ - -
— le nombre p soit le plus petit entier au moins égal a 1, tel que V,, # 0,
— le nombre ¢ soit le plus petit entier, au moins égal a p + 1 tel que les vecteurs

— - . o e
V), et V, ne soient pas colinéaires.

— —
On a ainsi une base (V,, V) du plan. Alors au voisinage de a, le comportement

— ) . (t—ay — (t—a) —
du vecteur M (a)M (t) est le méme que celui du vecteur ‘ V,+ ‘ V.
p: q:




% Chap. 9. Etude affine et métrique des courbes

En particulier :

p—
— La courbe est tangente en M (a) au vecteur V.
— La position de la courbe par rapport a sa tangente est donnée par le vecteur

-
(t —a)?V, :sil’on place I’origine de ce vecteur en M(a), il se trouve situé, pour
des valeurs de ¢ proches de a, du méme c6té de la tangente que le point M(¢).

— Pour des valeurs de ¢ supérieures a a et proches de a, la courbe se trouve a

Iintérieur du parallélogramme construit sur les vecteurs 7,: et V,; placés en M (a).
— Pour des valeurs de ¢ inférieures a a, la position de la courbe par rapport a sa
tangente dépend des signes de (r —a)? et (t —a)?, et donc de la parité des nombres
p et g. 1l en résulte quatre cas possibles, pour la position de C au voisinage de
M(a).

p impair pair
— —
Vq Vq t>a
. M(a) v
impair ' Vp
t<a
t<a -
M(a') point d’inflexion M (a) point de rebroussement
’ de 1° espece
—
Vy
pair M(a) 7;
M(a) point ordinaire M (a) point de rebroussement
de 2° espece

En pratique, sauf dans le cas ou les fonctions x et y sont tres simples (des fonc-
tions polyndmes par exemple), on préférera utiliser les développements limités.
En effet, si les fonctions x et y sont indéfiniment dérivables au voisinage de a,
elles possedent alors des développements limités en a de la forme

x@)=ap+a1(t —a)+...+a,t —a)"+o((t —a)")
y@t)=by+bi(t —a)+...+b,(t —a)" +o((t —a)").
Pour & > 1, posons 7;( = a; 7+ br7. On a alors, d’apres la formule de Taylor,
1
U;: = —Vk) . On peut donc, dans I’étude précédente, remplacer les vecteurs V;z

!
k! .
par les vecteurs Uy.
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Points singuliers

L’étude précédente est souvent utile lorsque le point M(a) est singulier, c’est-
— —

a-dire lorsque V; = 0, cependant on peut obtenir le coefficient directeur de la

t —
tangente a la courbe en M (a) comme limite en a du rapport ) = y(@) et aussi,
x(t) — x(a)
/
t
comme limite en a du rapport Y ,( ) .
x'(1)
Remarque
En coordonnées polaires, si  f(6) = (p(#)cosf, p(f)sinf) , alors on a

VN2 — 202 — 2 2 : P :
IVi]]© = x™ + y"* = p”~ + p’* et il ne peut y avoir de point singulier en dehors
de I’origine.

Points d’inflexion

Une condition suffisante pour que la courbe admette un point d’inflexion au point
M (a) est que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

(i) les vecteurs OM'(a) et O M" (a) sont colinéaires,

(ii) les vecteurs O M'(a) et OM""(a) sont linéairement indépendants.
La condition (i) est nécessaire mais pas suffisante (voir exercice 9.1).
Les conditions (i) et (ii) sont suffisantes mais pas-nécessaires (voir exercice 9.2).

Etudier au voisinage de 0, 1’allure de la courbe représentative de la fonction f
3
définie par f(t) = (

sin” ¢
1+1¢

, (1 +1)(sht — sin t)) .

En effectuant un développement limité en zéro :

x(1) = @ +0HA —t+00) =21 +0@)1 -t +o0(1))
Bl —t+00) =1 —t*+o1"),

_ 1 t3 t3 4 _1 t3 4
yit) = (A+1) t+€ — t—g +o(t") ) =1 +1) §+o(t)

= 1 +1) 1+0(t) —t3+t4+0(t4)
n 3 33 ’

T . Py A 377 4577 4 N
Ceci s’écrit vectoriellement OM(t) = OM@O) + t*U; + t" Uy + 0o(t") , ou
— 1 — I
Us=7+=-7 et Uy=—-1+=7.

3 3
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— —
Les vecteurs U; et Uy ne sont pas colinéaires et forment donc une base du plan. Il en
résulte que le point M (0) = (0, 0) est un point ordinaire (p = 3 est impairet g = 4
—
est pair). La tangente a la courbe a comme vecteur directeur le vecteur Us.
y

— A

Uy
t >0

t < x
M)

Etudier au voisinage de 1, ’allure de la courbe représentative de la fonction f
définie par f(1) = (1 +1(t —2)(t — 1)}, =1+ (@2 =2t +5)t — 1)%).

En posant u = ¢ — 1, on obtient

x(l+uw)= Jt@+Dw—Du’=1—uw+u
y(1+u) Hsb i@t it =1 540’ + o
e . . W a4 377 557 N
Ceci s’écrit vectoriellement  OM(1 + u)- = OM) + u”Us + u”Us , ou
— —
Us=—-1+47 et Us=7+7].

— —
Les vecteurs U; et Us ne sont pas colinéaires et forment donc une base du plan. Il en
résulte que le point M(1) = (1, —1) est un point d’inflexion (p = 3 et g = 5 sont
—
impairs). La tangente a la courbe a comme vecteur directeur le vecteur Us.

Yy
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9.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

Etudier au voisinage de 1, ’allure de la courbe représentative de la fonction f

définie par f(¢) = <z(3 2 -1, r—1+ ;) .

Enposantu =t —1,0ona

x(1+u)=1+uw)1 —2u)u® = u®> —u® —2u*,

1
y(l+u)=u+— = 1+u> =i +u*+ow™ .
1+u

Donc — — 5 355 47 4
OM(+u)=0M)+u U, +u”Us+u"Us+o0(u™),
— — —
ol Uy=-Us;=7+7 et Uy=-2'+7.

— —

Les vecteurs U, et U4 ne sont pas colinéaires et forment donc une base du plan. Par
pd e .o

contre U, et U; sont colinéaires. On a donc

— — 2 — 4 4
OMt)=0MMD)+u (1 —w)Us+u" Uy +o(u™) .

I1 en résulte que le point M (1) — (0, 1) est un point de rebroussement de deuxieéme

espece (p = 2 et g = 4 sont pairs). La tangente 4 la courbe a comme vecteur
- :
directeur le vecteur Us. W
Yy
A
—
Uy
U
M(1) ?
X

Centrale PC 2007
Soit C la courbe paramétrée définie par x(1) = > +1et y(t) =2t+1/tour € R*.
Montrer que C admet trois points d’inflexion.
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Pour ¢ # 0, on obtient x'(r) = 2t + 1, y'(t) = 2 — 1/¢%, x"(¢) = 2, y"(t) = 2/¢°,
x///(t) — 0, y///(t) — _6/t4.

e On constate en particulier que O M'(¢) et OM""(t) ne sont jamais colinéaires.

e Etudions si OM’(t) et O M (t) peuvent étre colinéaires.
Cette condition gera satisfaite si et seulement si le déterminant des vecteurs
OM'(t) et OM"(t) est nul, c’est-a-dire x'(t)y”(t) — y'(t)x”(t) = 0. Mais,

2t + 1 1 26343t +1
xX'@)y'@t) — y(Ox"@t) = 2 < o <2— 72)) = 2t73. Il en

résulte que la courbe admet des points d’inflexion pour les valeurs de ¢ solutions
de I’équation 2¢° — 3t — 1 = 0. Une solution évidente est # = —1. On peut alors
factoriser 21> — 3t — 1 = (¢ + 1)(2¢> — 2t — 1), et on obtient deux autres solutions

1+43

Conclusion : la courbe admet trois points d’inflexion.

Mines-Ponts PSI 2007

Déterminer les points de rebroussement de la courbe C paramétrée par
x(t) =tcost —sint, y(t) = 1+ cost.

¢ Une condition nécessaire ponr avoir un point de'rebroussement au point de para-

i u
metre ¢ est que OM'(t) = 0 c’est-a-dire x'(t) = y’(t) = 0. Puisque x'(t) = —tsint¢

et y'(t) = — sint, la condition est satisfaite pour t = k7 avec k € Z.
e Cherchons le premier vecteur dérivé non nul en k7. On a x”/(t) = —t cost — sint
et y'(t) = —cost, donc x" (k) = km(—1)*' et y"(km) = (—1)**'. Le vecteur

—
OM" (ki) n’est donc pas nul.

—
e Cherchons enfin le premier vecteur dérivé non colinéaire avec OM" (k). On a
x"'(t) = tsint — 2cost et y"'(t) = sint, donc x"(kw) = 2(— 1) et y"'(kar) = 0.

— R
On constate que les vecteurs O M"' (k) et O M (k1r) ne sont pas colinéaires. On est
donc dans le cas d’un point de rebroussement de premiere espece.
Conclusion : Pour tout k € Z, le point M (k) de coordonnées (km(— DX, 1+ (=DM
est un point de rebroussement de premiere espece de la courbe C.

9.1.2 Equation de la tangente et de la normale en un point

¢ La tangente a la courbe en un point M (¢) admet pour vecteur directeur le vecteur

 ——

OMP (1) = xP (1) 7+ y'P (1) 7, premier vecteur dérivé non nul, (lorsque M (¢) est
e

régulier, c’est le vecteur O M'(1)).
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Rechercher une équation de la tangente est donc le probleme de géométrie affine
élémentaire consistant a trouver une équation d’une droite dont on connait un
vecteur directeur et un point : soit P le point de la droite de coordonnées (X, Y).
On obtient une équation de la tangente en écrivant que le déterminant dans la base

e = N
(7, 7) des vecteurs OMP)(t) et M (1) P est nul, ce qui donne pour équation

(Y = y)x(@) — (X = x()y"(1) = 0.
Pour une courbe donnée par une équation polaire, on peut,
- ou bien revenir au paramétrage x = p(f)cosf, y = p(6)sin et appliquer ce
qui précede (voir I’exercice 9.8),
- ou bien écrire une équation de la tangente dans le repere mobile (O, i(6), v(6))
et faire ensuite un changement de repére pour se ramener dans le repére (O, 7, 7)
(voir I’exercice 9.7).
e La normale a la courbe en un point M(¢), est la droite passant par M(t) et
orthogonale a la tangente. Soit Q le point de la droite de coordonnées (X, Y). On
obtient une équation de la normale en écrivant que le produit scalaire des vecteurs

RN SN
OMP)(1) et M(t)Q est nul, ce qui donne pour équation
(X = x@)xP(0) + (Y — y@)yP (1) = 0.
— _
On peut également chercher un vecteur non nul W(¢) orthogonal & O M (1), et
— —_
écrire que W(t) et M(¢)Q sont colinéaires.

Remarque ;
On peut bien sfir, dans les calculs précédents, remplacer O MP)(z) par un vec-
teur non nul qui lui est colinéaire.

CCP PSI 2005 proche de Mines-Ponts MP 2007
Soit I" 1a courbe paramétrée par x(t) = 312, y(t) = 213,

1) Pour tout ¢ réel, donner une équation cartésienne de la tangente a I' au point
M(1)

2) Pour tout u réel, donner une équation cartésienne de la normale a I' au point
M (u)

3) Déterminer les droites qui sont a la fois tangentes et normales a I'.

S
1) On a tout d’abord OM’(t) = 617+ 6¢> 7, et on constate que, pour ¢ # 0, tous les
points de la courbe sont réguliers. Dans ce cas, la tangente a la courbe au point M (t)

R

admet pour vecteur directeur O M’ (1) = 61 7+ 6> 7, ol encore, en divisant par 6¢, le
—

vecteur V(1) =7+t 7.
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YO =y _ 2t
x(t)—x@0) 3
vers 0, lorsque ¢ tend vers 0. Il en résulte que la courbe est tangente a ’axe Ox en
M) = O. (Comme de plus la courbe est symétrique par rapport a Ox puisque la
fonction x est paire et la fonction y est impaire, le point singulier est un point de

rebroussement de premiere espece).

Lorsque r = 0, le point de la courbe est singulier. Le rapport

Donc, pour tout# € R, le vecteur V(I) = 7+t Jestun vecteur directeur de la tangente

a la courbe en M (7).

Soit P le point de la tangente de coordonnées (X, Y). Pour chercher une équation

de la tangente, on écrit que le déterminant, dans la base (7, 7), des vecteurs V(t) et

1 X -3¢
Y — 213

On obtient donc comme équation de la tangente : 1 X — Y — 1> = 0.

- ) 3
M(t)P est nul. Mais =Y —tX+1.

2) Soit Q le point de la normale de coordonnées (X, Y). On écrit cette fois que les
_—
vecteurs 7(1/[) et M(u)Q sont orthogonaux. En calculant leur produit scalaire, on
: TN A 2 4
obtient V(u)Mu)Q = X +uY —3u” —2u".
On en déduit alors comme équation de la normale : X + uY — 3u® — 2u* = 0.

3) Dire qu’une droite est a la fois tangente et normale a I' signifie qu’il existe
deux points M(t) et M(u) tels que la tangente a I' en M(¢) soit la normale

a T en M(u). Cela veut dire que les deux équations tX — Y — 3 = 0 et
X +uY — 3u®> — 2u* =0 sont deux équations de la méme droite. Cela se
u 1 3u®+2u*

traduit par la nullit¢ des deux déterminants 3 , ce qui

-1 t t
ut+1=0
t(t* —3u® —2u*) = 0
les nombres u et t ne peuvent €tre nuls. En multipliant la deuxieme équation
par —u®/t, et puisque u’*t> = 1, on obtient 2u® + 3u* — 1 = 0. Pour résoudre
cette équation, posons U = u”. On obtient 2U° + 3U? — 1 = 0. Le polyndome
H(U) = 2U° + 3U% — 1 a une racine évidente —1, ce qui permet de le factoriser.
On trouve 2U°% +3U% — 1 = (U + DQU? + U — 1) = (U + 1)*(Q2QU — 1). La seule
racine positive de H est donc 1/2, ce qui donne pour u les deux valeurs opposées
il/\/i. Puisque + = —1/u, on obtient alors les deux couples (7, u) = V2, —1/\/5)
et(t,u) = (—\/5, 1/ \/E). Il est facile de voir qu’ils vérifient bien le systeme (S). On

obtient les deux droites d’équation : V2X —Y =2V2et V2X +Y =2V2.

Exercice 9.7

Centrale PC 2006

Soit la courbe I' d’équation polaire p = cos 26. Déterminer une équation carté-
sienne de sa tangente au point de parametre 6.

donne le systeéme (S) { . D’apres la premiere équation
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2 2 2 2 2
Remarquons tout d’abord que ||[OM'(0)||° = p(0)° + p'(6)" = cos” 26 + 4sin” 20
n’est jamais nul. La courbe n’a donc pas de point singulier.
L’énoncé de I’exercice ne précisant pas dans quel repere on cherche 1’équation de
la tangente, on va la donner, tout d’abord dans le repére mobile (O, i(6), v(6)), puis
dans le repere (O, 7, 7).
Rappelons que #(6) = cos 87+ sin 0 j'et v(f#) = — sin 6 7'+ cos 6 7.
e Dans le repere (O, u(6), v(6)), on a W(G) = p(0)i(#), donc en dérivant on

o
obtient OM'(0) = p'(0)i(0) + p(0)vU(h). Soit P un point de la tangente a la courbe
—_—

en M(6) de coordonnées (Xg,Yy) dans (O, u(0),v(6)). Les vecteurs OM’(0) et
p'(0) Xg— p(6)
p(6) Yy

Yop'(0) — Xgp(0) + p(0)* = 0, et puisque p(f) = cos26 et p'(§) = —2sin26, on
obtient comme équation (1) 2Y, sin26 + Xy cos 260 = cos?26.

— -, . . vz .
M (6) P sont colinéaires, et donc = 0, ce qui donne I’équation

e Le point P de la tangente a pour coordonnées (X, Y) dans le repere(O, 7, 7). On a
donc X7+Y 7= Xgu(0) + Yy U(0) = Xg(cos 07+ sin 6 7) + Yo(— sin 0 7'+ cos 6 7).
On en déduit X = Xgcosf — Ygsinf et Y = Xysinf + Yycos 8, d’ou ’on tire
Xy =Xcosf+YsinfetYy,=—Xsinf+Y cos 6. En remplacant Xy et Yy par leur
valeur dans 1’équation (1), on obtient

(2) Y(2cos 0 sin26 + sin 6 cos 28) + X(cos A cos 28 — 2 sin 0 sin 26) = cos’ 26 .

Bien siir, on aurait pu obtenir directement cette équation, en partant du paramétrage
x(0) = p(f)cos B, y(0) = p(B)sin b de la courbe I,

Podaire d'une spirale logarithmique par rapport a 0, d'aprés CCP PC 2007

Soit k € R* et soit I' la courbe d’équation polaire p = e*?.

1) Déterminer un vecteur directeur de la tangente 75 a la courbe en un point
M (0) et en donner une équation cartésienne.

2) Déterminer un vecteur normal a la courbe en un point M (6), puis trouver une
équation cartésienne de la normale Nj.

3) Question de la rédaction : Déterminer la projection P(6) de ’origine O sur
Ty. Le point P(#) décrit une courbe y. Par quelle transformation géométrique
simple obtient-on vy a partir de I' ?

1) Remarquons tout d’abord que p ne s’annule pas. La courbe I' n’a donc pas de
point singulier.

La courbe admet comme paramétrage x(6) = ek cos 0, y(0) = e’ sin 6. On a donc
x'(0) = X (k cos 6 — sin 0) et y'(0) = "% (k sin 6 + cos ).
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R —

Le vecteur OM’'(0) est un vecteur directeur de la tangente 7, & la courbe au

point M(6). En simplifiant par ¢’ on peut donc prendre comme vecteur directeur

N

V(@)= (kcosf —sin@) v+ (ksinf +cos ) 7.

Soit Q le point de la tangente de coordonnées (X,Y). On écrit que le déter-
—_ _—

minant, dans la base (7, 7), des vecteurs V (0) et M(6)Q est nul, ce qui donne

kcos —sinf X — e cos @

ksing+cosd Y —esing| — 0. On obtient pour équation de 7y :

Y(k(:osﬁ—sinl?)—X(ksin49+<:os0)+ek‘9 =0.

2) Un vecteur orthogonal a 7(0) est W(H) = —(ksinf +cos 0) 7+ (k cos § —sin 6) 7.
C’est donc un vecteur directeur de la normale a la courbe. Soit R le point de la nor-
male de coordonnées (X, Y). On écrit que le déterminant, dans la base (7, 7), des vec-
—(ksinf+cosf) X —e*cosb _

W (6) et M(6)R est nul, ce qui d
teurs W(0) et M(6)R est nul, ce qui donne k cos 6 — sin 6 Y — &sing| =

On obtient pour équation de N :
X(kcos® — sin @) + Y(ksin @ +cos §) — kek? = 0.
. . . . - e
On aurait pu également écrire que le produit scalaire des vecteurs V (0) et M(6)R
est nul.

3) La droite orthogonale a 7, passant par O.est. donc la parallele a Ny passant par O
et a pour équation X (kcos @ = sin¢)) + Y (ksin 6+ cos #) = 0. Les coordonnées du
point P(#) sont alors les solutions du'systeine

X(ksin6 +cos ) — Y(kcosf —sin0) = e*?
X(kcos® —sinf)+ Y(ksinf +cosf) =0

D’ou I’on tire

1
X = (ksin @ +cos 0)ek? et Y = (sin @ — k cos 0)e*? .

k2 +1 kK2 +1
Soit le tel i k t ! Al
oit & un angle tel que sina = etcosa = . Alors
VEkZ+1 k2 +1
1
X = (sin a sin @ + cos & cos )ek? = cos(f — a)ek?
kK2 +1 kK2 +1
1 1

(cos a sin @ — sin « cos H)ekg = sin(f — a)et? .

V2 +1 k2 +

En posant u = # — «, on obtient comme nouveau paramétrage de y

;

ekaf ka
X = ccosu et Y =

V2 +1 V2 +1

Conclusion : 1a courbe 7y s’obtient a partir de I" par une homothétie de centre O et de
ka
e

ViZ+1

Q

e sinu.

rapport
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9.1.3 Changement de paramétre

Rappelons que si u est une bijection de classe C* de I’intervalle I sur I’intervalle
J telle que u’ ne s’annule pas, alors u " est une application de classe C* de J
sur /.

Si f est un paramétrage de classe C* de I dans R? dont la courbe image est
C = f(I),alors g = f ou~! est une application de classe C* de J dans R?
avec C = g(J). On dit que I’on a effectué un changement de parameétre ou un
reparamétrage de la courbe C.

On dit que I’arc ¢ a méme orientation que f lorsque u’ > 0.

Un tel reparamétrage u qui conserve 1’image C et le caractére C* de I’arc est dit
admissible et les deux arcs f et g de classe C* seront dit C*-équivalents.

Soit f 'applicationde / = | —7/2, 7/2 [ dans R? définie par

1
f@) = ( 7 1 - tant) . Soit g 'application de J = ] —o0, co[ dans R?
cos

définie par g(¢) = (1 + 2,1 — t). Montrer que, pour tout entier k > 1, les arcs f
et g sont C*—équivalents. Déterminer f (/).

' I ) L
ePourtouts € I,ona 1+tan’s = En considérant I’application u de / dans
c

os?t’
R définie par u(t) = tant on obtient, pour tout ¢ € [, la relation f(t) = g o u(z).
L’ application u est une bijection indéfiniment dérivable de I sur J telle que u’(1) > 0
et f(I) = g(J). Pour tout entier k > 1, les arcs f et g sont donc CX—équivalents et
ont méme orientation.

e Déterminons la courbe C = f([).

En éliminant ¢t dans la définition de g, on obtient facilement x(¢1)—1 = = —y(t))2
d’ou x(t) = y(t)2 — 2y(t) + 2. Il en résulte que C est inclus dans la parabole d’équa-
tion x = y*> — 2y + 2, et puisque y() prend toutes les valeurs réelles lorsque 7 décrit
J, la parabole est décrite completement.

Remarquons que si, pour ¢ réel, on pose h(t) = (t> — 2t + 2, 1), on obtient alors un
arc paramétré i qui n’a pas la méme orientation que les deux précédents, car, en
posant /(1) =1 —t,onah oy = g, avec ' < 0.

9.1.4 Aire d'un domaine limité par une courbe

Soit f une application de classe C' par morceaux d’un intervalle I = [a, b]
(a < b) dans R? telle que f(a) = f(b) (courbe fermée). Si la restriction de f a
[a, b[ estinjective, alors I’aire géométrique A du domaine limité par la courbe
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est la valeur absolue d’une des intégrales suivantes

b b 1 b
(1)/ yx'(1)dt ; (2)/ Y(Ox()dt ; (3)5/(X(f)y'(t)—y(t)X'(t))dt

et, en coordonnées polaires, si f(6) = (p(#) cos 8, p(#) sin #) , alors I’aire A est
1 b
I’intégrale (4) 5 / pX(0)d6 .

Quand ¢ décrit [a, b [, une telle courbe est parcourue une fois et une seule et n’a
pas de point double.

Plus généralement, si f(a) # f(b) et

— si I’on complete 1’arc de courbe par deux segments de droites paralleéles a Oy
passant par M(a) et M(b), et un morceau de I’axe Ox pour obtenir une courbe
fermée C, alors, si C est parcourue une fois et une seule et n’a pas de point double,
I’aire limitée par C est donnée par la formule (1),

— si ’on complete I’arc de courbe par deux segments de droite paralleles a Ox
passant par M(a) et M(b), et un morceau de I’axe Oy pour obtenir une courbe
fermée C, alors, si C est parcourue une fois et une seule et n’a pas de point double,
I’aire limitée par C est donnée par la formule (2),

— si ’on complete I’arc de courbe par deux segments de droite joignant M(a) et
M (b) a I’origine pour obtenir une courbe fermée C, alors, si C est parcourue une
fois et une seule et n’a pas deipoint.double, |} aire limitée par C est donnée par la
formule (3), ou, en coordonnées poiaires, par ia formule (4).

Remarque

Ces formules sont des applications de la formule de Green-Riemann. Elles se
généralisent dans le cas ou le domaine est non borné. Les intégrales sont alors
généralisées et I’aire peut étre infinie.

Exercice 9.10

Trouver I’aire du domaine limité par la courbe paramétrée par x = t(r> — 1),
y =t>(t* —1),pourt € [0, 1].

La courbe est fermée, puisque f(0) = f(1) = (0,0) et on peut montrer qu’elle n’a
pas de point double.

En utilisant la formule (1) par exemple, y(1)x’(t) = t2(t>—1)(31>—1) = 3t°—4r*+¢2,

! 4
/ Gr® — 4t + Hdr | = —
0

dou A= 105 -
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Exercice 9.11
Trouver I’aire de la boucle du folium de Descartes paramétrée par

3t 2
)= —— 1) =
*(@) 1+t3’y() 1+13

pour ¢ variant de 0 a +oc.

Lorsque ¢ tend vers +co, x(¢) et y(¢) tendent vers 0, et, en utilisant la formule (3),
1 T
Iaire A7 = 2 / (x(2)y'(t) — y()x'(t))dt | du domaine limité par la courbe et
0

la droite joignant O a M(T') a pour limite, lorsque 7 tend vers I’infini, I’aire de la

1 —2¢3 243
boucle du folium de Descartes. On a x'(r) = 3 ﬁ ety'(t) = 3t T30 :3)2’ Donc
2
X(0)Y'(0) — YO (1) = (9—” Alors
/°° odr | _[ 3 17 _3
(1+13) 20+3% |, 27

Exercice 9.12

Trouver I’aire du domaine jumte par la'courbe parametree par x(¢) = cost cos 2t,
y = sint. L

On effectue une étude succinte de la courbe. Elle présente des symétries par rapport
a O, Ox et Oy. Les fonctions x et y sont de période 277. La courbe a deux points
doubles sur Oy, le premier obtenu pour t = 7 /4 ett = 37 /4 et le second pour
t = —m /4 ett = —37 /4. La courbe est formée de trois boucles.

A
t=m/2

t=1/4
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On va utiliser la formule (2). On linéarise facilement x(¢)y’(¢) :

1+ 2t 2t 1+ 4t
x(1)y'(t) = cos®t cos 2t = STCOSA g = SO8A 1 TCOS ,
2 2 4
En raison des symétries, on a pour les boucles du haut et du bas
/2 sindt sin2t 1™ 1 &
A =2 / x(0)y'(H)de | = [ + + = - .
w/4 8 2 2], /4 2 8
De méme pour la boucle centrale
/4 in 4t /4
As =4 / x(1)y'(t)dt | = {Sm +sin 21 +1 1+
0 4 1o 4
L’ aire totale est donc A = 2.4, + A, = 2.

/W x()y'(t)dt

—TT

Remarquons que cette aire n’est pas qui vaut 7 /2.

Exercice 9.13

Trouver 'aire limitée par la cardioide définie en coordonnées polaires par
p(t) =cosfh+1

En utilisant la formule (4), on'd

3 26
p(0)> =1+2cosf+cos’f = §+200s6?+cos2 ,

et comme la courbe est obtenue une fois et une seule lorsque 6 décrit [ —7, 7 ], on

obtient
1 /(3 20
A = E‘/_ﬂ<§+200s0+cosz >a’0‘
1 (]36 . sin201” 3
= 5 “:74'2511'104' :|_7T 7

9.1.5 Repére de Frenet

Soit f un arc paramétré de classe C*.

, R
e Soitk > lett € I.Le point M(t) est régulier lorsque OM'(t) # 0. L arc est
régulier lorsque tous ses points le sont.
e Soit k > 2ett € I.Le point M(r) est birégulier lorsque, d’une part
YL ~ > YL A g )
OM'(t) # 0 et d’autre part OM'(t) et OM"(¢t) ne sont pas colinéaires. L’arc est
birégulier lorsque tous ses points le sont.
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—
OM'(t)
T/
oM’ ()]

— — —
et vecteur normal le vecteur N (7) tel que la base (T (¢), N (¢)) soit orthonor-

é
¢ En un point régulier, on appelle vecteur tangent, le vecteur 7 (¢) =

male directe. Le repere (M (¢), ?(t), ﬁ(t)) est appelé repere de Frenet au point

M(t). Le vecteur ?(t) (ou le vecteur O—M’ (t)) définit une demi-droite, appelée la
demi-tangente a la courbe en M(t).

« Si f est un arc régulier de classe C* sur I avec k > 2, alors il existe une fonction
a de classe C*~! sur I, appelée fonction angulaire, telle que, pour tout € I, on

ait ?(t) = cos a(t) ¥+ sin a(t) 7, et donc ﬁ(t) = —sina(t) ¥+ cosa(t) 7.

Exercice 9.14

Soit la courbe paramétrée par x(¢) = sint et y(¢) =

sin ¢

.L’origine O estun
2 +cost

point double de cette courbe. Déterminer le repere de Frenet pour les valeurs de
t telles que M(t) = O.

Les fonctions x et y sont de période 27 et ’origine est obtenue pour t = Oett = 7
(modulo 277).

210087 +ul
TroN Tren
Onax ([) =cosrety (f) -m

10
e Pour 7 = 0, on obtient x"(0) = 1 et y'(0) = 1/3, donc ||0—>M(O)H = g Alors
! ! (=7+39
— —(—1 .
V10 vio !
—
o Pour t = 7, on obtient x'() = —1 et y/(7) = —1, donc || OM ()| = V2. Alors
T(m) = ——=(T+ Pet N(m) =
m)=——(T+ et N(m) = —
V2 J

2(@ - .
Exercice 9.15

\/_
Soit la courbe d’équation polaire p = sin” @ . Déterminer le repere de Frenet au
point d’angle 6 = /4.

T0) = —@7+ Pet N(0O) =

On a x(6) = cos @ sin® 4 et y(0) = sin® 6, donc x'(0) = — sin® 6 + 2 sin 6 cos’ 6 et
y/'(6) = 3 sin*  cos 6.

On obtient donc x(7/4) = y(w/4) = %, x'(mw/4) = ﬁ et y(mw/4) = 23%,
donc | OM' (/4| = g Alors
T (m/4) = \/%(ﬂ 37) et N(m/d)= \/%(—3 7+ 7).
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9.1.6 Abscisse curviligne - Longueur d'un arc de courbe

Dans ce paragraphe I’arc paramétré f prend ses valeurs dans un espace vectoriel
euclidien F (en général R? ou R?).

Soit f un arc paramétré orienté de classe C* défini sur /.

e Une abscisse curviligne est une fonction s de classe C* sur I telle que, pour

admissible de I’arc f qui définit la méme orientation que celle de f.
Par abus de notation on notera s le paramétre de 1’arc f o5~ .

e Lorsque I = [a, b], lalongueur du chemin parcouru sur C lorsque ¢ décrit /
b

est donnée par I'intégrale ¢; = / s'(t)dt .

a
Lorsque I n’est pas un segment, I’intégrale généralisée définissant £; peut étre
infinie.

r__
Onadonc s(t) = / |OM'(t)||dt + K , ot K est une constante.
a

s

En coordonnées polaires on a ||OM'(0)|| = v/p(0)? + p’(6)?, et pour une courbe
—

d’équation y = h(x),ona [|[OM'(x)|| = /1 +h'(x)2.

e L’arc f os~! est appelé représentation normale de ’arc f.

Déterminer un paramétrage par I’abscisse curviligne revient donc a faire deux

opérations successives : calculer une intégrale,'puis trouver une application réci-

proque.

Exercice 9.16

Trouver un paramétrage par 1’abscisse curviligne de la courbe d’équation
y = x3/2 pour x > 0.

— 3 9
Ona OM'(x) = Z’+§x1/2_'donc oM (x)| = ,/1+Zx.
/ 9
Pour x > 0, posons s / 1+—ta’t Une primitive de x — 4/1+ 1* est

] 3/2 3/2 4 3/2 ]
X — — 1+2x = x+ donc s = | x+ — — . On en déduit
9 9 27

3/2
B AT S VR At R
Y R A g| - POMSZE
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Exercice 9.17

Trouver un paramétrage par 1’abscisse curviligne de la courbe d’équation polaire

1 0
p == sin® = pour § € [0, 27].

2 2
1.6 0 — 1 0
On a p'(f) = = sin = cos —, donc ||OM’'(#)|*> = = sin® = . Si, pour § € [0, 27 ],
2 2 2 4 2
b __, 01 .
I’on pose s = / |loOM'(t)||dt = / 3 81n§dt = —cos, alors s varie
. _ 1 , 0 1 ) )
de —1 a 1, et on obtient p = 3 1 —cos 3 = E(l — s§°). Par ailleurs

6 6 0
sinf = 25in5cosz = —2sv/1—s2et cosh = 2c0s2§ —1=2s*—1dou

x(t)=(1—-s% <s2 - %) et y(t) = —s(1 — s2)3/2.

Exercice 9.18

Montrer que les deux arcs suivants ont méme longueur :
Cy paramétré par x(t) = 2cost, y(t) = sint, pourt € [O, 77'/2}
C, paramétré en coordonnées polaires par p(f) = sin26, pour 6 € [O7 7/ 2] .

"y

Pour C, onax/(r) = —2sint et y(t) = cost, donc x'(1)* + y'(1)> = 4sin’t + cos’ 1,
7/2

et I’arc a pour longueur ¢, = V4sin®t +cos?t dt .
0

Pour C,, on a p'(0) = 2 cos 26, donc p(0)* + p’(8)* = 4cos® 26 + sin” 20, et I'arc a

/2
pour longueur ¢, = / \/4 cos2 20 +sin® 20 d6 .
0
Pour transformer cette dernicére intégrale on effectue le changement de variable

1 T
u = 26. Alors Ezzi/ V4 cos?u +sin® udu .
0

AP L. - ire,
Comme la fonction intégrée est de période 7 et paire, on a encore
1 7/2 7/2

Vacos?u+sin*udu = V4cos2u +sinudu .
2 —7/2 0

On a donc bien trouvé que ¢; = /.

Exercice 9.19

Soit k une entier supérieur ou égal a 3. Calculer la longueur de 1’épicy-
cloide a k rebroussements paramétrée par x(t) = (k + 1)cost — cos(k + 1)t,
y(t) = (k+1)sint — sin(k + 1)t lorsque t € [0, 27 ].

%)
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Onax'(t) = (k+1)(—sint +sin(k + 1)t) et y'(t) = (k + 1)(cost — cos(k + 1)t), donc
X' +y' @) = 2(k+1)*(1 — (sint sink + 1)r + cost cos(k + 1)1))

k
2(k + 1)*(1 — coskr) = 4(k + 1)* sin® % .

21
On a donc ﬁz/ 2k + 1)
0

sin E
2

dt . Mais la fonction intégrée est de période

27 [k, donc la courbe a pour longueur
27 /k kt 2m [k
E:k/ 20k + 1)sin —dt =4k +1) [—cos—} =8k+1).
0 2 2],

Exercice 9.20

Calculer la longueur ¢(6y) de I’arc de spirale logarithmique d’équation polaire
p= e b oub >0, lorsque 8 € [0, 6y ].
Qu’obtient-on lorsque 6, tend vers +oo ?

Ona p'(8) = —be~"?, donc p(6)* + p'(0)> = (1 + b>)e ? . Alors
o V1+b2 b \1+b2
W)= [ Vitbre " ag = ; [ _ e—b0] 0" _vi+

(1—e "),
V1+b?
P La

branche de spirale logarithmique qui s’enroule autour de I’origine a une longueur
finie.

0 b

o
Lorsque 6y tend vers +o0, @e{;éxpression a pour limite #(co) =

Exercice 9.21

Soit @ > 0. Calculer la longueur #(a) de ’arc de courbe de R*® paramétré par

2v/2
x(t) =tcost, y(t) = tsint, z(t) = T\/_ 32 lorsque ¢ variede O aa .

Onax/(t) = cost — tsint, y'(t) = sint + t cost, (1) = V2t , d’ ot

VX2 +y 02+ P =V1+242r =1+1.
2

Alors E(a):/ (t+1)dt=%+a.
0

9.1.7 Courbure - Formules de Frenet

@ (e qu'il faut savoir

Soit f un arc de classe C* (k > 2), paramétré par I’abscisse curviligne s, c’est-a-
— —
dire tel que OM’(s) = T (s), x'(s) = cos a(s), y'(s) = sin a(s) .
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9.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

En un point birégulier M(s) on appelle courbure le nombre y(s) = a'(s). Ce
nombre n’est pas nul, et on appelle rayon de courbure le nombre R(s) = 1/y(s).
On a alors les formules de Frenet

T'(s) = y(s)N(s), N'(s) = —y(s) T (s).

Comment calculer la courbure y en un point d’une courbe de paramétrage
quelconque
Les formules permettant un calcul direct n’étant pas au programme, on adoptera

une des deux techniques suivantes, en tenant compte dans les deux cas, du fait
dt 1

o T o

—_—
— lorsque 1’on peut mettre facilement 7 (r) sous la forme cos a(f) 7'+ sin a(t) 7,

d da dt
on utilise la relation y(¢) = da _da (Voir ex. 9.23),
ds dt ds
iT - dT  dtdT
—on utilise la relation — =y N en écrivant — = — —— (Voir ex. 9.22).
ds ds ds dt

Notions hors programme utiles

Bien que les notions suivantes ne soient pas au programme, elles sont parfois
employées dans les exercices d oraux. Il peut étre utile de les connaitre.

Soit f un arc de classe C¥ (J342) .

— On appelle centre de courbure au point de parametre ¢ le point {)(¢) défini
par OQ(t) = OM(t) + R(t)N(¢).

—Le cercle de centre ()(¢) et de rayon | R(¢)| est appelé cercle osculateur au point
M(1).

— L’ensemble des centres de courbure est (en général) une courbe C; appelée
développée de la courbe C.

Développée de la tractrice CCP PC 2006

Dans le plan muni du repére orthonormé (O, 7, 7), on considere la courbe para-
x =t —tht

métrique : 1 telR.

YT ehr
1) Donner rapidement I’allure de la courbe.
2) Déterminer le rayon de courbure R(t) en tout point M(¢) de la courbe.
3) Déterminer une équation cartésienne de 1I’ensemble des points /(z) définis par

la relation m (1) = R(t)ﬁ(t) ol ﬁ(t) désigne le vecteur normal au point
M(t) (le point I(z) est le centre de courbure).
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1) Pour toutt € R, on a x(—t) = —x(t) et y(—t) = y(¢). La courbe est donc symé-
ht

trique par rapport 2 Oy. On a aussi x'(f) = th’z et y'(t) = —Sh—2. Sur [0, +oo [
ch™t

la fonction x est croissante et varie de 0 a +oo, et la fonction y est décroissante et

varie de 1 a 0. La courbe admet donc I’axe Ox comme asymptote horizontale.

Comme x'(0) = y’(0) = 0, la courbe admet un point singulier au point
/

M@O) = (0,1). Le rapport y,(t) = —— tend vers —oo quand ¢ tend vers 0

x'(t) sht

et la courbe admet I’axe Oy pour tangente verticale en ce point, et puisque la courbe

est symétrique par rapport a Oy, le point M(0) est un point de rebroussement de

premiere espece.

,, h? 1 . .
2)Ona x'(1)*+y'(t)> =th" 1+ Sh—J' — th” 7. Donc. en notant £(z) le signe de  qui
en r

est aussi le signe de thz et de sh z

Ty = e (thei- ——7 - N =) | ——7+the7) = 2D G4she
—° ‘T ehe’) — 8 e T ) T e T

Ona = ds _ VX!'(t)? + y'(t)? = | tht|, puis,

dt

dT dtdT () 1 ht 1
t et S

ds _ ds di |t (ch%Z ch%]) shzohy L TSRID
) . dT 1 — 1 e(t)

M = = _N=-—2"(@+sht)).
ais, on a aussi ’E R R ohi (@+sht))

Alors en identifiant les deux expressions de TR on en déduit que R(t) = |sht|.
s

3) On a donc R(t)ﬁ(t) =tht (Z+sht}), et on en déduit
— — —
OI(t)=0M(@)+ R)N(t)=t7v+chr].
La courbe obtenue a donc pour équation cartésienne y = ch x.

Exercice 9.23

Mines-Ponts MP 2005

Calculer la courbure vy le long de la courbe C d’équation polaire
p=a(l —cosf)(a > 0)
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9.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

La fonction p étant de période 277, on limite I’étude a [0, 27 ].
0
Ona p'(0) = asin 6, donc p(8)” + p'(6)* = 2a*(1 — cos 0) = 4a” sin’ o
Cette expression est nulle en 0 et 27 (point de rebroussement). Dans la suite

on se limite a I’intervalle 10, 277 [. Sur cet intervalle, sin 3 est positif, et donc

—_
ds _ |lOM'(t)|| = 2a sing.

do
En partant de x(0) = a(1 — cos ) cos 8 et y(#) = a(1 — cos 6) sin # on obtient
0 36
x'(0) = a(— sin 0 + sin 20) = 2a sin 5 €08 =,
0 . 360
y'(8) = a(cos @ — cos 26) = 2a sin 3 sin 5
36 36

d’ou ?(0) = cos 77 + sin 7]”, et donc, en posant « = 36/2, on trouve

N da do 3
T = U+sinaj. Ainsi y(0) = — — = —.
cosa?+sina 7. Ainsi () 40 ds _ 4asin?

2
Exercice 9.24

Centrale PC 2006

Soit a un réel strictement positif: Déterminer les courbes telles que R(s) = a+s? /a,
oll s désigne I’abscisse curviligne et R(s) le rayon de courbure.

Remarquons qu’un tel probléme est invariant par les isométries conservant 1’orienta-
tion (rotations, symétries centrales, translations).
Onax’'(s) = cosa(s), y'(s) = sina(s), et a’(s) = 1/R(s).

1 1 1
L’équation différentielle a'(s) = = — >~ a pour solution
R(s) al1+%

a2

s
a(s) = Arctan — + ay .
a
On va chercher les courbes obtenues lorsque oy = 0. Les autres sont obtenues a
partir de celles-ci par rotation.

s 1
Ona cos’ Arctan — = 5 ;=
a 1 + tan- Arctan " 1+

= donc, en posant ¢ = +1,

a?
s €
x'(s) = cos Arctan — =

a 2
1+ 53

, , s s s g
y'(s) = sin Arctan — = cos Arctan — tan Arctan — =
a

=
a a /1+57

et



% Chap. 9. Etude affine et métrique des courbes

On peut se limiter a € = 1, car le cas les courbes obtenues dans le cas ¢ = —1
se ramenent a celles obtenues dans le cas € = 1 par symétrie centrale. Alors

d >ds
x(s):/set y(s):/“.
2 2

1+ 1+
Pour obtenir x et y il est préférable de changer de parametre en prenant s = a sht,
donc ds = achtdt. Alors
X(t) =x(asht) = /adt =at+bet Y(t) = y(asht) = /ashtdt =acht+c.
On peut prendre b = ¢ = 0. Les autres courbes sont obtenues par translation a partir

N . . X
de ce cas particulier. On trouve alors la chainette d’équation ¥ = ach —.
a

9.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Etudier et tracer la courbe représentative de la fonction f définie par
f@) = (2t3 + 3t2, 3t + 41‘3). En particulier, on étudiera les points singuliers et le
point double.

Dérivées et tableau de variation

Les fonctions x et y sont définies sur K. On a immédiatement x’ = 6¢(t + 1) et
y'(t) = 127%(t + 1) et I’on obtient le tableau de variation suivant :

t —00 —1 0 +00
x' + 0 — 0
1 +00
x / \
—00 0
+00

y \1/0

y - 0 + 0

/
_

y'/x -2 0
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Branches paraboliques

Lorsque ¢ tend vers 00, y(7) tend vers +00, et y(¢)/x(¢) tend vers I’infini. La courbe
admet deux branches paraboliques dans la direction des y positifs. (L’arc de courbe
« ressemble » a des branches de paraboles d’axes paralleles a Oy).

Points singuliers

La courbe admet des points singuliers pour t = Oett = —1.

y(@) —y©0) 312 + 4¢

x(t)—x(0)  2t+3

peut aussi regarder la limite de y'(¢)/ x'(t) = 2t). La courbe est donc tangente en O a

I’axe des x, et le tableau de variation indique qu’il y aura un point de rebroussement

de premiere espece pour cette valeur.

e Pour ¢t = —1, la nature du point de la courbe correspondant n’est plus évidente.

Pluto6t que d’effectuer un développement limité, on préférera ici calculer les dérivées

successives en —1. On a

x"(t) = 62t + 1) et y'(t) = 12t(3t +2), puis x"'(t) = 12 et y"'(t) = 243t + 1).
R s — —

Alors OM(t) = OM(—1) + (¢t + D)*Us + (1 + 1)°Us + o((t + 1)), o1

e Pour ¢+ = 0, le limite en zéro, du rapport

est nulle. (On

— 1—/; 1 1 — 1 - r
U = 5;0M"(=1) = 3" (=Di'+ y"(=1D))) = =37+ 6],

—

1 " 1 " - " - N
Us = 5;0M" (1) = cQ"(- D7+ y"(-1)]) = 27~ 8F.

3!
— —

Les vecteurs U, et U; étant linéairement indépendants, on en déduit que 1’on a de

nouveau un point de rebroussement de premiere espece en t = —1.

La tangente a la courbe au point (x(—1), y(—1)) = (1, —1) a pour vecteur directeur

Y
le vecteur U, donc pour coefficient directeur —2, ce que I’on obtient également en
calculant la limite de y'(r)/x'(¢) en —1.

Point double

Le tracé de la courbe laisse apparaitre un point double. Pour le déterminer on
cherche deux valeurs distinctes #; et ¢, du parametre, telles que x(#;) = x(f) et
y(t1) = y(t,) . L’équation x(t;) — x(t) = 0 donne 2(r} — 13) +3(t} — ;) =0, eten
simplifiant par #; — f,, on obtient, 2(t12 +titr + t22) +3(t1+1)=0.

Le membre de gauche peut s’exprimer en fonctionde S =t +1 et P = f1t,. En
effet 17+t +15 = (t1+0) —tHth=S>— P,

etdonc 2(t7 + 11ty +13) + 3(t) + 1) = 2(S* — P) +35.

On obtient 2(S* — P)+3S =0, c’est-a-dire 2P = 25% +35.

L’équation y(#;) — y(#,) = 0 conduit, par un procédé analogue a

3t + )] +13) + 47 + t1ta +13) = 0, puis & 3S(S* —2P) +4(S* — P) =0, et
finalement 2 2P (38 +2) = 35° +452.

2P =25*+3S

Le systéme de départ, est donc équivalent au systeme { 2P(3S +2)=3S° + 48

En remplacant dans la deuxiéme équation 2 P par son expression tirée de la premiere,
il vient (25% +385)(3S +2) = 35% + 457, ce qui donne S(S*+35+2)=0.
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On obtient trois valeurs possibles de S, donc trois couples (S, P) possibles :

(07 0)7 (_27 1)7 (_1; _1/2),
qui sont bien solutions du systeme comme on le vérifie facilement.
Les nombres ¢, et #, sont alors solutions de I’équation > — St + P = 0. On étudie les
trois cas obtenus.
(i) Lorsque S = P = 0, I’équation se réduit a 1> = 0, et admet une racine double
t; = t, = 0. On n’a donc pas de point double, mais on retrouve un point singulier.

(ii) Lorsque § = —2 et P = 1, I’équation > + 2r + 1 = 0 admet encore une racine
double + = —1, et I’on obtient I’autre point singulier.
(iii) Lorsque S = —1 et P = —1/2, le trindme > + t — 1/2 a un discriminant

strictement positif. Il possede deux racines réelles distinctes et 1’on aura bien un
point double dans ce cas. Plutot que de calculer x(#;) et y(#1), on va utiliser le fait
que, si ¢ désigne un des nombres 7, ou 1, on a alors 212 + 21 — 1 = 0.

En effectuant la division euclidienne de x(¢) par ce polyndme, on obtient

1 1 1
nN=xt) = 20+3>=Q%+2t—D(t+=)+=-==
x(t) = x(t2) ( ) 5)*t3=3
32 ¢ 1\ 1 1
M=yt = 3*+43 =22 +2— )| =—+=-+-)+-=—.
y(t) = y(t2) ( )<2 5 4> 1°1
1 1
Le point double est donc le point.de coordonnées ( T Z) .
Intersection avec les axes
(i) Intersection avec Ox. On I’obtient lorsque y(¢) = 0, ¢’est-a-dire pour t = —4/3,
et dans ce cas y(t) = 16/27.
(ii) Intersection avec Oy. On I’obtient lorsque x(¢) = 0, ¢’est-a-dire pour t = —3/2,

et dans ce cas y(t) = 27/16.
Tracé de la courbe

A
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9.2 Exercices d’entrainement @

Exercice 9.26

Etudier et tracer la courbe représentative de la fonction f définie par

, cos? t
f@)=|sint, ——
2 —cost

déterminera les points d’inflexion.

> . En particulier, on étudiera les points singuliers et on

Réduction du domaine d’étude

Les fonctions x et y sont définies sur R et de périodes 277. Sil’on veut utiliser la parité
des fonctions, on prend alors I’intervalle Iy = [ —7, 7] comme intervalle d’étude.
L’application @ : ¢t — —t est une bijectionde Iy = [0, 7] sur Il’ =[—m 0],et
Ion a x(—t) = —x(t) et y(—t) = y(¢). La courbe est symétrique par rapport a Oy.
On I’étudie sur 7, et on complétera par la symétrie S; par rapport a Oy.

Dérivées et tableau de variation )
sint cost(cost — 4)

(2 — cost)?
dans I; en 7/2 et la fonction y’ en 0, 77 /2 et 7r. On obtient facilement le tableau de
variation suivant :

On obtient x'(t) = cost et y'(t) = . La fonction x’ s’annule

t 0 /2 T
x! 4 0 -
L, 1
x / \
0 0
| !
\ / .
y
0
v o — 0 + 0
y'/x'l 0 -1 0

Points singuliers
La courbe présente un point singulier en # = 7 /2. Pour étudier sa nature, on pose
2
u
u=t—m/2. Alors x(t) =cosu =1— > +o(u’), et

sin® u - u? +o(u?) 1+o0(u)

u? u (1 . ())
= = - = — —_ o\u
2+sinu 2+u+om) 2 1+E+0(u) 2 2 ’
2

2

y(t) =
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) ur  ud 3
ce qui donne y(t):?—z+0(u).0nadonc
oMt — oM (2 NG+ (-2 Gao (- T)
= — )+t —= +(t——= + - =
@ (2)(2)2(2)30(2>’
— . . — 1. .
ou U, = —§z+ ) et Us = —37 La courbe admet un point de rebroussement

de premiere espece, au point (1, 0), et en son symétrique (—1, 0).

Points d’inflexion

Le tracé de la courbe fait apparaitre deux points d’inflexion. Une condition néces-
saire pour avoir un point d’inflexion en un point de parametre ¢ est que les vec-

! 1 . sz e . . ..
teurs OM'(t) et OM"(t) soient colinéaires, ce qui se traduit par la condition

x'@)y" (@) — y'(t)x"(t) = 0, ou encore, lorsque x'(t) # 0, par la condition
(y'/x")()=0.
y'(t) sint(cost — 4) . ) ]
On a 0 = ﬁ, et en dérivant cette expression, on obtient
X — cos

/ !
32-3 t
<y_/> (t) = % . Cette expression s’annule pour 1 = + Arccos(2/3), et
X — cos

. . . 51 - N
les deux points d’inflexion sont : (4 §> et son symétrique par raport a Oy.
Tracé de la courbe 7,

On trace I’arc de courbe obtenu lorsque 7 varie de 0 a 77, puis on compléte par la

symétrie Sj.

Exercice 9.27

Etudier et tracer la courbe définie en coordonnées polaires par p(8) = T2

—e
Déterminer en particulier, I’asymptote et les points doubles. Que se passe-t-il
lorsque 6 tend vers —oo ? vers +00 ?
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9.2 Exercices d’entrainement @

La fonction p est définie sauf en 0.
Dérivée et tableau de variation

e . .. . .
Onap'(0) = (1= ey’ et p’ est toujours positive. On obtient le tableau de variation
—e

suivant :

0 —00 0 +00

p + +

+00 0
p
2 —00

Etude en —co

Lorsque 6 tend vers —oo, alors p(0) tend vers 2. La courbe s’approche du cercle
de centre O et de rayon 2 (cercle asymptote). Comme p > 2 quand 6 < 0, la
courbe possede une branche spirale qui s’enroule autour du cercle. Elle coupe le

2
cercle lorsque p(0) = 1 Wi 2, ¢ esta-direforsque 6 = In2.
p— ()

Etude en +00
Lorsque 6 tend vers +oo, alors p(8) tend vers 0. La courbe possede une branche
spirale qui s’enroule autour de I’origine (point asymptote).

Asymptote
. 2sin # - . e )
Ona y(f) = p(#)sinf = I 5 - En utilisant un développement limité en zéro, on
—e
20 + 0(6?)

0
obtient y(f) = ————— = -2 (1— = | +0(0) = —-2+60+0(0).
y() —0— % +0(6%) ( 2) @ @

Cette expression tend vers —2 lorsque 6 tend vers zéro. La courbe admet donc
I’asymptote horizontale d’équation y = —2. La différence y(#) + 2 est du signe
de 6. La courbe est donc au-dessus de son asymptote lorsque 6 tend vers 0%, et en
dessous lorsque 6 tend vers 0.

Points doubles

Il est facile de voir que 1’équation p(6 + 2km) = p(6), avec k € Z*, n’a pas de
solution. Par contre la courbe posséde une infinité de points doubles, obtenus pour
des valeurs 6, telles que p(6; + 2k + 1)7) = —p(6;) avec k € Z. c’est-a-dire telles
que 1—e"*HHDT — of 1 Cette équation est équivalentea e (1+ D7) =2,
donca 6y = In2 — In (1+¢“*P7). Remarquons que lorsque k tend vers +oc,
la suite (6_;) admet In2 pour limite. On retrouve la valeur de # donnant le point
d’intersection de la courbe et du cercle asymptote.
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Tracé de la courbe

Exercice 9.28

Strophoide droite, d’aprés Centrale MP 2006
cos 20
cos

1) Etudier et tracer la courbe S définie en coordonnées polaires par p =

2) Calculer I’aire entre la courbe et I’asymptote et I’aire de la boucle de la courbe.

3) Question de la rédaction : On appelle inversion de pdle O et de puissance
A, la transformation géomeétrique qui a tout point M distinct de O associe le
point P situé sur la droite. O M et tel que OP-OM = A.

Trouver I’équation polaire’de 1 image 7 de S dans 1’inversion de pole O et de
puissance 2. En déduire I’équation cartésienne puis la nature de H.

1) Domaine de définition - Période - Réduction du domaine d’étude

La fonction est de période 27r. Mais on constate que p(7 + §) = —p(6#). La courbe
est donc parcourue deux fois sur une période. On I’étudie sur un intervalle de
longueur 7.

La fonction p n’est pas définie si & = /2 + km avec k entier. D’autre part
on a p(—f) = p(6). On choisit donc Iy = |—m/2, m/2| comme intervalle
d’étude. Lapplication : ®; : ¢ — —t est une bijection de I; = [0, m/2 [ sur
I = ] —7/2, O] , et la courbe est symétrique par rapport Ox. On I’étudie sur /i, et
on compleétera par la symétrie S; par rapport a Ox.

Dérivée et tableau de variation

On obtient

—2co0sfsin260 +cos20sinf  sin6(2 cos’f+1)
cos? 6 N cos? 6

p'(0) =

)

d’ou le tableau de variation :
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6 0 /4 /2
pl| 0 -
1

p \ 0
\

—00
Asymptote

Lorsque 6 tend vers 7/2, on a x(f) = p(f)cosh = cos26 , et cette expression
tend vers —1. On a donc une asymptote verticale d’équation x = —1, et x(6) + 1 est

toujours positif, donc la courbe est a droite de son asymptote.

Tracé de la courbe
On trace I’arc de courbe obtenu lorsque 6 varie de 0 a 77/2, puis on compléte par la
symétrie par rapport a Ox. ‘ \ I

\

\

2) En raison de la symétrie, ’aire .4 du domaine compris entre la courbe et son
asymptote est le double de I’aire A; du domaine limité par 1’arc de courbe obtenu
quand 6 varie de 7 /4 a 7 /2, I’asymptote et I’axe Ox.

/2
L’aire se calcule par la formule A4; = ‘ / y(H)x'(t)dt] .
/4
, . , . . cos20 L
On a x'(f) = —2sin26, donc y(f)x'(#) = —2sin260sinf o8 On linéarise

facilement cette expression ce qui donne
y(0)x"(0) = —4sin® B(2cos® § — 1) = —2sin* 20 +4sin* @ = 1 +cos 40 — 2 cos 20 .
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Alors
A=2 /w/z(l +cos46 — 2c0s260)df | =2 {0 LS sin20} " 2T
/4 _— 2
On a de méme 1’aire de la boucle de la courbe. Elle vaut
A=2 /Ow/4(1 +cos46 — 2cos20)df | = 2 [9 L sin20} o,
0

3) e Soit M un point de C distinct de O situé sur la droite orientée faisant un angle 6
avec Ox et soit P son image par I'inversion de pdle O et de puissance 2. On a donc

oM 20 ey — 2cos §
OM©6) = 2227 o, puisque OM(8)O P(0) = 2, on obtient OP(0) = —2" ce
cos 6 cos 26
qui donne 1’équation polaire de H.
¢ On en déduit
2cos? 6 1 2cos @ sin @
0) = =1 C oy = 22200 g,
x(6) cos 26 * cos 26 ety cos 26 an 26
Alors
(x(0) — 1)* = T fan? 200 pet o(x@) — D2 — y(0): = 1.
cos? 26

La courbe M est donc incluse dans I"hyperbole €quilatere d’équation cartésienne
(x — 1)> — y? = 1. Il est facile de vérifier que H est I’hyperbole compléte, (le point
O de 'H est I'image des points a I’infini de C).

Exercice 9.29

Mines-Ponts PSI 2005

. . . . cos 0 sin 0
Etudier et tracer la courbe d’équation polaire p = ————— .
cos @ +sin 6

Domaine de définition — Période — Réduction du domaine d’étude

La fonction est de période 27. Mais on constate que p(7 + ) = —p(6). La courbe
est donc parcourue deux fois sur une période. On I’étudie sur un intervalle de
longueur 7.

En écrivant cos 6 + sin 6 = v/2 sin(6 + 7 /4), on en déduit que le dénominateur de p
s’annule en —7 /4 + k7, ol k est entier.

D’autre part on a p(7w/2 — 6) = p(#). On choisit donc Iy = } — /4, 377/4[
comme intervalle d’étude. L’application : ®; : r — /2 — ¢ est une bijection de
I, = |—7m/4, w/4] sur I{ = [m/4,3m/4][, et la courbe est symétrique par
rapport a la premiere bissectrice. On I’étudie sur /1, et on completera par la symétrie
S par rapport a la premiere bissectrice.
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Dérivée et tableau de variation
Pour 6 # — /4 modulo 7, on obtient

(cos @ + sin 0)(cos? 0 — sin’ 6) — cos @ sin 6(cos 8 — sin B)

/
0 pr—
P (cos 6 + sin 6)?

(cos @ — sin 0)(cos? 0 + sin A cos 6 + sin’ 0)
(cos @ + sin 0)?

2 +sin260
2
ailleurs, sur ] —7 /4, 7/ 4] , la différence cos # —sin # = cos 6(1 —tan 6) est positive

et s’annule en 77 /4. On a donc le tableau de variation suivant :

Tout d’abord cos® 6 + sin 6 cos 6 + sin® f = est strictement positif. Par

0 —/4 0 /4
p + 0

V2/4
p 0 /

Asymptote
Lorsque 6 tend vers —7 /4, on a

in 0 cos ¢ 2
Y (6) = p(6)sin (0+ g) - % — \4[ sin 26,
donc cette expression tend vers a = —\/5/4 lorsque @ tend vers —r/4, et
—V2
la courbe admet une asymptote d’équation polaire p = m, ou
d’équation cartésienne x + y = —1/2. Par ailleurs, en se placant dans le repére
(0, U (—m/4), V' (—/4)) on trouve
2 2
Y(6) — a = p(6)sin (0+ %) + % - g(smzm 1.

Cette expression est toujours négative et la courbe se trouve du méme cote de
I’asymptote que I’ origine.
Tracé de la courbe

On trace I’arc de courbe obtenu lorsque @ varie de —r/4 a 7 /4, puis on compléte
par la symétrie par rapport a la premiere bissectrice.
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9.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

g

Exercice 9.30 b

Cycloide CCP PSI 2005
L’espace affine euclidien est rapporté au repere orthonormé (O, ;, 5, I?).

1) Montrer qu’il existe un unique arc paramétré ¢ — M(¢) tel que

2 A — —
oM _ dOM dom

=T+ AT et ——
a2 dar 7 dr

2) Représenter graphiquement cet arc.

3) Calculer la longueur de 1’arc de courbe pour ¢ variant de 0 a 2.

0) = 0.

1) Soient x(¢), y(¢) et z(¢) les coordonnées du point M ().

—, ;= ;- ;o —_—, - ;- ;7
Onaalors OM' =x"1+y 7+z k,etdonc OM' N 3= -2 1+x'k.
xll — 1 _ Z/
C A T A A P N "
Larelation OM" = 1+ OM'A j est alors équivalente au systeme ¢ y" =0
" /
I =X

—
On en tire tout d’abord que y’ est constante, mais puisque O M’(0) = 0, il en résulte
que y’ est nulle. Donc y est constante. La courbe cherchée sera tracée dans un plan
fixe P d’équation y = yj.
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En intégrant la troisi¢tme équation on a alors 77 = x + a, puis en remplagant
dans la premiére équation x”” + x = 1 — a. Cette équation différentielle linéaire
du deuxieme ordre a comme solutions x(z) = Acost + Bsint +1 — a. On a
alors x'(tf) = —Asint + Bcost, et puisque x'(0) = 0, on en tire B = 0, et
x(t)=Acost+1—a.

Alors 7'(t) = Acost + 1, et donc 7/(0) = A +1 = 0. On en déduit que A = —1,
donc z(t) = —sint +t + b.

Dans le plan P la courbe cherchée est paramétrée par (x, z) o x(¢) = —cost+1—a,
z(t) = t —sint +b. On vérifie facilement qu’elle satisfait aux conditions demandées.
Si I’on appelle I le point de coordonnées (—a, b), dans le repere (/, k, Z) du plan P
la courbe a alors pour paramétrage (Z(t) = t — sint, X(t) = 1 — cost). La courbe
obtenue est une cycloide.

2) On remarque que X(f + 27) = X(t) et Z(¢t + 27m) = 27 + Z(¢t). La courbe est
donc invariante par translation de vecteur 27 k. On limite I’étude a un intervalle de
longueur 277, et puisque Z est impaire et X est paire, la courbe est symétrique par
rapport 4 I’axe 1 X. On restreint 1’étude a ’intervalle [0, 7 ] . Sur cet intervalle, Z' ()
et X’(t) sont positives. Donc Z est croissante et varie de 0 a 77, et X est croissante et
varie de 0 a 2. Pour ¢t = 0 la courbe est tangente a ’axe I X en [ et par symétrie de
la courbe, ce sera un point de rebroussement de premiere espece.

Dans le plan P on a le dessin suivant :

X

>

1 27 Z

1
3)Ona X' @)%+ Z' ) = sin®r + (1 — cost)> = 2(1 — cost) = 4sin’ 5 - Sur

. —_— .t .t
Iintervalle [0, 277 ], on a alors ||OM(t)|| = 2| sin 5\ = 2sin 5

La longueur de I’arc de courbe est donc

21 ¢ t 2
Ez/ 2sinfdt:4[—cosf] =8.
0 2 2 1o

Exercice 9.31

Centrale PC 2005

. ny t —sint 1 —cost
Etudier et tracer la courbe paramétrée par x(r) = — y(t) = —

Questions de la rédaction : Montrer en particulier que les points de rebrous-
sement de la courbe sont cocycliques et que les tangentes en ces points sont
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concourantes. (On pourra poser ¢ = 2u et exprimer x’(2u) et y’(2u) en fonction
de u et tanu).

On ne peut espérer faire une étude méthodique de cette courbe dont le paramétrage

n’est pas périodique mais contient malgré tout des fonctions trigonométriques. On

peut cependant étudier quelques points particuliers.

e Tout d’abord on remarque que x est impaire et que y est paire, ce qui montre que

la courbe est symétrique par rapport a I’axe Oy.

¢ Ensuite on voit que x(¢) et y(¢) tendent vers 0, lorsque ¢ tend vers 1’infini en écrivant

1 sint 1 cost

x(t):;_t—z’y(t):t_z_t—2’

et en remarquant que les fonctions sinus et cosinus sont bornées.

e On peut étudier également le comportement de la courbe au voisinage de 0. En

t 1
utilisant les développements limités, on obtient x(¢) = 3 +o(t) et y(t) = 3 + o(1),

ce qui montre que la courbe se prolonge par le point (0, 1/2), avec une tangente

horizontale.
t(1 —cost) — 2(t —sint)

tsint —2(1 — t
e Enfin,ona x'(t) = . et y'(1) = sin ( cost)

3
et I'on constate que y’ et y s’annulent pour les nombres de la forme ¢, = 2nw
(n € Z*), alors que x’ ne s’annule pas. Donc la courbe est tangente a I’axe Ox aux
points (x(z,), 0). Par ailleurs, coniime y(z) est positif, la courbe est toujours au-dessus
de I’axe Ox.

Y

e On constate également que x’ s’annule pour les nombres de la forme s, = 2n+1)7
(n € Z), alors que y’ ne s’annule pas, et la courbe posséde une tangente verticale en
ces points. Dans ce cas y(s,) = 2x(sn)2, et les points de la courbe correspondants
sont situés sur la parabole d’équation y = 2x2.

e Le tracé de la courbe montre qu’elle posséde une infinité de points de rebrousse-
ment qui s’accumulent sur 1’origine.

. . . 2tanu 1 —tan’u
En utilisant les relations sin2u) = ——5— et cos(2u) = ————, on
1 +tan®u 1 +tan“u
tanu — u

btient, 2+ k, k entier : x'(2 e &
obtient, pour u # w/ m, avec k entier : x'(2u) 2u3(1 +tan? u) ©

tan u(u — tanu)
YQu) = S
2u”(1 + tan- u)
Les points de rebroussement sont donc obtenus pour les valeurs non nulles solu-

tion de I’équation tanu = u. On a alors, lorsque u est une de ces solutions,
u 1 R ) ’ y(Q2u)
x(2u) = m et y(2u) = m s d’ol x(2u) + y(2u) = T . Les

points de rebroussement se trouvent sur le cercle de centre (0, 1/4) et de rayon 1 /4.
Pour tout nombre u pour lequel x’'(2u) et y’'(2u) ne sont pas nuls, le coefficient
y'(2u)

x'Qu)
vrai par prolongement en un point singulier et I’équation de la tangente en ce point

directeur de la tangente au point de parametre 2u vaut — tan u. Cela reste
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estdonc Y = —tanu(X — x(2u)) + y(2u) . Si ces droites sont concourrantes, leur
point d’intersection se situera sur I’axe Oy pour des raisons de symétrie. Vérifions
le, en déterminant le point d’intersection de ces tangentes avec Oy :

1
pour X = 0, on obtient ¥ = xQ2u)tanu + yQ2u) = uxQu) + y(2u) = 2" Le

point de coordonnées (0, 1/2) appartient donc a toutes les tangentes aux points de
rebroussement.

Voici le tracé de la courbe et du cercle contenant les points de rebroussement, obtenu
avec Maple.

Exercice 9.32

Enveloppe d'une famille de droites. Mines-Ponts PC 2006
Soient p € C 1(]R, R), et, pour 8 € R, Dy la droite d’équation :
xcosf+ysinf+ p(6) = 0.

Trouver les arcs paramétrés réguliers y : 8 — M(0) tels que :

1) pour tout 8, M(0) € Dy,

ii) pour tout 6, Dy est la tangente a y au point M (0).

Si M(6) a pour coordonnées (x(6), y(8)), on écrit tout d’abord que M (0) appartient
a Dy, ce qui donne I’équation : (1) x(#)cosé + y(6)sinf + p(d) =0.

Le vecteur ﬁ(@) = cos 0 7+sin 6 Test orthogonal a la droite Dy. Dire que cette droite
est tangente a la courbe en M () signifie que le vecteur oM’ @ =x"OT+y'0)7
est orthogonal a ﬁ(@), donc que le produit scalaire ﬁ(e)-o_M’ (0) est nul. Cela donne
la condition : (2) x'(6)cos @+ y'(6)sinf = 0.

En dérivant la relation (1), on obtient

3) x'(0)cos O — x(6)sinf + y'(0)sin + y(f)cos+ p'(6) = 0.
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En soustrayant la relation (2) de la relation (3) on obtient

4) —x(0)sinf+ y(@)cosh+ p'(6) =0.
Les courbes cherchées sont telles que (x(6), y(0)) est solution du systeme linéaire
x(@)cos B+ y(@)sind = —p()
—x(8)sin@ + y(@)cosd = —p'(6).
Ce systeme se résout facilement et I’on trouve

formé des équations (1) et (4) : {

x(0) = —p(@)cos O+ p'(@)sinfd et y(@) = —p(@)sinf — p’'(#)cosb.
On a alors
x'(0) = p(@)sin@ + p"'(0)sinf et y'(0) = —p(@)cosf — p’(6)cosh.

Donc le vecteur O M’(6) est nul si et seulement si p(6) + p”’(6) = 0.
Lorsque p + p” ne s’annule pas, ’arc de courbe obtenu est régulier.

Centrale PSI 2006

Montrer que I’arc paramétré x(¢) = t cost — sint, y(¢) = 1 + cost a une infinité
de points multiples.

Cherchons deux nombres ¢ ef's distihcts tels'qlie x(1) = x(s) et y(¢) = y(s). La
relation y(t) = y(s) donne cost = coss. Donc, il y a deux cas possibles :

(1) t = s+ 2k avec k entier non nul, ou (2) t = —s + 2k avec k entier.
En remplacant dans I’équation x(#) = x(s), on obtient dans le premier cas
(s +2km)coss —sins = scoss —sins, cequidonne coss = 0.

Donc s = /2 + rar avec r entier. Dans ce cas x(s) = (—1)’+1 et y(s) = 1. On
trouve deux points (—1, 1) et (1, 1) qui sont obtenus pour une infinité de valeurs du
parametre.

Dans le second cas, on obtient cette fois (—s+2k7) cos s+sins = s cos s —sin s ce qui
équivaut a 2k cos s = 2s cos s — 2sins. Si cos s était nul, on en déduirait alors que
sin s est nul ce qui n’est pas possible. On peut donc diviser par 2 cos s et I’équation
devient tans = s — kar. Or la fonction s — tans — s + k7 a une dérivée positive. Elle
est strictement croissante dans tout intervalle 1, = ] —mw/2+ pmw, /2 + pw [ ol p
est entier. Comme elle varie de —oo a +o00 sur cet intervalle, I’équation tans = s —k7
possede une solution et une seule s, dans /,. On a alors y(s, ) = 1+ coss, k
et x(s,x) = karcos(s, ). Lorsque k est fixé, ces points sont situés sur la droite
d’équation k7y — x = kar. Ces points sont tous distincts. On a donc bien une infinité
de points doubles.
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Exercice 9.34

Mines-Ponts PC 2006
Déterminer la développée de la courbe d’équation y = a sin(x /a) (a # 0) .

Comme on obtient la méme fonction pour a et pour —a, on peut supposer a > 0. La
courbe est une sinusoide de période 2aw. Elle n’est pas biréguliere pour les points
tels que x = kam avec k entier, puisque 1’on a un point d’inflexion en ces points.

Paramétrons la courbe en posant x(t) = at et y(t) = asint. On a alors x'(t) = a,

d
y'(t) = acost, donc d—j = \/x'(t)> + y'(1)> = a V1 +cos? ¢, d’od I’on déduit
T = (1 +coszt)_l/2(f2'+cost DR N = (1 +cos2t)_1/2(—cost 7+,

) . dT -3/2 . R
puis, en dérivant, — = (1+cos”t) int (cost7—17) .

— —
dT dt dT 1 -2 . .
On a alors o= o = (1+cos®t) ®sint (cost7— 7). Et puisque
—
dT 1 — P c
T N , on en déduit que le rayon de courbure R est donné par la formule
s
1 +cos? )2
R() — —a (A +cos”H)y™
f sin ¢
Alors le centre de courbure (1) est déterminé par
— H.- P —,
o) = OM@E)+ R(E)N@)
.. . l4cos’t L
= atv+asint j)—a ———— (—cost v+ 7)
sin ¢
[+ (1 +cos®t) cotant | 7'— 2 cos*
= a 7—2a .
sin ¢ J
La développée est donc paramétrée par
2
cos” ¢
X(t)=ua(t+ (1 + cos® t) cotant) et Y(t) = —2a g

CCP PSI 2005
Soient (a,b) € R?\ {(0,0)} et M, j, I’arc paramétré donné par :

a* b
Vi € R*, M, (1) = <2t + t_3’t2 + 7) .

1) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 1’arc ait un point de
rebroussement.

2) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que I’arc ait un point
double.
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1) Une condition nécessaire pour que ’arc admette un point de rebroussement
est qu’il admette un point singulier, donc que x’(¢) et y’(t) s’annulent pour une
méme valeur de 7. Or x'(t) = 2 — 3a*t™* est nul lorsque ¢ = j:(3/2)1/4a et
y'(t) = 2t — b’t~2 est nul lorsque 1 = 271/3p. Donc la courbe admet un point
singulier si et seulement si i(3/2)1/4a = 27'3p ou encore b* = 21/031/242,

Il reste a vérifier que I’on a bien un point de rebroussement dans ce cas. On a
x"(t) = 12a*t73, y"(t) = 2+ 2%t 73, x""(t) = —60a*t =%, et y"'(1) = —6b>t .
Alors, si t est le parametre du point singulier, on a

x"(0)y" (1) — y"(O)x" (1) = 24a* 26> + 563 7° = 108a*b 170 £ 0

,/ /// . , . . . .
et donc les vecteurs OM " (¢) et O M (¢) ne sont pas colinéaires. Le point singulier
est un point de rebroussement de premicre espece.

2) Résolvons I’équation M, ,(t) = M, (s), avec t # s et t et s non nuls. Elle se
N N 20 +a*/ =25 +a*/s?
ramene au systeme (S)) { 2. b3//t _ 2, b3//s ‘

3 3

Enposantst = P ets+t = S, la premiere équation s’écrit alors 2(r —s) = a4t373
S

et en simplifiant pat + — s elle devient 2ts® = a*(t? + st + %), c’est-a-dire
2P = a*(S? — P).
. oy 4 o) ;f S . R . . .
La seconde équation s’écrit_#7¢= s> —= b T et devient apres simplification
s
2P} =d*(S?* - P)
SP=1b ’

SP = b*. Le systeme initial ¢St équivalentd (55) {
et, en exprimant la premiere équation en fonction de P, a

2P +a*PP —a*h® =0

Pour P € R, étudions le polyndéme ®(P) = 2P° + a*P3 — a*b®. On a alors
®'(P) = 10P* +34*P% > 0, et le polyndme P est strictement croissant et varie
de —oo a +o00. Il a donc une racine réelle et une seule et cette racine est non nulle.
Alors, quel que soit (a,b) € R\ {(0,0)}, le systtme S; a une solution (S, P) et
une seule. Les nombres s et ¢ sont les racines du trindme X> — SX + P , et celui-ci
aura des racines réelles distinctes si et seulement S — 4P > 0. En tenant compte
de la relation SP = b° , cette condition devient P < 272/3p2, Comme P est une
fonction strictement croissante, cette condition équivaut a ®(P) < (13(2_2/ 3b?), et
puisque ®(P) = 0, elle sera satisfaite si et seulement si CI)(2_2/ 3 bz) > (. On obtient

6
DR 3p?) = %(b“z”/3 — 3g*), d’ou la condition b> > 21/031/242

Remarque
La condition obtenue dans 1) correspond a I’égalité s = ¢ dans le systeéme du 2).
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10.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

On munit R? de la base orthonormale directe canonique B = (7, 7, 7).

1) Une surface paramétrée S de R? est définie par une application f: U — R?
de classe C' sur un ouvert U de R? : S = {f(u,v) | (u,v) € U} . On dit que f
est un paramétrage de S.

0
Un point My = f(ug, vg) de S est dit régulier lorsque les vecteurs V; = —f(uo, vg)

ou
= of o s
et V, = 8_(u0’ vg) sont non colinéaires, c’est-a-dire lorsque le vecteur
v
N = 8—(u0,v0) A a—(uo,vo) est non nul; dans ce cas, la droite passant
u v

par My et dirigée par le vedieur N est Ja normale 2 S au point My. Le plan
passant par My et dont la direction est le plan vectoriel Vect(?l, Vg) est le plan
tangent a S au point M. C’est aussi le plan passant par M et orthogonal a N.
La surface S est dite réguliere lorsque tous ses points sont réguliers.

2) Un cas particulier. Lorsque ¢: U — R est une application de classe C' sur
un ouvert U de R?, S = {(x,y,¢(x,y)) | (x,y) € U} est la surface définie par
le paramétrage f: U — R3, avec fu,v) = (u,v, e, v)). On dit que S est la
surface d’équation z = ¢(x, y). Une telle surface est réguliere. Le plan tangent
au point My = (xo, Yo, 20 = ¢(x0, yo)) est le plan d’équation cartésienne

0 0
Z =20+ (x — xo>8—f<xo, o) +(y — yo)a—‘;’uo, Yo).

3) Surface d’équation F(x, y,z) = 0. Soit U un ouvert de R3 et soit F une
fonction de U dans R de classe C'. L’ensemble

S={(x,y,0) €U | F(x,y,2) =0}
est appelé la surface d’équation F(x,y,z) = 0.

Un point My = (xo, ¥, 20) de S est dit régulier lorsque le gradient de F au

. oF oF oF
point Mo : grad(F)(Mo) = | 5—(x0, Yo, 20), 7 (X0, Y0, 20); 5~ (X0, Yo, Z0) | est
Ox Oy 0z
non nul. Dans ce cas, le plan tangent 2 S au point M, est le plan passant par M,

et orthogonal au vecteur grad(F)(My).
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Vocabulaire

Une droite D est dite tracée sur une surface S lorsque tous les points de D appar-
tiennent a S. Une surface est dite réglée lorsqu’elle est la réunion d’une famille
de droites.

TPE PC 2006

Trouver les plans tangents 2 la surface S d’équation x*+y?+4z> = 1 et paralleles
au plan d’équation x + 2y +z = 0.

Soit F: R® — R la fonction définie par F(x,y,z) = x> + y> + 4z> — 1 et soit
My = (xo,Y0,20) un point de S. Le gradient de F au point M, est le vecteur
— —

N = (2x0,2Y0, 8z0). Il est non nul puisque | N[> = 4(x} + y§ + 16z3) > 0. La
surface S est donc réguliere. La normale a § au point M, est aussi dirigée par le

— 1=
vecteur N| = EN = (x0, Yo, 420)-

Pour que le plan tangent au point M|, soit parallele au plan d’équation x +2y+z = 0,
N
il faut et il suffit qu’il existe A "€ R tel que N, -=-A(1,2, 1), c’est-a-dire tel que

- ! 2 . R 4
X0 = A, Yo = 2A et 4zg = A. T felation x) + i + 4z = 1 équivaut alors a A> = —

5 21

etdonca A = +——.
V21
2
On obtient donc deux points symétriques par rapport a 1’origine : My = E(l7 2,1/4)
et M, = —M,. Les plans tangents 2 S en M et M/, sont les plans d’équation respec-
. V21 V21

tivex +2y +z = - etx+2y+z = -

On considere la surface S d’équation x> —3xy+z = 0 et un point My = (xo, Yo, 20)
appartenant a S. Montrer qu’il existe une droite et une seule passant par M,
tracée sur S.

Soit My = (xo, Yo,Z20) un point de S et soit V. = (a, b,c) un vecteur non nul.
Les points de la droite D passant par M, et dirigée par V sont de la forme
M = (xo +al,yo +bA,zp + cA) ol A est un réel. Pour que D soit incluse dans la
surface S, il faut et il suffit que

VA € R, (xo+ad)® —3(xg+al)(yo+bA) +(zo+cA) =0
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soit
VA eR, a* A +3(a*xy — 3ab)A* + (3ax§ — 3ayy — 3bxg+c)A = 0.
Cette derniere relation signifie que le polyndme
P(A) = a’ A% +3(a’xy — 3ab)A* + (3ax} — 3ayy — 3bxg + c)A

est le polyndme nul, c¢’est-a-dire que ses coefficients sont nuls. On obtientdonca = 0
et c = 3bxg etdonc V = (0,b,3bxg) = b(0, 1,3xp). Il existe donc une droite D et
une seule : c’est la droite passant par My et dirigée par le vecteur (0, 1, 3xo).

Remarque

On en déduit que S est une surface réglée, c’est-a-dire qu’elle est la réunion d’une
famille de droites.

Intersection de deux surfaces

N

Soient F) et F> deux applications de classe C' sur un ouvert U de R, & valeurs
dans R et soient S; et S, les surfaces d’équation respective Fi(x,y,z) = 0 et
F>(x,y,z) = 0. On suppose qu’il existe un point My = (xq, yo, Zo) situé sur S; et
S, et régulier pour chacune desrdeux surfaces. On suppose en outre que les plans
tangents en My a Sy et S, sont distincts, ¢’est-a-dire que les vecteurs gradients de
Fy et F, au point Mj ne sonfpas colinéaires..

Dans ces conditions, au voisinage de My, C = S} NS, est le support d’une courbe
paramétrée réguliere et la tangente en M, a cette courbe est la droite d” intersec-
tion des plans tangents aux deux surfaces (cf. exercice 10.6).

10.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT ET D’APPROFONDISSEMENT

CCP PC 2006, Centrale PC 2006
On considere la surface S d’équation z° = xy.

1) Ecrire un systeme d’équations paramétriques de S.

2) Montrer que les axes Ox et Oy sont les seules droites tracées sur S.

3) Trouver I’équation du plan tangent en un point régulier de la surface.

4) Quels sont les points réguliers de S en lesquels le plan tangent contient la

droite ¥ =2
y=3z-3

1) On peut proposer le paramétrage x = u°, y = v°, z = uv, avec (u,v) € R>.
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2) On voit que S contient les axes (Ox) et (Oy). Réciproquement soit D une droite,
A = (a,b,c)unpointde DetV = (a, B,y) # (0,0,0) un vecteur directeur de D.
Pour que D soit tracée sur S, il faut et il suffit que (¢ + ty)3 = (a+ta)b+1tp) pour
tout ¢ € R. On doit donc avoir

VieR, 29 +@cy? —aB)t* + (3cty —aB — ba)t + ¢ —ab = 0.

Il s’agit d’un polyndme et une condition nécessaire et suffisante pour qu’il s’an-

nule pour tout 1 € R, est que ses coefficients soient nuls. On obtient y° = 0,
3¢y’ —aB = 0,3c*y —aB —ba = 0etc® —ab = 0, d’ot en déduit aisément
y=0etaB =0.

e Sia =0,onaalors aB = 0 et, puisque 8 # 0, onaa = 0, puis, ¢ = 0. D est
alors I’axe (Oy).

e Si B8 =0, o0n aalors ba = 0 et, puisque a # 0, on a b = 0, puis, ¢ =0. D est
alors I’axe (Ox).

3) La surface S est définie par 1’équation f(x,y,z) = 0 avec f(x,y,z) = z° — xy.
La fonction f est de classe C' sur R? et grad(f)(x, y,z) = (—y, —x,3z?). Le gra-
dient de f s’annule seulement a 1’origine, qui est donc le seul point singulier de
S. En un point régulier My = (xo, o, 20) de S le plan tangent est le plan d’équation
—yo(x —x0) —x0(y — yo)+3z(2)(z —z0) = 0. En tenant compte de la relation zg = X0 Yo
on obtient xyy + yxo — 3zz(2) +aom O,

4) Pour que le plan tangent au point My contienne la droite d’équations x = 2,
y = 3z — 3, il faut et il suffit que

Vz € R, 2y0+ (3z — 3)xg — 3225 + 25 = 3z(x0 — 23) — 3x0+2y0 + 25 = O,

c’est-a-dire xo = 2(2) et —3xo+2y0 + zg = 0 et, puisque My € S, ZS = X0)0.

Si zo = 0, on obtient xg = 0 puis yo = 0, ce qui est exclu puisque le point M est
régulier. On a donc zg # 0 et les relations xy = zé et xoyp = zg donnent yy = z¢. La
relation —3xg + 2yg + zg = (0 donne alors z(z) —3z0+2=0,d’oizg=1ouzyg=2et
on obtient finalement (xo, yo, z0) = (1, 1, 1) ou (xo, yo, 20) = (4,2, 2).

Exercice 10.4

Mines-Ponts MP 2006

On donne la surface S d’équation cartésienne xyz = 1 et 2 I’ensemble des
projections orthogonales de O sur les plans tangents a S. Donner une équation
cartésienne de .

La fonction f: R®> — R définie par f(x,y,z) = xyz— I est de classe C' et pour tout
(x,y,z) € R* onagrad(f)(x, y,z) = (yz, zx, xy). En particulier si (xo, yo, Zo) est un

1 1 1

point de (§) alors grad( f)(xo, Yo, 20) = <—, —, —) = (0,0, 0). Tous les points de
X0 Yo <0

S sont réguliers et le plan tangent Ty & S au point (xo, Yo, zo) est le plan d’équation
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1 1 1 X

cartésienne (x — xo)— + (y — yo)— +(z —20)— = 0, ou — + Y L2 g
X0 Yo <0 X0 Yo <20

Le vecteur grad( f)(xo, Yo, 2o) est un vecteur normal au plan T ; il en résulte que la

A A A
projection orthogonal de O sur T est le point P = (X,Y,Z) = ( — ), avec

X0 Yo 20
1 1 1
Xo Yo 2o

1 1
On en déduit que XY Z = A* et que X*> + Y2+ 72 = A? (— + -+ —2> = 3, puis

(X*+Y*+ 2%

que 27.
XYZ
Réciproquement soient X, Y et Z trois réels non nuls tels que (X*+Y>+Z2)} = 27XY Z.
3X 3Y 3Z

x0Yozo = 1. Le point My = (xo, Yo, 20) appartient de S et le plan tangent a S en ce
point est le plan d’équation

3X .\ 3Y .\ 3Z
X Z
X2+72+ 2 X2+ v2+ 22 X2+ v+ 22

La projection orthogonale de O sur ce plan est précisément (X, Y, Z).
(XY 7
XYZ i

Ainsi 3 est la surface d’équation 27.

Déterminer les droites tracées sur le paraboloide hyperbolique H d’équation

x2 2

7= 2 Montrer que H est une surface réglée.

Nous utilisons la méthode de I’exercice précédent : soit My = (xg, Yo, Zo) Un point
de H et soit V = (a, 8, y) un vecteur non nul. Pour que la droite passant par M et
dirigée par V soit contenue dans H il faut et il suffit que

(xo+ad)’  (yo+BA)°

VAER, zog+yA =
oty 612 b2

c’est-a-dire que le polynome

2 2
P = (a_2 - B—) A+ (2@ 2B y) A
a

b2

a2 32

soit le polynéme nul, ou encore que — — — = 0Oetvy
a
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N . , . o .
La premiere relation s’écrit — = 8E, avec ¢ — 1. Posonsk = —. Sie = +1, on
a a

b
obtient @ = ka, B = kb puis y = 2k (@ — %), tandis que si € = —1, on obtient
a = ka, B——kbety—2k<—+%>

On obtient donc les vecteurs de la forme
<Mkb%(;—%»ouV:Ga%b%<—+;»(kﬁ@

Il existe donc exactement deux droites passant par M et contenues dans H : elles
sont respectivement dirigées par

2 2 2 2
Vi=(ab 0 _20) o v = bﬂ 2oy
a b b

Il en résulte que H est la réunion d’une famille de droites : c’est donc une surface
réglée.

Exercice 10.6

Centrale PC 2007
Soita > 0 et soit I' I’intessection de la sphére S d’équation x> + y> + 22 = a” et
du cylindre C d’équation A2 & y% — ax — 0.

1) Déterminer un paramétrage de [,
2) Quel est la tangente a I" en 1’un de ses points ?

3) Soit P le point d’intersection de la tangente a I' en un point M avec le plan
(x Oy). Déterminer le lieu de P lorsque M parcourt I'.

1) L’intersection du cylindre C avec le plan x0y est la courbe d’équation

(-9 = (%)

C’est le cercle de centre A = (%, 0,0) et de rayon %.

Les points de C sont les points M = (x, y, z) tels que

_a _ 2 (9 a0 [
x = 2(1+cos(¢9))—acos <2>,y— 2s1n(t9)—as1n <2> cos (2>,

9 € [0, 27].

Pour qu’un tel point M appartienne a I, il faut et il suffit que z> = a® — x> — y?,

6 0 0
¢’est-a-dire 72 = a? (1 — cos? <5>> = a®sin® <§> On adonc z = Fasin <§>
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0 0
Comme — sin <§> = sin <— 5) , la courbe I peut étre décrite par le paramétrage :

0
_ 2 (7
X = acos <2>
0 0
y = asin <§> cos (§> 0 € [—2m,2].
sin 0
= da —
\ ¢ 2

2) La tangente a I' au point M de parametre 6 est dirigée par le vecteur

(x'(0),y'(0),7'(0)) = % (— sin(6), cos(6), cos <g>> )

C’est aussi I’intersection du plan tangent a la spheére S (le plan passant par M et per-
pendiculaire au rayon O M) et du plan tangent au cylindre C (le plan perpendiculaire
a la droite (Am) passant par la projection orthogonale de M sur le plan x Oy).

3) On déduit des calculs précédents un paramétrage de la tangente a I" au point M de
parametre 6 :

_ 2 # M ing6)
x = acogiit 5 5 SiD

0 0
y = asin <2> cos (2> + A% cos(6) AreR.

sin 0 + /\a cos 4
= a —_ J— —
¢ 2 2 2

Pour 6 # +r, le point P ou la tangente coupe le plan (xOy) correspond a la valeur

A= —2tan (g) et les coordonnées de P sont alors

0 0
X = acos’ <§> + atan (§> sin 6
= asin 0 cos 0 tan 0 cos 0
y=asi 5 5 a 5
z=0
On obtient alors aisément

—+sin20 et—tane sinacose
x=a+a 7 y=a > a > 5 )

tZ 3

1+27

t
a
1+1¢

0
et,enposantt:tan<§>,x:a+a 5
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Le lieu de P est donc la courbe du plan (x0y) définie par la paramétrisation

t2

1+1¢
3

X =a+a )

t
1+¢2

y=a

(Cette courbe est appelée une cissoide droite.)

10.3 SURFACES USUELLES &»

1) Cylindre

Une surface cylindrique S est définie par la donnée d’une courbe I' et d’un

vecteur non nul K .

La réunion des droites D dirigées par le vecteur K et qui rencontrent I" est
appelée un cylindre. Les droites D sont appelées les génératrices du cylindre
et la courbe I' une directrice.

L’intersection d’un cylindre avec un plan orthogonal aux génératrices est
appelée une section droite.

Paramétrage du cylindre & : Supposons que [ soit définie par un paramé-
trage de classe C' : u € I — y(u). Un paramétrage de S est alors

(u,v) €l xR+ f(u,v):y(u)+v?

R aof , B —
Plan tangent : On aici V| = 8_(M’ v)=vm)etV, =K.
u
Le plan tangent en un point régulier My = f(uo, vo) est le plan passant par M

_
et dont la direction est Vect(y'(ug), K ). En particulier, ce plan tangent contient
la génératrice qui passe par M.

2) Cones

Une surface conique S est définie par la donnée d’une courbe I' et d’un point
S qui n’est pas situé sur I'.

La réunion des droites passant par S et qui rencontrent I" est appelée le cone
de sommet S et de directrice I'. Ces droites sont appelées les génératrices du
coOne, S est appelé le sommet du cone et I" est une directrice.

Paramétrage du cone : Supposons I" défini par un paramétrage de classe C' :
uel— yu)etsoit S = (a,b,c).

Un point M appartient 2 S si et seulement si M est barycentre de S et d’un
point de I', c’est-a-dire si et seulement si il existe u € [ et v € R tel que
M = (1 — v)S + vy(u). La surface S est donc défini par le paramétrage

u,v) eI xR f(u,v) =0 —v)S +vy(u).



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

10.3 Surfaces usuelles & @

M M —
Onaici V, = %—u(u, V)= vy (u)et Vy = %—U(u, v) = —S+y(u) = SP(u)

ou P(u) est le point de I" de parametre u.

— —

Pourv =0,ona M(u,0) = Setonaalors V| = 0.Le sommet est donc un

point singulier.

Si (ug,v9) € I X R avec vy # 0, le point My = M(uyp, vo) est régulier si
e

et seulement les vecteurs ¢'(ug) et SP(ug) ne sont pas colinéaires. Dans ce

cas le plan tangent a S au point M, est le plan passant par M, et dirigé par

/ . 2 2 . .
Vect(¢'(up), S P(ug)). Il contient la génératrice qui passe par M.

3) Surface de révolution

Soit D est une droite. Un cercle d’axe D est un cercle situé dans un plan
perpendiculaire a D et dont le centre est situé sur D.

Une surface de révolution S est définie par la donnée d’une courbe I et d’une
droite D. La surface S est la réunion des cercles d’axe D qui rencontrent I'.
La droite D est appelé 1’axe, la courbe I" est appelée une directrice et les
cercles d’axe D qui rencontrent I' sont appelés les paralleles de la surface.
On dit que S est la surface de révolution engendrée par la rotation de I" autour
de D.

Les plans qui contiennent I’axe D sont appelés les plans méridiens. L’inter-
section de S avec un plan meridien est appelé une méridienne.

Paramétrage : Nous considérons ici une courbe 1" de classe C' définie par le
paramétrage u € I — y(u) = (y1(u), y2(u), y3(u)). Soit S la surface de révo-
lution engendrée par la rotation de I" autour de 1’axe Oz.

On obtient un paramétrage f de S en écrivant qu’un point M = (x, y, z) appar-
tient 2 S si et seulement si M est I’'image d’un point de I' dans une rotation
d’axe Oz, c’est-a-dire f: [ Xx R — R

cosv —sinv 0 v1(u) v1(u) cos(v) — y2(u) sin(v)
(u,v) — | sinv cosv 0 vo(u) | = | yi1(u)sin(v) + y2(u) cos(v)
0 0 1 v3(u) y3(u))

Détermination d’une surface de révolution par une équation cartésienne :
a) Tout équation de la forme f (x2+y%,2) représente une surface de révolution
d’axe Oz.

b) Soit I' une courbe du plan yOz définie par une équation de la forme
¢o(y,z) = 0 et désignons par S la surface de révolution engendrée par la

rotation de I' autour de I’axe Oz. Alors ¢(v/x2+ y2,2)-o(—v/x2+y2,2) = 0
est une équation de S.
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10.3.1 Exercices d’assimilation

Exercice 10.7

Centrale PC 2006
Donner une équation cartésienne du cylindre C de directrice I" définie par

2x2+3y? =1
z=0

_
et dont les génératrices sont dirigées par le vecteur K = (1,1, —1).

Pour qu’un point M = (x, y, z) appartiennent a C, il faut et il suffit qu’il existe A € R
tel que M + )t? € T, c’est-a-dire tel que 2(x + A) + 3(y + )\)2 =letz—A=0.Ilen
résulte que C est le cylindre d’équation 2(x + z)2 +3(y + z)2 =1.

Exercice 10.8

On considere I’ellipsoide E d’équation x? + 2y* + 3z = 1.

1) Montrer que tous les points de E sont réguliers et indiquer un vecteur normal
en un point M = (x,y,z)de E.

2) Ecrire une équation du cylindre S dont les génératrices sont dirigées par le
vecteur non nul V = (a, S sonttangentes aiF

3) Ecrire une équation du cone C de sommet A = (a, b, c¢) et dont les génératrices
sont tangentes a E.

1) Désignons par f la fonction définie sur R? par f(x, y,z) = x*+2y?+3z>—1. C’est
une fonction de classe C! et pour tout (x, y,z) € R, grad(f)(M) = (2x,4y,62). 1l
est nul si et seulement si x = y = z = 0, et on a donc grad( f)(M) # 0, pour tout
M € E. Un vecteur normal en M a E est précisément le vecteur grad( f)(M).

2) Pour qu’un point M = (x,y,z) appartienne a S, il faut et il suffit qu’il existe
A € Rtel que

e a) M + AV appartient a (E),
e b) le vecteur V est orthogonal au vecteur grad(f)(M + AV).

La condition a) s’écrit f(x + @A,y + BA,z + yA) = 0, c’est-a-dire

(x + @A) +2(y + A +3(z + yA)* — 1 =0,
et la condition b) s’écrit quant a elle

2a(x + ad) +4B(y + BA) + 6y(z + yA) = 0.
Soit P le polyndme du défini par

P(A) = (x + @A) +2(y + BA)? + 3(z + YA
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Les conditions précédentes s’écrivent donc : il existe A € R tel que P(A) = O et
P’(A) = 0, ce qui signifie que le polyndme P admet une racine réelle double. Comme

PA) = (@®+2B% + 3922 + Qxa+4yB+6zy)A + x2 +2y? + 32 — 1

est un polyndme du second degré on traduit cette condition en écrivant que son dis-
criminant est nul. Ainsi le point M = (x, y, z) appartient & S si et seulement si

(ax +2By +3y2)* — (@® +2B* +3yH(x2 +2y* + 322 — 1) = 0.

3) On utilise la méme méthode : pour qu’un point M = (x, y, z) appartienne a C, il
faut et il suffit qu’il existe A € R tel que

e a) AM + (1 — M)A appartient a (E),
e b) le vecteur m est orthogonal au vecteur grad( f)(AM + (1 — A)A).
La condition a) s’écrit f(Ax+a(l —A), Ay+b(1 —A), Az+c(1 —A)) = 0, c’est-a-dire
Ax +a(l — D)) +2Ay +b(1 — D))> +3Az+c(1 —A1)* —1 =0,
et la condition b) s’écrit quant a elle
2x —a)Ax +a(l = A)+4(y —b) Ay +b(1 — A)+6(z — c)(Az+c(1 —A) =0.
Soit Q le polyndme du défini par
O = (Ax +a(l — DWW E20xy % bl 1= D)) +3Az + (1 — 1) — 1.

Les conditions précédentes s’écrivent : il existe A € R tel que Q(A) = 0et Q'(A) =0
et expriment donc que Q a une racine réelle double.

Comme
O = ((x —a)* +2(y — b)* +3(y — 0)*) \*+
2(a(x —a)+2b(y — b) +3c(z — ©)) A +a” +2b% +3c* — 1,

on traduit cette condition en écrivant que le discriminant est nul. On obtient

(a(x —a)+2b(y—b)+3c(z—c))2— ((x —a)2+2(y—b)2+3(z—c)2) (a2+2b2+3c2—1) =0.

10.3.2 Exercices d’ entrainement et d’approfondissement

Exercice 10.9

Centrale PC 2006
x?+y? -2y -3=0
2y —2z+3=0.

Donner I’équation de la surface engendrée par la rotation de cette courbe autour
de I’axe (Oz).

Identifier dans R? la courbe I" d’équation {
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La courbe I' est I’intersection du cylindre de révolution C d’équation x>+(y—1)* = 4
avec le plan II d’équation 2y — 2z + 3 = 0. L’axe de C est la droite parallele a ’axe
(0Oz) qui passe par le point (0, 1,0). Comme le plan II n’est pas parallele a 1’axe
(02z),1a courbe I est une ellipse.

Notons que I' est aussi I’intersection du paraboloide P d’équation x* + y> = 2z
et du plan II. Soit alors S la surface engendrée par la rotation de I'" autour de
I’axe (Oz) et soit M = (x,y,z) un point de S. Il existe alors § € R, tel que
Iimage M’ = (x’,y’,7z) de M par la rotation d’angle # autour de I’axe (Oz) soit
un point de I'. On a alors (x’,y’,z') = (xcos® — ysinf,xsinf + ycosf,z) et
(x cos @ — ysin )% + (x sin 0+ ycos )*> = 2z. On a donc x> +y2 = 2z, ce qui montre
que S est incluse dans le paraboloide P.

Observons que S n’est pas égal a P tout entier. On a en effet x> +(y' — 1) = 4, d’ont

1 < y' < 3etpuisque z = /+3 1< <9
)Y X puisque 7z =y 2a2\Z\2'

9
<z < 5 Le nombre

| —

Réciproquement soit M = (x,y,z) un point de P tel que

5 . oo )
réel y) — 1 =z — 2 est compris entre —2 et 2 et il existe donc un réel x’ tel que

x?+ (' — 1)* = 4. Comme x> + y* = 2z = x’? + y%, le point M’ appartient a I et
M est I'image de M’ = (x’,y’, z) dans une rotation d’axe (Oz). Donc M appartient
as.

Exercice 10.10

CCP PC 2007
Soit (C) la courbe définie par le paramétrage x = sin2¢, y = 1 — cos?2t,
z =2cost.

1) Montrer que (C) est contenue dans une sphere de centre O dont on précisera
le rayon.

2) Pour a et b réels et R positif, on note (S, r) la surface d’équation
(x — 01)2 +(y — b)2 = R’. Montrer que (C) est contenu dans (S, g) si et
seulementsia =0,b=1et R = 1.

3) En déduire que (C) est tracée sur un cylindre de génératrices paralleles a Ox,
dont on précisera les sections droites.

4) Montrer que (C) est tracée sur chaque quadrique (Q(+,p)) d’équation
ax® +ay* + B2 +2(a — B)y — 48 = 0 ol a et B sont des réels quelconques.

5) La famille de quadriques (Q(,p) (pour (a, ) # (0,0)) contient-elle des
cones ? Si oui, préciser leur sommet.

1) Pout tout réel f on a :
x2+y?+ 722 =sin® 2t + (1 — cos 21)> +4cos’t = 2(1 — cos 21) + 2(1 +cos 21) = 4.

La courbe (C) est donc contenue dans la sphere de centre O et de rayon 2.
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2) Pour que (C) soit contenue dans le cylindre (S, 5. z), 1l faut et il suffit que :
Vt € R, (sin2t —a)* + (1 — cos2t — b)> — R> =0,

cest-adire (1) : V¢ € R, —2asin2t — 2(1 — b)cos2t + 1 +a* + (1 —b)* — R* = 0.
La relation (1) est évidemment vérifiée sia = 0, b = 1 et R = 1. Réci-
proquement si la relation (1) est vérifiée, on a en particulier pour t = O,
—2(1—b)+1+a*+(1—b)*—R* = 0, puis pour t = 7/2, 2(1—b)+1+a*+(1—b)*~R* = 0,
d’oli on déduit 2(1 — b) = 0 puis 1 +a* + (1 — b)> — R*. En prenant alors t = 77 /4
on obtient —2a = O et on en déduitquea =0,b =1et R = 1.

La courbe (C) est dont contenue dans le cylindre (Sp 1,1) : ¢’est le cylindre dont les
génératrices sont paralleles a I’axe Oz et dont une section droite est le cercle du plan

x Oy de centre A = (0, 1,0) et de rayon 1.

3) Les coordonnées (x, y,z) d’un point M de (C) vérifient a la fois les relations
x> +y?+z2 —4 =0etx?+y? — 2y — 0. Par différence on obtient z> + 2y = 4. La
courbe (C) est donc contenue dans la surface d’équation z° + 2y = 4 : il s’agit d’un
cylindre de génératrices paralleles a Ox et dont une section droite est la parabole du

plan yOz d’équation y = —%22 +2.
4)Pour toutt € Ret (a,B) € R% ona:

asin®2f + a(1 — cos 26)° + 4B cos’ t +2(B — a)(1 —2cos2t) — 4B = 0.
La courbe (C) est donc incluse dans la quadrique d’équation

ax2+ay2+ﬁzz+2(a — By —4B8=0.

5) Lorsque a = 0, on obtient la quadrique d’équation z> + 2y — 4 = 0 : il s’agit du
cylindre étudié dans la question 3). (Ce n’est pas un cdne). On peut donc supposer
a # 0. L’équation de (Q4,p)) peut s’écrire

2
ax2+a(y+'8_a> + B — <4B+L_ﬂ)2> =0.
(47 (41

Soit S le point de coordonnées (0, yg,0) ol yg = @B et placons nous dans
o

le repere R = (S,7,7,?). Si (X,Y,Z) désigne les coordonnées d’un point
dans ce repere, une équation de (Q . p)), est alors aX? + a¥? + BZ2 = K, avec

(a—pB)
o

K =48+ . C’est un cone si et seulement si K = 0, ¢’est-a-dire si et seule-

ment si @ = B. Dans le repére initial il s’agit du cone d’équation x>+(y—2)>—z> = 0.
Son sommet est le point S.
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Centrale PC 2005

1) Donner 1’équation du cylindre C qui s’appuie sur la courbe I" d’équations
f(x,y) =0, z=0et dont la direction est définie par le vecteur u = (a,b,c)
(c #0).

2) Montrer que I’équation d’un cylindre peut se mettre sous la forme f(P, Q) =0
ot P = 0et Q = 0 sont des équations de plans. Donner la direction des
génératrices.

3) Caractériser la surface d’équation (x — 2y)2 + 2y — 3277 +Bz —x)* = 1.

1) Pour que M = (x,y,z) appartienne a C, il faut et il suffit qu’il existe un point
My = (xo, y0,0) appartenant a I' et un réel A tel que M = M, + AU, ¢est-d-dire
qu’il existe (xg, Yo, A) € R3 tel que f(xo,y0) =0etx = xo+Aa,y = yo+ Ab et

. L N Z az bz
z = Ac. Ces relations équivalent a A = . X0 =X — ~ etyy =y — =

b
C est donc la surface d’équation f(x — a_z, y— —Z) =0.
C C

2) Soit maintenant C un cylindre arbitraire de R dont les génératrices sont dirigées
— —_ = —
par un vecteur unitaire K et soit’(-/ ,J ;K ) une base orthonormale de R?. Dans le
—_ = —
repere (O, I, J, K), C admet une équation de'laforme f(X,Y)=0.

a '8 Y — = —
Soit A = | @ B ' | lamatrice de passage de la base (1, J, K) a la base
a// B// y//

— — —

(2,7, k).

— — —
Désignons par (x, y,z) les coordonnées d’un point M dans la base (2, 7, k) et
(X, Y, Z) ses coordonnées dans la base (7, 7, ?).
On a alors :

X=ax+By+yz, Y =adx+By+yz, Z=ad"x+B"y+9y"z
— — —
et il en résulte que, dans le repere (O, @, 7, k), C admet une équation de la forme

f(P,Q)=0,avecP =X =ax+By+vyzetQ=Y =ad'x+B'y+7y'z

La direction du cylindre est définie par le vecteur K : c’est donc celle de la droite
d’intersection des plans d’équations P =0et O = 0.

3) L’équation (x — 2y)> +(2y — 32)* + (3z — x)* = 1 s’écrit P2+ Q>+ (P + Q)* = 1,
avec P = x — 2y et Q = 2y — 3z. 1l s’agit de I’équation d’un cylindre dont la
direction est celle de la droite définie par les équations x — 2y = 0,2y — 3z =0.11
est dirigé par u’ = (6,3, 2).

Une directrice du cylindre est obtenue en prenant son intersection avec le plan (x0y).
11 s’agit de I’ellipse d’équations 2x* + 8y> —4xy = 1,z = 0.
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10.3 Surfaces usuelles & @

Exercice 10.12

Centrale PC 2006
Soient g € C'(R,R) et T = {(x,y, g(x> +y*) | (x,y) € R*}.
1) Montrer que T est une surface de révolution.

2) Soient r € Ret P, = {(x,xtant,z) | (x,z) € R?}. Etudier les normales a T
aux points de 7' N P;. Que remarque-t-on ?

3) Trouver les fonctions f de R* dans R telles que les normales 2 la surface §
d’équation z = f(x, y) coupent I’axe 0z.

Indication de I’examinateur : on pourra utiliser les coordonnées polaires.

1) Soit M = (x, y,z) un point de T et soit M'(x’,y’,z) 'image de M par une rota-
tion d’axe (0z). Onaalors x">+y"? = x>+y?etdonc z’ = z = g(x*+y?) = g(x*+y"?).
Le point M’ appartient donc a T, ce qui démontre que T est une surface de révolution.

2) L’ensemble P; est un plan contenant 1’axe de la surface de révolution T : c’est un
plan méridien de 7. La courbe T N P; est une méridienne de 7.

La surface T est la surface d’équation f(x,y,z) =0ou f(x,y,2) =z — g(x?+y%).
La fonction f est de classe C! sur R3 et pour (x,v,z) € T,ona:

grad(f)(x, y,2) = (B2xg'(* + y%), = 2ve'(x* + y*), 1) # (0,0,0).

Il s’agit donc d’une surface réguliere et en un point My = (xo, yo, 2o) de T, lanormale
est définie par le paramétrage

X =Xx9— 2)\x0g’(x§ + yé)
Y = Yo — 2Ay08' (x5 + ¥p)

=20+ A
En particulier si M, appartient au plan méridien d’équation y = xtant et si
1
g'(xg + yé) #0,onax =y = 0 pour A = ————-. Il en résulte que la normale
28" (xg + ¥p)

a T au point M, coupe I’axe (Oz).

3) Nous supposons que f est de classe C! sur un ouvert U de R? ne contenant
pas ’origine. Comme 1’application ®: (r,0) — (r cos 8, r sin 6) est de classe C Y
V = ®~!(U) est un ouvert de R? et I'application 7 = f o ® est de classe C' sur V.
(Elle est définie par h(r,0) = f(r cos 6, r sin ).

La surface S est alors définie en coordonnées polaires par le paramétrage F tel que :

X =rcosf
Vr,0) eV, F(r,0)=(¢ y =rsiné (r,0)eVv.
z=h(r,0).
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Sachant que

cos 0 —rsin@
OF sin 6 OF rcosf
—(r,0) = t —(@,0)=
a0 et 3= g
or 00
ond Oh Oh
siHH% — 7 COS 05
ﬁza—F 6—F: —cosﬁ%—rsine%
or 00 90 ar

r

— —
Comme N est non nul, S est réguliere et N est un vecteur directeur de la normale a
S au point M = (r cos 8,r sin 0, h(r, 9)).
Pour que la normale rencontre ’axe (Oz), il faut et il suffit que les projections

. h Oh
s1n0% —rcosﬁa— rcos B .
nw o= r et m = . des vecteurs N et OM sur
eah in o rsin@
—CosS 90 r sin o
(x Oy) soient colinéaires, c’est-azdire que
oh o)
sin 0% %eos 0(()—,1 teas 6 3 ra_h »
—cosﬁa—h—rsinﬁa—h rsin @ 09 ‘
06 or

Oh
On obtient donc la relation 20 0, qui signifie que & est indépendante de 6. Ainsi

la condition pour que les normales a S rencontre 1’axe (0z) est que f(x, y) soit de la

forme h(1/x2 + y2), ou encore de la forme g(x> + y?) oli g est une fonction de classe
C! (il suffit de considérer la fonction g définie par g(¢t) = h(t?)).



Compléments de géométrie

La géométrie fait partie intégrante du programme des concours et intervient dans
des domaines tres variés. Béte noire des candidats, elle ne doit pas étre négligée.
Malgré I’apparente simplicité des énoncés, la résolution demande un savoir-faire
qui ne s’acquiert que par un entrainement régulier. Le lecteur est invité a reprendre
les chapitres de géométrie affine euclidienne en dimension 2 et 3 du livre de pre-
micre année. Le but de ce chapitre — qui n’est en rien exhaustif — est d’inciter le
candidat a travailler suffisamment la géométrie en lui montrant un échantillon de
ce qui peut lui étre demandé aux concours.

11.1 GEOMETRIE AFFINE;

e 1.1 JAT
CCP MP 2006

Dans I’espace affine de dimension 3 rapporté a un repere (O, 7, 7, k), on considere
les droites Dy, d’équations x+y+z—1 = x —2y+2z—a = 0, et D,, d’équations
7—2bx —2=y —x—1=0, ol a etb sont deux parametres réels.

Comment choisir a et b pour que ces droites soient coplanaires ?

Supposons que D; soit définie par un de ses points A; et un vecteur directeur u; et
de mé€me pour D, avec A, et .

On remarque en distinguant le cas D;, D, paralleéles ou non, que ces droites sont
. . . —_— — ., < 4.
coplanaires si et seulement si les vecteurs A A;, uj et u; sont liés c’est-a-dire

det <A1A2,u_f,u_>2> —0.

Déterminons A; par exemple en choisissant z4, = 0. On résout alors le systéme
xX+y= 1 . a+?2 —a+1
,il vient x = ety = .
x—2y=a 3

a+2 —a+1 .
Donc AI(T, —3 0) € D;. On peut trouver un vecteur directeur en cher-

chant un second point, ou plus directement en calculant avec les formules du produit



% Chap. 11. Compléments de géométrie

1 1 4
vectorielusuel [ 1 | A [ =2 | =] -1 = u;. De méme, on peut choisir
1 2 -3
-1
A>(0,1,2)et s —1 . Les droites D; et D, sont coplanaires si et seulement si
—2b
—a—2
“3 4 —1
det <A1A2, ui, u_ﬁ) =0cequis’écrit| a+2 1 _1 |=0
3
2 -3 -2b

On obtient finalement la condition suivante : a + 2b +ab — 3 = 0.

Deux droites de I’espace D;(A, Tl) et Dy(A,, u_)z) sont coplanaires si et seule-
. - = —
ment si det <A1A2, up, u2> =0.

Exercice 11.2

Mines-Ponts PC 2005

Soient M, M,, M3 et My, quatre points distincts du plan. Existe-t-il quatre points
Aq, Ay, As et Ay, tels qu’en posant As = Ay, pour touti € {1,2,3,4}, M; soit
le milieu de A;A;. ?

Une rédaction rapide consiste a raisonner avec les affixes my,...,my des points
My, ..., My.
e Supposons qu’il existe quatre points Aj, A;, Az, A4 (d’affixes respectives
ai,...,ay) vérifiant I’énoncé. On a :
. a; +a;
a; = as etpour tout i € {1,2,3,4}, ’7; = m;.

De ce systeme a quatre équations, on en déduit notamment
2(my —my) = ay — az = 2(my — m3).
e Réciproquement, supposons m; — my = my4 — m3 (1). Soit a; € C quelconque.

Soient a3 € C tel que 2(m; — my) = a1 —az (2),a, € Cetay € C tels que
2my = ay+ay 3)et2my = aq +a; (4).

(3) — (2) nous donne 2m, = a + az et (4)-(2) combiné avec (1) nous donne

2m3 = a3 + a4. On en déduit que la propriété est satisfaite.

En conclusion, une condition nécessaire et suffisante sur les points M, M,, M3 et
S — e —— s « . .

My est MoM = M3My c’est-a-dire que M M, M3 M, est un parallélogramme.
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11.1 Géomeétrie affine @

Remarque
L’exercice revient a déterminer 1I’image de I’application linéaire associée canoni-
1 100
N . P I{fo1 10
quement a la matrice M € My(C) définie par M = loo1 1 |- Cette
1 0 01
matrice estde rang 3 et Imn M = {'(my,...,my) | m;y — my = my — m3}.

Polytechnique MP 2006

Soient A, B, C trois points non alignés du plan, A’ (resp. B’,C’) un point de
(BC) (resp. (AC), (AB)). Montrer que (AA"), (BB') et (CC’) sont concourantes
si et seulement si :

A'B y B'C y CA
A'C B'A CB

Pour cet exercice de géométrie affine pure (on ne considere pas de distance eucli-
dienne), considérons un repere qui simplifiera les calculs. Plagons-nous dans le
repere (A, ﬁ, A—C>). ;

Remarquons que, nécessairement, A’ # A (A ¢ (BC)) et, implicitement, A" # C et
de méme pour les points B” et C.

!/

— — — —_— — —
Soit o = Vo OnaA’'B—aA'C = 0 = (A’/A+ AB) — a(A’A + AC), ce qui
Y - - . . . .
donne (1 — @)AA" = AB — aAC.Onaa # 1, sinon A, B et C seraient alignés, il
vient que A’ a pour coordonnées dans notre repére <1—, l—oz > . De la méme
—a l—a
1 —
maniére, on trouve B’ <0, W) etC’ (1—y,0> avec B # lety # 1.
- -
On détermine alors des équations des droites (AA”), (BB') et (CC").
x—1 —1
Par exemple pour (BB’) : on calcule y 1 = 0 ce qui nous donne

1-p
x+(1-By—-1=0.
On obtient pour (AA”) : ax +y = O et pour (CC'): (y — D)x+yy —y =0.
Utilisons le lemme suivant : trois droites D; : a;x + b;y + ¢; = 0 sont concourantes
aq b] C1
ou paralleles si et seulementsi | ay by ¢y | =0.
as b3 Cc3
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ay by ¢
En effet, sionnote M = | a, b, ¢y |, alors le déterminant de M est nul si et
az by c3

seulement si le noyau de X — M X est non réduit a {0} c’est-a-dire qu’il existe
(x,y,2) # (0,0,0) tel que pour touti € {1,2,3}, a;x +b;y +c;z = 0.
Soit z # 0, auquel cas les trois droites sont concourantes au point de coordonnées

Z
(car (x,y) # (0,0)) donc les trois vecteurs (a;,b;), i € {1,2,3} également ce qui
signifie, en considérant les vecteurs normaux, que les trois droites sont paralleles.

X i .
<, y) , soit z = 0 et alors les vecteurs (a;, az, az) et (b, by, bs) sont colinéaires
Z

Pour terminer la preuve, on calcule
@ 1 0
I 1-8 —1 |=aBy+1
y-1L v v
Conclusion : (AA"),(BB’) et (CC’) sont concourantes si et seulement si
A'’'B  B'C C'A
X X =
A'C B'A C'B

—1.

afy =

Remarque
Ce résultat est appelé théoreme de Céva.

T
¢ Pour un exercice qui n’utilise pas de produit scalaire, d’angle, de distance eucli-

dienne, il est souvent judicieux de choisir un repere affine qui simplifie les calculs.

o Trois droites du plan D; : a;x + b;y + ¢; = 0 sont concourantes ou paralleles si

ay by ¢
etseulementsi | aa by ¢ | =0.
a3 by c3

11.2 GEOMETRIE AFFINE EUCLIDIENNE

Exercice 11.4

Centrale PSI 2006

1) Montrer que z — £

" estune bijectionde C \ {—i} dans C \ {1}.

Z+1i
2) Soient D ={z € C,|z] < I} et H = {z€ C,Im(z) > 0}. Soitz € C\ {—i}.
Démontrer géométriquement que z € 'H < ¢ : l e D.
Z+i

En déduire une bijection de H dans D.

z—1
7410

Notons ¢ : z € C\ {—i} —
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11.2 Géometrie affine euclidienne @

1) Soientz € C\ {—i} et Z = ¢(z). Alors Z = % e -2Z)z=iZ+1).
Z+1

+1 .
7" Ceci prouve que ¢ est

Z+1.

7
2) Soient A et B d’affixes respectives —i et i, et soit M d’affixe z. On a alors

z—1

Z+1

Z
Il est clair que Z # 1 (sinon 2i = 0), etdonc z = i I

une bijection de C \ {—i} sur C \ {1} d’application réciproque Z

) ) — —|2 — ——2
Do BM? < AM @HBO+0MH <HAO+0MH

—_— ——
& w OM >0 M € H (le vecteur j'est le vecteur d’affixe 7).
=47
(I’équivalence BM < AM < M € 'H peut aussi se voir directement, il s’agit
d’un demi-plan ouvert de frontiere la médiatrice de [A, B], c’est-a-dire (Ox)).
Ainsiz € H < ¢(z) € Ddonc Z € D <¢ '(z) € H(onabien H C C\ {—i}
et D C C\ {1}) donc la restriction de ¢ a H est une bijection de H dans D.

Centrale PC 2005

Soit E = R muni de sa structure canonique d’espace vectoriel euclidien orienté.
Soit a € E tel que a # 0. Montrer que tout vecteur de E est entierement déter-
miné par la donnée de < dyx. > etdea A x.

— 1 L= L= - = =
Posons I = Wa. On choisit J unitaire et orthogonala / etonpose K = [ A J.
a
. — — — .
On sait que < I,J,.K > est une base orthonormale directe.

_
Si x a pour coordonnées dans cette base (xi,x;,x3), alors < [ ,x >= xj et

<a,x > 0 1 .
_ —x3 | = H (a N\ x), ce qui
a

— — — L.
I Nx = —x3J +x,K. Ainsi x; =

X2
permet donc de reconstituer entieérement x.

Centrale PSI 2006
. ) . C . x=—-2z+3
Soit P le plan d’équation x+y+z = 0 et D la droite d’équation y=z—1

Déterminer la projection orthogonale de D sur P.

En paramétrant D par la variable z, on voit que w (=2, 1, 1) est un vecteur directeur
(et que A(3,—1,0) est un point de D). Le plan P contient 1’origine donc son plan
vectoriel admet la mé&me équation x + y + z = 0, qui est vérifiée par les coordonnées
de . Nous sommes donc dans le cas particulier ot D est parallele 2 P. Sa projection
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est donc une droite de méme vecteur directeur u et passant par le projeté orthogonal
de A sur P.

On calcule alors les coordonnées de pp(A) en passant par la projection vectorielle
sur la normale (vectorielle) a P.

Opp(A) = pA(0A) = (id —pp’) (0A)

—
— < TW,0A>

=0A — ||_>Hz 7 avec 7' (1, 1, 1) vecteur normal a P.
n
N ; 7 5 2 .
Apres calcul, on trouve que pp(A) a pour coordonnées 37373 d’oli une
représentation paramétrique de la droite pp(D),
7
=-2t+ -
g 3
5
pp(D): y=i1-3 ,t €R.
T3
On obtient le systeme d’équations, en éliminant la variable ¢,
x=—-27+1
PP(D)I{ e

L'

e La présence de constantes non nulles dans les équations définissant les plans
ou les droites de I’espace indiquent que ces sous-espaces sont affines (et non
vectoriels). On obtient les équations de leur direction vectorielle en annulant ces
constantes.

¢ Les transformations affines classiques (projections, symétries, rotations) pos-
seédent des points invariants. Supposons qu’un point O est I'un des points inva-
riants d’une application affine f. Pour étudier ’application f, on considere le
—

point O comme origine et on utilise sa partie linéaire f grice a la relation
—_— — ——

Of(M) = f(OM).

o 1] existe des applications affines sans point fixe : les translations, la composée

d’une réflexion avec une translation de vecteur parallele & la direction du plan de
réflexion... Leur étude détaillée n’est pas un objectif du programme actuel.

Exercice 11.7

Centrale PSI 2007

Dans R? affine euclidien, soient P le plan d’équation 2x +3y+z—1=0etDla
droite d’équations (x = y,y = z). Déterminer le plan symétrique (orthogonal)
de P par rapport a D.
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11.2 Géometrie affine euclidienne @

Commengons par déterminer le point (), intersection de D et P.

2x+3y+z—1=0
y==z

Nous savons que le plan P’ symétrique de P par rapport a D passe par () et a pour
vecteur normal 5’(7) oll 7 est un vecteur normal de P et 53 est la symétrie vecto-

=

rielle par rapport a D, la droite vectorielle associée a D.

On peut prendre pour vecteur normal (2,3, 1)etle vecteur u (1,1, 1) est un vecteur
—

directeur de D (D = R%). Ainsi,

< > =
u—n

sp(n) = (2pp —id) (') =2
=(2,1,3).

Le plan P’ admet donc pour équation

1 1 1
2 % <x—g>+1>< <y—8>+3>< <Z_8> =0 2x+y+3z—1=0.
Exercice 11.8 -

Mines-Ponts MP 2007

Soit H une hyperbole du plan centrée en un point O, d’asymptotes D et D’. La
tangente & H en un point M recoupe D (resp. D’) en A (resp. A’). Montrer que
I’aire du triangle O AA’ ne dépend pas de M.

Dans un repere orthonormal adapté, ’hyperbole H admet pour équation réduite
2 2
X y

s b
il 1 et les asymptotes ont pour équations y = igx.
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XX
En un point M (xg, yo) de H, une équation de la tangente a H est —20 — % =1
a
2 2

(en notant f : (x,y) +— ;C—z o

g—f(Mo)(x — Xo) + a—f(Mo)(X —xp) =0).
X oy

— 1, une équation de la tangente en M a H est

Déterminons les coordonnées de A et A” en fonction de x et yy. Pour A, on résout
le systeme :

2
b
a b b N Xoa;flyo
y = _x y = -
a bxy — ayo

On abien bxy—ayy # 0 car les asymptotes ne rencontrent pas I’hyperbole. De méme,
2 2
ab ab

bxo +ayo’ " bxo + ayo

A’ a pour coordonnées ( > . L’aire A du triangle OAA’ vaut

donc i
1 — 1 b
4o (G 57| = |22 [1 |
2 2 [ (bxo)” — (ayo) -
ab
=13 >| = ab.

Ainsi, I’aire A est indépendan_% detx et yo'donc du point M.

Mines-Ponts MP 2007

Soit E un espace affine euclidien de dimension 3. Majorer le volume d’un tétra-
edre de E dont les arétes sont toutes < 1.

Nous savons que le volume d’un tétracdre ABCD est donné par la formule

Lir—= = —= . . ..
V= 3 ‘ {AB, AC, AD} ‘ ou [ ] désigne le produit mixte. Ainsi,
1 —_— — — ] - — —
V= 8‘ < ABANAC,AD > | < 8HAB NACH||AD||

] — — — 1
< gllaBllllacllAD] < ¢.

Exercice 11.10

Polytechnique MP 2007

Soit ABC un vrai triangle. Déterminer I’ensemble des points M du plan véri-
fiant :

_— — — — —_— = — — _— = — —
AB-AC+MB-MC =BC-BA+MC-MA=CA-CB+MA-MB.
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—_— = — —

—_— — — —
La relation AB-AC + MB-MC = BC-BA + MC-M A peut se simplifier avec la
relation de Chasles :

Les points M vérifiant les égalités de I’énoncé sont donc ceux vérifiant :
—_— [ — —_— —— —_— [ — —_— ——
AB- (AC + BC) — AB-CM et AC- (AB + CB) — AC-BM.
Soient les points Hyp et Hyc définies par CHyp = AC+BC et BHyc = AB+CB.
. . _— _—
Les égalités de I’énoncé sont alors équivalentesa AB-MHyp = AC-MHyc = 0.

On obtient un seul point, intersection de deux droites respectivement perpendicu-
laires a (AB) et (AC) et passant respectivement par Hap et Huc.

Exercice 11.11
Polytechnique MP 2007

1) Donner une condition nécessaire et suffisante sur «, 8, ¥y € R pour qu’existent

!

trois points A, B,C du plan affine euclidien tels que AB-AC = a,
—_— — —_— —=
BC-BA=BetCA-CB =1%.
2) On suppose cette condition vérifice ainsilque aBy # 0.
Montrer que I’orthocentre H de ABC est le barycentre du systéme pondéré

(A, 1/a),(B,1/B),(C,1/y).

1) Supposons (analyse) que les points A, B et C existent. Remarquons que
—_— — — —_— — 2 .
= AB-AC = AB. (AB +BC) = AB” — 3. De méme pour les autres

AB* = a+ B
relations. Ainsi { BC? = B+v . En particulier, une condition nécessaire est
AC*’ =a+y

quea+pB2>0,B8+y = 0eta+vy = 0.Rappelons qu’il existe un triangle (éven-
tuellement plat) de c6tés de longueur a, b et ¢ si et seulementsia < b+c,b < a+c
etc < a+b (ce qui s’écrit également de maniere équivalente |b — ¢| < a < b+c).
Par exemple AB < AC + BC < Ja+ B < \/B+7y+/a+y sécrit aussi en
élevant au carré, y > —+/(y + @) (v + B).
Réciproquement (synthese) supposons que a+83 > 0, B+y > Oeta+y > Oetque
—Vy+a)(y+B), B> —V/(Bra)(B+y)eta = —/(a+pB)(a+7y).
En posanta = /B +7y,b =/ a+yetc=+/a+f,onsait dapres ’hypothese
AB*=a+p
qu’il existe un triangle ABC (éventuellement plat) tel que { BC?> = B+
AC? = a+ 0%
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(

(AB2 +AC* — BC?)

"2
Ce systeme s’inverseen ¢ B = %(ABZ+BC2 AC?) .
1
~ (AC*+ BC? — AB?
y =5 (AC*+ B’)
5 —  —\2 5 9 —_— —
Or BC :<BA+AC) — AB®+ AC* — 2AB-AC

—_— — — — —_— —

donca = AB-AC etde méme 8 = BC-BAety =CA-CB.

Conclusion : la condition nécessaire et suffisante est a + 8 > 0, B+7vy > O,
a+y =0, az—/(a+pB)(a+y), Bz—-vB+a)(B+y) et
Y2 —V+a)(y+p).

2) On suppose implicitement le triangle non plat. Soit H 1’orthocentre de ABC. Il
existe o', B,y réels de somme non nulle, définis a un scalaire multiplicatif non
nul pres tels que H est le barycentre du systéme pondéré (A, a’), (B, 8),(C,v").

— — —
Nous avons par exemple, (¢’ + 8’ + y)AH = B’AB + y'AC. Sachant que les
droites (AH) et (BC) sont orthogonales, on obtient, en effectuant le produit
scalaire avec BC, la relation 0 = —BB’ + vyy'. De la méme facon, on obtient
ad’ = BB = yy' = A Leacel A est non nul car @By # 0 (sinon on aurait
a/:B/:y,:O).
Il en résulte que H est le barycenfre du systeme pondéré (A, g), (B, E), (C, %).

On peut bien sir choisir A = 1.

Un triangle (éventuellement plat) de c6té a, b, c existe si et seulement sia < b+c,
b<a+cetc<a+bcequiestéquivalenta|b —c|<a <b+c.

Une autre formulation utile est : deux cercles C(O, R) et C(O’, R’) sont d’inter-
section non vide si et seulement si

|IR—R| <00 <R+R.

Polytechnique MP 2007
Soient A, B, C et D quatre points du plan affine euclidien. Montrer que :
AC x BD < ABxCD+ AD x BC.

. — — —
Désignons par b 1’affixe de AB, par c celle de AC et par d cellede AD.

— — —
b — d est’affixe de DB, ¢ — d est I’affixe de DC et b — c est I’affixe de CB.
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Nous voulons donc démontrer que |c|.|b —d| < |b|.|c —d|+|d|.|b—c]|.
Ecrivons que c(b —d) = b(c —d)+d(b — c). On utilise alors I’inégalité triangulaire
(passage au module complexe) pour conclure.

Remarque
On doit cette inégalité au mathématicien grec Ptolémée.

11.3 ISOMETRIES VECTORIELLES ET AFFINES EN DIMENSION 3

Rappelons et complétons les résultats sur les isométries vectorielles que nous
avons déja abordées dans le chapitre « espaces euclidiens » .

Soit M € O3(R) \ {£/15}, une matrice orthogonale (représentant un endomor-
phisme u dans une base orthonormale directe). Rappelons qu’il s’agit d’une
matrice dont les vecteurs colonnes sont orthogonaux deux a deux et unitaires.
Pour caractériser géométriquement 1’automorphisme orthogonal associé, on
regarde dans I’ordre :

e si la matrice M est de plus symétrique alors 1 est une symétrie orthogonale par
rapport a son image. Dans ¢e ¢as,si tru = 1(= I+ I— 1) alors u est une réflexion
(symétrie par rapport a un plan);sinon « est un retournement (symétrie par rapport
a une droite). '

e si la matrice M n’est pas symétrique, on calcule son déterminant, s’il vaut 1
alors il s’agit d’une rotation sinon det M = —1 et —M est une rotation.

Si M est une rotation d’axe D = Ra, orienté par le vecteur directeur a,
on peut définir un angle 6 caractérisant la rotation u = rot(a, ). On peut
choisir § €] — 7r,7r]. La trace de cette matrice s’obtient immédiatement par

. 1
tru =1+2cos@ . Ainsi § = & Arccos <2 (tru — 1)) avec ¢ = +1.
On cherche ensuite un vecteur a invariant (valeur propre 1) qui orientera 1’axe
D =Ra = Ei(u).
Pour déterminer le signe € (le cosinus ne permet pas de trancher), on peut utiliser
la formule ci-dessous tres utile :

Vx € E\ Ra, sgnla,x,u(x)] = sgn(sinh)

et ainsi déterminer le signe de @ (dans | — 7, 77]) en choisissant x le plus simple
possible (typiquement un vecteur de la base canonique).

Remarques
o On utilise parfois la caractérisation suivante des rotations parmi les matrices
orthogonales M € O3(R).
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Les vecteurs colonnes Cy, C, et C3 de la matrice M forment une base orthonor-
male directe si et seulement si M est la matrice d’une rotation, ce qui peut se
traduire par C3 = C; A Cs.

osidetu = —1, alors —u est une rotation (que 1’on étudie comme précédem-
ment) mais le géometre préfere voir u comme la composée (commutative) d’une
rotation et d’une réflexion (s, )...

CCP PC 2005

On note f ’endomorphisme de R* dont la matrice représentative dans la base
1 -2 -2

canoniqueest A = - [ =2 1 —2 |. Montrer que f est une isométrie dont
2 2 -1

on précisera les caractéristiques.

On remarque que A est une matrice orthogonale (ses vecteurs colonnes sont ortho-
gonaux et unitaires) donc f est une isométrie vectorielle (ou encore un automor-
phisme orthogonal). De plus det A = 1, donc f est une rotation. Pour la caractéri-
ser, on cherche son axe, ¢’est-a-dire son espace propre associé a la valeur propre 1
(ensemble des invariants). Ung fois I’axe orienté (par un vecteur propre), on cherche
son angle avec la trace et le produit mixte.

Le vecteur u(1, —1,0) engendre E;(A), I’axe est donc D = Ru et on I’oriente par u.

1
Soit § €] — 7, 7] un angle représentant la rotation. On saitque tr A = 1+2cos 0 = 3

donc @ = =+ Arccos(—1/3). Pour déterminer le signe, on peut utiliser la propriété
bien pratique suivante. Pour tout x € R? \ Ru, le signe de [x, f(x),u] est égal au
signe de sin . On choisit x le plus simple possible, typiquement x = (1,0, 0) donc
f(x) vaut la premiere colonne de A. Il vient :

I 1 1
sgn(sind) =sgn|0 -2 —1|>0.
0 2 0

Conclusion : f est la rotation d’axe Ru, orienté par u et d’angle Arccos(—1/3).

Exercice 11.14

Navale PC 2005

2 2 a
Onpose M = - | =2 1 b |.Trouvera,b,c pour que M soit une matrice de
-1 2 ¢

rotation. Déterminer alors son axe et son angle.
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Pour que M soit la matrice d’une rotation, il est nécessaire (et suffisant car
(C1{(M), Co(M)) est une famille orthonormale) que C3(M) = C{(M) A Co(M).
On résout donc :

1 (@ 1 2 1 2 a —1
bl ==z|-2|A=z|-2],cequidonnedirectement | b | = | —2 | . Donc
3 3 3
c —1 —1 c 2
1 2 2 —1
M=-|-21 -2
3\ 2 2

On procede alors comme dans I’exercice précédent.

e [’axe est porté et est orienté par le vecteur u = (1,0, —1). Soit § €] — 7, 7]

5 1
son angle. On a 1 + 2cosf = trA = 3 donc # = =+ Arccos <§> En prenant
x = (1,0,0) € R*\ Ru, on obtient :

1 2 1
sgn(sinf) = sgn([x, Mx,u]) =sgn|0 —2 0| >0,
0o -1 -1

1
d’ou 6 = Arccos <§) .

Centrale PSI 2006

Dans R? affine euclidien, on considere les plans P : z =0et Q : x + y +2 = 0.
Soient sp et so les réflexions par rapport a P et Q.

1) Donner les expressions analytiques de sp et sg dans la base canonique.

2) Montrer que sp 0 sg est une rotation dont on déterminera I’axe et 1’angle. Que
dire de sg o sp ?

1) L’expression analytique de sp est immédiate : x’ = x, y' = yetz’ = —z. Pourla
réflexion sg, on peut également aller assez vite mais donnons une méthode géné-

. . 1
rale. Soit n_é un vecteur normal unitaire de Q. On peut prendre n_é = ﬁ(l, 1,0).

On a pour tout x € R3,
50(x) = (2pg — 1d) (x) = (20d — Pyeeqag)) — 1d) (x)
= (Id—Z@;) (X)=x—-2<ng,x >ng.
On en déduit les images de la base canonique 5, d’ou

0 -1 0
mat(sg,B)=| -1 0 0
0 01
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Le point A(—2, 0, 0) appartient 2 Q, donc si M’ = sg(M), alors

—
AM' =53 (XA?)

x'+2 0 -1 0 x+2
o |=| -1 00 yos
Z 0 01 z
x' = —y-=2
dou{ y = —x-2

7 =z

2) Les plans P et Q se coupent suivant la droite (AB) avec A(—2,0,0) et
B(0,—2,0). On sait que la composée de deux réflexions est une rotation d’axe
I’intersection des deux plans, ici (AB), et d’angle le double de 1’angle formé par
les deux plans P et Q. Ici les deux plans sont perpendiculaires donc I’angle vaut
7 et la rotation est un retournement. L’ ordre dans lequel on considere les plans
P et Q dans le raisonnement géométrique n’intervenant pas (—a =  (27)), la
composée sg o sp nous donne le méme retournement.

On peut aussi prouver que sp o §g est un retournement en écrivant

0w 0 —1 0
mat(sp, B) x mat(§o B) = | O 10 -1 00
N e pead 0 01

-1 0

= -1 0 o

0 —1

Cette matrice est la matrice d’une rotation, sa trace valant —1 = 1+ 2 cos 6, d’ou
cosf = —1, etdonc # = 7 (27). Il s’agit d’un retournement. La partie linéaire
de sp o sg, qu’on note 5p O s_é, est un retournement. D’ autre part, il est immédiat
que tout point de P N Q =(AB) est invariant par sp o sg, et donc sp o sg est le
retournement d’axe (AB).

Remarque

En général sp o sg # sg o sp. Les réflexions commutent ici car les plans P
et Q sont perpendiculaires. Cependant, on retiendra que si P et Q ne sont pas
paralleles, alors sp o sg est une rotation d’axe P N Q dont on peut déterminer
I’angle en orientant 1’axe et en se placant sur un plan perpendiculaire a 1’axe (on
se ramene au cas du plan, ou le produit de deux réflexions est une rotation d’angle
deux fois I’angle formé par les deux droites). Si P et Q sont paralleles, alors on
obtient une translation (on généralise sans peine le cas du plan).
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Exercice 11.16

Polytechnique PC 2005

. —> o . . . g 2
Soit 7’ = (a, b, ¢) un vecteur unitaire de ’espace vectoriel euclidien R?. Caracté-

b*+c*  —ab —ac
riser I’endomorphisme associé i la matrice A = | —ab  a*+c¢*>  —bc
—ac —be  a*+b?

e On remarque que la matrice A est orthogonale et symétrique. De plus, on a

tr(A) = 2(a® + b* + ¢*) = 2, donc A est la matrice d’une réflexion (symétrie
orthogonale par rapport a un plan). Cherchons le sous-espace propre E;(A). Soit
X
X = y
z
—a’x —aby —acz =0 a(ax+by+cz)=0
AX =X &< —abx —b*y —bcz=0 < { bax+by+cz)=0
facxfbcyfczz:O clax+by+cz)=0

< ax + by + cz = 0 (car 'une des coordonnées a,b ou ¢ est non nulle).

La matrice A est donc la matricefde la projection orthogonale sur le plan
{M(x,y,2) | ax + by + cz Z.Q}._

¢ Voici une seconde résolution de I’exeicice plus astucieuse.

Remarquons que A = I3 — J ou J = (x;x;), en notant (a,b,c) = (x1,x2,x3). La

matrice J est la matrice de la projection orthogonale sur R7’. En effet, J ='7 7’

etdonc Jx =< 7, X > 7.On retrouve que la matrice A est donc la matrice de
la projection orthogonale sur le plan orthogonal & 7", ¢’est-a-dire

{M(x,y,2) | ax + by + cz = 0}.

Exercice 11.17

TPE PC 2006
On considere I’espace vectoriel euclidien R>. Soit R une rotation d’angle et de
vecteur directeur unitaire w. Soit x € E.
1) Montrer que R(x) = cos(f)x + sin(f)(w A x)+ (1 —cos ) < w,x > w.
2) On pose uy = x et on définit la suite (u,),en par U1 = © A Uy,.
Calculer uy, et us,, pour toutn € N,

n ek
3) On pose v, = Z Fuk' Calculer lim v,.

n—00
k=0
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1) Si x est orthogonal a w, alors on sait que R(x) = cos(#)x + sin(#)(w A x) donc la
formule de 1’énoncé est vraie puisque < w,x >= 0.
Si x est colinéaire 2 w alors R(x) = x et on remarque que

cos(B)x + sin(f)(w A x)+ (1 —cos )< w,x > w = cos(f)x + (1 — cos O)x = x.
=0 —

La formule de 1’énoncé est vraie pour de tels x. On conclut en disant que R et
I’application x — cos(8)x+sin(@)(wAx)+(1—cos f) < w,x > w sont deux endo-
morphismes de R* qui coincident sur deux sous-espaces supplémentaires (Rw et
(Rw)L) donc sont égaux sur R3.

2) Rappelons la formule du double produit vectoriel :
uNWAw)=<u,w>v—<uv>uw.

Soit ¢ I’application définie par x € R* — o A x. Pour toutx € R, ona:

o)) =wAN(WAx) =< w,Xx > w — Ha)Hzx = —(x — po(x)) = —pyo(x),
——
=1
d’ott ¢ 0 ¢ = —p,, .. Calculons également ¢ o ¢ o @. On a, pour tout x € R,

(pogpog)(x) =@ tap,tL(x))
oW (G wx>we—x) = —wAx =—p(x)

Il en découle que pour n € N*, uy, = ¢*(x) = (=1)"p,r(x) = (—1)*u, car
(p(ui)z = Pyt et

a1 = @7 () = (=1)" Py (9()) = (=D (—e(x) = (= 1)uy,
cette derniere formule s’étend a n = 0 (mais pas la précédente).

3) Pour tout x € R?,

2n+1 k n 02]) n 02p+1
= —_ + —
V2;41(x) Z Up = Uo Z p ), Z) Qp+ 1)!142p+1
n 02 n 02p+1

= up+ 2(2 )'( D uy + I;)i(zpﬂ)!(_l)p ui,

~
— —(0050 1) — sinf

n—+ n—+oo

d’ott lim wvy,41(x) = ug+ (1 — cos @)u, + sin Qu;.
n—+oo
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) ) 02n+1 "
Comme nEIPoo (Vope1(X) — Vo (x)) = nErJrnoo [<m(—l) ) ul] =0,ona

lim v,(x) = ug+ (1 — cos )u, + sin Hu
n—+oo

=x+(1—cosf) (< w,x >w—x)+sinf(w A x)
=cos(f)x +(1 —cosf) < w,x > w +sin(f)(w A x)
= R(x).
gk +00 k
Conclusion : 1a série vectorielle Z Huk converge, sa somme Z Huk est R(x).

k=0
Exercice 11.18

Mines-Ponts MP 2007

Caractériser s o r o s ol r et s sont respectivement une rotation et une réflexion
de R? vectoriel euclidien.

Nous savons que s o r o s est un automorphisme orthogonal et nous avons :

det(soros) = (dets)>detr = 1 donc s o r o s est une rotation. Soit u vecteur
directeur de I’axe de r et 8 €] — 7, 7] un angle de r orienté par u. Comme

(s og™e $Hs (W) =s (@) =s (),
I’endomorphisme s o r o s @8t une rotation J axe Rs(u). Déterminons son angle
0’ €] — r, 7] en ayant orienié | axe par s(u). Puisque
1+2cos@ =tr(soros)=tr(rosos)=trr =1+2cosé,
onobtient § = 6’ 2m)ou 8 = —6' 27).
Soit x € R? \ Rs(u). On sait que sgn(sin @’) = sgn[x,s o r o s(x),s(u)]. Or
[s(x),s(soros(x)),s(s(u))] =dets X [x,s or os(x),s(u)]
[s(x),ros(x),u]l = —[x,soros(x),s(u)].
Remarquons que x ¢ Rs(u) < s(x) ¢ Ru donc sgn [s(x), r o s(x), u] = sgn (sin §).
Ainsi sgnsin @’ = — sgn (sin §) .

Conclusion : s o r o s est la rotation d’axe Rs(u«) (orienté par s(u)) et d’angle —6.

Exercice 11.19

Mines-Ponts MP 2007, Polytechnique MP 2007

a b c

Montrer que M = a b | estla matrice d’une rotation si, et seulement
c a

c
b
Lo 4 . . ~

si, il existe t € |0, 77 tel que a, b et ¢ sont les trois racines du polyndome

X — X% +1.
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Pour simplifier la rédaction, raisonnons par implication.

e Si M est la matrice d’une rotation, alors ses vecteurs colonnes forment une base

a b
orthonormale directe de R*, donc c |,| a est une famille ortho-
b c
c a b
normaleet [ & | =] ¢ | A| a
a b c

On en déduit les égalités a® + b* + c> = 1, ab + bc + ca = 0, ainsi que a* — be = a,
bz—ca:b,cz—ab:c.

Ivienta’?+b*>+c> =a+b+c+ab+bc+ca=a+b+cdonca+b+c=1.
Notons S =a+b+c=1,T =ab+bc+ca=0ett = —abc.

On sait que a , b et ¢ sont les solutions de I’équation x> — Sx? + Tx + 1 = 0 (car
(x—a)(x —b)x—c)=x>—Sx>+Tx+t)d’otla, b et ¢ sont les trois racines réelles
d’un polyndme X° — X*>+rour € R.

Notons f (x) = x3 — x% + 1 et calculons flx)= 3x?—2x =x (3x — 2). Ceci nous
permet de dresser le tableau de variations suivant :

X —00 0 — +00

3

f'0)

b - +
' +00
Jx) / \ /
—00 f3)

Pour que f admette trois racines réelles (éventuellement confondues), il faut et il

2 4
suffit que f <§> < 0 < tcequiéquivautar € [O, f] .

. . 4 . . N
e Réciproquement, soient t € [O, ﬁ] et a, b et ¢ les trois racines du polyndme

X3 — X% +1. Noussavonsque S=a+b+c=1etT =ab+bc+ca =0.
On calcule alors : §2 = a®> +b*> + > +2(ab+bc+ca) =1, doua> +b* +c* = 1.

Enfin,a®> —a = a(a — 1) = —a(b+¢) = —ab — ac = bc
De méme, b> — b = ca et > — ¢ = ab.
a b
Ces relations montrent que c |, a est une famille orthonormale et
b c
c a b
b = c ANl a donc les colonnes de M forment une base orthonor-
a b c

male directe, et M est bien la matrice d’une rotation.
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Exercice 11.20

Polytechnique MP 2007

Donner une condition nécessaire pour que deux rotations de R®> commutent.

Ecartons d’emblée le cas particulier ol I’une des rotations est I’identité.

Soient r; et r, deux rotations distinctes de Id telles que ry o r, = ry o ry.

Soit Ru; I’axe de r;. C’est I’espace propre associé a la valeur propre 1. Comme ry
et r, commutent, cet espace propre est stable par r,, et comme c’est une droite, cela
signifie que u est un vecteur propre de r,. La rotation r, n’a pas d’autre valeur propre
que 1 ou —1 (auquel cas r, est un retournement) donc soit Ru; est ’axe de r; soit u
est orthogonal a ’axe de r; et r, est un retournement.

Examinons ce cas particulier, dans une base B orthonormale directe adaptée,

1 0 0 -1 0 O
mat(r,B)=| 0 cosf —sind et mat(r,, B) = 0 1 0
0 sinf cosé 0 0 —1

On voit alors que ry o 1, = 1y o rp 8’écrit

cgs@ sin 6 r 'C(.)SQ — sin.6 Asinf =06 e 7l
sinf —coséd L =8in @ " =cos'f

Il en résulte que r; est soit I’identité (exclue par hypotheése) soit un retournement
également.

En résumé, soit les deux rotations (supposées distinctes de Id) ont méme axe, soit les
deux rotations sont des retournements avec des axes orthogonaux.

Remarquons que cette condition nécessaire est également suffisante.

11.4 LIEUX GEOMETRIQUES

Exercice 11.21

Centrale PC 2007

On se place dans le plan affine euclidien R?> muni d’un repére orthonormé. Soit

2 2

& Pellipse d’équation — + % =1.
a

1) Montrer que la droite d’équation ux + vy + w = 0 est tangente a I’ellipse £ si

et seulement si a’u’ + b*v* = w>.

2) Trouver le lieu des points d’intersection des tangentes a £ orthogonales entre
elles.
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1Y)

2)

En un point M (xg, yo) € &, une équation de la tangente a £ est 0 4 % =1.0n
a?

sait qu’une équation de droite dans le plan est unique a un coefficient multiplicatif
non nul pres.

e Supposons que la droite d’équation ux + vy + w = 0 soit tangente a 1’el-
lipse en un point (xg, yo). La tangente en (xg, yo) admet également pour équation

x—xzo+% = ldoncilexiste A € Rtelque ¢ , — ) [);_2 . Remarquons que A # 0

612Lt

X0 =

A
et donc w # 0 car (u,v) # (0,0). Il en résulte que b*v . Puis, en utili-
Yo = ——

A=—w

1 2 1 [ b*v
sant la relation 22 + yO = 1, on obtient I’égalité — au — =1
a b a2 —w b2 _

qui peut s’écrire a’u® + b*v* = w’.

e Réciproquement, supposons que a’u” + b>v> = w?. Comme (u, v) # (0,0), on
2
a‘u b*v
aw # 0. Posons alors A = = w, x; = T LR TR
Notre hypotheése nous montre que — + )b)O = 1, et donc (xp, yp) est un point de
a’
X0
u = /\Z
I’ellipse. Comme on peut réécrire les relations sous la forme ¢, — 320 ,onen
b2
w=—A

déduit que la droite d’équation ux + vy + w = 0 est tangente a 1’ellipse au point
(x0, y0)-

e Supposons que M(x,y) est un point d’intersection de deux tangentes a
lellipse D : ux +vy+w = Oet D' : —vx +uy + w' = 0. Nous avons
a*u? + b*v? = w? = (ux +vy)? (D) et a®v? + b*u? = w'? = (—vx +uy)* (2). La
somme (1) + (2) nous donne (a2 + bz) u? + vz) = (x2 + yz) u? + vz). Comme
(u,v) # (0,0), on en déduit que x>+ y2 —a’+ bz, le point M est sur le cercle de

centre O et de rayon Va? + b?.

e Réciproquement, donnons-nous un point M(x,y) Veriﬁant x2+y? =d® + b

Montrons qu il ex1ste (u,v) # (0,0) tel que a*u? + b** = w? (3) et
v+ b*u? = w? (4) avec w = —ux — vy et w = vx — uy. On aura

ainsi montré que M est point d’intersection de deux tangentes orthogonales

D:ux+vy+w=0etD : —vx+uy+w = 0. Larelation (3) peut s’écrire en
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remplacant w par —ux — vy, a’u® + bv* = u’x? + v?y? + 2xyuv ce qui s écrit
également Wt —a»H+ 2xyuv + 1)2(y2 —bH=0.

Supposons x> # a? et cherchons un u solution avec v = 1 (on sait que si (i, v)
est solution (Au, Av) avec A € R* est également solution). On a un trindme en u
de discriminant 4[(xy)2 +(x?—a*?1 >0 (car x2 + y2 = a® + b*) donc u existe et
(u,v) = (u, 1) est solution a notre probleme.

Le cas particulier ot x € {—a,a} se traite de méme en inversant le rdle de u et v,
on cherche v en imposant par exemple u = 1.

En conclusion, le lieu recherché, appelé courbe orthoptique de ’ellipse, est le

cercle de centre O et de rayon Va? + b?.

Exercice 11.22

Centrale PC 2007

On se place dans un espace affine euclidien de dimension 3. On se donne deux
droites D et D’ non coplanaires.

1) Montrer que I’on peut construire un repere orthonormal (O, 7, 7, k) tel que D
et D’ aient pour systeme d’équations :

D:{y:mx etD’:{y_mx (aveca # 0 etm # 0).
a Z =.+a
2) Déterminer le lieu des p(.)ihts éqttidistants’'de D'et' D’.

1) Considérons A la perpendiculaire commune a D et D’. Soient {H} = D N A et
{H'} =D'nA.
Prenons comme origine du repere, O le milieu de [H H'] et comme vecteur k un
vecteur directeur unitaire de A.
Soient % et u’ des vecteurs directeurs unitaires de D et D’. On choisit alors pour

RN . . . . = —
vecteurs 2'et 7, des vecteurs directeurs unitaires des bissectrices de D = Ru et
— —

D' = Ru’, par exemple,

B} A B} 1 o=
227_><M+M) et 327_)<u—u>.
HW—M’

Le repere orthonormal (O, 7, 7, E) obtenu répond alors a la question.
2) Rappelons que si D est définie par un point A et un vecteur directeur up, alors

[ 73]

dM,D) =
CTEl B

Ici A(0,0,a) et w' (1, m,0) définissent D. De méme, A’(0,0, —a) et u’ (1, —m,0)

définissent D’.
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Le lieu des points M(x,y,z) équidistants de D et D’ est défini par I’équation

suivante :
—_— = 2
HAMA?H ‘AM/\u’ —m(z—a) m(z +a)
— & z— z+a
H”H ‘u’ mx —y —mx —y

& (m? + Daz + mxy = 0.

am
——x

m21”

Il s’agit d’un paraboloide hyperbolique (en forme de selle de cheval).

On obtient donc la quadrique d’équation z =

(en tournant les axes (Ox) et (Oy) autour de (Oz) d’un angle de %, on a les

1 1
relations x = —(X — Y)ety = —(X +Y), z = Z, il vient dans le nouveau
V2 Y
repere, Z = am (X 2 Y2) , le paraboloide est « équilatere »).

2m2+ 1)

Quelques formules sur les distances

On se place dans I’espace affing.euclidien orienté de dimension 3.

. Dlstance d’un point a une drmte D définie par un point A et un vecteur direc-
teur u’ :

HWAAMH
dm,py="1____ 1
[

¢ Distance d’un point & un plan P d’équation ax + by +cz+d =0

|axpy +byy +czy +d|

dM,P) =
Va?+b?+c?
¢ Distance entre deux droites non coplanaires D et D’, perpendiculaire com-
mune.
N
Soient D = D(A, w) et D' = D(A’, u’) deux droites non coplanaires. Posons
—

_

n = u A u’'.On obtient un systeme d’équations définissant la perpendiculaire
—

commune A 3 D et D’ en écrivant A = P(A, ', n) N P(A', u’, ).

La distance entre D et D’ s’obtient directement par la formule

— — — —
‘det(?, ', AA’)‘ ‘ [7, u/,AA’]

d(D,D') =

—

— —
uAu uAu
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Centrale PC 2005
1
Soit A < 1) un point du plan affine euclidien. Un repere orthonormal tournant

d’origine A coupe les axes (Ox) et (Oy)en M et N.

Etudier le lieu géométrique décrit par P, projeté de I’origine O sur la droite
(MN).

Posons ug =cosf i +sinf j etvg = —sinf i +cosf j.Notons (AX)et(AY)les
axes du repére tournant (A, ug, vs). On ne perdra pas de points en considérant que
M est le point d’intersection de (Ox) avec (AY) et N le point d’intersection de (Oy)
avec (AX).

Notons que pour que M et N existent, il faut que 6 ¢ % + 7rZ. On obtiendra tous les

points P en faisant varier 6 sur } — %, % { (un intervalle de longueur 7 suffit).
Une équation de (A X) dans le repere d’origine (O, 7, 7) est
—xsinf +ycosf = —sinf +cosb,
car A a pour coordonnées (1. 1). De méme
(AY) Sgcps + v Sin = cos 0 + sin 6.

cos @ +sin 6

Ainsi les coordonnées des points M et N sont M < 0
cos

,o) = (1 +tan 6, 0)

ot N (O, cos @ — sin 6
cos 0

Considérons le triangle rectangle O M N et calculons son aire de deux manieres dif-
férentes. On obtient :

> = (0,1 —tan 6).

20
NM x OP = ON x OM = (1 +tan ) x (1 — tan§) = 1 — tan® 0 — —

cos2 @’
D’autre part, on a :

2
NM =vVOM?2+ON2=V2V1+tan? 6 = %.

On obtient finalement,
V2 cos 26

OP =
2cos 6
N s .
Comme I’angle (7, O P) mesure 6 + 7 (27r) (voir figure, on remarque au passage que

le triangle AMN est isocele rectangle en A), on se place dans le repere (O, u—%) , v_g )
(ainsi (O, u_g ) est un axe de symétrie).
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/
f+mia

2cos 26
La courbe décrite par P est une courbe polaire d’équation p = %7

cos
RS } —%, % { pour Iaxe polaire (O, 7).

05|

Exercice 11.24

Centrale PC 2005

Soit C un cercle de centre O. Soient D et A deux droites orthogonales passant
par O. Soit M € C. Notons P le projeté orthogonal de M sur D, et Q le projeté
orthogonal de M sur A.
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Enfin, notons A le projeté orthogonal de M sur la droite (P Q). Déterminer le
lieu des points A lorsque M décrit le cercle C.

Par une similitude, ramenons-nous au cas ou C est le cercle unité et D et A sont
les axes (Ox) et (Oy). Le point M a pour coordonnées (cos #, sin 8) et P(cos 6, 0),
0(0, sin #). La droite (P Q) admet pour équation :

x —cosf —cosb

. =04 xsinf+ ycosf = sinfcosf.
y sin 0

Le projeté A est le point d’intersection de la droite (P Q) et de la perpendiculaire a
la droite (P Q) passant par M, d’équation

—xcosf+ysinh = —cos x cos § +sin @ x sin @ = sin> § — cos? 6.

On détermine facilement les coordonnées de A avec les formules de Cramer et on
obtient A (cos3 9, sin’ 0). La courbe obtenue est appelée une astroide.

Centrale PC 2005

Soient A une droite mobile distante de 1 de I’origine, A, B les intersections de A
avec (Ox) et (Oy) respectivement, C tel que O AC B soit un rectangle.
Déterminer le lieu des points M intersection de la parallele a A passant par O et
de la perpendiculaire a A passant par C
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Une équation de la droite A est x cos @ + ysinf = 1 avec 6 €] — 7, 7).

Pour 0 €] — 77,77[\{—3,0,%

1
> }, A coupe (Ox) en A (c 0> et (Oy) en

0s6’
1 N , ) 1 1
B (0, —— ), d’ou les coordonnées du point C | ——, — | .
sin 0 cos 0 sin 6
On peut remarquer dés a présent que le lieu des points est invariant par une rota-
. ™ o . R . , .
tion d’angle > et que I’on peut limiter 1I’étude a # variant sur I’un des intervalles

.. T T T T
equlvalents]O,2[0u]2,7r[,] 2,0{,} T, 2[.

La parallele a A passant par O admet pour équation x cos 8 + y sinf = 0 et la per-

. 1
X sinf + —— X cos 6.
COS sin

On résout alors le systeme (avec les formules de Cramer)

pendiculaire a A passant par C, —x sinf + ycos = —

sinf@ cos@
+

{ xcosf+ysind =0

—xsinf +ycosf = —
Y cosf sinf

cos26 cos26
cosf ’ sinf

pour obtenir M (— > et on peut se contenter d’étudier cette courbe

aw . g . o
paramétrée sur } 0, > { pour en déduire le lieu (par rotation ou symétrie).

||

c]
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11.5 EXTREMA

Inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique. Le casn = 3
est assez couramment utilisé dans des problemes d’extremum en géométrie.

. 3 1 e .
Soit (a,b,c) € (]R+) ,onavabe < 3 (a + b + ¢) avec égalité si et seulement si

a=>b=c.

(on le prouve en utilisant la (stricte) concavité du logarithme).

Exercice 11.26

TPE PSI 2007, 2006

Soit ABC un triangle du plan affine euclidien. Déterminer les points M inté-
rieurs a ABC tels que le produit des distances de M aux trois cotés de ABC soit
maximal.

Indication de la rédaction : pour donner une interprétation géométrique, on
pourra utiliser le lemme suivant :

Lemme : Soit ABC un triangle non aplati direct du plan affine euclidien orienté
alors tout point M est barycentre de

{(A,[ME,W]),(B,[M?, mn,(c,[m.ﬁ])} ot [i7, 7] désigne le pro-

duit mixte (c’est-a-dire le déterminant dans une base orthonormale directe).

La démonstration du lemme se trouve a la fin du corrigé.

Soit ¢ la fonction du plan dans R qui a un point M associe ¢(M) le produit de ses
distances aux cotés de ABC. Soient a, b et ¢ les longueurs des cotés du triangle
ABC, p, g et r les distances de M aux trois cotés de ABC comme sur la figure
suivante. On a ¢(M) = pqr.

B

‘.;.. Cc A

Remarquons que comme M est intérieur au triangle, ar +bg+cp = 25 ou S est ’aire
du triangle ABC, si bien que la relation r = (25 — bg + c¢p)/a montre qu’il s’agit
d’un probléeme d’extremum d’une fonction de deux variables (p et g par exemple),
que I’on pourrait traiter classiquement en recherchant un point critique.
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Voici une autre démarche plus directe. On a par 1’inégalité entre moyenne arithmé-
tique et géométrique :

| 1
(pgrabc)’ < §(ar + bg + cp)

et ’égalité ar + bg + cp = 25 nous donne
S3

27abc’

(M) = pgr <

Nous avons égalité si et seulement si ar = bg = cp, c’est-a-dire si et seulement si
les aires des triangles AM B, BMC et AMC sont égales.

Grace au lemme, nous allons montrer que ce majorant est un maximum atteint
lorsque M est le centre de gravité du triangle.

En effet, si les aires des triangles AMB, BMC et AMC sont égales, en ayant
choisi un triangle ABC direct (sinon on compose par une réflexion), alors
—_— — —_— — —_— —— .

[MB,MC] = [MC,MA] = [MA,MB] > 0 donc M est I’isobarycentre de
ABC.

Conclusion : ¢ est maximal lorsque M est le centre de gravité du triangle et vaut
§3

27abc’
Démonstration du lemme

alors

Soit M un point du plan, on sait qu’il existe («,3,y) € R*® de somme non
nulle, unique a un scalaire non nul multiplicatif pres tel que M soit le barycentre

- - = Do

de {(A,a),(B,B),(C,y)}. Nous avons aMA + BMB + yMC = 0. Ainsi, en
— ] — — 1 ..

composant par [MA,~ , [MB,-} , et [MC,‘ ,1l vient :

—_— — [— ——
B|IMAMB|+y |MA,MC|=0
—_— — [— —
a|MB,MA|+y |MB,MC| =0
— — — —
a|MC,MA|+B8|MC,MB| =0.

Au moins I’un des produit mixtes est non nul car le triangle est supposé non aplati,
par exemple {MX, ME} = 0, il vient en posant A = ﬁ,

MA,MB

—_— — —_— — —_— —
a=AMB,MC], B=A[MC,MA]ety = A[MA, MB].

Ona A # Ocarsinon @ = 8 = y = 0. On trouve bien que M est barycentre de
—_ — —_ _
{(A,IMB, MC)),(B,[MC, MA, (C,IMA, MBD } .



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

11.5 Extrema @

Exercice 11.27

Mines-Ponts MP 2006

Soit O le centre d’un cercle C de rayon R, soient A, B et C les sommets d’un
triangle inscrit dans ce cercle. Calculer 1’aire maximale de ABC.

Indication pour une méthode géométrique : montrer que S = 2R sin A sin B sin C
puis utiliser la concavité de la fonction x +— In(sinx) sur ]0, 7 [.

On peut sans trop de difficulté montrer que pour A et B fixés, c’est un triangle isocele
en C qui réalise I’aire maximale. On peut ensuite, en rapportant le plan a un repere
orthonormal, ramener la recherche de I’aire maximale des triangles isoceles inscrit
dans C a un probléme de recherche de maximum d’une fonction d’une variable réelle.

Voici une autre méthode plus géométrique.

B

C

Soit S 1’aire de ABC. On va chercher une relation liant S et R aveca = BC,b = AC
et c = AB les longueurs des cotés de ABC. On a la relation :

1 L — =
S = Eab sin(CA,CB)|.

Pour faire apparaitre r dans cette relation il est naturel de se tourner vers le théoréeme
R X . —_— — —_— — . .

de I’angle inscrit. On a (OA, OB) = 2(C A, CB) (27). Par ailleurs le triangle OAB

estisocele en O, deux de ses cotés étant de longueur R. En notant / le milieu du seg-

ment [AB], on obtient un triangle /A O qui est rectangle en [, a partir des relations

trigonométriques dans un triangle rectangle, on obtient :

sin(O—A>,0—I>) = ﬂ = i.
AO 2R
Par ailleurs, dans ce triangle /AQ, I’angle au sommet O est égal a la moitié de
(0—A>7 O—I>). On a donc :

—_— —

(04,01) = (04, 0B) = (€4, CB) (m).
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Remarquons que la division par 2 fait apparaitre un modulo 7. Ceci n’a d’effet que
sur le signe de sin(m}, O_I)), et on en déduit :
L — — L = = oA
Sin(OA4, 01)‘ - ‘sm(C .CB)| = sinC.

En reportant cette €galité dans les relations précédentes on obtient :

. oA c
sinC = —.
2R
A N . . g a oA
On montre de la méme maniere les relations sinA = R et sinB = R En
reportant les deux dernieres relations dans I’expression de S proposée ci-dessus on

obtient :
S =2R*sinAsinBsinC.

(les angles géométriques A, B et C sont dans 10,7 [).

On vérifie sans peine que la fonction définie sur |0, 7 [ par x — In(sinx) est a
dérivée seconde strictement négative donc strictement concave. On en déduit :

1 A A A 1 ~ A A
g(ln(sin A) +In(sin B) + In(sin C)) < In <sin <§(A + B+ C))) ,

avec égalité si et seulement si A= B = (. Ce qui, en composant par la fonction
exponentielle, devient :

A N A | P
(sin A sin B sin C)% < sin <§(A + B+ C)) .
On sait que A + B + C = 7. On déduit donc de I’inégalité précédente :

3 3V3
S < 2R (sin g) < TfRz,

avec égalité si et seulement si A = B = C. On en déduit que le triangle d’aire

o o : 3V3 .,
maximale inscrit dans un cercle est équilatéral et son aire vaut —— R”.
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