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Dans la perspective de passer le cap de I'écrit et de faire une bonne prestation orale, cet ouvrage
vous propose 183 sujets d'oraux et 25 problémes.

Il @ pour ambition de vous aider & #rentrers dans un sujet, de le «lires, sans se limiter 4 une
solution idéale ou académique.

« Sujets d’oraux
Ils sont tows tirds d'annales récentes de concours.
Le plus délicat est souvent la phase de démarrage : par guel bouwr le prendre ?
Clest pourquot les solutions proposées sonl accompagnées ¢t entrecoupées de com-
mentaires dont le but est de:

Réfléchir @ haute voix, comme <est indispensable lors de toute épreuve orale, qu'il 3"agisse des
colles en cours dannée ou, & plus forte raison, d'un oral @pour de vraw,

Les énoncés de eplanchess sont relativement brefs et il est de Uinitiative du candidat d'en
tirer le maximum. L'objet des commentaires est aussi de donner des idées dans ce sens.
Certaines solutions peuvent &tre éclairées par une hgure qui n'est pas nécessairement
proposée. Confronté i cette situation, vous devez avoir le réflexe de faire avotres Rgure.
Et votre virtuosité dans Nutilisation d'une calculatrice tera le reste !

Souvent, plusieurs pistes s’offrent i vous et plusieurs solutions sont satisfaisantes. C'est
pourguol certains sujets proposent plusteurs démarches.

La connaissance du cours est supposée acquise et les exercices de wrodage basiques sont
travaillés en classe. Clest le minimum vital pour utiliser cet ouvrage avec profit.

« Thémes d'étude et problémes
Les 25 themes d'érude et problémes recouvrent tout le programme de MP.
Contrairement anx sujets d'oraux, ils sont découpés en questions et alinéas i travers
lesquels la fogique du supet est transparente. Pour cette raison, il n'est proposé quune
seule solution, sans beaucoup de commentaires.

(e double aspect vous permet de disposer d'un outil de travail personnel, complet et adapté &
la dure réalité des concours.

Ce livre d'exercices, qui compléte les Précis d'analyse et Précis d'algébre er gdométrie, MF, Editions
Bréal, constitue pour vous une bonne base de révision des notions indispensables aux concours.
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Sujets d’oraux

(A) Dénombrement
Ex. 1

Soit ne M, déterminer le nombre de surjections d'un ensemble 3 n+ 1 &léments sur un
lensemhle a n elements.

Soit A de cardinal n+1: A = {u;.-”.uml},ﬂdc cardinal n: B = {bl.--..m},cts
Fensemble des surjections de A sur B.

Pour [ e &, il existeie [1.nl, (k) e [1.n+ 10°, j= k uniques tels que f(a;) = f{a;) = b et
alers fia. g, ., €5t une bijection de A\ {a.ax | sur B {bi},
Lapplication @ définie sur S par :
© 2 f b {ag-ak A (a0
est injective, donc
Card 5 = Card (Sl =n = [::q =xln— 1)

) _oming 1
Enconclusion, Card 5§ = el

Numération

Montrer qu'il existe un entier N multiple de 1996 dont '&criture en base 10 ne contient que
le chiffre 4.

1l faut commencer par analyser le probléme en introduisant le nombre de chiffres de écriture
de N,

Remarguons d'abord que 1996 = 4 » 499 avec 499 premier, et si Pécriture de N comporte n
chiffres, N =4(14 10+ . ..+ 10" 1) 'est-a-dire
-1
N=4~g—a
Le probleme se lit donc : il existe n e B" et ge M tels que :
0" =1
g

4 =4 %48 xg
oMt aussi ;
0" —-1=9x499 xq.
C'est le moment de penser au petit théoréme de Fermat : si poest un entier premier, pour tout
entier x 'I]mudp.,nnaxp_' = 1 mod p.

4899 est premier et 10 # O mod 499, donc 10 = 1 mod 499,

B 4 Sujets doraux




D'autre part, 10 = 1 mod 9 donne, quel que soit n e *, 10" = 1 mod 9.

Ainsi 9 et 499 divisent 10°™ — 1 et, puisqu’ils sont premiers entre eux, leur produit 9 = 499
divise 104 _ 1. En conclusion, il existe ge ™* tel que 10%% — 1 = 9 x 499 x g et le nombre :
1% — 1
LS
est solution du probléme avec 498 chiffres 4.

Soit N=101010... 101 écrit en base 10.
U'entier v est-il premier ?

Le nombre N s'écrit avec p fois le chiffre 1 ¢t p — 1 fois le chiffre Deton a:
: 10%° — 1
1
N=1+10%4 ...+ 10%P e ——.
10° -1
Une exploration numérigue avec un logiciel de caleul formel montre que si 101 est premier, il

n'en est pas de méme pour 10101 =3 x 7 x 13 x 37 ou pour 1010101 = 73 x 101 = 137.
En fait, nous allons prouver que N est non premier dés que p = 3. Ceci nécessite de faire

apparaitre une factorisation aprés la simplification par 10% — 1 et, pour ce faire, nous allons
procéder différemment selon que p est pair ou impair.

» Premier cas : p est pair, p= 2n avec n = 2

Alors :
10" -1 10*"-1 " 2 Hr-11 {102
N = = 10°" 4+ 1) = (1 +10% 4 ... + 1097 10" + 1).
FT T w LAt el J107+1)
Puisque n =2, 0onal+10%+ ... +20%* Y 5 | donc N n'est pas premier.
s Deuxiéme cas: pestimpair, p=2n+lavecn=1

Alors :
. 10 — 1 10°™! -1 s 1071 41
BT - T R | 10+ 1
2n
donc, en utilisant a®™*1 + ™1 = (a + b) Z{—l}kaan_kh‘k. il vient :
k=l

N=({14104 ... 410" (1= 10+10%+ ... +(=1*10% + ... +10°")

n 2n

k _yikyak
-E lﬂinl}lﬂ
k=0 k=)

ce qui prouve que N n'est pas premier,

Sait abedef Uécriture en base 10 d'un entier naturel divisible par 13. Montrer que l'entier
naturel dont U'écriture en base 10 est bedefa est encore divisible par 13,

Dans le corps 7 ;197 les éléments étant notés 0, 1,2, . . . 10.11. 12, I'hypothise se lit :
ﬁ5a+ﬁb+ﬁ3r+lﬂ d+1lje+1j=_ (1)
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et il nous faut vérifier que:

ﬁﬁb+ﬁic+iﬁ3d+ﬁie+ﬁf+iu=ﬁ. {2)
En multipliant les deux membres de (1) par 10, on obtient :
ﬁﬁb+ﬁ‘c+ﬁ3d+ﬁae+ﬁj'+ﬁﬁu=ﬁ. (3

Or, avec 10 = —3, il vient successivement :
0 =-30=-4 10 =-0=-1 e 10 =(-1?=1.
En conséquence, (3) est identique 4 (2], ce qui montre que bedefa est divisible par 13.

© Identites algébriques
Applications a l'arithmétique

Quels sont les entiers naturels n tels que n* + 2n + 3n® + 1 soit le camé d'un entier ?

Posons Ain) = n* + Er'.l:EI + :'irl2 + 1.
Il est clair que n = 0 convient : Aid) = 12,
On se propose de démontrer que c'est la seule solution.

Supposons maintenant n = 1 donc Aln) = 7. §'il existe pe M tel que Aln) = p*, onap’ =7
donc p = 3 et d'autre part :

et 3nf+lsnfin+ 1P +2n°+1 avec n=1

donne ,|':.|.‘J <nfine 1¥ +2nin+ 1)+ 1

C'est-d-dire gt < (nin+ 1)+ 1]2

SO0t aussi pen®+n+l

O eNcore n“en+l =p=1]1,

Ecrivons alors Ain) = nin+1F + 2nin+ 1)+ 1 - 2n
= (n*+n+ 17 -2n
L'égalité Aln) = p* donne
Zin= l:n2 * I+ 1}2 - jl:l-2
=(n*+n+1-p)(n*+n+1+p)

et,avecn2+n+1—p? 1. il vient 2n = n*

2

+n+ 1+ p, cest-a-dire
n“=rf+l+p=i0

ce qui est évidemment absurde.

Soit an = 2" + 1. On suppose que ay, est premier, que peut-on dire de n ?

Une exploration numérigque montre que pour i = 20, ay, est premier lorsque n = 1.2, 4, 8, 16
c'est-a-dire lorsque re est de la forme 20 ol 92 23 ok (g peut donc supposer qu'une condition
nécessaire pour que an soit premier est que n soit de la forme 27,
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Supposons que n & {Ekﬂc e M}. Alors en considérant la décomposition de n en facteurs
premiers, il existe j impair, j = 3, et k& ® tels que n = 2% donc aussi n = 25(2i+ 1), i = 1. On

en déduit an = B**! + 1 oliona posé b = 22" identité :
2

_._,Hmnl + y2n+1 ={x _'_!_” Z{_l]kxzrl—kgk
[
donne maintenant :

2
o = (b+ nz{-n‘fhﬁ'-"

b=t
CE qUui prouve que a, 5t non premier.

En prenant la contraposée de cette implication, on en déduit que si a, est premier, alors n est
de la forme 2%, ke M.

On note que cette condition n'est pas suffisante puisquezf +1 =641 x 6700417 (factorisation
fournie par Maple).

Remargue. Les nombres de la forme 2% 41 sont appelés les nombres de Fermat. Les cing
premiers: 3 (n = 1),5(n=2),17 (n = 2%), 257 (n = 27) &1 65537 (n = 2%) sont premiers

mais au-deld, c'est-a-dire pour n = B, on n'a, i ce jour, découvert aucun nombre premier.

Trouver tous les couples (m, n) d'entiers naturels tels que :
3m-2"=1 (E)

Aprés avoir écarté les cas particuliers lids aux solution: apparentes de cette équation, une dé-
marche usuelle consiste en la recherche de conditions nécessaires. Pour ce faire, on pourra
observer que, lorsque m et i sont pairs, 3™ — 2" st factorisable au moyen de I'identité :

r.:z—b2={a—h:l{a+h]-

Notons d’abord que, la suite {3™) me 7, ClANE StTiCtement croissante, pour n e M donné il existe
au plus une valeur de m telle que (m, n) soit solution de (E).

Il est apparent que 'unique solution correspondant 3 n = 1 est le couple (1.1} {31 -2l =1)
et que celle correspondant & n = 3 est le couple (2,3) (3% — 2% = 1), De méme, il est facile
de vérifier qu'il n'y a pas de solution correspondant 4 n = 0 ou n = 2. En conséquence, nous
pouvons, dans la suite, nous limiter i n = 4.

s Recherche de conditions nécessaires
On suppose que (m, n) est solution de (E) avec n = 4.
En remarquant que m = n donne :

n—1
am-2"=3"-2"=@3-2)) 3"
k=0
et donc 3™ — 2" = n = 4, on voit qu'une premiére condition nécessaire est m < n. (1}

L'égalité 3™ — 27 = 1 nous donne 3™ = 1 mod 2" soit aussi 3" =1 dans E,.I"E"E et on en déduit
que m est un mutiple de p, ordre de 3 dans le groupe des inversibles de Zsong.
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Orona3d=1mod2 3°=1mod 2’ et, en supposant 32% = 1 mod 2% Cest-a-dire 3%° = 25*2 ¢ 41
avec { € I, on obtient :

Ek-l-l

g2 = (2%v2 g 41)" S gk gkl g2 gy 4

donc 3% = 1 mod 2%*9, ce qui montre par récurrence que :

Vice N, 32" = 1 mod 2%*2,

Onendéduitd =1 dans ¥ jonz et l'ordre pde 3 est un diviseur de 2"~ donc de la forme 2°
avec 0 = a = n — 2. Sachant de plus que 3= 1 dés que n =2, 0n a p > 1 ¢'est-a-dire p = 2° avec
1 == n - 2. Ainsi p est pair et m multiple de p est également pair :
m=2a, ael (2)
Remarquons maintenant que si n était pair @ n = 2b, b= 2, on aurait :
3™ - 2" = 3% _ 220 = (39— 2P) (3% 4+ 27)
donc 3% + 2P serait diviseur de 1, ce qui est impossible avec 37 + 2% = 5. En conséquence, n est
impair :
n=2b+1, b=2 (3)

s Conditions suffisantes

On recherche maintenant quels sont, parmi les couples (m. n) vérifiant les conditions (1), (2) et

{3), ceux qui satisfont 4 3™ = 2" = 1.

Les couples vérifiant (1), (2) et (3) sont de la forme (2a.2b+ 1) avec(a.ble N*, b=2,a= b
et un tel couple est solution de (E) si etseulement si 3% - 1 = 2*2*1 Cegpoa-dire :
(88 81) {37 1) = 2251,

Cette condition impose a= 0, donc 1 = a = b, et elle donne 'existence de ce 11, 2] tel que :

3% - 1=2¢t 3% + 1 = 22"1-° 5pit aussi 37 = 2571 4 22 C ot 1 = 220-¢ _ g°-1,
Il est facile de voir que I'équation 1 = 222-¢ — 2571 1 = ¢ = 2b, b = 2, n'a pas de solution. En
effet, ¢ = 2b est 4 rejeter puisque l'on obtiendrait alors 0 = 2°71 ce qui est irréalisable et, pour
c<2b, 1+2°71 = 2°57° st un entier pair donc 2°7 ! est impair ce qui exige e =1,14+2°71 = 2,
2b—1=1donc b = 1, ce qui ¢st exclu,

En conclusion, il n'existe aucun couple (m n} solution de (E) avec n = 4 et, compte tenu de
I"érude préliminaire, les seules solutions de (E) sont les deux couples (1, 1) et (2, 3).

Soit p un entier premier tel que p=3 et re M. Montrer que :
{l+p]i*r=l+p"*1mud{p"’2].

I'e | 3 p
En remarquant que (1 + p}“ I = ({1 +* p}’}) une solution par récurrence sur r semble
8" 1M POSEr,

Pour r=0,0nail+p) =1+p=14+p"" d'ob a fortiori :
1’1+p]lpr51+p’*1mud[p2].
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Pourr=1,0ma:

. n
oo s Hp-—-1) 4 ki
11+J',1:J’ ='-I+p|‘”=|+j'.2l +Tp +EEIIP
=3
p=1 p3
2 ! ’ K+l K
=l+p +p 3 +Z[:r. P
ke=li

: . i . .o p—1 : . . L
Puisque pest premuer, aved pa=d, pestimpair ¢t 3 est un entier, done expression précédente

Imonire 1.|II.'IL' H
(1+p¥ =1+ p° mod [p‘l'-_.
Supposons la propriété vraie pour r = 1 il existe ke M tel que
i1 +p:"'rr =1ap e kg™ 2 14t L 4 i
On obtient alors :

(L p"

[1+p”|ll +1|.'J.J|T”

I
1 +]I:|p"+1l 1+ kpl + EE:‘ pﬂ”l:l 1+ kpt
=2
Avecra=letj=2,onajir+1i=r+(j— 1ir+j» r+ddonc:
n
E E:? o Y & kpP = Dmed [p' H"
=

et enfin :

2
(1+ r”p-q =1 +FF-H + kpn-‘.:t +Z E:”p_l.l_r-r].lll YipP =14 p”':{mn-rl [Frq-:s].
=2

La proprié¢té annoncée s'éablit donc par récurrence pour tout re M.

Ex 9

Montrer que pour tout ne M, 21 divise la partie entiére de (1343} .

— Znvl
Il faut penser & introduire {-...-"J - .'{] T en remarguant que 0 < 18 — 3 < 1.

[Yapres la formule du bindme, il existe a,, et by entiers naturels tels que :
2+l
(Vi3+3)"

{'u"rﬁ— 3]2”” =L|-.lz"-."'l'ﬁ— b'l'l

= ﬂ.lt\"'r]:ﬂ + '.:l||

en effet, ona:

ar+l
: i
| L '
|:: .'—13+3-J.|-EJJ - E::I”*] 132 3.!"4-! k
k=0
i 2+ - 'y
= V133 Canl 13t g%n-py Y " Cope 137 - 380!

j=it f=ilh
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Ei+l k
r

[m _H}!d"-l - Z [:JE-:"” ]3.— [_3]2“1-1- k
k=0

- "'!ﬁz[:j{::l 13! . g2n-p _ z[:j-lrlt*-l 134 . gin-il
j=t =
doh :

n 14
£+1 Py & 2 i — i}
O = E E![Tfl 131 33"“ # et h" = E EE{I'I‘]. LE'J ! Ehn j*l'
F=dF =i

On en déduit :
2n+l 2n+1 ;
I{x-'13+3}| - [1..-' 13—3} = 2y

et, compte tenu de 3 < /13 < 4, donc 0 < /13 = 3 < 1, il vient :
: 2ri+1
E((VI3+3)™") = 2n.
Nous sommes donc ramenés i prouver que 2°" divise by, .

W suffit maintenant de prouver que lessaites [ an j,, et { b ), vérifient une relation de récurrence
simple pour metine en pl.acr une démonstration par récurtence,

Avec (V13 + Li]zm:L = eV 18 + by,
= (VI +3)" (Vid+3)®
= (anv/13 + by | (22 + 613
= (22an + 6bn }¥13 + TRa, + 220y

puisque le couple {1, 4 ]3} est libre dans B considéré comme Q-espace vectoriel, il vient :
13!”.,1 = izflu + E‘:’r: » hrl'l'l = TEI‘.‘vf.n + 221!;. .

En écrivant {n.."'ﬁ+ 1]l =1-+/13+3 onaag =1et by = 3, donc ol divise ag et by et les
quolients {encore égaux a ap et by ) sont de méme parité,

Soit maintenant la propriété #in) : gl divise an et by et les gquotients ay et by [n" = H"ﬂ;,

by = 27 P:l'njl sont de méme parité,
En supposant #n) vraie, on a donc:
oy = 25 (1laf + 36,) L by = 287 {39a), + 118,

Les entiers ay, et by, étant de méme parité, 11ay, +3b), et 39ay, + 11by, sont pairs, c’est-i-dire qu'il

Cxiste ﬂllrl-ll & h-:H_l entiers tels que 1lal, + b, = 2:‘1{141 et 39a), + 11b;, = EH::+1 oo amssi

- E:dl.l:-llﬂf

_— ot brl-rl_ =2:£ll'l"r]|b:

LS|

Formons enfin E[b’ =ty q ) = 28Bay, + B}, = 4(Tay, + 20, ), on en déduit :

el

1%+l -

bl ., = ay., = 2({Tay + 2b, ),

i+

oe qui montre que a,,, et b, sont de méme parité,

On a ainsi prouvé que la propriété Pin) est héréditaire et, puisque 20} est vraie, le principe de
récurrence montre que M n) est vraie quel que seit ne M, ce qui achéve la démonstration.
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(D) Divisibilité - Congruences

Soit p un entier premier avec p = 5. Montrer que 24 divise p* — 1.

I Il s"agit de prouver que pﬂ — 1 est divisible par B et par 3,

Puisqu'il est premier et différent de 2, I'entier p est impair. On a donc p=1 mod 4 ou p=3mod 4.
» Si p=1mod 4 alors 4 divise p — 1 et 2 divise p + 1 donc Ed.i\risepz - L

o 5i p=3mod 4 alors 4 divise p + 1 et 2 divise p — 1 donc 8 divise p* ~ 1.

De méme, puisque p est différent de 3, il nest pas divisible par 3 et on a p=1 mod 3 ou p=2 mod 3.
« 5i p=1mod 3 alors 3 divise p — 1 donc divise p* - 1.

* 5i p = 2 mod 3 alors 3 divise p + 1 donc divise p* — 1.

Dans tous les cas, 3 et 8 divisent p* — 1 donc, puisqu'ils sont premiers entre eux, leur produit, 24,

divise p* — 1.

Soit ne MW°, Montrer que 42 divise n'® — n,

Avec 42 = 2 » 3 x 7, les nombres 2, 3 et 7 étant premiers, le probléme revient & prouver que
n'® — n est divisible par 2, par et par 7.

» Montrons que 2 divise n™ — n.

11 suffit de remarquer que n et n'3 sont de méme parité,

» Montrons que 3 divise n' - n,

La propriété est évidente si n e 3fd.

Si ne 3M, le petit théoréme de Fermat donne n* =1 mod 3 donc n'* =1 mod 3 puis n'* = nmod 3,

et 3 divise n* - n.

= Montrons que 7 divise n'* — n,

Sine TH, c'est évident.
Sinon, pour ne 7M, le méme théoréme donne n®=1mod 7 donc n'*=1mod 7 puis n'*=nmod 7,

et 7 divise n!® = n

« Conclusion ; puisque n'? = n est divisible par les trois nombres premiers 2, 3 et 7, il Uest aussi

par leur produit c'est-a-dire par 42.

Soit A, p. a. b des entiers naturels non nuls. Pour tout ne M, on pose :
A Erﬂl + |.Ler1
ra o+ ph"
montrer que Fn, est irréductible si et seulement si
hapapb=1 et (n+plala-hbi=1.

Fn'
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Dés quiil s'agit de traduire que deux entiers sont premiers entre cux, on se dioit de pEnser au
théoréme de Bézow mais avtention @ il est parfois plus simple de raisonner sur les diviseurs
COTTIITIAENS.

Pour tout n e M, posons us = ha" + pb". La suite {ua) _, wvirific la relation de récurrence
linéaire d ordre 2 :

Upep = o+ By = abiig g ]
o Conditions nécessaires
On suppose Fn irréductible avec ne M*, done wy,.q A un = 1 et, d"apris le théoreme de Bézout,
il existe (p, g) e F° 1ol que:

Pl + guin = 1 cest-a-dire p{ A a™! + pb™) 4+ g v a" + pb") = 1.
En écrivant cette relation ha(pa®™ + qu”"] + uhiph" + qb"']] = 1, ce méme théoréme de
Bézout montre que :
o fopb =], ()

Noter que cela nous donne aussih Ap=l,arb=LAAab=ladps 1,

Avec le théoréme d'Fuclide, la relation (#) donne w,.q A tn = tn A abui,_q donc tyq Aun =1
équivaut i ug A abug_g = 1 et, puisque up A Ug_y divise up A abu,_y on en déduit que
e M Un = 1 implique un A w,_y = 1. En conséquence, si Fn est irréductible, ¢ est-d-dire si
ey M tn = 1, on obtient wy A ug = 1 Cest-a-dire :

(et s ) A D+ el = 1L
Le théoreme de Bézout donne alors 'existence de (p, gl e 72 tel que plha+ phi+ gl + pl = 1et,
en écrivant cette relation pp (b - ab + (g+ pakk + p} = 1 on en déduit :

A+ p)Aalb—al=1 (2]
s Conditions suffisantes

On suppose que (1) et (2) sont vérifides el on veul montrer que Fpoest irréductible quel que
sOit r e &,

Montrons d'abord que uy A b = 1.
Puisque (v + phAlh—-al=1,le théoréme de Bézout donne I'existence de (p, gl e 72 1el que :

Ph+pl+gb—al= L.
De méme, ha A pb= 1 donne x A p =1 et il existe (r s)e 2 tel que Ar+ ps = 1 donc:

b—ashrmb-al+push—a) ct ph+pl+ghrib-—al+gusb—al=1.
En écrivant cette derniére relation ;
(her 4+ phlgs = grislh + pip+ bgr = agsi=1

on voit, toujours avec le théoreme de Bézout, que :

iha+pb) Alh+pl=1
¢'est-A-dire :

uy Ao = 1.

Montrons maintenant que ey A tn =1 = Un A Ugey = 1.
Om sait d aprés la relation (3t) quie wpeq A tn = ug A abtig_ g .
Soit pun diviseur premier {ou égal & 1) commun i iy €t L, donc commun a vy ¢t abig,_ .
Puisqu'il est premier {ou égal a 1) et divise abuy,_ g, entier pdivise a ou bou ug,_ 4 (conséquence
du théoréme de Gauss) ¢
- &1l divise vy, p . ¢'est un divisieur commun & wn et u,_y doncp=1;
= 5'il divise a alors il divise ha et ha" puis il divise vn — ha" = pb" et, étant premier ou égal a
1, il divise ph. Finalement, il divise ha el phdoncp=1;
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— de méme s'il divise a, en échangeant les roles de a et b, on obtient p = 1.
Le seul divisewr premier ouégala 1 commun a wy et 1y, etant 1, onenconclut que un A,y = 1
ce qui achéve la preuve de 'implication,

-1 A tin =1 = Un Mgy = 1.

Puisque ug Aty = 1, on obtient donc par récurrence que, pour tout ne B, tn A gy = 1,
c'est-d-dire que Fy est irréductible,

Ex. 13

1) Par combien de zéros se termine Uécriture de 2004! en base 10 7

2) Quel est le dernier chiffre non nul 2

1) I s'agit en fait de déterminer la puissance de 5 duns I décomposition de 2004] en facteurs
premiers.,
204
Avec 2004! = ]__[ k, un groupement des termes donne :
m 1
40 400
2004! = [J(5k + 15k + 2K5k + 3u5k +4) x | [ 5%
k=il k=1
400

= 5490 . 400! an

ol on a posé pour tout ke B :

ay = {5k + 1iGk + 26k + 3M5k + 4).

De méme ;

T4 Rl ™

Hu;,Hm: 5% % 80! x [ ] ax

k=0 k= k=0

B0l = H““ - H Bk = 5" « 16! » “ct;,.
ko=l k=0
s 3 2
:l—lu:;,E " Hﬁkx 16 = 16 x 5° x 3! » Huk_

kol w1 dowl)

D'oa finalement :
40

2004! = 54 avec A= Exlﬁxnnk:{ﬂm Hﬂk}(l_[ﬂ;:.

[¥ans la congruence modulo 5, on a
sl % 2% 3 xdmodd done ap-=—-1mod 5

G=1lmodb 1 16=1med 5
dong :

A1 nd 5 soit A= 1 mod5.
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De fagon analogue

FEICEN 102 1001
2004! = [[ 2k + 1) H 2k = 2'%% 1002 x [] b oit on a posé by = 2k + 1
=l fe=iF
501
1002! = H[..?!Fc+ IIH*Ek 201 & 501! x Hhk
as0
501! = Hmk + }.]H‘.ﬁc 250 ¢ 250! » H by,
126
2501 = HE.&H‘+ 1) [T 25 = 2" = 125! « ]-[hl-c
kwul
125! = Hunnﬂ 2k = 2% % 621 x Hhk
=ik
B2! = ]_'[rznlu[]zh 231 . 311 x ku
Rl

153 15 -\.l
sl = Jzk+ D] 2k =2" %180« [] e
k=0 =1 he=ik
T ) )
15! = [Jizke+ 0] 20 =27 « 71 x an
k=0 k=1 k=0
i K] 4
7= [lizie+ D] 2K =2% <8t < [ o
k=0 k=1 k=0

=2 x3.
Compte tenu de Yk e ™, b = 1mod 2, il vient alors :
2004! = 2'78  avec Bs1mod2.
Finalement, on obtient :
004! = 21997 599 ¢ o 0 gliBE g
ol pest un entier premier avec 2 et §
Ainsi, 'écriture de 2004! en base 10 se termine par 499 zéros.

2) Il faut maintenant déterminer le dernier chiffre de Ientier :
V=107« 20041 = 27994 = 21T,

Le nombre N étant pair, son éeriture décimale se terming par 2, 4, 6 ou B ef ces nombres étant
respectivernent congrus a 2, 4, 1 ¢t 3 modulo 5, nous sommes amenés 3 évaluer la valeur de N
modulo 3, ¢'est-a-dire la classe N de N dans .:fj.-ﬁﬁ-.

y | — 409 . T
Dapresle 1), onadans £ y57, A= 1donc N =2 et, avec 2 = 16 = 1, il vient :

g _g 30 535 donc N=2

En conséquence, il existe ke M tel que N = 2 + 5k, e, puisque N est pair, il en est de méme
pour k: k= 2, dob hnalement :

N=24+10M
ce qui montre que le dernier chiffre de &V est 2,
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@ Anneau 7, - Théoreme de Fermat

Montrer que pour tout (m, n}e &%, m™ . n— m- n' est divisible par 798.

On commence, bien sir, par décomposer 798 en produit de facteurs premiers :
TOB=2=3 =7 x19.

Le probléme revient donc a prouver que A = m™ - n — m . n!? est divisible par 2, 3, 7 et 19.

Cest le moment de se souvenir du petit théoreme de Fermat que 'on peut aussi énoncer

sous la forme : si p est premier, pour tout x € £ jp7 {ﬁ} ona xP~1 = 1 donc pour tout

= E.I'IFE" a7 = x Ainsi lorsque p est premier, quel que soit x & EIPE' la suite {x"'-] -

p — 1-périodique.

Puisque 19 est premier, dans 7 jjgy ona i~ =metfi'® = ndonc A = 0 et 19 divise A.

Puisque 7 est premier, dans Z 77 les suites (i) e s C1 (7i*) 4o o, SO0t B-périodiques, donc:
ﬁlg _'E.t:-:ﬂ-lt] -ﬁ ﬁlg - ﬁ:]:-:ﬁtl -E o ﬁ_ﬁ
= = i, - = =0,
ce qui donne T divise A.
- —k T T
De méme, dafs Z yaylessuites (") _, et (fi"), _, sont 2-périodiques. Onendéduitm™ = m,
¥ = 7, A = 0 ce qui montre que 3 divise A.
Dans 7 so7 les suites (*),__ et (A*) . sont constantes (ce qui revient i dire que toutes les
puissances d'un entier donné ont la méme parité) donc A = 0 et 2 divise A,

Etant divisible par les facteurs premiers 2, 3, 7 et 19, le nombre A est divisible par leur produit,
¢'est-d-dire par T98.

Montrer que 13 divise 3™ + 270,

=0 =T =
| La question revient & montrer que, dans 1“33, 3 +2 =0

13 est un nombre premier donc Fi3 = 1“33 est un corps et, en considérant G = Fyg ° {U}
puisque Card G = 12, on K12 =1, pour tout x £ G.

I On peut aussi justifier cette identité avec le petit théoréme de Fermat.

. -7 12,8 =il =10 =70 =i
m'l:c'.l'l:l:ﬁ:12+10,unuhn:nlalur52u=[§ ] 2 =2l =8,

Formons3° = 8,3 =27=1,onen déduit3" =3 ' =3.
Deméme2 =3,7 =8,3' =16=3donne 3" =B puis 2" = 36 = -3, d'ol1 enfin :

F74+2% 232D cestd-dire T 420 =0,

Montrer que, pour tout ne 8, 35 +10 est divisible par 17.
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Lidée de base est que dans le corps Fy7 = I_.I"].TI . la suite {Ek}h n O51 périodique. En effet, 3
appartient au groupe Giy = Fi7 \ {ﬁ} des inversibles de Fy donc 'ordre (multiplicatif) p de
cet élément est un diviseur de Card Gyy = 16, 0naalors pe {2.4.8, IE}.EF = 1 et pour tout

ke M, Ekm = ﬁk.

Amsd
Pour préciser la valeur |:|-r:§El dans £ J17Z il va ensuite falloir préciser la valeur de qimd par

rapport aux multiples de p, soit aussi préciser la valeur de I'.i el gons Ifﬂl‘

« Dans Zp72 évaluons 52, Eq' ﬁ'ﬂ
3 =0 T =0 =-3 (Bl=5x17—4) 3 =16

Inutile de poursuivre : lordre pde 3 n'est égal ni 2 2, nia 4, nid 8,

On en déduit que 3 est d'ordre 16 dans le groupe multiplicatif Gy; .

» Evaluons maintenant 3*™ dans Z 167 -

La situation est légérement différente, en effet £ /167 n'est plus un corps. (16 n'est pas premier).
Cependant le groupe Uy des inversibles de Z gz est { 2k+ 1 /0= k= T}

f:‘.ﬁtélémr:nt de ce groupe, I'ordre q n:le-'.id'wiseﬂa.rd LI = 8 et la suite |: :‘3&] _—_ de nouveau
périndique de période q avec g diviseur de 8.

Dansijlﬁz,furmunsﬁ"! =‘§I,-§‘=§2=i 81 =56 x 16+ 1).

L'ordre multiplicatif de 3 dans I ;157 st donc g = 4 et la suite {ék}h” est périodique de
période 4.

On en déduit Vne N, 34 = 3% = 27 = 11 soit aussi 393 = 11 + 16k, ke N.
= Compte tenu du premier point, onadans Z ;177 :
bl - S — —
F 3N 3. FP-18.3353--5.53.5=-7

s0it T =—_10

et finalement 33““ + 10= 0 mod(17).

Montrer que, pour tout ne M, 22 +3 est divisible par 19.

Remargue. Cet exercice est résolu par récurrence dans le Précis d'Algébre et Géométrie, MP ;
nous allons en proposer ici une autre solution.

Comme dans I'exercice précédent, 2 est un élément inversible du corps Fig = E“gg, il est
donc d'ordre p oh p est un diviseur de Card I{Fm \ { ﬁ} ] = 18, pe { 2 3.6.9, lB}.:t la suite

(2¥),.,, de Fig est périodique de période p
DHTIE-E‘;]‘BE, fﬂl‘mﬂl‘lﬁ EE =i,§a =E,§E=Ez=ﬁ=?-,i&=§s~§a =E= —T,E]'S:i-.

On en déduit que 2 est d'ordre 18 et donc que la suite [Ek}h ,, est périodique de période 18,
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Il ¥y a maintenant liew de placer gfin+2 par rapport aux multiples de 18, c'est-i-dire d'évaluer

2812 dans 7 /187 alors que 2 n'est pas dans le groupe des inversibles de T yqg7 . On peut,
cependant, justifier le caractére périodique de la suite 2 k}ng - Par la finitude de £ ;1 g7 s en
effet, M® éant infini et E.-'IEE fini, 'application k— 2% o3t non imjective et il existe (u, vie M,

1= u=utelsque2” = 2" ce qui donne, pour tout k& B, 2% = 2**% . |3 suite {2*"] est
périodique de période v — w.

DmsE”Eg,fﬂrmmsﬁﬂ =4,27=8,2%= IE =-2,2%=-4,2%=-§,27 =—.-1E‘:. =2,
De2™ =2, on déduit que la suite {é}ksm- est périndique de période 6 et on a donc :
Vne M, 252 = 22 Cest-i-dire 28" = 4 modi 18} ou encore 282 = 4 + 18h, h e N,

Compte tenu du début de I'étude, il vient dans 7 s1g7
o3 . . _
EEE“ =§'mh=§illﬁl-—3

done 22" 4 3= 0mod(19),

Soit n un entier =3. On note U/ 'ensemble des éléments inversibles de Uanneau 7 jony .

1) Montrer que U est un groupe multiplicatif.
2) Calculer x2"~" pour tout x < L,
3) Trouver le plus petit entier k> 0 tel que 3% = 1 mod 2",

4) Montrer que U est isomorphe au produit de groupes additifs 7 o7 x 7 jgn-27.

1) C'est du cours.
2] i Pour tout k € Z, nous notons k la classe de k modulo 27,

On sait qu'un élément k de 7 sgny est inversible si et seulement si k et 2" sont premiers entre
eux donc si et seulement si k est impair.
Nenrésulte U= {2k+1.0= k= 271 _ 1} et donc Card U = 2"~ 1,
Il est bien connu que dans un groupe multiplicatif G de cardinal v, pour tout x € G, on a
x' = 0y (o By désigne l'élément neutre de G).
Dans le cas présent, on obtient :

Yxe UJ..:E" ' = 1
mais cela ne fournit pas la réponse 4 la question posée. Il faut donc envisager une autre approche
de T'étude des x2 essayons de procéder par récurrence.

Soit xe U, ilexiste pe Mtelquex=2p+ L, 0=p=2""1_1,
Formons (2p+ 12 = 4p° +4p+1 = 4pip+1)+1. Puisque le produit p(p+ 1) est pair: p(p+1) = 2q,
on obtient (2p + 1)* = 8q + 1, Cest-d-dire (2p+ 1) = 1 mod 2°,

Il est peut-étre un peu tér pour avancer une hypothése de récurrence et nous allons continuer

cette exploration en formant (2p + l}ij-
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¥ . (e 2 3
Avec (2p+ 107 = 28+ 1, on obtient (2p+ 1 = (2%q+1)" = 284" 4+ 2%g+ 1 = 2%q(2%g+ 1) + 1
et donc:
(2p+ 1% = 1mod 2%,
Posons alors Uhypothése de récurrence :
Hik) : (2p+ 17 = 1med 252
Hik) se lit(2p + 1 = 2535 4 1 et on en déduit :
(2p+ 1E = (2++2q + 1]'*’ = gk pd | gkedg g
donc:
2p+ 177 = aktg(2 g+ 1} soitaussi (Zp+ 17" & 1 mod 2543,
O a ainsi montré Hik) = Hik + 1) et, puisque Hi1) est vraie, cette propriété Hik) I'est aussi
quel que soit ke B*, 1l en résulte en particulier :
X = (@prl)t =@pr P =1 dans Z j9n7.
3) Le plus petit entier k tel que 2% = 1 mod 27 est Mordre de Félément 3 dans le groupe LI ¢'est-
a-dire aussi Card ( gr (3)) oi gr (3) est le sous-groupe (multiplicatif) de L engendré par 3,
Motons ot ordre,
On it que lensemble | ke 7 /3= 1} est le sous-groupe additif de ¥ engendré par p. Ce
n'est autre que Ker ¢ oi ¢ est le morphisme -

(£.+) = (L. x},k-—rﬁk.

Daprés le 11, on a, avec les notations de la remarque précédente, 272 ¢ Ker¢. Donc pest un
diviseur de 2" % ¢est-a-dire qu'il existeg e [1.n — 2] tel que p= 24,
jk

Reprenons maintenant la récurrence du 2) @ si on suppose a® = 25%h 4 1 avec b impair, on

obtient :
o = 2% 41 avec b = b(2%1b41)
done B est impair. En conséquence, puisque pour @ = 3, ona 4% = 2 x 1+ 1avec 1 impair, on
obtient par récurrence que, quel que soit ke B
3% =2"?ps1 avec bimpair
[ en résulte que, pour k< n — 2, ona3% — 1#0mod 2" et done :
3% — 1= 0mod 2" impliqgue g=n—2.

Comme on a vu que ge [1, n— 23, on en conclut finalement g = n— 2 et 3 est d'ordre p =272,

4) En dehors du cas de £ 5 7, les groupes quotients ne sonl pas au programme, on ne peul donc

7
pas résoudre cette question en faisant appel a la décompostion canonique d'un morphisme de
groupes, Mous allons prouver 'existence d'un somorphisme de EIEF ® :fllrgﬂ 2z dans Llen

. , , . =
exhibant un élément a de L, d'ordre 2, et te] que tout x de U sdorive x = a3 .

Posons H = gr (3). D'aprés le 3), H est le sous-groupe cyclique d'ordre 2" de Ll engendré
par 3 ; il est isomorphe 3 E jon-27.

2" - = (o g T
Lélément h = 37 de H vérife h* =3 =1 donc a = —h vérifie également a” = 1.

[l e3t maintenant utile de prouver que a € H et pour cela, répertorions les solutions dans H de
I'équation x =1,
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Dans H, Péquation x* = T Sécrit 3 = T avec 1= k= 2" et elle équivaut 3 2k € Kerg
(notations du 3)) donc :

2k =f-2"? soitencore k=) 2% je b
Avec 1= k= 2"2 on obtient j = 1 ou j = 2, ce qui montre que 'équation x* = T posséde
exactement deux solutions dans H qui sont :

:3"_'1 ] —

7 =n(=1) e 3 =1(=2)

I [l reste a remarquer que a # letazh pour pouvoir affirmer que a € H.

DVaprésle 3),ona 3% =2""Y2b+ 11+ 1doncd? +1= 2(2" b +2""* + 1) et, puisque
n=3,2" 1b+ 2% 4 1 est impair. On en déduit 32" & 14 0mod 2" Cest-a-dire

h+1#0 ouencore a=l,
De méme, puisque 2 . 3=’ #0mod2™, ona2h=0donca=h

Ainsi a est racine de 'équation x* = 1 et a est distinct de 1 et h qui sont les racines de cette
équation dans H donc a & H.

Considérons maintenant 'application :

= am =

o E;EEHE;EH—EE—I-U.I{u,u]'—!ﬂnﬂ .

Nous notons ici 1 I'élément de £ yar de représentant u ct v I'élément de I jgn-27 de repré-

sentant . Puisque a et 3 sont d'ordres respectifs 2t 2" siu’' = umod 2, ona a® =a", et
# -

22 anad =3 ;ondéfinit donc bien une application en posant :

V(i B) = a3

du' = pmod

On vérifie que ¢ est un morphisme'de groupes. En effet, avec :

(L 8) + ("5 = (u+u' v+
on obtient :
?({ i) = (&'.%1) = a3 - 17T S w(L B v (i.5).

Puis on montre que ce morphsime est injectif en vérifiant que Ker W = {(0.0)}. En effet,

4,0 ) € Ker ¥ s'écrit a¥3" =1 clest-d-direa” =3 ; l'éventualité & = 1 est & rejeter puisque
celadonnea=3 "¢ H;onadonc i =0et 3 " =1 ce qui, puisque 3 est d'ordre 2"~2, donne
272 divise v et finalement fi = 0 et ¥ = 0.
Sachant que CardU = 2"~ ' = Card ( Z ;97 x Z jpn-27), l'injectivité de ¥ assure sa bijecti-
vité, On a ainsi exhibé un isomorphisme du groupe additif Z ;g7 = Z jgn—27 sur le groupe
multiplicatif L.

On note Ul le groupe des inversibles de l'anneau Z ;357 .

1) Donner l'ordre multiplicatif de 5 modulo 32.

2) Trouver un groupe additif isomorphe a L.
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1) Etant donné ne , nous notons i sa classe modulo 32. On sait que T est inversible dans 7 yg07
si et seulement sin A 32 = 1, Ainsi, puisque 32 = 2% 71 est inversible si et seulement si n est
impair :

U= {Zk+1/ke X} ={Zk+1/ke [0.15]}.

L'ordre multiplicatif de 5 modulo 32 est 'ordre de 5 dans le groupe multiplicatif L.
Si pest cet ordre, ona p = min { ke N* .r'Ek =1} et on sait que p divise Card U = 16 donc :
pe {2.4.8.16}.

Formons alogs -

Bl o35 =7 (25 = 32 ~ 7
5 =39=-15 (49=64-15)
B -235=1 (225 =T x 32+ 1}

On en déduit p = 8.

2) Daprés le 1), —15 et donc aussi 15 sont d’ordre 2.

Considérons alors lapplication® : 7 jo7 x ¥ ;g7 — L, (&.B)—T8" 5.

@ représente la classe de o modulo 2 et 'ﬁ la classe de p modulo 8,

Sia'=d@onan’ =a+2k ke I,du-nn:ﬁnl =15 puisque 15 est d'ordre 2 et

siii:‘ = |3 onaf =B +8k ke 7, dﬂncﬁw » Eﬂ puisque B est d'ordre 8.

Ainsi, on définit bien une application de Z j97 x Z gz dans Uen posant & (&, ) = 75" 5°
puisque T5” 5° est indépendantades représentants choisis pour les classes & et .

& est un morphsime de groupes. En effet :

o((&B)+(a"5")) = m({u":;t']. +{ﬂ'fﬁ'})
=1—5mn’§|hﬁ'

-5 -5
=0(&f) o(a" B
Puisqu'il s'agit d'un morphisme de groupes, pour prouver que @ est injectif, il suffit de vérifier

que son novau est réduit i |:l]'. 0 :I

La condition (&, B )  Ker& s'écrit 15 5 =Tsoitaussi5 =15 .
Notons gr [E:I et gr m] les sous-groupes de U engendrés respectivement par 5 et 15 :
gr(5) = {1.5.%5.96.17.21.6.13) . er(15) = {1.16).
i T v -5l TEliea = ==f=a = . .
Onagr(5) ngr(15) = {1} donc 'égalité 5" =15° " donne5 =15 = =1 soit aussi a € 22
et B e 87 et finalement & = 0, B = 0.

On a ainsi prouvé que Kerd = {l[f]ﬂ ) |- le morphisme @ est donc injectif et, puisque
CardU = 16 = Card ¥ jo7 x £ g7, on en déduit que cest un isomorphisme du groupe
additif I o7 = £ jg7 sur le groupe multiplicatif L.
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1) Montrer qu'un entier naturel congru & 42 modulo 72 n'est pas la somme de moins, au sens
large, de 9 carrés d'entiers impairs.

2) Un entier congru & 7 modulo 8 peut-il étre la somme de 3 carrés d'entiers.

1) Commengons par déterminer l'ensemble desT e Z 707 tels que = (2k + 1}2-

Puisque 72 = 2% 3 3%, les éléments inversibles de Eﬂﬂ sont les X tels que x me soit divisible

JR—
ni par 2, ni par 3. Pour la recherche des X tels que X = {2k + 11 , il va étre intéressant de placer
2k + 1 par rapport aux multiples de 8.

Un entier impair peut étre congru 4 3, 1, ou -1 modulo 6.

« Premier cas: % = 6k +3) alors % = 32k + 12 =9[dkik+ 1)+ 1] = T2 0 +9 car kik + 1) = 2¢
donc x = 9,

« Deuxibme cas: % = 6k + 1) alors ¥ = 36k2 + 12k + 1.

~Sikestpair:k=20%= 14424240+ T=14 (- 24 etonen déduit xe {1,25.49},

I {ﬁ. 24, E} — { (24t ted } est le sous-groupe additif engendré par 24.

~Sikestimpair: k=2¢+1,X=36 x 40(0 + 1)+ 36+ 247 + 12+ 1 = 49 + { - 24 et on retrouve
xe {1,25.49}.

« Troisitme cas: % = (6k — 1) alors® = 36kZ — 12k + 1 = 36k2 + 12k + 1 — k-24 done, compte
tenu du calcul précédent, on obtient encore X & { 14624/ feZ } c'est-d-dire ¥ e {T,ﬁ. E}

Finalement, on a prouvé que C = {{EIH T /2k+1e EI?EE} = {T, 9, ﬁat—!}]- Linclusion
réciproque étant évidente, il v a égalité,

Il semble que la seule approche raisonnable de ce genre de question soit le raisonnement par

I"absurde,

Supposons qu'un entier naturel congru & 42 modulo 72 soit la somme de p carrés d'entiers
impairs avec 1 = p = 9. Dans £ y7o7 cette hypothése se lit :
P — P
42 = [2-::u+1]j s0it E=de{a[+ 1} +1
=1 i=1

P
donc, avec aifai + 1) = 2€;, il ?ient42=ﬂzig+p+?ihke Fill
inl

Dians Z jg7, cette derniére relation donne 42 = P, cest-a-dire p = 2 et comptetenude 1 = p=9,
on en déduit p = 2.

il'y a donc une seule possibilivé pour p et, puisque & y7a7 ne contient que 4 carrés de la forme

— 7
(2k + 11 , il ne nous reste que 10 cas a explorer.

La table suivante donne les éléments de £ r7a7 qui sont sommes de deux carrés d'éléments de
représentants impairs.
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- |19 |3 | @
ilz |70 |2 |5
3 6 |3 |5
% 50 | 2
19 %

L'élément 42 n"appartient pas i cet ensemble d’od la conclusion.

2) Pour réaliser ° + y* + 2 =7 mod 8, il est nécessaire qu'un ou trois des entiers x, y, z soient
impairs et on remarque qu'une telle équation est symétrique en (x, y. ).

Pour x, yet zimpairs : x = 2la+ 1, y = 2b+ 1, z = 2c + 1, sachant que 8 divise 4ala + 1),

dbib+ 1) et 4cic + 1}.dan52‘,31 onobtient 2+ +Z =5, donc 2 + P+ F 2T, etiln'va
pas de solution dans ce cas.

Pour x impair, y et z pairs: x = 2a+ 1, y = 2b, z = 2c, dans Z jg7 on obtient :
T AT+ =1+4BF + 42
donc Eg"+§r2 +F e {i+ kd [ ke E}
Cest-da-dire T+ +% € {1.5}.

Puisque cet ensemble {1,5} ne contient pas 7, il n'y a toujours pas de solution dans ce cas.

Soit p un nombre entier premier de la forme p=3g+ 1.

1) Montrer qu'il existe ae Z ;7 ' {0} tel que a®=1.
2) En déduire que —3 est un carré de 7 /pZ-

3) Réciprogue ?

1) Drire que a” 2 1 revient a dire que a n'est pas racine du polynéme P = X7 — 1.
C'est donc le moment de se souvenir que si K est un corps quelcongue (commutatif d'aprés le
programme en vigueur), un polynome Pe K [.’!‘.'] de degré g admet au plus g racines distinctes.

Remarquons d’abord que g est non nul, car g = 0 donne p = 1 qui n'est pas un nombre premier,
et que p étant impair, 3q = p — 1 est pair donc q est pair.

Nous posons Fp = I, et Gp = Fp '\ {0}. Puisque p est premier, Fp est un corps (corps de
Fermat) et Gy est le groupe multiplicatif de ce corps.

Le polynéme X9 — 1 e Fpu[X| admet au plus q racines distinctes dans Fp donc, puisque
Card Gp = 3q > q. il existe au moins 2q éléments a de Gp tels que a¥ — 1210,

2) Puisque Gp est un groupe d'ordre {(ou cardinal) 3q, pour tout x& Gponax® =1,
Considérons alors a e Gp tel que a9 — 120 et développons (a% — Tja. On obtient :

{a”-.l]3=u3'q—3ﬂﬂq+3ﬂq—'f= —ﬁ-u"'[uq—'ﬂ
_ _ a_1)°
et puisque a®(a¥— 1) & Gp, il vient -3 = - -
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Sachant que g est pair : g = 2r, on peut enfin écrire :

2

dr
— a” =1
3= | ——

[

ce gqui met en évidence que —3 est un carrd de Fp.

3] Réciprogue : on suppose que pest un entier premier 22, il ’agit de montrer gue si -3 et un
carré de Fp alors pest de la torme 3+ 1, o qui revient a dire que 3 divise p — 1. 11 suffit done
de monirer que Gp contient un élément d'ordre 3.

On suppose qu'il existe be Fp tel que B* = =3, On a donc &% = —Sbsoit b +3b=0d'oi :
- 8 L9 = = ST B e
(1+h) =3b"+1=-8 et (1-b) =30 +1=-8

Puisque p# 2, on a —8 2 0 et les relations précédentes donnent :

f+h)3_i
1-b)
T+J

. - LT J L] 1 L3 N il
Ainsi, I'élément x = T de Gp est d'ordre 3, donc 3 divise Card G = p — 1 et pest de la forme
¥

a0 + 1.

Bemarquons que, pour p = 4, onma =3 = 1 (dans iﬂ,u"ﬂf] done -3 = Tz. La réciprogue

prévedents nlest donc veaie que si on suppose p e 3.

Ex.22 .- S

| 1) Montrer gue p est premier s1 et seulement sl (p — 11+ 1 est congru & 0 modulo p.

| 2) Soit p un entier premier de la forme 4n + 1.
| Montrer que —1 a une racine carrée dans 2 7.

1) Clest le théoréme de Wilson. Il "agit bien d'un résultat classique, mais hors programme, qui est

visiblement donné s en preliminaire a la question 2.

La propriété est vraie pour p = 2, on suppose donc maintenamt p = 3.
s Supposons que pest premier, Dans o¢ cas, pest impair: p= 2qg+ 1 avec ge N7,

Alors Fip = & 7 est un corps et Gp = Fp ' 10} est un groupe multiplicatif.

g . 1 1 . Cm T o a as
Tout élément xe Gy a son inverse  dans Gpetona x = — si et seulement si &% =1 c'est-a-dire :

|:.\.'—T:||:J¢'+T] =0 soitaussi xe {T—T} = {]p_— ]},

En conséquence, il existe xy , - - -, Xg 1 distincts dans Gp {T p—1 } tels que :
ﬁp"-l].p ]}Z{E.---.{J—E}= \.le:l—!;).,.l i,L
e S Xg—-1
. |
et, pulsque Wiee 11, g — 11, x - ol 1.0l vient ;
i—1 1
_1|=l__r'__lll_ — 9= -
(p—21=2.5 p— 2 Hlk “ L
kel
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Om en déduit enfin :

p-1N=ip-2{(p-1=(p—-1=-1 cest-a-dire (p— 1)=—1modp.
s Supposons maintenant (p—11=—1dans f,u"pf'
Soit a un diviseur premier de pet btelque p=ab. Onaalors 2= a=petl s b=p— L
L'hypothése (p = 1) = =1 mod p donne aip = 1! = —a mod p.
Or ip — 1H contient le facteur b, donc (p — 11 = bg et alp — 11! = abg = pg.
Avec alp = 1= —amod p, on en déduit
a=—pgmod p cest-d-dire o =0mod p.

Ainsi, a divise p et p divise a, donc a = p e qui prowve qué p est premier.

2) Pour p = 4n + 1, on peut écrire ;

Gp = { -2 ..., -1L12Z,... E-}
el le théortéme de Wilson donne ;
dn
~T=lp-1=Wni=[[ k=]](-% &
KeG, k=l
s0Il encore :
En
1= EE ouaussi —1=1{2n HE-
k=1

B2

Pour ne M, on pose An = &159" + 319% + 1 2000 2001 4 gn

Montrer que l'ensemble {Aq . ne “‘q} ne cantient pas de carré parfait,

Lattaque frontale de la question est impossible, Uidée est que 51 An estun carré parfait alors dans
tout anneau £ ¢y, o, A est un carré parfait. 1l suffit done, pour conclure, d'exhiber un entier m

tel que dans .:’-;'ll.rm:;, Ap ne 20t pas un carré parfait,

On remarque d'abord que Ay = (1+ 2% + 2% 4 20 4 27)2199% L a7 = 247 . 21994 4 27,

s Supposons npair: n = 2p.

Avec 2%=1 mod 3, on obtient alors 2% =1 mod 3 ¢1 2°P =1 mod 3. Dong, puisque 241 =1 mod 3,
il vient, dans F.."':'J'-E' An = 2. Or 2 n'est pas un carré parfait dans F,.-"BE [en effet, on a 0 = i,
1° =3 =T, donc seuls B et T sont des carrés partaits} donc As n'est pas un carré dans .

s Supposons maimntenant nimpair : n= 2p+ 1.

Selon que noest supéricur ou inféricur & 1994, la factorisation des puissances de 2 dans An est
différente, ce qui nous ameéne i distinguer les cas n = 1994 et n = 1985,

Premier cas : e = 1994 [en fait, n = 1993 puisque n est impair|

On a alors An = 23'”{2 +241 . 2198 EJ"'] &t pulsque 2%P est un carré parfait, pour que Ap en soit

un, il faut et il suffit qu'il en soit de méme pour Ay = 2 + 241 2 884—-2p,

Avec 2p = 1992, on voit que 2172 pot divisible par 4 donc, dans E,ME ona Ay =2 Or2

. , . - I - =3 =3 - -
rest pas un carré parfait dans 7 g7 (onaenefiet 0" =2" =1et 1" =3" = L donc seuls D et 1
sont des carrés parfaits), il en résulte que An n'est pas un carré dans R,
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Deuxiéme cas : n = 1995

On a alors An = 219241 + 2" 19 ot puisque 2% est un carré parfait, An en est un si et
seulement si Al = 241 + 2719 ¢p est un également.

Puisque n est impair, il en est de méme pour n — 1994 et il existe ge ™ tel que n — 1994 = 2g+ 1
donc Alf = 241 + 2%9%1

s Sig=0mod3 alors A; = 241 +25k+l-ﬂr.dan5£f-ir§-,un a ﬁﬂ =1et?4] =FdoncA’ =3+2 =5
et 5 n'est pas un carré parfait de 7 j77 (en effet on a ol O S Y o
donc seuls 0, 1, 2 et 4 sont des carrés parfaits), il en résulte que A} n'est pas
il en est de méme pour An .

= 5ig=1mod 3 alors A = 241+ 2°%*%, Plagons-nous maintenant dans ¥ ;g7, on a alors =1

etZdl = Tdonc 2 =2 =8B=—Tet Al = 8 Or les seuls carrés parfaits de T gz sont :

0=0=3=81=T=8,1==Teat7=1 =5, en conséquence Al n'est pas un carré

de 7 jgz, An n'est pas un carré de M et An n'est pas un carré de B,

g — 5 —_ g
s Sig=2mod3 alors A} = 241 +25*%, Dans 7 sg7, on obtient A]] =7+ 2" = 3 donc A}l n'est
pas un carré de 7 rq7, Ajl n'est pas un carré de M et An n'est pas un carré de M.

On a ainsi examiné tous les cas : Ap n'est jamais un carré.

(F) Groupes

Déterminer le nombre d'éléments d'ordre 12 du groupe Z7.

Tout élément «r de =7 se décompose de maniére unigue, a l'ordre pres des termes, en produit de
cycles dispoints donc permutables

k
n=£1::|r.'2l:|-..nc'k=]]_q.
=1

L'ordre £; d'un eycle e est sa longueur & [erl .

Pouro=cjoego ... agge =7, l'ordre de o est le plus petit entier p = 1 tel que o = Id,
c’est-i-dire tel que Vi e [1. kb, of’ = Id soit encore Wi e [1. kL, £(ei) divise p.
En conséquence, 'ordre p de o est le PPCM des €(ei), 1 = i = k, et le probléme sa raméne i la

détermination des ¢
ik

u‘:Hr.'[E 2y tels que ({cy ) v £{ca) v - . - v e = 12 (1)
i=1
[Yautre part, on sait que :

Vie [1.kl,1=(c) =7 (2)

et Zk:f{m} =7 (3)

i=1
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Les diviseurs de 12, étant 1, 2, 3, 4 ¢t 8, la condition (1) nécessite 4 € { € (o). 1= i= k}, sinon
on aurait £ (1) v . - - ¥ {{c) = 6, puis avec la condition (3,6« { € {a].1=i=k}.
11 est maintenant immédiat que la seule solution est k = 2, £(e; ) = 3, () = 4.

Rappelons que siay . - - « . @p sont 1 ééments donnés, distingts, le nombre de cycles de support
'I[”'] s e .ﬂ”} et i = 108

Le nombre de partitions de [1, 7 en deux parties de 3 et 4 éléments est Ed-l- = [:; = a5,
Pour une partition donnée {a) . az.a3} w {ay.a5.05. a7}, le nombre de cycles de support
{ay.ag.az} est 2! et le nombre de cycles de support {ay . a5 . ag . ay | est 31,
Le nombre d'éléments d'ordre 12 dans g est donc
2 = 6 = 35 =420,

Ex. 25 — .
Soit G un groupe abélien d'ordre pg ol p et g sont des nombres premiers distincts, Montrer
que O est monogéne.

Mous notons € élément neutre de &

La guestion revient & montrer que G contient au moins un éément d'ordre peg. Or on sait que
'ordre de tout élément x de G { -:-.-} est un diviseur de l'ordre de G, nows somimes donc amenés
4 montrer qu'il est impossible gue tous les éléments soient d'ordre p ow 4.

o Supposons que tous les éléments de G { e} soient d'ordre p.
Etant donné ae G e}, le sous-groupe grial engendré par a est d’ordre p et plus précisément
L
pria) = {e.a.- . 2P '],

Puisque Card ( grial] < Card G, il existe be G gria). Considérons alors le sous-groupe gria, b)
engendré par a et b. Comme G est commutatif et @, b d'ordre p,ona:

gria.bi={a'b! [0=i=p-10=j=p-1}
et done Card gria. b) = p'.
Dans le but de démontrer que les a'b/, 0= (= p— 1,0 = j= p— 1, sont deux 3 deux distincts,
supposons que a'bf = a“b' avec i, 4, ke, € dans [0, p = 1]1. On obtient alors a' kaptd

-k 2 e done B = a' ¥ est dordre p, et avec:

gr[h*'f] = E;r[n"""] =era)l et h'r{a' k] =gr|[b! -'I}I  gri h),

'égalité des cardinaux de ces quatre sous-groupes donne gr (a' %) = gr (b" ™'} = gria) = grib)
d'ol aussi be gria)ce quiest contraire au choix de b

Dans cecas, st k2{onan

On en déduit k = ¢, donc € = j puis en contraposant : {k, ) (L ) = a'b/ 2ap’.

Finalement, il en résulte Card gria, b} = p* donc p* divise pg ce qui est i rejeter puisque, par
hypothése, P Apg=p.

On déduit de ce premier point qu'il n'est pas possible que tous les éléments de G\ { e} soient
de méme ordre p (ou g).

« Supposons maintenant que tous les éléments de G { e} soient d’ordre p ou q. D'aprés ce qui
précéde, il existe a d'ordre p et bd'ordre g. On a alors a” = eet a¥ = e (sinon p diviserait q) et
de méme bY = ¢ et B # e. Considérons I'élément ¢ = ab, on remarque en premier lien quecz e,
en effet ¢ = e donne b = a~ ! et donc p = g puisque gr (a~') = gria), donc c est, par hypothése,
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d’ordre p ou q. Si ¢ est d'ordre p, on a & = aPb¥ = ¢, or a” = ¢, donc B = e ce qui est exclu.
De méme, si c est d'ordre g, on obtient ¢ = a9 = e, donc a¥ = e ce qui est également exclu.
Dans tous les cas, on arrive i une impossibilité, 'hypothése de départ est donc a rejeter et il
existe au moins un élément de G e} qui est d'ordre pq. Ainsi G est monogéne et fini : c'est
un groupe cyclique.

Soit G un groupe d'ordre 2p, avec p premier.
Montrer que G contient au moins un élément d'ordre p.

Remarquons que la propriété est vraie pour p = 1 alors que, par convention, Uentier 1 n'est pas

premier. En effet, dans ce cas, I'élément neutre ¢ est d'ordre 1 avec 1 = p.
Le nombre p étant premier, on a p = 2 donc on s'intéresse ici & des groupes de cardinal =4.

Dans un groupe G de cardinal 2p, on sait que 'ordre de tout élémenta e G {e} est ditférent
de 1 et divise 2p. Donc, puisque p est premier, il ¥ a trois possibilités pour cet ordre : 2, pou 2p
et lorsque p = 2, il n'en reste que deusx.

51 a est dordre p, le probléeme est résolu.
511 est d'ordre 2p, alors a* est d’ordre p et le probléme est résolu.
Le seul cas génant est dong, avec p = 3, celui oii tout éément a e G {e} serait d'ordre 2.

Dans le cas évoqué ci-dessus, pour tout a e G\ { e}, puisqu'il est d'ordre 2, le sous-groupe

engendré par a est gria) = {e. a} etona done al=a,

Pour éliminer ce cas de figure, il nous faut arriver 4 une contradiction. La seule hypothése dont
on dispose étant Card G = 2p avec p premier, l'idée est donc d'exhiber un sous-groupe H de G
dont la présence sera en contradiction avec le fait que p est premier et puisque, Card H divise
2p, il suffit pour cela que H soit d’ordre 4.

Puisque p = 3, on a Card G = 6 et il existe a, bdistincts dans G { e},
Posons ¢ = ab. Dans un groupe, tout élément est simplifiable, donc e = adonne b=eete=h

donne a = e puis, en contraposant, b= e donne cza ct azedonne c# b,

Par ailleurs on a aussi c# e, en effet ¢ = ¢ donne b= a ™!

et b,

= a ce qui est exclu par le choix de a

Puisque c 2 e, on a gric) = { e.c} et donc ¢* = e ce qui s'écrit abab = e,
On en déduit a®bab® = ab soit ba = ab puisque a® = e et b° = &

On vient de prouver que, si p 2 3, et si tout élément a e G {E} est d'ordre 2, alors G et
commutatif mais ce n'est bien sir pas la contradiction anendue,

Posons maintenant H = {e. a. b.c} et vérifions que H est un sous-groupe de G.
Onsaitdéjiquea’ = e, b =e,c* =eab=ba=c

Formons :
ac=alabl=a*b=b, cas=ibala=ba®=h

be=bibal=b*a=a  ch=(ablb=ab® =a
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Il apparait donc que la loi de G induit sur H une loi interne définie par la table suivante :

e a b C
€ e a b C
i1 a e C b
b b c e a
c c b a [

On constate alors que H est isomorphe au groupe produit 7 97 = Z j97, un isomorphisme
étant ¢ tel que ¢le) = (0.0), ¢la) = (1.0}, (b} = (0.1), ¢lc) = (1.1} (a, b, ¢ jouent des réles
symétriques) donc H est un sous-groupe de G,

Un moyen efficace de metire en évidence un groupe, sans vérifications laboricuses, est de
reconnaitre la table de Cavley d'un groupe classique & une bijection prés,

Sachant que Card H divise Card G, on obtient que 4 divise 2p donc 2 divise p, ce qui est
contradictoire avec le fait que p soit premier et p= 3.

En conclusion, lorsque p = 3, il n'est pas possible de tout élément de G { e} soit d'ordre 2 et
d'aprés les remarques préliminaires, G contient au moins un élément d'ordre p.

@ Polynomes et fractions rationnelles

On cherche les polyndmes réels F, non nuls, tels que P(X*) = P(X — DAX) (E).
1) Montrer que toute racine, non nulle, d'un tel polyndme est de module 1.

2) Déterminer tous les polynomes F solutions du probléme.

1) | Penser au fait qu'un polymdme non nul n’admet qu'un nombre fini de racines,

On suppose que P = 0 est solution de (E).

Alors P(z) = 0 {avec z & C) donne P{zz} = 0. Dong, si z est racine de P, tout complexe zf.
ke M, I'est également.

. ] . . ik
Pour |2| = 1, la suite I:-:zfi }k: , €St strictement croissante donc les complexes ¢ sont deux a
deux distincts ce qui donne une impossibilité puisque P aurait alors une infinité de racines.

. . k
De méme, le cas 0 < |z| < 1 est & rejeter en remarquant que la suite [lzlg ]Ih_E.ﬁ. est alors
strictement décroissante.

En conclusion, si z est racine de P, on a 2 = 0 ou 2z e U {ensemble des complexes de module 1
ou cercle de centre 0 et de rayon 1).

2) Le 1) nous incite 4 préciser I'ensemble des racines de P et jusqu'ici nous avons seulemnent utilisé
que si P est solution du probléme alors PIX) divise P{x“}. Il est sans doute indispensable

d'exploiter maintenant le fait que PUX = 1) est également un diviseur de P[Iﬁ}.
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Si P # 0 est solution de (E), on a aussi ¥z e C, P{(z+ 1/*) = Pz)P(z + 1) donc, compte tenu
dul),siPlzi=0onaz+1=00u|z+1/* =1, est-a-dire z = —1 ou |z + 1| = 1, soit encore
ze {-1}wlU_jobonaposéU_y = {z.E C/lz+l]= l} : cercle de centre —1 et de rayon 1.

Puisque Piz) = 0 donne aussi ze {0} o U, on obtient finalement que 'ensemble des racines
complexes de P est inclus dans :

({0} wl) A ({-1}wl_y) = {0. -1}

En remarquant de plus que P étant réel, j et /* ont le méme ordre de multiplicité, il en résulte
que P est nécessairement de la forme :

PIX) = AXP(X + DX — )™ (X - )" avecp+q+2m=degP
1 Eliminons tout de suite le probléme de cette constante A,

En égalant les coefficients dominants dans (E), il vient alors » = A* donc A = 1 {car A = 0
donnerait P = 0} et :

PP+ A(XE+ X+ 1)
Pour un tel polynome, on a P(x%) = X% (x%+ )% (x4 524 1) et
PIX — DIPOX) = XPP9X+ DX = P (X 524 1)
donc P vérifie (E) si et seulementsip=g=0.

Finalement, les solutions du probléme sont les polynémes (X% + X +1)", me M,

Trouver les polynomes P e R([X] tels que :
P(Xx*) = (X*+1)PX). (B

| Commengons par nous intéresser au degré des solutions dventuelles,

L'équation (E) est évidemment linéaire.
Si P est une solution non nulle, en posant n = deg P, on obtient 2n =2 +ndoncn= 2 et :
PIX)=aX*+bX +e avecaz0.
Avec P(X) = aX® + bX + ¢, il vient (X% + 1)P(X) = aX* + bX? + (a + ©)X® + BX + ¢, donc P est
solution de (E) si et seulement si ¢
ax*+bx? re=axt+bX* +la+ X2+ DX + €
cest-d-dire b=0¢tc= —a.
L'ensemble S{E) des solutions de (E) est donc la droite vectorielle dirigée par X* - 1:
SE) = {EI{}':E —-1)/as R}
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5 .
1) Montrer que l'ensemble { xe Rl / E Py 4—} est une réunion finie d'intervalles
disjoints.
2) Calculer la somme de leurs longueurs.
‘1] Cest sans difficulté ; on érudie les variations de la fonction rationnelle :

70 I
_.r . .E'—‘ZIT
k=1

est définie, continue et dérivable sur ;

LA
La fonction [ : xHZI_ =
fom 1

'Ef=] —m.l[u]l.ﬂ[u S0 u]Eﬂ.?l}[u]Tﬂ.+m[.
Pourtout xe P
70 k

Jlxr= =% 3
=1 X — k)

done [ induit un homéomorphisme décroissant de chaque intervalle Iy, 0 = k= 70, constituant
D, sur f(I). (Onaposé lg = | — oo, 1, I = | k. ke + 1], pour 1 = k = 69, et gy = | 70, +20.)
Les variations de f sont résumées par le rab]eau ci-apres !

X |- 1 L Pt Tal 70 +00

w SISO N

=00 -3 -} 1]

On en déduit que, sur chaque Iy, 1 = k = 70, il existe un unique réel ay tel que f(ay) = g et

que I'ensemble A cherché est :
0

U T ail.

=1
1l s"agit donc bien d'une réunion finie d'intervalles disjoints.

2) La somme des longueurs est :

5=§(% (Zﬂk) 'Tl'ﬂx'?l

Les ay , 1 = k = 70, sont aussi les racines du polyndme :

5 10 070
=g [T (x-0 -] (x-9).

‘I - L}
4 =1 H
Tn T P
En posant P = Z Py X" on a E g = — E ce qui nous raméne au calcul de py et py

J=
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fl 5 0 o 9 KLl
On a évidemment Po = ri etpy = ~3 Ej— Z__,f= —EZJdnnc:
=1 e J=1

- 4 9 ToxT1
Zﬂ&:gﬁ{—}f

et finalement :

9 T0xT71 2
5=(E_1) x+=§u?uf?1=2x14x?1=1933.

Montrer que a = cos ; est racine d'un polynome de degré 3 a coefficients dans .
En déduire que a est irrationnel.

l La formule donnant cos Jx sous la forme d'un polyndme en cos x doit étre connue.

. 11‘ :
On sait que cos dx = 4 cos” x - 3cos x don, pour x = g, on obtient :

1 , .
4a” - 3a = 5 soit aussi Ba® — 6a - 1=0.

Supposons que a soit rationnel. 11 existerait (p, qhe M*? tel que :
p

fi= = avec Ag=1
q pag

et, dans ces conditions, on aurait : 8p° - 6pg° — g° = 0.

En |'éerivant j:l-{E":.v2 o= Eq-i}l = qz. cette relation montre que p divise q'a done, puisque pa g = 1,
ilvient p=1et8 —6g° — q° = 0.

En écrivant ¢*(6 + g) = 8, on voit que ¢° divise 8, et donc g=1ou g=2.

Pourg=1,0na q2{E +q)=Tetpour g =2, qziE + g} = 32. Aucune de ces possibilités ne
convient, ¢e qui prouve que a n'est pas rationnel.

Soit P et O deux polynomes scindés dans Ft[.'a:] .

On pose @ = Z a; X", montrer que R = Z a, " est scindé dans B [x]-
o o

Notons tout d'abord que la notation simplificative :
Y ax”
ke

se justifie par le fait que la famille [ﬂﬂhh des cocfhicients de @ est de support fini, elle
représente donc bien une somme finie,

Pour y voir plus clair, commengons par étudier lopération * définie sur R [.71'] : par

AxB= z:.:*ﬂlm pour tout (A, Bl e FE[..'!:] tel que A = E uk}:k.
k= ke
On vérifie que lapplication (A, B) — A + B est hilinéaire, puis que (X — AJ+ P = P — AP
et [(X — MA] » P = (A% P — MA * P). Ces deux dernitres propriétés laissent entrevoir la

possibilité d’'une démonstration par récurrence.
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s AvecAd = E a X", B = Z X ethe RonahA+B= Z [ &y + h,,_-]h'k dong :
ke 4 k= o
DA+BIeP=Y (hag+b )P =Y aPM+ 3 P = has P4 B,
K ke I o
Om a ainsi vérihé la linéarité¢ de A—As P, Celle de P— A+ P provient de la linéarité des opérateurs
de dérivation : P s P*',
Par définition de l'opérateur +, pour A e B, ona:
(X=WMsP=P -AP e AsP=A\P.

Avec A = Z arX”™ on obtient XA = E a X donc (XA) + P = Z aP Y AP, etla

ko ki ko™
linéarité de A= A« P donne

[(X—aA] +P=(XA) s P-MA=P=(A+ P/ — MA+P)=(X - h)+ (A« P
« Montrons que la propriété est vraie lorsque Q est de degré 1: 9 = X — .

Mous nous limitons i des polyndmes P et Q unitaires, ce qui n'est évidemment pas restrictif en

raison de la bilinéarité de 'opération =,

En notanteg &g, - . -, ap les racines distinctes de Pet my . - -« . mp leurs ordres de mutiplicité
respectifs, ona:
g fl
= H [.‘h’—uk} h-.
k=1
N=my+mg+ ... +myest le degré de P et on peut supposer que Jes ay ont été indexés dans
l'ordre crodssant : oy <@g <+ - <ap.
On a alors :
p p P
(X —h)=P= il'-'J — AP = Z n.lr{x Y. IUE]}I”LI-I H {‘,‘: e “_k}.lru.- A H {..:'I: _ uk}ljrll-.
=1 o1 k=l
owf
P N P P
- g —
S| CRTR I DOLY | (LRTRE | (S
k=1 =1 k= k=1
ke
z ] 1
= H‘H {x — l:::kjll N
k=1
(o P F
olonaposs R= E my H (X = o) - AH{.‘E - i)
1 kel =1
ke
P i
my
= X - 1
[T x-on) {3 %
fe=1 I '
R est un polynome de degré p— 151 & = 0, de degré psi b 20,
P
Coonsidérons alors la fonction F ;. xee E — h déhnie sur :
X 0o
=1 :
] P
D=| =m0 |w Iu].ug[u . l._.l‘ln'_'.t|rJ 1 -0 '_-]uj-;_+1-u[ :U Iu!i.l:l“,|[
el

(Aved ag = —o0, apyq = 400 )

36 4 Sujets d'oraux



Chaque my est un entier =1 donc F'(x) < 0 et F est strictement décroissante sur chaque intervalle

]l'.'l![.ﬂl-"[ [.

ny . .
Pourtoutie [1,pll.ona Fix) -~ donc lim Fixl= —acet lim Fix) = +0c.
R LRI - =
I i

Il en résulte que Fix) s'annule une fois et une seule sur chacun des intervalles Jai.a [,
i€ [[1. p - 1], soit B; ce point d annulation.

La restriction F:I"-l-e e | réalise une Mjection décroissante de ]m . T [ sur Fl[]u[ S ] [] avec
F{]Ef,ﬂ.h,] E]I =Hlosgqul=i=p- 1.

Lorsque A = 0 ona ainsi mis en évidence I'existence de p— 1 racines distinctes: By . pa. - -+ By
pour le polynéme R de degré p - 1.
i
Donc R est scindé dans Het (X = A« P= RH (X = e )™ “est également.
k=1
Lorsque & 2 0, puisque xlir_nx Fix) = xl—-ler*:.- Fix) = —u, F posséde un p i point d"annulation

Bpe ] ~ o0y [si rA<OouPpe ]a,, .+n¢[5i h > 0 et, comme R est alors de degré p, il en résulte
que ce polyndme est scindé dans B done que (X — &)= P est aussi.
Dans tous les cas, les variations de F sont résumées par le tableau suivant :

E 4 — g g Xy .- I'.l.p._| i +00

A +o0 +20 400

SN N E NG RN

—0 — | —0 &

La propriété est ainsi démontrée pour les polynomes © de degré 1.
» Supposons maintenant qu'elle le soit pourdeg@=n—-1({ne M, n=2).
Tout polyndme scindé, unitaire, de degré n s'éerit @ = (X — Ay )@y avee @y scindé, unitaire, de
degré n — 1.
Le calcul préliminaire nous donne alors :

@+P=[(X-n)@]*+P=(Gi+P) — (G +P) = (X —h1) + [@1+P]
et puisque le polynome Py = @y * P est scindé dans B d’aprés Uhypothése de récurrence, le fait
que la propriété soit vraie lorsque deg @ = 1 montre que (X — Ay} + (@ « P) est scindé dans .
s On a ainsi prouvé que la propriété est héréditaire par rapport & n = deg @ e N", Dong,
puisqu'elle est vraie pour n = 1, elle I'est pour tout ne &*,

B
Soit p un entier premier. Montrer que Z [:: I::+t = 2P + 1 mod [pg] .
k=0

Avant de traiter cette question, faisons le paralléle avec une question trés classique consistant a
monETer que :

n k 2
n
Z ([:u ) = [:E'n'
k=0
On remarque que [::" est le coefficient de X™ dans le développement de (1 + X}E".
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Mais, comme on peut aussi écrire ;

m n
(14X = (14207 (14 20" =EEE:C:.I"”
k=l ¢=0)

Ll

' epn—k oo

on constate que le coefficient de X™ est E CnCn  don Pégalité
k=0

D v Y ('
k=0 k=11

Lidée est done d'exhiber un polyndme qui peut se développer de deux fagons différentes en
faisant apparaitre les deux membres de ["égalité annoncée comme coefficients d'un miéme X k

P
Formons I['.l +11+Ki_‘jp=ZE:ll+xlk.pui5:
homdl
E k
P = (1+ X140+ X0)7 =37 Coon+ 0Pk,
fe=i}

peke p p+k
Aveci 1 + X)PHFE o Z [:;H& X', il vient PIX) = z E Eﬁl:'lwh.‘ﬁ’.dc-nc :
et kel =i}

L - K
Px1=3 X 3 Cplpue

f=i k=mupili j— pi

Pour intervertir les sommations, on peut observer que p+ k = § donne k == | — p, donc
k = supll), f = plou on peat représenter graphiquement ensemble de sommation relatif a la
somme double,
i
zp ................. :._'_;_
A ,
ﬁ,r” Te={lkfle W /0=k=p0=j=p+k}
Py Tp , Tp={[R.J}Fq:'JEfn&J’E-EF,HUF{n,j—p:I&kEp}-
I
|
0 P ke

Le coefhicient de X¥ dans X} est dong :
P n
ke g k ok
ap = Z Cp Cperc = Z Co Lo
k=0 k=fl
I¥autre part, On a aussi:
PXi=i1+XWi2+x¥

_ (f cjjx*) 3, 2xr
k=(l

A=
don ap=32%(0)"
R}
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En comparant les deux résultats obtenus, il vient :
E ok nk G kY2
- P k
3 Cnlpe=1+2"+3 2 {[:F) _
kel k=1

: 1 dp =K+ 1)
Pourke [[1,p - I.]]..mla[::= PP = i *

pPp=1...ip=k+ 1= I:S[:i-

-IJ'H-I.'I'L' M

L k .
Ainsi p divise k! Er-? ; Or pest premier avec chacun des facteurs 1.2, . . . _kdoncpa k!l =1 et le

théoréme de Gauss montre gque p divise I:;
Cecl nous donne :
Vie IL.p - 18, , = 0mod p]

2
donc (I::) = () mod [p‘*], et finalement :

IF
ZE;E:&»A =1+ 2¥ mod [pz].
=il

Trouver les fractions rationnelles F e TiX) telles que :

. X
F{X%) - FiX) = ———. (E)
X5 -1

Devant un tel probleme, la premiére chose & remarguer est que (E) est une équation affine en F
dont I'équation linéaire associée est (L) F"[HIE] - F{X)=10,
Considérons I'équation linéaire (L) : F(X*} — FiX) = 0.
Si F#0 est solution de (L}, en posant n = deg F on obtient deg F{X") = 2n donc 2n = n puis
A -
n =0 Ilen résulte F = 7 dvec (A.Ble EI.‘{] AnB=1ctdeg A= des B
Remarquons que ACX) A BIX) = 1 donne A{X®) B{KE:J = 1. En effet, d'apres le théoréme de
Bézout, si ALX) A BIX) = 1,1l existe (U, V) e C[X]™ tels que ALX)OUX) + BOXVIX) = 1 d'ol on
déduit A(X%)U(X?) + B(X*)V(X*) = 1 puis A(X*) A B(X®) = 1 d'aprés ce méme théoréme
de Bézout. Alors identité F(X*) = F(X) s'écrit :

A[XT)  ALO
H[xﬂ] T BIX])

AX) A{x?)
r =

X} B{.-TEII

Il existe donc h & C° tel que A(X") = NA(X) et B(X®) = AB(X) et en considérant les degrés, il

vient :

CE Ui montre gue sont deux représentants irréductibles de la fraction F.

2degA=degA , ZdegB=degh
d’oi finalement deg A = deg B = 0 el F = a (constante).

La réciproque est évidente, 'ensemble dessolutions dei L) est'ensemble des fractions constantes.

I Pour conclure, if reste a trouver une solution particuliére de {E),
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Si 1 est pale de FUX), 1 et —1 sont pales de F(x¥), il est donc raisonnable de chercher une

. M
solution de la forme FIX} = Toi

On obtient alors :

; A A A—hiX+1) — kX
F{X*) - FiX)= - = = .
x) x--1 X-1 X -1 X1
. 1
Une solution est donc FIX) = y— -
En conclusion, lensemble des solutions de (E) est décrit par les fractions :
1 .
FiX)=a+y—gouas L.
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mhéh’les d’etude - Proklemes

1 Formules de Cardan

Ftant donné (@ b, ) & B, on considére le polynome PIX) = X° + ax® + hY + c e RIX], et
léquation (E) : Plx) = 0.

1} a) Trouver en fonction de e b et ¢ un réel & tel que le coefficient du terme de degré deux
du polynéme QLX) = PUX + A} soit nul.

b} On note alors @(X) = X* + pX + q. Exprimer p et g en fonction de a. b et c.

2) Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur p et q pour que le polyndme Q
posséde dans € une racine au moins double. Résoudre, dans ce cas, l'equation {P."] M =10,

3) On suppose que la condition trouvée au 2) n'est pas vérifiée et on veut résoudre ['gqua-
tion (E').

a) Montrer que tout complexe x peut se mettre sous la forme » = u + ¢ 0l u et v sont des
complexes vérifiant la condition 3ur+ p=10,

b) Montrer que si x est solution de (E'), u” et o sont les racines 2, et 2 d'une équation
du second degré que U'on formera.

c) En déduire les solutions de (E'} en distinguanr les cas 4p® + 274° > 0 et 4p® + 27¢% < 0.

d) Dans quel cas les racines sont-elles toutes réelles 7 Comparer avec I'tude des variations
de &

4) Application : résoudre dans C Ugquation » = 3x® = 3x=1=0,

M 3c]ution

2 3
: a il ab  Za
1) a} etb) On trouve facilement A= -7, p=b- 5. g=c— 57 + 5= donc:

53 . a” " ab  2g”
Q— + —E— +f—T+T‘£T—-

2) 3 admet une racine double si et seulement si Q et Q' ont une racine commune.

Avec @ = 3X*° + p, si ze Cvérifie z) = 0 et @'(z) = 0, on a nécessairement ;

z =—%J donc aussi z[:p-- ‘;;)+q=ﬂ'

Lt
. dg . .. . .
ce qui donne 2= - I En écrivant que ce complexe est racine de ', on obtient alors :

4p + 27g°% = 0.
Réciproquement, en supposant 4p” + 274° = 0, le caleul précédent montre que le complexe

L. P 3 donc anesi =% = _ P d'of
= ~5, est racine de @', On a donc aussi =* = —5 d'od
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- R . . __Sqf P -
Fapprg=z{z-+p)+q= EF(F 3)+|:]—[:L
Ainsi z est racine commune de @ et @ et la condition nécessaire et suffisante demandée est :

4p? + 27g% = 0.

. ) dq : .
La somme des racines de @ étant nulle et — ﬁt: étant racine double, la racine manquante est

3

H.I'i'l-l.'!‘i- . b

. - 4]
3) a) u et vsont les racines complexes de L% — xtJ - g = .

b) Avec x = u+ v et 3ur+ p = 0, on obtient :

Qx:-=1:3+3uu‘.u+ L:'i'+r.'ﬂ+plu+v'l+q= u“+r.:'1+q.

Donc s @Xx) =0, il vient :
3
ut = --qetusua = - ET'
ce qui montre que u? et o sont les racines de I'équation :
L £2+qz— ;; = (.

3

c) Réciproquement, si u® et v sont les racines de 'équation (C), on a :

3

ut + o = = &f i =

_F
-
dong si on impose de plus ve e R, il vient 3uw + p = 0 (car p est réel par hypothése) et, avec le
méme calcul que ci-dessus, on obtient @(u + vl = 0, c'est-3-dire que x = u + v est racine de Q.
3
Le discriminant de (€l est A = ¢° + 42:'?? » on erwisage done deux cas.

o 4p° +27g° >0
L'équation () admet alors deux racines réelles distinctes :

(2 3 K]

Pour tout réel x nous notons §/x I'unique réel y tel que =
Posonso = /7 et p = 7. Jes conditions u® = z; et o = 2, sont équivalentes ue {a, jo. ffa
etve {B B B } Les couples (w, v}, tels que x = u + v soit racine de @, étant donnés par la

condition uoe B, eta, B étant réels, on en déduit que les racines de @ sont a+ B, jo +° B, P,
Cest-d-dire :

NESLNE N N
T RIS TAS
2 ] 2 3
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e 4p° +27¢° <0
L'équation (C) admet alors deux racines imaginaires conjuguées distinctes :

q g p q ¢ P

Posons p = |2 | = |2z|. Puisque Im 2 > 0, il existe #e |0, «| tel que z; = pe'™ et 25 = pe™ W,

Aveco = ﬁf'petg et = ,3.-’5.-:-_15.1-:5 conditions u” = 2; et v’ = 2y sont équivalentes i :
ue {u.j&,j‘zu} et we {Bjﬂj‘zﬁ}

Les couples (w, ), tels que x = u + v soit racine de Q, étant donnés par la condition uv e R, et
a. B étant imaginaires conjugués, on en déduit que les racines de @ sont a + B, ja+°B, o+,
cest-d-dire

N N A
,}"EEE+¢"EEE=2{'.-"§WEE
1“‘+2“] —|(“+2") 6 2
pE(E Ll + Jpe o zﬂafﬁma(g-l-?ﬂ)

() L o (%) e e

d) D'aprés le ¢) les racines de (E') sont toutes réelles si et seulement si 4p® + 27¢% < 0.
On retrouve ce résultat avec les variations de la fonction réelle Q. En effet, avec @' (x) = 3x% +p,

on obtient :

a sl p= 0, § est strictement croissante sur B et s'annule donc une tois et une seule (avec la
condition 4p5 - 2‘?q2 # 0, c'est une racine simple) ;

w si p<0, les variations de § se résument par le tablean suivant

M S
o | N
-0 m
avecM:Q(—hl'—g ' ﬂm:Q( —%

s On en déduit que @ a trois racines réelles distinctes si et seulement si p< 0 et mM < 0.

Avee QU)K -x) = (g - x{xﬂ +p)) I:q-l-xl:.rﬂi-p}] = - xE{xE-rp}lE, on obtient
=+ §(p-5) =

et il en résulte que la condition précédente équivaut 3 4p” + 274° < 0.
On a ainsi retrouvé le résultat déduit du c).

4) Avec les notations des questions précédentes on obtient :
=1 et X)=PiX+1) =X -6X-6 donc p=g=-6etdp’ +27¢° =3 36.
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L'équation (C) 5'écrit 2° — 6z + 8 = 0, ses racines sont 2 et 4, Done, d'aprés le 3)c), Jes solutions
de (E') sont :

1 2 .
3, j23 4723, Faday2d,

20 42

S0t aussi ¢

=

2 _1 _Z f 2 ~1 _1 _2 L -1
2% .08 _9° % _2 -'1+:'-..-",’1‘-(2 3 — 2 a). =2 3 =2 3_ful'ﬁ(2 39 E)
et celles de (E) sont ;

1 2
1427 227

[=H 1 =)

N _d _1 _1 _2 _ _1
1-2 3.2 u+wﬁ(2 T -2 a). 1-2" 5.2 Lnﬁ(ﬂ 3 -2 3)

2 Une équation polynomiale

On considére le polyndme P e CIX] tel que :
PiX)=X'+ax* —ax—1
ol a est un complexe donné et @ son conjugué,

1) a) On pose a = a + i3, (i = —1). Discuter, suivant la position dans le plan complexe du
paint A d'affixe a, le nombre de racines réelles du polynome P et donner leurs valeurs,

. . 1 .
b) Montrer gque si ze T est racine de P alors = Uest aussi.

c) En déduire les valeurs de a pour lesquelles P admet une racine au moins double.
d) Montrer gue P admet toujours au moins une racine de module 1.

e) Montrer que, 51 a =0, le module de toute racine est strictement inférieur a 1 + |al.

2) Dans cette guestion, on pose a = “%ﬁ .

a) Calculer a®, o o', @ @° @' @, (@ signifie le carré de @) et les exprimer sous la
forme p+ ga. (p gle F°.

b) Diviser I—'{,"r.'z} par P[X] (division euclidienne].

En déduire que si A complexe est racine de P, p = A et v= A% le sont aussi.

En déduire enfin les valeurs de &, p, ».

c) Montrer que la suite des restes des divisions euclidiennes, par FLX), des polyndmes X<,
ne &, est périodique.

3) Chercher tous les polynomes O du troisieme degré, 3 coefficients réels ou complexes tels
que @ X} soit divisible par @(X).

‘A Sclution

1] .i'_l | Drans op genee de situation, il est bon de commegncer par rechercher des conditions nécessaines.,
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I}] Si z est racine réelle de P, on a 2 + az® — G2 - 1 =0et 2 + @z — az - 1 = () donc, en
retranchant membre & membre, ia — @)z + ) = 0. On envisage donc deuxcas: ac Retae H.

= Pour a € B, on obtient P(X) = (X - lfl{.‘-'l.'E +{l+alX + 1}.

Le discriminant du trindme X% + (1 + a)X + lest A = (1 + a)® - 4 = (a+ 3Xa — 1) donc,

=8 =3 < a< 1, P a une seule racine réelle égale a 1;

—sia<—3ouasz> 1, Patrois racines réelles ;

—sia=-3oua =1, Pa deux racines réelles dont une double.

» Pourae B, sizest racine réellede P,onaz" + z=0doncz=0o0uz=-1.

Il est clair que 0 n'est jamais racine de P et —1 est racine si et seulement si a + @ = 2 c'est-a-
dire a = 1.

¢) On note FIX) = X¥ + AX? - aX - 1.

Pourtout ze 'E',l:rnaF'(%) =—¥1‘§F{E] = Pzl

est également

il =

0 n’étant pas racine de P, il en résulte que z € T est racine si et sculement si
racine.

1 .
d) On remarque que z = = équivaut a [z = L

D'apris la question précédente, la connaissance d'une racine 2 donne celle d'une autre racine
sauf dans le cas on [2] = 1. Il faut cependant prendre garde au fait que 'on ne sait rien de ce qui

concerne les ordres respectifs de ces deux racines.
Supposons que z, de module différent de 1. soit racine double de P. Posons p = |z| etz = p ¥,

1 1 : 1 : . .
Alors == FEEB est également racine avec z = = ¢t ent écrivant que le produit des racines de P

est égal & 1, il vient p €™ = 1 done p = 1, ce qui est contradictoire.
En conséquence, si z est racine double de P, on a nécessairement |z| = 1 donc z = ¢™ et, toujours

avec le produit des racines, on voit qu'une seconde racine est e~ 2, En considérant la somme
des racines, il vient alors a = ~2e™ — ¢~ 21¥,

Réciproquement, 5'il existe B & B tel que a = =2e"™ — " on vérifie facilement que :
2
P=(Xx—e""(x-e ),

Finalement, P admet une racine au moins double si et seulement si il existe 6 & K tel que:

am =2 _ =2

. 1 1 ¥ L]
e) Siz e T de module #1 est racine de P, alors 23 = 7, ot également racine et P s'écrit

P= {x—zl}{x—%){x—a&].

D’aprés le ), 2) et 23 sont racines simples donc z; € {21. 24 }
. 1 1 .
Puisque |z3| # 1 donne #Zg et que Zy € {E|..E'_g} donne % € {21,3-3}. on a nécessairement
. . . - 1
|23| = 1 sinon le polyndéme P de degré 3 aurait quatre racines distinctes : ;. 23, z3 et T

f) | Cest le moment de penser i utiliser la somme des racines de P
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o ) , 1
Un suppose a=0, 5 P admiet une racine p & de module p# 1, alors les racines sont p e F_-' &

et e 5 (Voir le ¢).)

En écrivant que la somme des racines de P est égale i —a, il vient donc :

I . . 1 1
;u_-“'+l—:¢.-"'= ~e” ™™ _ o puis p+F—_=~.‘l+|n| et enfin p-:'p+|:—“-'~:1+|ﬂ|.
. 1+1y/7
2) Dans cette question, a = —5 -
. -3+ T
I} a® = - v =80-2
2
. —B5—WT
HIS=T =—H—2
al=a® -~ 4a+4 = —3a+2
_ 1- 07T ]
a=—r7 = a
a =-—2 =—-1-a
B=-d-2 =a-3
=1

~Ja+2 =3a =1

b) DYaprés a), on obtient :
PRI =X +aX?sla-1X -1, P(X*) =X +axt +la-1x* -1
et la division donne :
P(X?) = POOX® —aX® +(a - 1IX + 1),
On en déduit que POV = 0 implique PUA ) =0et P21 ] =0,
O, pourtout he C,onaz
n=ad = ae {0 1A =Y = ae {01, -1} eta=nt = ae {0,150
Done, en remarquant que pour fa valeur proposée de a aucun des cing nombres 0,1, = 1.4,
nest racine de P, i & est une racine 4.|u|_'|-;:m'u|ut' de P alors &, 12, A en sont les trois racines
distinctes.
En écrivant que le produit des racines est égal 2 1, il vient maintenant w7 =1 donc:
2k
A& {.-a 7 fl‘::kt':'ﬁ}-
On remarque que, pour ke {1.2,4}). le triplet {ib.. A, 1.4} €51 toujours

i = BT
-_ . -_—
{I—' P e v e }

et que, pour k = 3, k =5, k = 8, on obtient toujours le triplet :

Bim  l2im  LiMm
B ] o -
{F L }
1l ne nous reste ainsi que deux possibilités,
[ans le premier cas,ona:

Ziw dimr Hixm o

Ime 7 +e 7 +e 7 ]]=s:in—#+sind—ﬂ—sin—r-u
7 i i

L

(par croissance de sin sur [0, E] b Or la somme des racines est égale & —a de partie imaginaire

négative. Donc le triplet de solutions est le second ¢'est-a-dire
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hi= 12iz 10iw ) Gl Siw diw
[f‘T, [ : y B T 01t encore {'E'T. —l.:'T. —ET }1

c) Deux polyndmes de degré =2 sont égaux si et seulement si ils prennent les mémes valeurs pour
trois complexes distincts.

iz
Notons Ry, le reste de la division de X2 par P, et fixons h = —¢ 7 .

On remarque alors que la suite ( A J e ry 5t périndique de période 3.,
Lidentité de la division euclidienne de X" par P s'écrit :

X% = PIXIGLIX) + Re(X) avec deg Ry, = 2.
Donc, sachant que ., A%, A% sont racines distinctes de P, on en déduit que Ry est I'unique
polyndme de degré =2 tel que:

Riid) =A%, Riia? =" Renh = a2,
Puisque ¥k e M, A2 =A% il en résulte alors Ry,5 = Ry ce qui traduit que la suite (R}, 5t
également périodique de période 3.
Pour achever la question, il suffit donc de calculer Ry, Ry et Rg.
Il est immédiat que Ry = X et Ry = X2, Pour Ry, on effectue la division

Xt=(X-aPXi+(@+a®)X*+(1-|af® )X -a dod Rp=-X*-X-a.

3) Nous nous restreignons & la recherche de polyndmes unitaires ¢'est-a-dire de coefficient
dominant égal a 1.
Pour tout polynéme @ € C[X], notons Z(Q) 'ensemble des zéros de @ et envisageons deux cas
selon que Z(Q) est ou n'est pas inclus dans {0.1, - 1.5/ }
s SIZQa {IEI. 1. —1,_!._!2}. il existe A racine de @ telle que A € {{}. 1. —1._!._!2} et, dans cette
situation, A, A%, A sont trois racines distinctes de @ dong, puisque deg @ =3, ona:

Z(Q) = {h 25} et QX = (X — )X - AF) (X - %),
Réciproquement, étant donné e {0.1, -1, }, le polynéme @UX) = (X —0){X —a%) (x —a?)
divise @(X*) si et seulement si les racines de @(X) sont racines de @(X*) donc si et seulement
si @A) =0 est-a-dire a® — A =00ur® —3* =0o0ur® -2t =0

Pikew
~ Compte tenu de & {0, 1}, A® — A = 0 donne A e {-E'T Jl=k= E} et le calcul du 2)b)

montre que les solutions correspondantes sont :

147

xa+ax2—ﬁx—lﬂmn:unjuguéx'1+ﬁxz-a?f— T.au‘-e::::::—-—-ﬁ-—.

~ Compte tenu de b e {0.1, —1.,].}2}.]".&—Jv.2 = Odonne h = —jouh = — d'ot les solutions ;

x3 - 2x? - PX + jetson conjugué XY - xR
— Compte tenu de » & {0, 1.—1} A% — % = 0 donne A = i ou & = —i d'oi les solutions :

s —fxi—x+[ﬂmncﬂnjuguéx3+lx2—x—:‘.

» 5i2(@0={0.1.-1 .j,_.ri}, remarquons d'abord que si —1 est racine de @ alors 1 = (1) est
également et @ est divisible par X% — 1 = (X — 10X + 1). De méme, si j (resp. /) est racine de @
alors j (resp. j = f*) I'est également et  est divisible par X* + X + 1 = (X -i(x _J,'z}
— Premier cas ; j ou j° est racine de @ alors —1 ne 'est pas, sinon on aurait deg @ = 4, et les
possibilités sont :

X(X = DX — ). (X - 10X - (X - P), % -2 (X - 7). % - p(x - 7)°
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Avec ces expressions, il est facile de vérifier que @(X) divise @(X*) dans les deux premiers cas
seulement. [Yotu les deux solutions :

XPaxTax e XV -1,

- Deuxiéme cas : -1 est racine de 3, alors ni j ni j° ne le sont et les possibilités sont

X(X%=1), = 1(x* - 1).
Les deux conviennent, d'ou les solutions :

XX et XX - x40
~ Troisi¢me cas : aucun des trois nombres —1, . /° n'est racine de Q. Les possibilités sont alors :

X, XHX - 1), XX - 1F°, (X - 17,
Les quatre conviennent, d’'oi les solutions :
ot oxt o xteanTex et X o3xTe3x - L

o En conclusion, nous avons trouvé 14 polyndmes unitaires @ de degré 3 tels que Q(X) divise
G{HE]. En voici la liste ;
L+iVT g 1-0T,

_ e
QiX) =X+~ ’ 1
o (¥%) = guix)(x° - : +:;ﬁx'-* . ';ﬁx #1};
Go(X) =X 4 ]_',;."Ex* ; 1_:,&1’7;{ ~1,

@ (x?) = ggtxr{x“ - l—_i,'ixf - lii"—ﬁxq- 1) -.

£$§}{E+ 1+h-"'_§x i 1+I-.-"§-1

|
ChiX)= X" + 3 + 3

(K“— l+2[~uf"§x! —1+iuﬁx+1]:

@ (X%) = Gy(X) 5

—1+w“'3x3_ —1+ru“'3x_1+m§

QulX) =X — — 3 5

@[ X*) = Qﬂxa(ﬂ + %mxi - I—J'éﬂx + 1] :
GeiX) =X — (X% — X 41, @ (X5) = @ X + X — X 1) ;
GlX)= X"+ X" - X — i, @ (X7) = Gl X7 — X+ X 1)
EhiX) = X* e X7 e X, Gr(Xx%) = @ x0{X? - x* + X)
uiX) =X 1, O [X%) = @XM X" +1) 5
OuiX) = X* — X, Go(X%) = QuiX)(Xx* + X) 5
Gl X=X — X% —x+1, Gho(X%) = ralX) (X + X2+ X +1);
G (X1 = X2, Q1 (X%) = @ixix®
GhalX) = X* — X, Gz (X*) = GyaX (X" + X%)
halX)= X% — 2x° 4 X, Qha(X%) = Qual X)X +2X° + X) 5
ChalX) = X% — 3x% 5 3% — 1, Ge(X?) = (X3 +3x% + 3x +1).
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@ Endomorphismes de SL,(Z)

1) Soit G un groupe possédant un systéme fini de générateurs, f un morphisme surjectif de G
dans G, H un groupe fini et g un morphisme de ; dans H. On veut montrer que Ker f cKer g.

a) Montrer que l'ensemble des morphismes de ¢ dans # est fini.

b) Soit a e Ker f. Montrer Uexistence de {bn)
Yne W, fM{bn) = a.

suite de G telle que :

) On pose gn = go . Montrer que pour m = r, gm{bn) = Iy ol Iy est le neutre de H.
d) Montrer que si a e Kerg alors g # gn pour m = n. Conclure,
2) Application
a) Montrer que SLoiZ) est engendré par :
{ ( 1 1 ] l:'.l ﬂ)}
LD RS I VA A

b) Montrer que, pour tout ' SLgiZ) % {&}, on peut trouver un groupe fini H et un
morphisme g de SLo(F} dans H tels que giI") n'est pas Uélément neutre de H.

) Montrer que tout endomorphisme surjectif de SLq(7) est bijectif.

#l Solution

1) a) Soitay . . . . . ap les générateurs de G -
G=griay.ay, - .ap)= {“gf’"i‘ eay fqe N e ILpl ke F}'

Un morphisme g de G dans H est entierement défini par la famille {g{a1 ). g{az). - - - .09lap})
qui est dément de HP. 11y a donc au plus (Card HW possibilités pour g.
b) r étant surjectif, il en est de méme pour chague f ce qui assure 'existence de by € G tel
que " bn) = a.

Om remargue que le fait que a soit dans Ker [, Cest-b-dire fial = g n'intervient pas dans

cette justification.

€) Pourm=n,ona:
gml:‘h"} = gﬂjlrl{hu':l - ﬂ‘:'_.l"m_” C_r”['.lu] =g ':'_f.m_”':ﬂl‘
Or a & Ker [ donne flal = Hg et, puisque f est un endomorphisme de G, il vient f{lg) = lg
donc, pour tout ke M, [( 05} = Ig (le cas ol k = 0 provient de J° = Idg) et avee m —n = 1,
on obtient :
f"'_”‘ﬂ*=fm_”_]“L;] =lg.

Enfin, g étant un morphisme du groupe G dans le groupe H, on a:

glllg) = 0y donc  gm(bn) =g(/™ "a) =g(lg) = ;.
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d) En supposant a & Kerg, on a gnlbs) = g(/" (b)) = glat= I . Dong, de gm(bn) = I
(pour m > n}, on déduit gm 2 gn .

Ceci nous donne que les gn , n e B, sont deux a deux distincts, ce qui est en contradiction avec
le a). On en déduit a € Ker g et on a ainsi montré que Ker [ = Ker g.

2) a) Motons G le sous-groupe de SLa( ) engendré par ¢

(4 1) @ w1 9)

& contient toutes les puissances entiéres de A et B ¢'est-d-dire toutes les matrices :

((11' ':),IEE’ et (; ?),HE?

donc aussi les matrices :

(o DG =0 ) =« ()G D=0 1)

_ 0 1 0 1 1 1 1 -1 , .
mparllculur(l 1).(_1 1)( . D}u(l ﬂ)appﬂmcnntnta{}.

1 Oy 70 =1 0 =1y . .
En conséquence, G contient aussi [:1 1) (1 ) ) = [l 0 ) ilnsl que son Inverse

01 . oy o =1
{_1 ﬂ)etmulf-slexmatﬂces.( ) (x 1)[:1 1]]'

S01t maintenant Af = (ﬂ z) € Blgifl:onaad - be=1doncasnb=1.
i

Supposons |b| > 1, lalgorithme d'Enclide nous donne une famille (ry . - - . . rp} d'entiers non
nuls tels que :

a=hbq —rn , 0=—n<|b

b=rge—re . 0= —-m<—r

Tie = Mheal @hke? = Tiaz ~ 0= <rya < =y

M-z =Mp_1gp+1 . —rp=1
et matriciellement on obtient ;
(" )( ) ( ) avec oy = o, dy = orp + ddy
o ey

(o &) w5 &)

( i rp:-rl)(':' -1 )=(Fh1 an'.:.')

Chel sy 1 Gz Cksz sz
(5 206 D=5 3)
Cp-1  dpog 1 qgp tp  dp

(rpl 1}('3 -1)_(1 ﬂ)
I':.r_l dlp Irﬂ,| dr-H_‘I

Cpael
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. a b 0 -1y . - .
Les matrices [: . d) et ( 1 x J étant toutes dans SLalF), 1l en est de méme pour

: } :’ I ) o { | ) : g T }

E0EDEDC DO L)L

dp...[

appartient & G et done -

(& a)=(o (" ) (5 o)

appartient i G.

' (£M1 :U (Tll :I:]

Pourb=l,onac=ad — 1 donc M = (m‘!ﬂ- 1 :! ) alors ;

0 =1 _{1 --a]
'““{1 n)' 4 1-ad)©

donc :
1 -l 0 ]}
M-(d 1_m1)(-1 o) € C
P{]urh:—l.nn;ﬂr:]—arldl:l:m_'.'ﬂ':[: “ _l)ulut':-.:
1=wad o
(1 1 a
M={ )=[: ) G,
450 —d, 1—adl©
donc :

| i1 0 =1 .
M=(—d l—mj){'i n}EE"

Enfin,pourb=0,onaad=1,donca=d=+1.

Sia=d=1,onsait que M = (] ?) appartient & G,
.

sia=a=-tonam= (7 M= (T ) (7 )5 L) done:
m(T G =5 26 =05 8

puis M = (—ﬂl Ei) [:Ei ;‘} {—ﬂl :}] ce qui montre que M appartient a G,

Finalement, on a démontré que SLa(F) = G et donc SLglT) = & soit encore que SLg(f) est
engendré par :
( 1 1 } { | 1]}
o 1 I 1
SLa( #) est donc, comme dans le 1], un groupe admetrant un systéme fini de générateurs.

b) Etant donné p, entier naturel premier, K = & ypz estun corps et nous considérons le groupe

H = GLgi K} qui est fini puisque Mgl K) est fini de cardinal p*,
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Pour tout x & £, notons X la classe de x modulo p. 1] est clair que Napplication :
g : SL4(Z) - H, ("' ”]—- (‘f ”)
g FAN
est un morphisme de groupes de SLy(F ) sur H.

Pour " = {ﬂ : :}| donnée dans SLgi F) avec I' 2 I, fixons p tel que :
€
p=max |2, |a|. K. (e ldl }.
Om vérifie alors que gil = Ty = [é ?)

En effet ;

e s1he0ouc=0, pumsque bl <pet|e]l <p.ona belouc20donc gle Iy ;

» 5ib=c=0alors, puisque (2L, onaa=d=-1donca=d=p— letp>2donnep - 1£1,
donc glf= By .

€} Soit £ un endomorphisme surjectif de SLa( ).

Pour I' e SLg(&) . { I |, il existe, d"apres la question précédente, H groupe fini et g morphisme
de SLglZ ) dans H tels que gil') = I donc I' ¢ Rerg.

Or, d'aprés le 1), on a Kerf = Kerg. En conséquence, I' 2 Ker [ et on a ainsi prouvé que
Ker j = {1z}, c’est-d-dire que f est injectif,

Finalement, f est bijectif et il s'agit d'un automorphisme du groupe SLa(Z).

f———e e e e T— - —_——— e —
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Sujets d’otauXx

@ Déterminants

Soit (a. b, e, d) e K* ; calculer le déterminant :
1 a a° a'
A |l b P
1 ¢ & ¢t
1 d d* ot

Il v aici plusieurs démarches possibles,
a Par exemple, faire intervenir le déterminant de Vandermonde attaché aux quatre scalaires a,
b, ¢, d (cf. Précis d'Algebre et Géomiétrie, MPSI, Bréal, chapitre 14, exercice 14).

n O bien en utilisant les propriétés des opérations élémentaires sur les déterminants : c'est cette
démarche qui est développée ici.

On ne modifie pas la valeur d'un déterminant en ajoutant 4 une colonne une combinaison
linéaire des autres :

‘U'{ul .oy .Et;;}l £ KE, Cy = 03 C1 4+ maCs + g Cy
2 4 2

1 a_ a® a +aza”+aza+o
A=|10 b b*+f:3h?+ugb+u|
(1t 2 ragt rage+ oy
1 d d° d*+oagd®+agd+m
1 a a Pia)
|1 b B Pb
11 e & Pl
1 d d° Pld

oi1 P est la fonction polyndme associée au polynéme P :

PX) =X+ agX? + agX + ;.
Ainsi, pour tout polyndme P unitaire que degré 4, dont le coefficient de X® est nul, on obtient
le résultat précédent.

Il s"agit a présent de choisir P,
Pour une recherche de polyndme sintéressant® | il peut étre fructueux d'étudier les relations

simples entre coefficients et racines d'un polyndme. En effet, le coefficient du terme de degré 3
eit il 51 o1 seulement si la somme des racines est nulle.

Le polynome P(X + a + b+ el X — alX — bMX — ¢) est unitaire de degré 4, le coefficient de X?
est nul donc :

1 a a® 0 | a a

a=|l B ¥ 0 5ol b o2
1 ¢ & 0 L. 2
1 d d° Pid

=sla+b+ec+diid — aid — bid — clie —alb— al.
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ay + by iy el o]

@ ag + by (e tlg

. 23 .
Calculer Dy = . . .

: : ay+ by :
. |
. . i |
a r _|"‘]

g e an fin + by |

C—
[ colonne

[ul.---,:.r..-.]Ir:H“, {b|.r‘_t2.---.h;r}r_-1‘{".

Dy = det [1.-"+ ey  Vaebaeg, .. V4 h}q‘. P J;,l{*“}
iy
tig .
V= . |etleg.es. ... o) labase canonigue de AL, (K.
iin
En appliquant les propriétes de linéarité du déterminant et d'alternance, on obtient :
Dn=det(V+be Vabieg oo Ve, oo V4 buey)
= det [b]t‘]_ yBais o, ttl:c_'r'- R !’.i';-:E.‘n]
n
* Zdet [hl‘-'l ey Lo b_ge_q Ve — ;;,.ﬂﬁt}
=1
[l

orV = E ctjeq s en utilisant & nouveat les propriétés de linéarité et dalternance du déterminant,
{=1

on obtient :

d'I:‘T. |:h'|_l'.’| .bgl’."'_l[. L -J’.l'.-zl'.‘||::| = Ed&t |:.!'.I'||:‘:| e s 'f'?.l H'..f | - CHIEY , = = = J’-‘n!—.‘n]l
rl" Fll-J-\.l.f' 'I'] _fl'l i'l"'l""i

ordet (ey.en. ..., & ,....en) =8 (notation de Kronecker), donc :
LR :

_r'r'r'llnc
i i
zd‘?tthﬂ'\ bgey, ... by_18 1 e, - .. bpen) = zihbz s by geybyy . by
=1 J=1
il Fl
et Dy =].-.[“-"'+Z Byl - oo by gyl - - bn.
J=1 j=1
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Pour ne M* '\ {1} et Pe C X|, on considére le déterminant :

25 NI Plik) Pin)
P2
ty = | |
Pi€) ... Pil+k—1) ... Pit+n—1)|« (" ligne
2 1 P2n— 1}
S
k* colonne

Montrer que si d° P=n—2 alors dy, = 0, P étant la fonction polyndme associée au polyndme P.

1) Il peut étre intéressant, dans un premier temps, de mettre en évidence des familles libres de
[ [.k’] faisant intervenir les polyndmes PI::..-"'.' + k:l Jea P

Soit Pe C|X].

S1P=0,alors dn =0,

Soit Peletd=d P, 0=d=n-2

Les polyndmes B F, P2 ..., P forment, d'aprés le théoréme des degrés échelonnés, une
famille libre de C[X], et, d"aprés le théoreme et la formule de Taylor, on a:

r=d | r

K !
Vice M, P(X+Kk) =Y FF”’“l.}le_
1l

de Ty [H], les coordonnées de PO{X + k) sont

L i'ir
T)
( r we 10,0

Dans la base B = (P"(X)) 10 0

| IR L
1 9@ I + 1)
1-|_| 1'I 1.|

el dety [F[x"' k}}&;el]l.dﬂﬂ - 1 '
! |
1 Ed Lol & lild
& @ B

l [l s"agit d'un déterminant d'ordre (e + 1.

Vie [1.d+ 10, P{X+ k) e Cgq[X].
1 ... 1
1 2 d+1

o= 1 i )
or detg (P{X + K} e pctery) = (H E) 1 2% ld+1)
k=1 :

1 29 (g1

k= 1
=(HE) VILZ .. ..d+])

fo=1 T

d#terminant de Vandermonde =0
#U
La famille de polynomes de Cq[X], (P{X + k) ) ke l1dsqy €51 donc une base de Cy [x].
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Une autre démarche est adoptée dans le Précis d'Algelre et Géomndtrie, MP, Bréal, chapitre 3,
eXercice 9,

2) Par hypothése :0=d=n—-2 = l=d+1=n-1.
Utilisons la base (P(X +k}}, o o .. de Ty [X], soit le polyndme P(X + n) € Cq[X] :
el
(Mg Ag, o Agay) € CH I P(X 4 n) = Z McP(X + k)
k=1
et dong, pour tout x complexe et, plus particulierement, pour tout entier naturel x compris

entred et —=1:
if+1

Plx+n)= E_}l.,,‘.i:"ix+kl
k=1

on obtient :
el

Cn = E LA
k=l

La derniére colonne de dy est combinaison lindaire des d + 1 premiéres colonnes de dy
(l=d+l=n-=1)}
Et par suite, dyy = 0 pour tout Pe H’] domt le degré est intérieur ou égal d n - 2.
Remarque, B Cest ici particuligrement qu'intervient
l=d+1=n-1

En effet, ©n est combinaison linéaire J'auires colonnes de dy .
1

:i.- “’:‘ e

': frl:iit-[u.. b= F.!":". e BT, et
i

| X x—h Xx—h

Yxe B, Dhixl= - I I : .

Calculer Dol x).

En retranchant & la k"™ ¢olonne ik & [2,n]) la 1™ colonne, on obtient :
x —k . ~h
X =i il 1 — h it — b
|
ﬂ -
D|||.|'E] = . . - .
; . ‘s =i
: 0 '
x—a 0 0 a

En développant D,ix) selon la 1™ colonne, on montre que Dy(x) est un polynéme en x de
degré inférieur ou égal 3 1. Or :
Lo} 0 a a—b

=8 et Dyial= ' =a

k=0 1]

Db} =
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Connaissant la valear d'un polynbme de degré inférieur ou égal &4 pe M en p + 1 points deux
a deux distincts, une base adaptée a cette situation est formée des pohyndmes dinterpolation de
Lagrange associés i ces p + 1 points,

» 1Tcasiaxh
En utilisant les polyndmes d'interpolation de Lagrange associésa(a.bl, a+=b,ona:

X —a
LJFI':.I} . Dn[b]gﬂ:a = Unl'i,[_]a—__h

brl _ ﬂrl m.lt _ ﬂbl'l
Yxe ., Dnix)= - X+ ;

- b=

s Xcas:a=bhb
E x="h

Lapplication fx : b— ' est continue sur B comme fonction polvndme
¥—a .

en b, donc :

lim fii{b} = filal = Dalxh
b—a

b" —=a"  ba" - ab"
OrvYbea, fvibl= ( X+ . dong :

b= b=
B" - a® ba" — ab"
Dpixt= lim X#
b1 h—a h—
or:
Tl
[Ty u:lzﬂp—lhﬂ_ﬂ et ha®™ — gh® ={.ml[ﬂrl—] _ hrt—l]
p=1
brl . ﬂrl m]’l _ ahﬂ. . . .
donc lim ———— = na""! et lim ————— = —a“(n - a™ ¥ = —(n — 1)a", par suite ;
b1 — i1 bl a—h
Dylx) = na™ 1x —(n — Da™

Une autre méthode pour le calcul de Dnix), lorsque a = b, peut étre étudiée en introdmsant,
pour tout ke [1, nll, cpfx) le k™ vectenr colonne de Dyix).

Wice [, nll, x> egfx) est dérivable, donc Dy @ x> det (gylx) eplx). - .. glx), . . . enlx))
est dérivable,
Revoir, peut-étre, la @formule de Leibnizs, la dérivée d'une application de la forme BUf gloa B
est une application bilindaire et sa généralisation.
Etona:
¥ ixh = det |::|'.'1|.J‘.'|,L'2‘|.'L']. C e ,r.'r.f.r]] + det {Elix},rﬁ[x]-f:]ix!, c s .Cr.[.r]] + s
+det (cylx), chix), - -« ep_qix), chlx))
| X 1
| R | X =il
ordet {eylx), -« - cplxd e (X - - - enlx)) = 1

lx=n

1 X
S
e R G lonine
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Wie [1.nfl, ik, C + O — (x —a)Cy

il 1
1]
|
et |:-r'1lr], c e ,r&lr],rk‘_.'!xl-, ca s ,c‘,iixr} = ] =gl
] i1
1 £
L
kMM colonne

donc D(x) = na™" !, et il existe Ce R tel que ylix) = na® L+ e, de plus Dulal = a" done
C=={n=1a"et:

Wxe R, Dnixl=na™ 'x —(n— 1a™
Soit (p.gle (W™ ] avec p#q. 501t Ac MpgK), Be MgplK).
Calculer le produit ( detiAB)) | detiBAY).

Om peut d'abord remarquer que A est une matrice carrée d'ordre p et BA une matrice carrée
d'ordre g, mais ni A, ni B n'est une matrice carrée et la relation dettMN} = (det Miidet N)
mest vraie que & e senlement si M et N sont des matrices carrées (de méme ordre bien s0r).
Supposons, par exemple, p < q.
ABe My K), rglAB) = infip.g)=p
BA & g K), TglBA) = infip gl <qg

done I'one au moins de ces deux matrices, dans ce cas BA, a un rang strictement inférieur 4 son
ordre et done son déterminant est nul. Ainsi

[ det(AB}) { det(BA)) = 0,

Diagonalisation

| On considére la matrice :
| 1 -1
1

i1 1-n
D 1l-a £l

(e 00,

= 3 e O
=

1) Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable 7

2) Quand A est diagonalisable, trouver Pe GLy(C) telle que D= P L AP ol D est une matrice
diagonale,
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Yael:

=h 1 1 -1 11T 1 0 1]
1 =x =1 1 1 = =1 1
Xalhl = =(1—=X&)
8 0 0 a=h l-a 0 0 a-x l-a
) 0 l-a a-=x 0 0 l-a a-=Xx
en ajoutant a la ligne 1 la ligne 2 ; puis en ajoutant i la ligne 3 la ligne 4, on obtient :
1 1 i i}
. I -x -1 1
Xalhd =101 — n)*
A 0o 0 1 1

0 0 1-a a—h
en ajoutant i la colonne 1 l'opposé de la colonne 2

0 1 0 0
s[1+h =h =1 1

Xalhdi= (1 = a2

A 0 0 1 1

0 0 1-a a-=ki
puis en développant selon la 1™ colonne

1 0 0
XaM = (1=afil+a 0 1 1

0 1—-a a-=»
= (1 = AL+ M Za =1 =M

Dieux cas sont i distinguer selon les valeurs de a.

1) 2a—-1€ {1,-1} += ae {1.0}.

o (i) sia=0alors Xa0h) = (1 — K01 + & ; deux valeurs propres doubles: 1 et —1.

-1 1 1 Gy ol

1 -1 -1 1

] o -1 1

o 01 -1

Alors rg (A — 13) = 2 ; d'aprés le théoreme du rang appliqué a I'endomorphisme de C*
canoniquement associé i la matrice (A — ), on a dim Ker (A - I;) = 2.

Etudions A — Iy =

Etudions 4 présent A + I, .

11 1 -1y
11 -1 1
Ay = 00 1 1 .
oo 1 1/
1 1 —1 100y 1 0 0
1 -1 1 1 0 2 1 0 2
A+l = = = = 3
rglAsb)=rg| , Blo 1 1|7 ™|o 1 o
o 1 1 0 1 1/ D10

done dim Ker (A + Iy) = 1 (en appliquant a nouveau le théoréme du rang, cette fois-ci, 3
l'endomorphisme de Ct canoniquement associé d la matrice A+ L) etona:

1
=1

0

0

Ker(A+ L) =R

la matrice A n'est pas diagonalisable.
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Il est indispensable de connailre les propri¢tés caractéristiques d un endomorphisme diagonali-
sahle.
O a abtenu il pour la valeur propre <1 :

dim her (A + I} =2

Pordre de multiplicivé de —1 dans le polynome caracténstque est 2, donc A nest pas diagona-
lisable.

o (ii)sia=1lalors Xqn)=(h— 1% +1)
—1 est une valeur propre simple done dim Ker A+ 14 :| =1,

Far suite, A est diagonalisable s et seulement si dim Ker (A — ;) = 3, 0r:

-1 1 1 -1
1 -1 -1 1 _ B
A-1Iy= ﬂ L'I o 0 avecrg |A—Ii) =1
0 D
1 1
I"I:-r[ﬁl i) = Vect {]. E
i -1
et A est diagonalizable. 51 0n pose
1 1 1 1
-1 1 @ 0
P=l o 01 o
0 0 1
on obtient :
=1 & @ i
oyl o0 g 1
=PTAP.
i A 10
0 0 1

2) Zae {1, -1} = ae {0.1}.
2a = 1 est alors valeur propre simple et le sous-espace propre Ker (A = (2a = 11;] est une
droite vectorielle,

Remarque, A est diagonalisable sioet seulement s le sous-espace propre attaché 3 la valeur propre
1 est de dimension dews. En effer, 1 est la seule valeur propre multiple de A

—da+1 1 1 —1
1 —2a+1 -1 1
A=ida— 1l =
: o ] ] —ia+1 1—a
{ ] l—-a =a+l
.
[A—IEﬂ—IIQ]J&':ﬂ,unpﬁ}iunlx: f
#
[
[(we
(=2a+llx+y+z—=[(=10 iy — xz=10 XK=
x4(=2a4+1y—z2+i=0 + x+y=0 & § y=-—uo
(Ll —alz+tl=10 2+ =10 # =
L = —au
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1

donc Ker (A — (2a - 1)) = C :
—~d
1
—1 est valeur propre simple et Ker (A+ I} = C _Ell
0
1 0
1 est valeur propre double et Ker (A - Iy} = Vect [1] [1]
0 1
1 0 1 1
A est diagonalisable et on a en posant P = 1 ¢ -1 -1
01 0 a
01 0 -1

P~YAP = diagonale (1,1, -1,2a - 1).

| Danner une condition nécessaire et suffisante pour que :
I
I
I

o0 o ... 0 c
0 P
A= 0 - | & MalH) (ne M, n=3)
: 0 e
o sl i
ri'—l

soit diagonalisable,
{a b, ede B tel que abe = 0.

S - — S S — .

0 €

SpitAa= | ¢ o |, rg A = 2 car ac# 0.
0 (s
a ... @a ... a b

Appliquons le théoréme du rang & 'endomorphisme u de B" canoniguement associé & A :
dim Ker u = n — 2, donc 0 est valeur propre, la dimension de Uespace propre correspondant
est i — 2ot lordre de muh:ipl:ii;ilé de la valeur propre 0 appartient & [n — 2, nf.

r—1
s Imu= Vect (L‘n.z ek).

k=1
s Kerus=Vect ey —eg, 0y —ey. ... ey — e, g carc=0.

hemse

En effet. par lecture de la matrice, O étantle ¢ -vecteur colonne de A (L& [1, nfl):

YViel2.n-10,C) ~Ci=0
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u{ep) — wle) = 0, Cest-d-dire wley - ur'}l =0, (e .en. o8, ,E,,} dtant la base

L.'..llll.'l-lli.L]_l.I{‘i.‘l{' ﬁn. !

Imu = Vi

(u[ul]-u[v-g]_ cocufer), o ufey |]-1_|:[L'r.]J

=
= Vect ({"H-Zl“h) car ¢ # )

k=1
Cr:
-1
Br=(r_'|—e'2.ur:|—f:n.---.f.'.—u',-,_.. !.'.1.21-1. ::|
- k=1
B base de Ker u L —

iy base de Tmou

est une base de B", donc ;
E=HKoru®Imu

et

] ]

0 0

Mpful = 0 i
b in—1kam
r 0
e —— —
n—2 2

. b (n=1n : ;
Lot B = (E 0 ) = Mﬂ| I:.ll Tm -en:,:|'

Le polyndme caractéristique de vy, ,, €6t

XpiX) = X% - BX — (n - llac
dont le discriminant A est A = b* 4+ dadn — 1),
o S1A <0, e polmime caractéristique de w1, X% — bX —acin — 1) n'est pas scindé, donc
W) [y o 1 est pas diagonalisable. Par suite, 1 n'est pas diagonalisable.
« 5i4>0,lepolvnéme X° — bX — acln — 1} est scindé, i racines simples, donc u, 1, ,, admet
deux valeurs propres distinctes non nulles car acin — 1= 0.

O pouvait remarquer plus haut que si u) 1y, » done b w, admet une valeur propre, aloms cette

valeur propre est non nulle, sinon :
KerurmiImusz {[’J}

= 514 =0, le polyndme caractéristique de B admet une racine double by = &y = b/2:

2 1}
h E Ln — 0l
B- gl = | .
‘ 2
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dim Ker (u - gfg) =+1.

La dimension du sous-espace propre Ker (1 — (b/2)5) n'éant pas égal a 'ordre de multiplicité
de cette valeur propre, wy g, 0'est pas diagonalisable, donc u n'est pas diagonalisable.
u est diagonalisable 51 et seulement si B 4+ dacn — 1) > 0,

En considérant A & MaplT) A est diagonalisable si et seuberment =i B+ dacin — 10 | Sinon
A st triangularisable (la, b, c} & C3, abe=0).

Soit ne M* et Ae Rn[X], A20,
On considére &y : Hq[X] -+ Ba[X], P—(AP)™,

(AP gst le polyname dérivée n ™™ du polyndme A.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur le polyndme A pour que &,
soit un automorphisme de B, [X].

Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur le polyndme A pour que @y
soit diagonalisable.

Omn peut vériber rapidement que 4 est un endomorphisme de B, ['{] :

« d'abord P4 est lindaire d"aprés la linéarité de la dérivation ;

s ensuite d”(AP) = d°A + d°P = 2n ; (avec la convention : le degré du polynome nul est —cc

etsi P=0,d"A+d°P = —2c), dong d°(APY™ = 2n — n = n, ainsi (API™ & Bn[X].

On détermine | B étant la base canonigue de By, [Ji.']1 i EAY I{J{'q] pour tout q& [, mll, et oma:
d” {M"}l'm =d"A+qg—n=g

La matrice de @0y dans la base canonique de By [J!.’] est donc triangulaire supéricune, ¢e qui
donne immédiatemnent les valeurs propres de Qv .

i
En posant A = z mka avec d A =de [0, n]
k=0

o
AXT = E a X7 pour tout g & [0, nl
]

i
et dong {:U:"}”" = Z (k+gik+q—1)... (k+g— nlapX 94",

ko =1
0 ®
0 :-r
x Sid<nalors Mg({dy ) = x | avecdy (X") 20,
{ Lox
0

0 est valeur propre de @4 dordre de multiplicité in + 1}, @4 est alors nilpotente et, bien sir,
n'est pas un automorphisme, n'est pas diagonalisable car d4 2 0.
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w Sid=mn,an#0,alors:

I.fr:!nu 3 ! .
[ Cre 4+ 13y, .
; : %
Mp(®a)=| . L }q Eme ione b+ 1
' gl @n
L)
{2aM
\ ! an / )
R —
g colonne

Oe Sptha) dong 44 est un automorphisme de Ry [K| .4 admet (n + 1} valeurs propres deux
a deux distinctes et &4 est un endomorphisme de By }{] de dimension {n + 13, donc @4 est
diagonalisable.

Cette condition est une condition suffisante de diagonalisabilité, les valeurs propres sont deux a
deus distinctes car an =0 (d”A = n = d e ay est le coeflicient dominant de A).

En conclusion, ®, est diagonalisable si et seulement si d” A = n.

i Etude de l'application :

| Lo ¢ Hn[X] = Ba[X], P XP"IX) 4 (X - $)P(X) - 3PIX).
|

1

1) Montrer que Ln est un endomorphisme de Rn [X]. Est-il diagonalisable 2
' 2) Déterminer, selon ne M, Ker Ly, et.une base de Im Ly .

3) Pour n = 4, déterminer, selon les valeurs de lentier p= 0. nll, Uexistence de polyndmes
I
| Pe Rn[X] tels que :

: XP'X) (X = 4P(X) - 3PX) = XP,

1) La linéarité de Ly est due a la linéarité de la dérivation et a la structure de B-algébre de
RnlX].
LalPl={p— 3lapXV + QIX) oL d"Q<p
done :
d Ll Pl = dP sid*P#3

{ A Ll Pt<d" P sid"P=3
Dans tous les cas, Lo(F) e Bq [ X].
La matrice de Ly, dans la base canonique de By, [J{ &5t une matrice carrée d'ordre (n + 1)
triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont (k — 3bavee ke [0, nll car Lnil) = —3,
LnlX) = —4 — 2X, pour tout k& [2,nll, La (X"} = (k - X" + [K* - 5k)X"" ', donc

Sp (Ln) = {{k—3), ke [0.nl}, Card Sp (L) = dim Ry [ X] = n+ 1.

Ln admettant n + 1 valeurs propres deux a deux distinctes est diagonalisable et chague sous-
espace propre est de dimension 1,

2) En particulier, 0 est valeur propre de Ly, si et seulement si n == 3 et alors c'est une valeur
propre simple et dim Ker Lo = 1, d'aprés 'étude du degré de La(P), si Pe Ker L, et P20, alors
d”P = &, Cherchons P unitaire et de degré 3 appartenant & Ker Ly, .
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Soit :
F=Ia+ux2+ﬂx+"f
P =X +2aX+p
PFl=BX4+2a.
et Lol P} = [—Hu—12+2u]-.‘-'{2+{—3B—Hu+—2u+ﬁ}lx+[—3u —4 B ).

P& KerLy = La(P)=0e¢t comme (1, X X*) est libre, il s'ensuit :

—o=6=10 o= —G
2p—Bu=0 <= { B=18
—3‘;'—4|:1='|] T:E‘i-

Sin=3, KerL, = R(X" - 6X% + 18X - 24),
Sine [0.2), Ker Lo = {0}.
En appliquant le théoréme du rang 4 Ly pourn = 3 ;
dim B [X] = dim Ker Ly, + rg La
on obtient rg Ly = n, car dim By, [.l{ =mn+l.
Im Ln = Vect {La(X"). ke [0.n])
=Vect [ 1,X X", —4X" + X" X" ke [5,n])
-J{“n.'ar-:"l-inaln
donc une base de Im Ly est (1. X, X2 —ax? 4+ XU x5 ke (5. nll}.

La matrice de &4 dans la base canonique est

(-3 -4 0 0 0 )
0 -2 —6 0 i
1] i =1 Y=g -0 L] ] il
S0 0 0 0
0 0 v+ ]
; K —5k 0
( k-3
: riin — G}
\ 0 n-—23
e

(ke + 1) ™8 colonne

Ly est un automorphisme de By [Ji’] {conséquence du théoreme du rang) si et seulement si
O=n=i,
3) XP"(X) + (X — 4)P'(X) - 3P(X) = XP,
Wpe (0.l {3,4}, X" e ImLy.
» Sip=3,¥Pe Ha|X]:
d' LyiPl=d"Pz3 sid"P#3
d'IniPl<d"P=3 sid"P=3
Dans tous les cas, d” Lo(P) = 8.
¥Pe Fn[X], LaiP)# X%, done X% ¢ Tm Ly .
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w Sip=4,supposons que X' e Im Ly ; comme —4X7 + X* & Im Ly, alors :
x* = —71{ —4Xt + XY + %X‘ e Im Ly
ce qui est contraire au résultat précédent, done X* & Im Ly, .
(i) ¥pe 0.nl ' {3.4}, 3P € Rn[X] /La(Py) = X", Alors :
{P/La(P = XP} = { Py +a(x* - 6x7 + 18X - 24).ac R).
En effer, Pe By [I] virifie Lot P} = X" si et seulement si LalP) = Ly { Py}, ce qui est équivalent

dLa(P = Py) =0, donc:
P = Pye Ker Ly .

(ii) Vpe {34}, {P/LiP =X"} = 2.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, [ et g deux endomorphismes de E diagona- |
| lisables et tels que fog=geof. i
‘ Morntrer gue f o g est diagonalisable.

Montrons d'abord que f et g sont simultanément diagonalisables.

1 étant diagonalisable, E = ﬂ} Ker (f —»1dg ). ()
o Spd 1
Comme [ et g commutent, Ker |:,r' - A ldg ) est stable par g.
En effet

Vxe Ker (f—alde). (F- h[d;._-][_q:x:-} = f o glx) = Agix)
= goflx)— Aglx)
= glhx) = hgixl=0

Done gy gerir s 14, induit un endomorphisme de Ker (f — A Idg |, notons-le g, .
O, g étant diagonalisable, il existe un polyndme scindé, 4 racines simples, annulateur de g donc
de g, . Par suite, g, est diagonalisable.

Par application du théoréme : ue FUE) est diagonalisable si et seulement si il existe un palyndme

scinade, & racines simples, annulateur de o,

1l existe donc une base §, de Ker (f — 3 1dg | formée de vecteurs propres de gy, donc de g, et de

Sfear By = Ker (f — 0 Idg | et
B= | &

ki h'pl__r'l
est une base de E adaptée i la décomposition (=),
Cette base p de E est donc constituée de vecteurs propres de [ et de g @ f et g sont donc
simultanément diagonalisables et, de plus, B ¢st une base de vecteurs propres de f & g.
En effet :
Wxe i, Jpe Splgl fglx) = px

Ahe Spiftsfix)=rx
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donc foglx) = flpx) = pfix) = p i xet x 20 car x € B donc x est un vecteur proprede fo g

pour tout x & B. De plus, B est une base de E donc @ est une base de vecteurs propres de [ o g.

Par suite, f o g est diagonalisable.

Remargue, Cet exercice a permis dappliquer différentes propriétés caractéristiques d'un endo-
maorphisme diagonalisable.

(1) e FIE) est diagonalisable si et seulement si ¢

E= @ Hr—.ﬁrl{u— hIdF_-jl.

ki Hp i
(1} we HFED u et diagonalisable si et seulement & il existe un polynome scindé, annulateur
de & racinegs simples,

{iii} u& F{E) u est diagnalisable si et sculement si il existe une base de E formée de vecteurs
propres de w.

Soit E un espace vectoriel sur le corps C, de dimension finie ne M°,
Soit ue F(E) de rang 1.

Montrer |'équivalence des trois assertions :
{a) u est diagonalisable ;

(b) E=lmu® Keru;

(c) Triud =0,

S — R —

Remarquons d'abord que, par application du théoréme dura ng i we FE), Edéant de dimension
ne M, dimKerus=n- 1.

Or, st n = 1, u est une homothérie vectorielle de rapport & & L7 et on a bien Péquivalence des

trois assertions. On peut donce supposer dans la suite que n = 2,

0 est donc valeur propre de u, le sous-espace propre associé étant de dimension n — 1.

= Siu est diagonalisable, ona:

E= 63 Ker {u— xIdg )

AeSpril
¢ est-a-dire ici ;
E=Keru@Ker(u-aldg) olr=0
Par constdération des dimensions car @

¥ & e Splu), dim Ker (1 - aldg ) = 1,

Soit x e Ker (u— xIdg | oi A & Spiu), h# 0, alors u(x) = hx, et comme k0 :

1
X=u (I.v) e Imu donc Ker(u— Aldg ) cImu

et, par considération des dimensions :
Ker {1t — hIdg ) = Im .
Par suite :
E=zImu@©Keru doin {a}= (b).
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» Supposons que E = Im u & Ker u.

Soit B une base de E adaptée i cette décomposition de E en somme directe : B = {e} v By ot
By est une base de Ker u et Im u = Vectie), (dimImu=1lcarrgu = 1).

Comme ule)e Imu, Ihe C fule) = he ; or h20 car, si A = 0, alors ule) = 0 et
e € Imun Keru. Comme Im u ¢t Keru sont en somme directe, Imu m Keru = {l}}. e
qui en contradiction avec e= 0.

Par suite :
o ... ... 0
0 :
Mglub=| - 0 - | & MalClethe C°.
o o ... ... 0

Donc Tru = Tr (Mg(w)] = A 20, donc (b} = (c).
s Supposons Tru=0.

Soit ee Im u, e20, Im u = Vect{e) car rg u = 1. Il existe une base B de E dont le premier vecteur
est e,

l Par application du théoréme de la base incompléte.

¥x& B, ulx)e Imu = Vect e donc :

F ® :re:".l
0o o ... 0 0
Mglu) = 0
L] ]
\ o/

Tru=TrMglul=xz0.
Le polyndme caractéristique de u est donc :
(=1"X""1X = A,
0 est valeur propre d'ordre n — 1, le sous-espace propre correspondant est Ker u de dimension
n-lcarrgu=1.
» est valeur propre simple, donc E = Ker{u — he) i Ker u, et u est diagonalisable.

Soit M & GLn(R) telle que M + "M = 1,,.
M est-elle diagonalisable ?

'M = In — M* donc M = In — "(M?).
Rappel. L'application  : Ma{R) = MatF), M — "M vérifie :
V(M. N)e [ Ma (R)), (M) = Met 'MN) = 'N'M
M=ln— {[MIIE
= In— (In — M%)
= -+ 2M*
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Or M est inversible, on obtient done :
Iy = —M" & 2M.

Soit
P=X" —2X+1

=(X-1{x*+x-1)

ol x 1 5 . 1 /5
pR R R B R R
alors PIM) = (.

P est donc un polyndme 4 coefficients réels, scindé, & racines simples, annulateur de M, M est
donc diagonalisable.

Résoudre : § M™ = M
TrM =nmn

Me MnlH)
2

Soit le polynome X® — % = x?(x® — 1). C'est un polyndme annulateur de M. Or, si & est
valeur propre de M, alors & est racine de X _ x? done = {II], ],Ij,_j“: } Ainsi :

SpciMi= {0,145}
Soit mih} 'ordre de multiplicité de v e {0, l.J.jil dans le polyndme caractéristique, miaje M
{en travaillant dans }-1.'] .

I miki=0 = A& Spo(MlL
Le polyndme caractéristique est de degré n, a coefficients réels, done mij) = m(*) etona:
ml0) + mi 1)+ 2mijl = n.

K TrM=0=mili+1 = mil) +‘,im|,_i|:'+_f2m{f£}. d'oli le systéme :

mi0)+ mil)+2mj=n

9 mil)+jmif+ Fmi) = n

{ml(0), mi1y, mif}) & [0, nl”,

I 1 +Ij'+_f2 = (L

00+ 1+ 2l = m mill=n
=Y mil) = miljl=nmn — mifi =10
(mi0). mi1y. mij}) e [0, n]" miD) =0

done Spe(M) = {1} = SpgiM).
I Remargue. Le polynome caractéristique de M est (= 179X = 1)°

Comme 0 n'est pas valeur propre, M & GL»(R), donc
M® —M* =0
M e GLan«EP

— MH—I;EZ'D.

I M? — I =0 = Me GLn(R), doi I'équivalence précédente.
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Le polyndme X* — 1 est donc un polyndme scindé dans C[X], annulateur de M, a racines
simples, donc M est diagonalisable dans Mn(C) avant 1 pour unique valeur propre, M est done
semblable & I, puis M = I & Mn(R),

Il existe done une unique solution au systéme proposé, ¢'est I .

00 =z
Pour ze C, on pose M; = (1 0 ﬂ) e MglC).
1 1 0O

1) Pour quelles valeurs de z la matrice M. est-elle diagonalisable ?

2) Montrer que pour || assez petit, on a lim M = 0.

FE =

1) En tant que matrice de Mz(L), le polyndme caractéristique de Mz est scindé et, en général, il
admet trois racines simples, ce qui est une condition suffisante pour que Mz soit diagonalisable.

Formons le polyndme caractéristique :
P(X)=det (Mz — XI3) = -X"+ Xz + 2.

Un complexe & est racine double (au moins) de P si et seulement si il est racine commune de P

et .
Pour z = 0, il est clair que 0 est racine triple de P.
Supposons maintenant z# 0. 5i A € C est racine double (aw moins) de P, ona :

NGz ez=0 et =z

donc : h2=§ et AMAr-z)=z
L 2_ % 2

soit A =7 ¢ 33}".-3.
. e 3 27

Puisque z20, onendéduith = —5 etz= .

Réciproquement, pour z = S ona:
s 2T 27 3
-X +TE+T= (K-I'E) [E-R].
done —g est racine double de P.

- ; . . 27
Ainsi My admet trois valeurs propres distinctes, sauf si z & {ll T} et dans ce cas, elle est

00 0
w- (10 o)
1 1 0

qui n'est évidemment pas diagonalisable puisqu'elle est non nulle et admet la valeur propre
triple 0 (M est nilpotente d'indice 2).

diagonalisable.

Pourz=0,0ona:
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Pourz = ii.unar

3 27
N * T
3
M%Ill.!:a: 1 3 1]
1 1 3

et il est clair que cette matrice est de rang 2. Donc le sous-espace propre associé i la valeur

3 . : . .
propre double — 5 est une droite vectorielle et M7 est non diagonalisable.
4

: . . . 27
En conclusion, Mz est diagonalisable si et seulement si z e {ﬂ. i ] .

2) Lorsque Mg est diagonalisable, en appelant Ay , Ag . A3 ses valeurs propres, pour tout n e M, Mz’

est semblable 4 :
00
( 0 axy O )
0 0 A

donc My tend vers 0 quand n tend vers +20 si et seulement si Vi e {1.2.3}. |ni] < 1. En
conséquence, si on détermine une condition nécessaire pour qu'il existe une valeur propre A de
module |A| = 1, sa négation donne une condition suffisante pour que  lim M7 = 0.

Avec PIA) = — A% 4200 + 1) on obtient, quel que soit 2, P(—1) = 1. Donc —1 n'est en aucun cas
valeur propre de M; et, pour toute valeur propre h,ona:
.?1.3
T+n_*
Supposons que A soit une valeur propre de module A} = 1. On a alors ;

Al A
= '3 . = |
LA =1+ =THAP done 2] = oy = - "o

et, par croissance de la fonction homographique ¢ : x— 1% sur [1,+oc|, il vient :
7] = oll) = 5.

En tenant compte du 1), il en résulte que, pour 0 < |z < %. Mz admet trois valeurs propres
distinctes de modules strictement inférieurs 3 1, donc lim M =0,

M+

Pour z = 0, on a My = 0 dés que n = 3 d'oi finalement :

1
lim Mz =0 pour tout ze L tel que |2| <

=k %0 El

Soit ne M, (A, Ble | An {R}}E. Montrer que si A et B sont semblables dans J4,(C), alors
elle le sont dans M, (R

A et B sont semblables dans Aln(C), donc il existe une matrice P e GLn(C) telle que :
B=P'AP < AP=PB.

11 s"agit ici de décomposer la matrice P a coefficients complexes sous la forme de combinaison
linéaire a coefficients complexes de matrices de MalH).
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Il existe un couple unique (@, Rl | My IEP}H, F=R+i{.

- =y 3

En effet, P = {py i) lst=n Pe€C M. Qep) e B /e =Ten+ige s
o =i

L'unicité de Nécriture algébngue d un nombre complexe donme e résultat en posant :

R= (i) 1eien « @= (Qk) 1==n
15k

= I=k=n
Ainsi :
AR 4 P = (H 4 TR,

AR + IAQ = RB+ 1 GB.
De l'unicité d écriture algébrique d'un nombre complexe, on déduit :
AR = KRB
AQ = QB
WihelE, AR+ M ={R+ 38,
[ s"agit maintenant de montrer qu'il exisie kg € H 1el que :
(R+AQ)e GLalR).
Or application :
C =0 h—=detiR + 0Q)
est une fonction polyndme non nulle car det { R+ Q) = 0 (en effer, P e GLA(C)).
P
| Rappel. M & GLA(K) <= detM =0,
La restriction & B de h — detl R + A Q) est done aussi non nulie,
I Conséquence du théoréme de d’Alembert.
Donc il existe Ay e B tel que det | R+ b} # 0 ; par suile R+ Ag@ e GLy (R On a done :
AR+ J'tulﬂ] = [R+ wof) B
(R + hpi) € GLn(F)
¢'est-a-dire que A et B sont semblables dans R,

Soit Ae MalR) vérifiant A% + Iy = 0.
Montrer que n est pair et que A est semblable a B avec ;
Cy
g i

B= = 2pn

| . 0 -1
Vike [Lpl, C =( )
o Wke ILpl. Ce={ )

| Pour montrer by panté de n, utilisons deux méthodes,
e a
s 1 méthode
Le palyndme X% 41 est un polynime annulateur de AL Soit X le polvndme caractéristique de A,

alorsd”" X=nwet Xe B [.'h.] 51 mest impair, alors X admet au moins une racine réclle.
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Clest une conséquence du theoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction polynéme
X : B — Rassocide an polmdme Xet ( |: lim i}l [ lim ?'l.}l = = :H:) < Soit & cette racine réelle,
] W

alors h est valeur propre de A.

Ce qui est en contradiction avec SpA c {racines réelles de x4 1} = @, donc n est pair.

» 2" méthode
det (AZ) = det [ — In), ordet (A?) = (detA)” et det [ — In) = (~ 1", donc ( detA)” = (~1)";
or det A € R, donc ( det :‘1}2 e R*, et par suite n est pair.

La matrice A n'est pas diagonalisable dans R car A n'admet pas de valeur propre réelle, mais
considérée commie élément de M(C), elle est diagonalisable car X% +1 est un polyndme annulateur
de A, scindé et & racines simples dans € [.Jq:]

Les valeurs propres de A sont 1 et —1 de méme ordre de multiplicité p avec n = 2p car le
polyndme caractéristique de A est un polbmdme & coefficients réels.

Et donc il existe P e GLy(C) tel que :

([t \

~1

=
\ - i)l
La matrice B vérifie B + In = 0 donc est semblable dans #n(C) 4 la matrice diagonale D en
posant :

(0 \

\ .L —i/

Il existe Qe GLa(C)tel que D= @~ 'BY.
A et B sont semblables a D dans (T,

A et B sont donc semblables dans Mn(C) et, d'aprés exercice précédent, elles sont semblables
dans Mni{R).
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On considére n complexes non nuls a;.a. - - - . a, deux & deux distincts et la matrice
Ae MplC}:
I,." 0 £ r.J...;\ll
14 ] ; :

A= | @1 o (e P

\ay @ a0/

{LI![J ={s5ii=j i = 5 E.t_j}. pour tout (i, jre 01, nl®,

1} Montrer que les valeurs propres de A vérifient ['égalité :

2) Calculer ih“ ; ﬁhk et ihi
k=1 k=1 k=1

3) On suppose, dans cette question, 0 < ap < a,_y < « « « < ay = ay . A est-elle diagonali-
sable ?

1) Soit X le polyndme caractéristique de A
Yue R, Xixi=det|{A— xdn).

oy i oy i
ap
Yie M1, rell. :l;{ — ':t.l} — @1 @ . . {Ep
i
Loy ay aj i
-I'.I_l. £l 1 ry
ay E'J_:J in
a; a3
=4y .
1
]. B = ﬂrl_
oy g iy
T t®

i colonne

' Omn ne modifie pas ce déterminant en ajoutant a une colonne une combinaison linéaire des autres.

Vice 1, nd i} C + O — ay Gy

- - S — P —
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| colonne
——
+a; — ay 0 0 1 0
0 +ilj — g 1
Ve [1 ) = : .
i< [Lonll, X| —r.1_|.]-—u_f
0 0 vy - iy 1
0 : 0
0 i 0 1 +a;—an)
n
en développant selon la i ligne, on obtient :
fe=n
X[ - ay) =E—1]“_Iﬂ_|- H [~ ay+ay).
k=1
L

n
Or, en posant QXx) = H (x+a) pourtoutxe B, ona:
k=1
d{~a)=J] (- a+a)
k=
]
Tl

En effet, Qix} = l_[ {x + ag ) pour tout x € F, alors:
k=1

' (x) =Z H (% + @) pour tout x € B
I |

1 k=1
Fcad

[ %+ uj}l intervient dans (n — 1) termies de cette sommie done
n

g{-a)=]] (-ea+a)

k=1
ket f

Avec cette nowvelle notation, on obtient
¥ie [1.nl, %( u_:J]I = {1 ]LHQI[ u_,-].

n
a
E n i; cat la valeur en k £ SplAd de la fonction rationnelle E
i

qui wfait® penser

+ X+ Iy
k=1 k=l
i une décomposition en ééments simples d’une fraction rationnelle dont le dénominateur
51 OH ),
L Kix
Pour tout x € F {nk ke 1, n] } étudions —— -
Ll

Le degré de X et de @ est égal & n. X a pour coefhicient dominant (—1)". 2 est unitaire,
Paur tout k € [[1, nll, —etg n'est pas racine de X d'apris La relation :
Vie [l nl, X[ —a) = (=" lae @' - ).
En effet, ay = 0 et =y, est racine simple de @, donc l{{ =y ) # 0 pour tout ke [1, nf.

o Xl —a
al LetWke [1,n],np = { k)

X+ Q’{_ﬁﬂ'

n

. " Xxh e
lexiste (g - - - an)e " tel que oo = 1] +kz
=1
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Car, a nouveay, les complexes ag, ke |1, nll, sont deux 3 deux distinets par hypothése, done
les racines du polyndme G sont simples et pour tout ke [1, nl, Q‘"[ - -r-l,u._.] # (L

Nonc, d':nprr','ﬁ le réguiltat obtenu |.1'|I.J.'i haut ;
Vice [1.nl, o = (-1 1

er
1

n n
:'H,t.ll ) ; {=1) iy
Ywa L0 ':{'-Ik kel ”l”‘ _"_]II+§ X+ iy ’

Or & est valeur propre de A si et seulement si Xk} = 0, donc & est valeur propre de A si et

seulernent s ¢

I—1'J” Iﬂ
(=11 + — £ =0,
A Fidg

k=1
Par suite, A est valeur propre de A si et seulement s
Fi

ay
Z ;";'H.-Ik =1

k=1

rt
2) ZAH =TriA)=0.

=l n
H’lk =detA = X(0) = N0} |(~1)" + Z L , o1 (N0) = Haﬁ-, done ;
k=1 i fou]
ft "
XD = l_[m_- =1+ n(—11" l:|=|_1]" '4”_]:.]:[“*_
k=l =1
on obtient alors :
mn r
Hhk -1 Yl 1>an-
k=1 o=
n i fi “ n fi
Zhi=“iﬂz}=zﬂh{5—ﬂﬂ = Eﬂj._ —Eﬂﬁ &1l p-ur;.:u'|[:-i=EuL.
k=1 k=1 k=1 k=1 =1

]
B
B

1= f=n
i
3) Ensupposant 0 < ay < @y g < - - <@y =< Qg < - - - < a4, 1a fonction :
LE]
L 1
T o
X oy
k=1
est 'l sur les intervalles I = | = e 4. -nk[ pour tout k& [2Z.nll, i = ] — oo —ay |,
Lip1 = ] = gy . OO [
i
: =
De plus, pour tout xe Iy, [ix) = e ), doOnc f est strictement décroissante suar Iy

o (xra)
pour tout ke [1, n+ 1] avec f (5 | = -' — .ﬂ'[,j{]'k} = H pour k= (|12, n] ‘-'[.-r({rul} = :!lll+':r_ [
En appliquant le théoreme des fonctions réciproques & chaque restriction ff;, . pour tout
ke [2.n+ 1], il existe Ay unique dans Jy. tel que f{ Ay | = 1.
On obtient ainsi n valeurs propres deux i deux distinctes et A est diagonalisable.

| 1 s'agit bien sir d’une condition suffisante de diagonalisabilité,
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ne MW",

v est le H-espace vectoriel des fonctions définies sur H a valeurs dans R.

vy est le H-espace vectoriel des fonctions continues sur B & valeurs dans B.
vy est le R-espace vectoriel des fonctions de classe ¢! sur B & valeurs dans R.

fn X
_ _ —f "R d
Soit Tn : wg— v, FreFrolFn : R R, x—4¢ x"
Fn(D) = F(0)

1) Montrer que T, est linéaire, puis que Ty e Llvg).
Soit Un = Tyy,, ; montrer que Up e L)

2) Tn (resp. Us) est-elle injective ? surjective ?

3) Déterminer les éléments propres de U et Ty.

1) La linéarité de Ty est une conséquence immédiate de la linéarité de l'intégration.

Pour montrer que T € Llwg), il faut montrer que Fr est continue sur B, La seule difficulté
provient de la continuité de F en 0.

s Ftude de la continuité de Fr, en 0.
X

X
n n —
Falx) = Fal0)= — | " 'Findt-F0) = — | "7} (F(t) - F0)) de
X o &0 Jo
n X .0
car —nf " Tdt = +1
X Jo

5
|Flx) = Fnl)| = % f -l |Fit) — F(0) dt
X

0

or F est continue en 0 :
VeeR:.IneRl . Yxe R, (|x|<n = IF'{x‘J—F‘{'IJ]IIf:E}
Vxe B |t =|x|<n = |Fl0) - F0) <e
puis :
Yxe R, |x| <n = |Fnlx)— Fnl0) < &
On vient done de montrer la continuité de Fr, en 0, on en déduit que Fr & vy, done Tn & Clwg).

On peut remarquer que Fn, est dérivable sur chacun des intervalles I = ]ﬂ.+m [ nu] - m.ﬂ[
et on a, pour tout x € K" :

nt 1 - 1
Frix) = ';-‘--_1_[] " HIHHF{A‘”_ Fix))

_n (_'_‘, f [""IF{ﬂIdI+F[:])
X
0

= - Fix) — Fnix)).
x

Ainsi, si F € wy alors Fn € wy et, de plus, Fiy est dérivable en tout point de B*.

78 4 Sujets d'oraux



s Soit F e vy alors Fr, et continue sur B ¢ar, pour tout x & B™

Flix) = i’;(ﬁxa — Faix)).
Montrons que Fn est dérivable en 0.
Soit G : B = H x— Fixl= FID = x F0), alors Gix) = ol x) car F est dérivable en 0
YeeR , Ine B fl|x]l<ny = |Glx)|<e x”

Done
) . omn )
Ve [ (|« <m = [TalGHx)| = BT L] = = |x| )
0Or:
TalGilx) = { Frlx) — Fii) — " le'rl.EI'l Gxel
i sla=10

et Frnll) = Fi0); ainsi :

f
VeeR:,Inell . Vre R, {|x|<n = [Falx)— Fnl0) - m.\f"lm! = & | x|

donc Fi admet un développement limité & l'ordre un en 0, ce qui est équivalent a :

. ) mn
Fp est dérivable en 0 et 7000 = — F o).

|
De plus, pour tout x e B™ :

r . .
Frixt= — (Flx) — Fafux))

ng.
= —( [ Flxy — FI0)) + (Fi0)— anj)
o

Fix)— Fl0)  Frix) — Fnl0)
=Tl X X

._...-) car Fnl0) = FiD).

Or F est dérivable en 0 par hypothése ; on vient de montrer que Fry est dérivable en 0 done ;
~ Flxh—~ PO}  Falx)— Fal0) _
lim —————— = F'{ , lim - . = Fhil)
0 x 0 x
donc Fy, admet une limite en O et ona:
Ii{uﬁn Fp = n{Fi0) — Fa{0})

n n
n| Fligy - —Fi ] = F'i0)
4+l n+ 1
= Fp ()
donc F}, est continue en 0 ; puis Fy, est continue sur &, donc Fn est de classe ¢! sur R. Par suite,
Lln [ = .Er1'] k.

Il peut étre utile de revoir le théoréme de dérivabilité et fonctions de classe cl, constguence du
théoréme de 'inégalité des accroissements finis, bien qu'il ne soit pas utilisé ici.

2) = Tn est-elle injective ?
Etudions Ker T Si F e Ker Ty alors Fe vy et TolFi=0:

Ve B, (TalF)) ix} = = (Fix) = Frix)

r
x
done Fix) = 0 pour tout x € 8%, or F est continue sur # et donc F = 0 et Ker Ta = {0}. Onen
déduit l'injectivité de Ty, .
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s Ty est-elle surjective 7
8i F& vy alors ThiF) = Fuye vy et Fy est dérivable sur B*, orlafonction G : B = R, x—|x - 1|
est un élément de vg et n'est pas dérivable en 1, done :

YFe vy, ThiF)=G.
T M'est pas surjective,

w Up est-elle inpective ?

Ker Un = { Ker Tn) mivy = {0}, donc Un est injective,

s Uiy est-elle surjective ?

SoitG @ B =, x—({x— 1)|x—1]. Gestélément devy.
S'il existe F e vy telle que Un(F} = G, alors:

rn
Vxe R', Glix)= }[Fl.l’.l - G-I'xljl

et donc G’ est dérivable sur R",

OrG" : B— %, x+=2|x - 1| n'est pas dérivable en 1, ainsi : ¥F & vy, Un(F}# G, et Uy n'est
pas surjectve,

3) Eléments propres de Ty , de Uy

T et Uy értant injectives, 0 n'est pas valeur propre de Tn (resp. de Ur ), donc, dans ce qui suit,
nous allons rechercher les valeurs propres o non nulles,

a) F est un vecteur propre de Ty attaché a la valeur propre o si et seulement si :

Fewh {ﬂ}
TnlF}) = aF

donc F est solution sur [ {qui est 'un des intervalles ] —~ o, [ ]n. +00 [] de I"équation différen-
tielle (£):

T
::Hr=I[_L,|—-r:y] = axy +nia— liy=0, (&)
Car pour tout x & B* :

(':'rlu-'mj’m = :{Fm - TalFlx);

f
aF'ix) = —|Flx) — aF(x}}.
X

Comme |'ensemble des solutions de (€} sur I est un H-espace vectoriel de dimension un, g est
solution sur I si et seulement si -

|—n)
" L T
30 e RWxe | - 2.0 glxi=C)lx] ( A

n l_n)
e B.Vxe [0 +a0], glx)=Cylx ( -/,
Or F est continue sur B, il est donc nécessaire que :

n(l_“) =,
Lu

Sia=lalors Cy=Ce=CetF : R+ R x—C.

Siae 10,17, alors lim F=0= lim Fi0) = F(0)et:
! - x—=il x—=0
Al =)
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f:l[x|E sixe [[!.+r:|:|[
Colxl¥ sixe [—o0,0f

. , l—-o n
ﬂunﬂﬂpﬂ&Eﬂ:n( - ) = om m

F est un vecteur propre de Ty si et seulement si

F:R-—rﬁ.x'—-{

C1x® sixe [l}.+m[

» ou bien il existe () . Cg) € R%, B e R, tels que Fix) = { CalxP sixe ] — e, 0

[ et la valeur

n
n+p’
» ou bien C; = Cy, B =0, Fix) = C et la valeur propre correspondante est a = 1.

propre correspondante est o =

b) F est un vecteur propre de Up si et sculement si F est de plus dérivable sur B, donc F est un
vecteur propre de L si et seulement si ¢
& sixe [0
= ou bien il existe (€. Cz) & B? et Be |1.+00[ tels que Fix) = { 2|x|ﬁ :;E ][—TE![
n
n g

= ou bien il existe C e B tel que Fix) = Cx pour tout x & K.

{valeur propre correspondante o =

A est une matrice réelle non scalaire, de taille ne N* . {1}, vérifiant A” + A* — In = 0.
1) Montrer que det A = 0.

2) A est-elle diagonalisable dans :
a) An(R);
b) Ma(T).

1) Le polynome X* + X* — 1 est un polyndme annulateur de A,

La fonction f : R — R, x—x" +x* — 1 admet pour dérivée ' ; x— 3x® +2x, et pour tableau
de variation :

x —ng -2/3 0 $0C
Signe de ' + 0 - 0 +

23
- 57 400
Variation / \ /
de - =1

1l convient ici d'étudier les racines de X7 + X% — 1 pour sobtenir des renseignements sur les
valeurs propres de A, puis son polyndme caractéristique : en effet, si A est valeur propre de A,
alors A est racine du polyndome annulateur X e x? o,

¥xe | - 0o 0], flx) < 0, donc f wadmet pas de racines réelles sur | — . 0].
Par application du théoréme des valeurs intermédiaires i f continue, f admet une racine réelle a
sur ]D. +-:x:-{ Cette racine est unique d'aprés la stricte monotonie de f sur B*.

La fonction J étant une fonction polyndme a coefficients réels, de degré 3, les deux autres racines
de [ sont complexes conjuguées.
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Les racines de X” + X* — 1 sont donc simples : une unique racine réelle a > 0, et deux racines
complexes : |3 et B simples.

| Toute valeur propre de A est une racine de X'+ X5 -1,
SpAc {u,[i,[_i},ﬁe Fi.Be CvR.
Soit X le polvndme caraciéristique de A ; alors X admet pour racines
B dordre de multiplicité me ™

B d'ordre de multiplicité m

B et B ont le méme ordre de multiplicité car X est 4 coefficients réels, A #tant une matrice &
coefficients réels.

a d'ordre de multiplicité g e R

dong :
— 17

XXy = (1% - o)X -BI™(X -B) .
I m peut étre nul, de méme g mats m et g sont hés par la relation 2m + g = n.
Or Xi0)=detA=p"f a%=( BB 1™ a% cara>0,etpp=|p/* e B} carpe C\ ®, donc:
i
efi? a
det A= 0.

2) a) Le polyndme caractéristique de A est scindé dans [ [.-'{] si et seulement si m = 0 et alors :

Epd X =(=1"X — @),
o {0

S1.A est diagonalisable, alors A est semblablea a= | 5 - donc A = aln.
o

Une condition nécessaire de diagonalisibilité de A st que le polyndme caractéristique de A soit
scindé. Ce n'est bien sir pas une condition suffisante.

O, par hypothése, A n'est pas scalaire donc A n'est pas diagonalisable dans Hn(R).

b) Le polynome X* + X¥ = 1 est un polynéme annulateur de A scindé dans C[X], & racines
simples, donc A est diagonalisable dans M, {C).

Les équations suivantes admettent-elles des solutions ? 5i ouwi, lesquelles.

0 0 0

1}x2=(1 0 u):
1 10
1 0 0

z}v2=(1 2 n)_
1 1 3

0
1) Soit A = (1
1

[l ==
= = =

), alors A est nilpotente d'indice 3 ; en effet :

0 0 0 o0 0
.a'F:(u 0 u):u et Aﬂ=(n 0 u).
1 0 0 0 0 0

5"l existe X € Ms(K) tel que X? = A, alors X% = A% donc X% = 0, ainsi X est nilpotente.
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On peut rappeler le résultat suivant.
Me Mn(K), (ne MW"\ {1}), est nilpotente (c'est-a-dire il existe pe M" '\ {1} tel que MP = )
si et seulement si M" =0,

Done X* =0 ce qui entraine x* =0, Or x* = A% 2 0: nous aboutissons 3 une contradiction ; et
par suite X2 = A n'a pas de solution.

1 0 0
2) Soit B = (1 2 u).
1 1 3
SpiB) = {1. 2.3} ; Be Ma(R) et admet trois valeurs propres deux 3 deux distinctes donc est

diagonalisable.
1 0 0
(n 2 u)=p-lﬂp_
00 3

Il existe Pe GLg(R) tel que :
] P est la matrice de passage de la base canonique d une base de vecteurs propres.

S'il existe Y & Mg(R) tel que Y2 = B, alors Y et B commutent.
| Enefier, YB=v ¥2=¥*=y?. v = BY.
Et Y est diagonalisable dans la base de vecteurs propres de B,
En effet, soit W & Uiy 3 (R} un vecteur propre de B, alors il existe A € SpiB):

BW =W
donc YiBW) = LYW

W0 P
=(BY"Wear B et Y commutent

Donc BUYW ) = MYW), par suite :

YW e Ker (B—Aly) = RW
et il existe p & F tel que YW = pW (avec toujours W 2 0) donc pour tout vecteur propre W de
B, W est également vecteur propre de ¥

a 0 0

Ainsi, il existe («. B, v) & B tel que P lyp= ({I B l})
0 0 v

e

=}
1 0 0
et r2=ﬂq=n-:3=(n 2 n)a:raei
0 0 3

ol :
€ = {diag (1. v2. V3).diag (1. -vZ. v3). diag (1. v2. - /3. diag ( - 1.v2.V3).

diag [ - 1.-v2,v3). diag ( — 1.v2. —3).diag (1. -v2.-/3),
diag ( — 1.—vZ. V3] }

Finalement :
Y'=B &= Y=PAP louade .

_ (1] In
A

SoitAe My(R)etB= 0

1) Déterminer les éléments propres de B en fonction de ceux de A,
2) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que B soit diagonalisable.

) € My (R,
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VZ € Ay (B, X Ve (M, (K) /2= {‘;f)
51 Z est un vecteur propre de B, il existe A e H tel que :
¥ o= hX ¥ o= AX AX = A°X
BE = ,F o
= AX =hY &= AX = VX &= Xz0
£
220 Z#0 Y = AX

Ainsi X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A% e R,
Réciprogquement, soit X un vecteur propre de A associé a une valeur propre positive p de A et

he | — i+t alors:
I=(hi')

es1 un vecteur propre de B associé a la valeur propre A,

| Remargue. X # 0 car ¢'est un vecteur propre de A, donc Z est non nul.
On obtient donc les sous-espaces propres de [a matrice B en fonction de ceux de A,
1) 5i 0 est valeur propre de A, alors 0 est aussi valeur propre de Bet :

Ker B = {(‘;) X I{cm}.

I Remarguie. Ker B ¢t Ker A sont isomorphes,

2) S5i p est une valeur propre strictement positive de A, alors ke |, /i — /i | est valeur propre
de B:

Ker (B - /i) = {( ).:«:& Ker (A - mﬂ}]

ker I{H+ ,EJ'EIE,,]' = { [:

X
VX

X

_ X } e Ker I{..-‘-'I. - |.LL:|}| }

' — o ; N L X . N
et I'application Ker (A — e /il ) — Ker (B — ply, ) X (Hm),um.c{ 1,1}, est un
somorphisme,
dim (B Ker (B - Ay,) = dim (Krru 0. (I{Er{ﬁ Jurg,z}$ﬂer{ﬁ+gﬁrg,,}))
heBp B pe Bp A
|.|.Jﬂ
=dimRerA + 2 Z dim Ker (A = ply)
e Bp A
||_:|I_'|
= dim ﬂa Ker (A — pln) +dim Han Ker (A — pln)
pi g A R Bp A
u ] jedl

5i A est diagonalisable et a toutes ses valeurs propres strictement positives, alors :
dim EB Ker (A — pln ) +dim $ Ker (A — pln) = 2dim @ Ker (A = pln) = 2n.

peEBp A pESpA pE Bpa
=} =k
e M

Dronc B est diagonalisable,
5i A n'est pas diagonalisable ou admet une valeur propre p & B™, alors:
dirm $ Ker (A — pla) < n ; dim $ Ker (A - wla) = n

wESp A e Bp A
pdl il
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donc
dim EB Herl{ﬂ—p.!nJJ-dim $ Ker (A — pln) < 2n.

pLESpA Be Sp A
=l p=

Et, par suite, B n'est pas diagonalisable.
Finalement, B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et a toutes valeurs
propres strictement positives.

Remarque. Avec I'hypothése ©
Ae MpiClet B= (ﬂ In ) g Mgn(C)
A D "

on obtient B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable ef inversible.
© Réduction triangulaire ou diagonale

Soit A e Mn(R) et la matrice par blocs M e iy, (R) définie par :

3A -24A
H=[ }
24 =A

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M soit :
1) trigonalisable ;

2) diagonalisable.

Soit la matrice B& MR :

3 =2
b= (2 -1 :]
et son polyndme caractéristique :
XplX)=X% —2X +1=(X -1
B est trigonalisable et non diagonalisable.

Soit Pe GLg(R), P = (: {:),P" = (—ll I?),;1[{'.:1‘?::

(3 )

A partir de ces résultats sur la matrice B, par analogie nous allons mener des calculs sur M.

{ B est un cas trés particulier de matrice M avec A € M (R}, A =(1))

(2 0 (s D)=t 2)
In W \=Iy Ia 0 I,/ ="

).nna:
—1_ In ﬂ')
P (—In In/'

My = P7IMP,

En remarquant que :

In 0O

et en posant Py = (: ;
n f

Formons alors :

I Comme plus haut, nous avons formés P~ 6P,
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Alors :
M1=( I U)(EH —‘3&‘} (1,., !J)
I:z I.u 2A =A III JTrl
A =24
- ([r A } '
1) M est trigonalisable si et seulement si M est trigonalisable.

| Car M et M) sont semblables.

Or My est trigonalisable si et seulement si A est trigonalisable, donc M est trigonalisable si et
seulement si A est trigonalisable,

2) [ Mons allons répondre @ cette question en utilisant deux méthodes différentes.

s Premiere méthode
[Dabord M est diagonalisable si et sculement si My est diagonalisable.

I Car M et My sont semblables.

[DYoir une recherche de condition nécessaire et suffisante de diagonalisation de la matrice My ,
done de M.

(i) Soit u e ¥( B}, lendomorphisme de B*" canoniquement associé a la matrice My ;
B=(ej.eg. . en.en. - - - €2, ) étant la base canonique de B"etE= Vect{ey, .- .. en ),
E est stable par u et la restriction de u a E induit un endomorphisme u; de E dont la matrice
dans labase g = |{L"| Lo .L'u} st Al
51 w est diagnalisable alors uy est diagonalisable,
Clest du cours. En effet, si p est diagonalisable, il existe un polyndme annulateur de u {donc
de My, scindé & racines simples. Ce méme polyntme cst annulateur de wy (donc de A) et est
(tonjouers ) a racines simples et sandé dond wy est diagonalisable, o est-d-dire A est diagonalisable.

On obtient alors la condition nécessaire ; pour que M soal :iiagl_'nmli!.ﬂhle., il faut que A &1
diagonalisable,
(1t} Réciproquement, soit A diagonalisable.

30 e GLalHi et De DolR) /0 1AQ = D.
11 Notation : TrlR) est espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n, a coefficients réels et
diagonales.

21 Par analogie, formons Ql |M1 £ o

= (Q v } & GLen(F).

0 @
D'une part, {g ;:] (Q[;I 5_.;:_'. ) = [ donc QL_' = (in QDI:}'
[ autre part, o '.'lr1'|Q1 = (E _i”j = A,

Dhonc My et A sont semblables.

Cn peut remarquer que Sp (M | = SpA = SplA) et que, 5i k est valeur propre de multiplicité
mih}de A, alors Cest aussi une valeur propre de My (donc de M) d'ordre de multiplicitg Zmih )
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Ir’:'ﬁi i —2;"-.] "'|| k'
i
!
A 0 E 2k 0
kg 0 i —.‘3}'.2 r i
0 ! 0
-:'I.p t _E'i"F'
As | oo M T 4
TN ]
i
u i Ay U 11
i i Mg
P i

Ainsi My est diagonalisable si et seulement si :
W ke SpiAl, Zmih] = dim Ker (M| - Mag I

Etudions, plus précisément, iy .

A =M, =
r.r'ﬂ —2hy i
0 '
2k
Aa = A )
L
0
0 ho — by
|l\ h]’l - :"||_"lll

Sikg#0rgld— A ) =2n—m{ Ay )5
sihy=0,rg (A —ApTan) =20 = 2m{ Ay ) = 2{n - m{ &y )}
Clest-a-dire :
sihg =0, dimKer (M — hyloy ) = mi{ Ay |
iy =0, dimKer (M= Ayl | = 2Zm| &y ).
Cecl par application du theoréme du rang aux endomorphismes

(g — A Tdg ) & FEY et [u—Agldga ) € [ R™ ),

En généralisant ce raisonnement 4 tout b & SplA), on obtient dong :
¥ A e SplaAl dim Ker |:'.H - i'l.]'g,,::l = Drrei b ) st el seulement 1 h =0,
On ebtient ainsi, A ¢tant diagonalisable, M est diagonalisable si et seulement st A = 0.

En conclusion, M est diagonalisable si et seulement 51 A = 0,
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s Seconde méthode

{On va maintenant utiliser la condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité : pour qu'une
matrice {resp. un endomorphisme) soit diagonalisable, il faut et il suffit qu'il existe un polmdme
annulateur, scindé, A racines simples, de cette matrice (resp. de cet endomorphisme).

« Calculons d'abord M* pour tout ke M :

A —24
|.|"F = ( :]'
“lo oA .
N G T LY
Montrons, par exemple par récurrence, que M* = {ﬁ;} :—'::’- )
{1} amorce : k= 1.

i
(i) Soit k€ M* tel que My = (ﬂ' alors :

—2kAk }
A¥
A

g —Ekﬂ"} (.4 —EA')

el _ oy ok
My = MMy = (D Ak 0 a

~ ﬂk-l-l _EHR-I-]. _Emk*]
- I:I ALI."]

ARL a0k 4 1)A%
) ( 0 Akl )
La propriété est héréditaire.
(i) IMod le résultat pour tout ke ™,
» Remarquons ensuite que det (M) — Xy, ) = (det (A — XIa) 'J:E donc :
SplA) = SpiM) = Sp I:ﬂrfl].
* Supposons My diagonalisable ; alors il existe Q & H[}E] scindé @ racines simples, tel que
QM) =0:

) Y
Q= E o X* donc (M) = Z a My
s} K=i)

i A
k 2N kA
QM) = EHT % < =(9;Hm | -Eﬂmm)
| : 0 XA
17| .Fl.k
E "

| Q[ij = 0, alors QX A} = 0, donc A est diagonalisable car Q@ est scindé a racines simples.
» Réciproquement, si A est diagonalisable, soit R son polynéme minimal, alors :
R= H (X — Al
A AplAD
M; est diagonalisable si et seulement si son polyndme minimal est R.
R étant annulateur de A, scindé et a racines simples ;
RA) | —24R'A 0 | —24Ra)
- (2R (1 v

0 | RiA} 0 | 0
RIM;) = 0 si et seulement si AR'(A) = 0, donc si et seulement si XR'(X) est un polynome
annulateur de A, ce qui est équivalent 4 XR'(X) est un multiple du polynéme minimal R de A.
Or d° XK' X) = d°R(X) ; R est unitaire, le coefficient dominant de XR(X) est Nou N = d°R.

I Remargue, Tout polvndme minimal est de degré supéricur ou égal & 1, donc d® [R’} € M

- - S —
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Dong :

XR'(X) = NRIX).
Dabord 0 est une racine de R puis, si A est une racine non nulle de R, alors & est racine de ®,
done X est une racine de R d'ordre de mulriplicité au moins double, ce qui est en contradiction
avec fe choix de R & racines simples, done R n'admet pas de racine non nulle.
Etant unilaire et A racines .‘-:E]T!I].'!'ll_'.'i. admettant O pour racing, R = X (et N = 1) ; or BA) = D,
donc A =10.

Ainsi M est diagonalisable si et seulement 51 A =0,

Loy 5
m T : .

Soit :
a1
iy 0 (0
M o=
: - 1
g L]

od les a; sont des réels positifs, a; et a, I'8tant strictement.

1) Calculer le polyndme caractéristique de La matrice M et prouver qu'elle admet une valeur
propre strictement positive et une seule.

2) Montrer que si r est la valeur propre strictement positive de M, alors :

rel+ sup op.

16 (==t

3) Montrer qu'il existe pe W* tel que, pour tout p == py, MP est & termes strictement positifs.
i (On pourra écrire M sous la farme A+ N.)

1) Il s'agit d'une question trés classique puisgu’a une permutation pres des colomnes, M est la
matrice compagnon de {ay . - . an).
a-X 1 |
a  ~X 1 Q0 !
Omvaict XyfX) =det (M — XIn ) = , SO1L aussi :
: i R
LiF 5] —X
NppiXh=det (Ly  Ls, - -« La) ol Ly, .« -, Ly désignent les lignes de M — Xl .

En opérant les transformations élémentaires successives symbolisées par Ly « Ly + XL,
i=23. .--.n onobtient:

a) — A 1 o0 ... ... 0

a + ap X - X° 01

XpplX) = ay + apX + @y X2 — x* o 0
- 0
' - 1
-ﬂ..+-|1,|_1}|.'+.__+ﬂ1xl1—]_x.| o ... ... .o
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puis en développant par rapport a la dermiere higne :

f
AprlX) ={=1" (;{” — z nkxu—k )
Kal

I} est également possible de procéder par récurrence @ en posant Dy = det {M - .‘-'E.l’"}.. le
développement par rapport i la derniére ligne donne Dy = —XDy,_ 1 — (- 11"ty , puis & partir
de Dy = ay ~ X, Ds = X% — a1 X — ag, on obtient pour tout n e A" :

Un = (- ler{xrl . ﬂlx”] _ a”_ ]x - {'l."}-

Par hypothése, on a an # 0 done Xp{01= 0 et 0 n'est pas valeur propre de M. On en déduit :

Fi
ay
ourtout he B, Xyihl=0 = 1= :
p M 2
=1
1
. " ) . . by .
Les ay étant positifs, et deux d’entre eux étant non nuls, la fonction ¢ : x-» z — esl continue,
X
=1
strictement décroissante sur BZ ; elle réalise donc une bijection de B sur ¢ B ) = R, Cedi

prouve l'existence d'un unique h e BY tel que g{k) = 1, soit aussi tel que Xy(h) = 0.

2) Posons s = sup o se B . Daprésla question précédente, la fonction ¢ étant strictement
1% s
décroissante sur B onar< 1+ 5 <= firl =il + 5}, donc:

r<l+s &= f(l+si<1.

a
Formons f(1+ 5) = z T Par délinition de s, on abtient :

ik
P [1+ =)
= — 1 5 1
fil+sicsy —— 5% —— donc fills+sle —0 x
' Zulu#‘ EHHH‘ / 1+s 1
fi=1 k=1 1 R
l+s
cest-a-dire f11 + 5) < 1 et la conclusion s'ensuit.
3) Il faut se laisser guider par 'énoncé qui nous suggére d'introduire la matrice nilpotente
0 1 (0 ap O ... 0
N= - et donc A = .
L] Do
i) 0 an 0 ... 0

Il va cependant falloir prendre garde au fait que A et N n'étant pas permuotables, une puissance
(A + NI® ne s'obtient pas aveg la formule du bindme. En posant Py = A et Py = N, une telle
PuUissance 5'éCrit ;

(A+NF = S PuPy - By,
T .- o e [12]"
Enfin, il est utile de remarquer que puisque A et N ne comportent que des termes positifs on
s, il en g5t de méme pour touf produit Py, Py, - - - Py . En conséquence, pour s"assurer que la
matrice (A + NJ¥ 2 un élément streitement posit en position (4, _f), il suffit de vérifier quiil en

estainsi pour 'un des produits Py Py -0 - P,
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Avec les matrices A et N précisées dans la remarque précédente, on obtient :

af 0 L. 0
k-1
Wie Pi, Wiell0.n—1] A= T
n[‘ ]u..., a ...... ]
0. 0 1 {0}
g 1. : _[ﬂ 1”__[)
o= . . -
| : S 1 0 0
: : {0}
o ... 0
(S —
feolonnes
0 0 a0 0
A = u:" Lag
o ... 0 -:|:{r lu" o ... 0
| R

"
{lel) colonne

00 a0 0y
wni—tgkpf _ | U 0 L:]_lur. o . 0
] 0 . LA
: : : n—{ colomnmnes
oL 0 e . 0
e —

B
(17 colonne

En conséquence, pour pa=2n et pour tout (i, jle [1. nfi%, le développement de (A+ N contient le
produit N* AP~ dont 'élément de position (i, j) est af ™
de méme position de tous les autres produits étant =0, on en déduit que le terme de position
(L ) de (A + NV est strictement positif.

Ainsi, pour p = 2n, louws les termes de MY sont strctement pnnail:ifs,

| Soit A et B dans A,(C) telles que AB = 0.

I
1) Montrer que A et B ont un vecteur propre commun,

i = 0. Le coefficient

2) Montrer que A et B sont simultanément trigonalisables.

1) 1 est bon d'éliminer les cas triviaux o Pune ou aotre des deux matrices est nulle, On pensera
ensuite i la localisarion des vecteurs propres d'un endomerphisme [ : ceux-ci sont dans le noyan
o dans 'image de [

Plus précisément, si Ker 2 {0}, 0 est valeur propre et tout x & Ker £ {0} est vecteur propre ;
LoU aulre vecleur propre, associé a une valeur propre non nulle, est dans Im f.
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Tout polyndme appartenant i C [.Jr.':; &tant scindé, toute matrice de Al,(C) admet au moins une
valeur propre et donc au moins une droite pointée { c'est-a-dire privée de 0) de vecteurs propres.
Si I'une des deux matrices est nulle, towt vecteur propre de ["autre est commun aux deux. Pour
la suite, on se limite donc 3 A= 0 et B2 0, et on peut remarquer que cela impose A et B non
inversibles (en effet A & GLniC) et AB = 0 donne B = 0 qui est exclu et de méme Be GLAIC)
conduit 4 A = 0 gui est exclu).

En notant u et v les endomorphismes de C" canoniquement associées a A et B, I'hypothése
AB =0 se lit ue v =0 et équivaut donc a Im v < Ker u.

51 Im v contient des vecteurs propres de v, le probléme est résolu. On est donc amené i envisager
deux cas selon que Splul = {{J} o Bl ) # {ﬂ} (Sple) désigne le spectre de ).

« Premier cas : Sple) = {0}
[} existe & valeur propre non nulle de v. Alors, si x est un vecteur propre associé, on a :

vxl=ix done x=uv (%) e Imw

et, puisque Im v < Ker u, x est également vecteur propre de u (associé a la valeur propre 0).
» Deuxieme cas: Splol = {0]

Alors Xp{x) = det (B — XIy) est un polyndme scindé amettant 0 comme seule racine, donc
X1 = (=1"X"™ et, d'aprés le théoréme de Caylev-Hamilton, on obtient o o= 0 oo oest
nilpotent. Appelons p lindice de nilpotence de v: o = 0, P~ ! # 0 ; puisque v est non nul, on a
p=2({donc2 = p=n).

Lix) = 0. Alors v = 0 donne viy) = 0

donc y est vecteur propre de ¢, D'autre part, avec p = 2, on peat éerire uly) = e vl oP4(x)} e,
puisque we ¢ = 0, il vient uly) = 0y est également vecteur propre de w.

Sachant que vP~1 20, il existe x € T" tel que y = v

2) I La guestion 1] prépare une démonstration par récurrence,

Pour ne M, soit la propriété
(Hn) : pour A et Bdans. W (C) telles que AB = 0, il existe Pe GLn( BC) telle que P~1AP = Ty
et P YBP = Ty avec Ty ¢t T triangulaires supérieures.

(Hy ) est évidente.

Supposons [ Hy, 1] vraie et soit A, B dans AL, {0 telles que AB = 0.

[Vapres le 1), il existe @4 € GLnl Chelle que :

1 A L,al) -1 [H- f-u)
ag = : -
A= g 4 @B =1, g
ob(h, wle ©F, {A).By) & M,y (CF, (La. Lp) & My, (CF, 08 M,y (T,
i est la matrice de passage de la base canonique 3 une base dont le premier élément est vecteur
PTAPTS CEMTIITNLN HETEL i
Avec
(i"n. L‘.'L) ([.I. LH) _ [.:'l.p. ELH+LHH1)
0 A N0 B 0 Ay By

la condition AB = 0 donne A; By = 0 donc, d'aprés (H,,_q |, il existe G € GL,,_1(T) telle que :
@ A =Ty et Q) TEE = Th
ol Ty et T sont triangulaires supérieures.
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1 0

Posons Oy = (l v ),:111an£ GLalClavec @, ' = ( , ]),ei il vient :
0 g ;

(s me=( ) - wr(h Be-(5 #)

I il est inutile de préciser les blocs lignes J'.:.I et !.j{.

=

Enfin, il reste 4 poser P = @ G pour obtenir :

1 ALy 1 B L
plap=(y ) o optee=(h 7
0 T 0T

Ces matrices étant triangulaires supérieures, A et B sont simultanément trigonalisables,
Ainsi, on a montré (Hp) = (Hy.q |, donc, puisque {Hy | est vraie, le principe de récurrence

donne que | Hy | est vraie quel que soit ne A,

(D) Applications de la réduction

I%jﬁ i N .

Sait E un espace vectoriel réel de dimension finie et ue J(E) (dim Ee &%),
, Montrer quiil existe un sous-espace vectonel de E de dimension 1 ou 2 stable par u.
I -

O sait que si & est une valeur propre de u, alors le sous-espace propre Ker {u = ke') est stable
par u {la restriction de u a Ey (1) = Ker {u — he) est 'homothétie vectorielle de rapport L), et
done toutes les droites et les plans de £, {1l sont stables par 1. 11 existe donc au moins une droite
vectorielle stable par u. Le probléme se pose done lorsque 1 n'asdmet pas de valeur propre, ce

qui peut avoir lieu car E est unespace vectorie] riel.
E ¢tant un espace vectoriel de dimension finie, il existe au moins un polyndéme non nul,
annulateur de w. Soit @& R X| © {0} tel que @l = 0,
Etudions la décomposition de @ en produit de polyndmes irréductibles, il existe ge ™" et
P B[X], d°Pr e {12}, tel que:

Py =apX+ by ¢ a =0
ou Py = nk.h'j + X + o et by — dayo <0,

et il existe ay, € M7, pour tout ke [1, gf tels que:

Ll
o=[]r.
k=1
Unoa alors ;

i
l—l {I’],'-':HI]IU' =1
k=1
et il existe kg = 11, gl tel que Py, (1) est non injectif.

Sinon Yies 1. gll, Pilwd est injectif, puis :

i e
) = (H Py ur) & GLIE)

k=1
or gl =1,
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Py, (it étant non injectif, Ker Py (u) # {[I'}

Soit x = Ker Pig,{ueh ™ {I.':I }'.

Montrons que F = Vect (x, ulx)] est stable par w.

Sid*P, =1,dimF = 1.

En effet F est alors le sous-espace propre de w attaché a la valeur propre ~ E-E :
[Yapres les remanques préliminaires, F est stable par .

Sid'Py =2,dimF = 2.
En effet, | x. il x)) est libre, Montrons-le.
Si l[x. u[,:;']] lide, alors il existe A & B tel que wix) = Ax)car x =0,
Done u®ix) = A%x, or x € Ker Py (u), done

ﬂkHE[A'_I + bpulxl+opx =0
est-d-dire : {ny W by A +cg Jx = Daver x 2 0, ce qui donne :

ap h +b A +o, =0 et Ae R

en contradiction avec bﬁ — dagey < 0.

Soit & F. il existe (v, p) e B? tel que y = hx + puix) alors :
L) = kel + utl?[I]-

. . C _— .
Or u®ix)= — ﬁu[.ﬁ:] — ﬂ_zx £ F,ainsi uly)  F, ceci pour tout y & F et F est stable par w.

| O peut remarguer que y, = 0 car bf — 4oy < 0.

F est donc un sous-espace vectoriel de E de dimension 1 ou 2 stable par w.

1&*- ﬂ

i E est un espace vectoriel réel de dimension ne M" et ue C(E).

Soit (P) la propriété :
atout sous-espace vectoriel F de E stable par u admet un supplémentaire stable par wus.

1) Montrer que si u est diagonalisable, alors u vérifie la propriété (P,
2) 51w verifie (P}, u est-il diagonalisable 7

3) Soit ue C(E) vérifiant (P). Soit E' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer
gue e vérifie aussi La propriété (P,

4) Montrer que si u vérifie (P), alors E est somme directe de sous-espaces vectoriels de
dimension 1 ou 2, stables par u.

5) Donner un exemple d'endomorphisme ne vérifiant pas (P

Sidim E = 1, alors on peut remarquer que la propridté est veaie pour tout u € CLE). On peut
supposer n = 2 dans tout le probléme.

1) Bien s, si F = {ﬂ} alors E est un supplémentaire de F (c'est le seul) dans E, et E est stable
par ...

Etudions done le cas oi F # {U }
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Soit F= {0} un sous-espace vectoriel de E stable par . Alors up & £(F), endomorphisme de F
induit par w, est diagonalisable car u est diagonalisable.

Clest un résultat du cowrs ; en effet, u étant diagonalisable, il existe P e H[I}, annulateur
de w, scindé et & racines simples, Ce méme polyndme P est annulateur de wp done up est
diagonalisable, d"aprés les propriétés caractéristiques des endomorphismes diagonalisables.

Soit By une base de F formée de vecteurs propres de ug (donc de vecteurs propres de u) et soit
Bg une base de E de vecteurs propres de u.

On peut compléter la famille libre B de E par des vecteurs de Bg (appelons la famille cor-
respondante B') pour obtenir une base B de E ; B = By w B

I Par application du théoréme de &la base incomplétew,

Soit F' = Vect B, alors F' est stable paru et E= F & F,

B' est une famille de vecteurs propres de w, done tout vecteur x de B' vérifie ;
ulxl=hx oiahe Splu),
puis tout vecteur de F' a son image dans F'.

2) Soitn=2,p = (e;.e;) une base de E, et u e L(E), telle que:
a -—b
wo= (3 )

e
(a.ble Rx R*, a®+b* = +1.
u est une rotation vectorielle en considérant que E est euclidien et que {-?1 . f.";g} est une base

orthonormale.

Les seuls sous-espaces vectoriels de £, stables par u, sont {0} et E, donc tout sous-espace
vectoriel de E, stable par u, admet un supplémentaire stable par u ; ainsi u vérifie la propriété
(P); cependant, u n'est pas diagonalisable.

3) Soit E' un sous-espace vectoriel de E, stable par w.
E'#{0}.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E', stable par v’ = ug- endomorphisme de E' induit par w.
On peut remarquer que u' € C{E'). Il s'agit donc de montrer que F* admet un supplémentaire
dans E', stable par u'.
E' admet, par hypothése, un supplémentaire dans E, stable par u ; soit E” ce supplémentaire :
E=E ®E"

Résumons la «situation® ;
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F'SE" est un sous-espace vectoriel de E, stable par u, donc admet un supplémentaire G, dans E,
stable par u:

E=G®(FBE") =GHF B E".
Mous allons montrer gu'un projeté @hien choisi® de G sur E' est un supplémentaire de F'
dans E', stable par u’ et répond  la question.
Soit 7 la projection sur E' dans la direction E”, E"” = Ker 7w et E' = Im 7.
Comme E = (G & F') & E", # réalise un isomorphisme de G & F' sur E'.

| I s"agit, bien sir, du théoréme fondamental dont on déduit le théoreme du rang.

Soit {ey.eg. - - - .er) une base de G, (e . €r0. - - - .€g) une base de F.

leres. e @iy - oo g) estune base de GE F done:

(w(er). - wler)m(en). - wleq) )
est une base de E'. Or, pour tout ie fir + L g, w(er) = ercar F' ¢ E' = Imw = Ker | = — Idg ),
ainsi {7 (e9). - - - .w(er) g1, - - 8q) €5t une base de E',

Soit &' = wiG), alors G’ = Vect |i:r (er). - - .=r{-.=r]l). et G' est un supplémentaire de F' dans E'.

Montrons que G est stable par u'.
Wye G',3xe G/y=mixiet(y - xle E' = Kerm.
Or E" est stable par u, donc wiy = x) e E", on obtient alors :
uly = xb = uiy) = wixbet w{uly) — ulxl) =0,
et enfin
wluiy)) = w{nix)
avec u{yl e E',car ye G' = E' et E' stable par u, et ulxle G car x € G est stable par u.
Ainsi w{wly)) = wiy) et done uiy) = wluix)) e =G = G,
On vient de montrer que, pour tout ye G', ulyle G';ainsi G' est stable par u donc par u', puis
up vérihe (P),

4) I Etant donné le résultat qui vient d'étre monitré, on va procéder, ici, par récurrence.

(i) SidimE < { 1,2}, alors £ est stable par u et la propriété est vérifiée.

(i) Hypothese de récurrence. Soit ne M7\ { 1}, la propriété est vraie pour tout espace vectoriel

de dimension inférieure ou égal 4 n.

Considérons un R-espace vectoriel de dimension rne+ 1. Soit E un tel espace et ue L{E) vérifiant (P},

[Faprés exercice précédent, il existe un sous-espace vectoriel de E de dimension un ou deux,

stable par u ; soit E' ce sous-espace vectoriel et E” un supplémentaire de E' dans E stable par w.
| Il en existe car w vérifie la propriéte (P

Alors dim E"” & {n - 1.n}, et, daprés 'hypothése de récurrence, E est somme directe de

sous-espace vectoriel de dimension 1 ou 2 stables par u

g
E"=$Er dim Er= {1,2}
=1
q

el E=E"EB @E} avec dimE"E-{‘l-H}
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La propriété est done vraie pourn+ 1,

{iii) On en déduit, d’aprés le principe de récurrence, que tout espace vectoriel de dimension finie
supérieure ou égale & 1, vérifiant (P), est somme directe de sous-espaces vectoriels de dimension

| on 2, stables par u.

5) Soit E un R-espace vectoniel de dimension 3, B = {ey , ez, 25) une base de E et u e LiE) tel

l.]'l.lE‘:
I
Mylid)= | 0O 0O i} |].
o o 0

0 est valeur propre triple de u et Ker u = Bey S Hey .

Il n'existe pas de sous-espace vectoriel de E, supplémentaire de Ker u dans E et stable par w ;
en effet, si E = Ker u @& E', avec E' stable par u, alors dim E' = 1 et uge est une homothétie
vectorielle de rapport h € ® et donc A est valeur propre de w. Par suite A = 0, puis E' = Ker u,

en contradiction avec ce qui précéde.

Exo27 -

Soit e C{(R"} diagonalisable. Montrer I'quivalence des deux propriétés suivantes.

(i) il existe ve R™ tel que (e fiv) - -« /" Yiuol) est une base de R" ;

(11) 7 admet n valeurs propres deux a deux distinctes.

On peut remarquer que s admet novaleurs propres deux a deux distinctes, alors  est diagona-

lisable ; la véciproque est, bien sir, fausse,
L'hypothése [ diagonalisable est donc certainement indispensable pour montrer que (i) en-
traime (1i).

En effer, soit g& £ B" | un endomorphisme nilpotent d'indice n (Cest-d-dire "1 # 0
g" = ), alors, pour tout ve RB" L Kerg" 1 (v e, oo ™ 1|!.1|:| est une base de B™,

alors que g admet O pour unique valeur propre.

Pour montrer que (i) entraine (i), faisons tout de suite intervenir Chvpothése § diagonalisable.
Soit done B = (1.1, - - - o) une base de vecteurs propres de [ et ve B" wlle que
[:r._il'iul.fz[ur. coo ™ M) est une base de B™ (qui existe d"apres Ihypothése).

Il existe [y %, - a0} e B tel gue:
) 2

rl
et pourtout je [1.n— 1], Fivi = Z Xy I"."A. iy o1, pour tout ke [1, nll, hy est la valeur propre

k=1
attachée au vecteur propre oy, .
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Xy hpx Xy X1 Ay
Ay ;"l.:g.-l'g .:'..i A h::I— I.-'I:':g
. . =1 4 — M M
detg (o flw), . 17wl = - e \n
Ak kX [ Kk Yk
i f I'I
| Xnn  AmXn K Xn Ap " Xn
1 h! h;l 1 i
n-1"
n 1 Ag 2 i i
(fe)| 2 2
k=1 : . .
1
I Chit reconnait un déterminant de Vandermonde attaché aux nrdels by, - < L An .
Donc detg (v ok ..o lfw (Hn-j H hi - l'y]l-
l=ki=n

Or (v flw), - - - " Hwl) est une base de B", don :

detg (v, flv), -« " o)) #0

I (x-w)=0

e S e

e qui entraine :

Ainsi :
VL e llnl®, (2 = M#d).
Les n valeurs propres de f sont domne deux & deux distinctes.
Réciproquement, si les n valeurs propres de f sont deux a deox distinctes, alors f est diagonali-
sable et soit B= {1y .19, . - . .| une base de B" de vecteurs propres de f et

fi
= E U .
=1

IR VR A
Mg .. .i'n'._!__. caa :'u.;;_l

Alors :

dety (v, o), - ") =

1 e ... M oamet
or i#J = ki#hkydonc detg (v, fivh, ... ._.F“"'ilrllj # 0 et, par suite, {v. (e, . ..

une base de B".

._,r""':r:]] est

Soit E un E -B5SPACE u&ctnnel de d1men5mn 3, @ = (e, e .eg) une base de E et e HE)
admettant pour matrice dans la base & :

0o o -1z
(1 0 4 )
0 1 3

Sixe E, on note Elx) = Vect ({"ix), ke M), I
Trouver les vecteurs x de E tels que Eix)# E.
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Omn peut remarguer que si une droite vectorielle Bx est stable par [, alors :
Vet (x. fix), f2(x)) = Rx 2 E.
Done si x est vecteur propre de [, alors Elx) = E.
De fagon analogue, si P est un plan de E stable par [, alors pour tout x de P!
Veet (x flx), [2(x)) c P.

Donc Elx) # E.
Mous n'allons pas, a priori, chercher les plans de E stables par f, mais étudier les droites de E
stables par f.

Cherchons les éléments propres de f.

Le polynome caractéristique de f est :
=X7 #3X% 44X = 12 = —(X = 2)X + 2NX = 3).
On a donc Spif) = {2, -2,3}.

Admettant trois valeurs propres simples, [ est diagonalisable, les sous-espaces propres de f sont
des droites vectorielles :

KerU—E[dE}=Vect.|:—EE1 — ey +ey)
Ker U+E[:|E}=ve|:t.[ﬁ-e] — hey -I'--E-"a}
KErU—E[dE}=\FE|:t.[—4EI+Eg:|

Posons :
c‘. = —Bey — 0 + &y
[}

ey = Bey — Deo + ey
eﬁ = —dey + ey
@' = (e} .eh . e5) est une base de vecteurs propres de £.

Peu importe les valeurs numériques choisies pour €] , & , €} ; I'important est de travailler dans
une base de vecteurs propres de E.

Pour tout x & E, il existe un unique triplet {0y . ag . a3) & B tel que:
X = aye) + ngeh + 0gey
alors :
Jix)=2a, e] —2as ey +3ag ey
FRix) = day €] + 4 as e +9ag
ay 2oy duoy

- I

dety (x. flx), fF(x) =

o3 Bog Dog

1 2 4
sajesoag |l —2 4|=—-20o asay .
1 3 9
On peul aussi remarquer que :
1 2 4 1 A hi
1 =2 4|=]|1 ks XA
1 3 9 1 Ay Jb.g

= Vandermonde [.i'q Jha ha}

les Ay o Ao, Ag étant deux & deux distingts, le déterminant est non nul.
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Ainsi (x flx), f5(x)) est une base de E si et seulement si oy g ag 2 0, donc si Elx)# E, on a
nécessairement o g oy = 0. DVautre part, il est évident que cette condition est suffisante.
Par suite, les vecteurs x de E tels que E{x) # E sont les vecteurs de :
(Ker (f —21de ) @ Ker (f +21dg ) ) v (Ker (f + 21dg ) @ Ker (f - 31dg | )
u(Ker (f —-31dg ) & Ker {f — 21dg }).

On peut maintenant remarquer que Fon a ainsi Kretrouvés les trois droites sous-espaces propres
o1 les plans stables de E par .

Ex. 29 e

Soit fe X{R?) tel que [P +f =0 et rgif) =2,

1) Determiner les sous-espaces de wt stables par f.

2) Déterminer le commutant de .

1) « Recherche des droites de B? stables par [

Soitxe B3, x20.

La droite Fx est stable par [ si et seulement si x est un vecteur propre de f.

Soit A & Spifl, A B est racine de tout polyndme annulateur de f donc, en particulier, du
polyndme X* + X. Or 'unique racine réelle de X% + X est 0, donc Sp(fi < {0}.

De plus rif} = 2. En appliquant le théoréme du rang 3 f & #( B” |, on obtient dim Ker f = 1
done 0 est valeur propre de et Splf) = {[II} J

Il existe done une unigque droite stable @ cest la droite Ker f.

« Recherche des plans de B stables par f

Soit P un plan de BY stable par f ; alors fjp induit un endomorphisme fp de P ; le polyndme

X% + X est un polyndme annulateur de fp et est done un multiple du polyndme minimal
M e B[X] de fir {donc d”M = dim P = 2},

I Le degré de tout polyndme minimal est supérieur ou égal a 1.
Me R[X]
M| X"+ X

d°Me {1,2}

En résume

M oest upitaire
Par suite M e {X. X%+ 1},
SiM = X, alors M{fp) =0 = fp ce qui est contraire a dim Ker f = 1.
SiM=X"+1alors M(fp) = 0=f5+1dp.
Montrons que P = Ker (7 + ldg: ). En effet :
Wxe P, Uﬁ +1dp J{x) =0
N

sl [Cald, g Wk

donc x e Ker (/% + Idgs |, par suite P < Ker (f* + Idgs ).

e ——r——— C——— - — e —
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[Daprés le théoréme de décomposition des novaux appliqué a f & #{ B* ) et aux polyndmes
premiers entre eux, X et Xesl,ona:
R* = Ker /< Ker (/* +Idg: )
done dim Ker (* + Idg: | = 2 et P = Ker (f* + ldg. ).
Il exaste donc un unique plan stable : ¢'est le plan Ker “-:F: +Idga |.

» Biensor {0} et & sont stables par f.

2) Recherche du commutant de f
MNatons-le ©(f).
| I s"agir d'abord de déterminer wne base adapuée aux propriétés de [
Soit ey e Ker {f* + Idg }, &) » 0, alors (e . (&) ) est une base de Ker (/% + Idgs ).
En effet, comme ey 20,31 (e -_f'l:_{’] :I]I est lice, il existe k& B et que e i = herp , Done :
F ey )= A ey
f.}r‘,f'z = = Jdga . ainsi:
—o) = hEey = H.E +1jeg =0 aveche Retey 20,
oe qui n'est pas possible [ done {m -_j"IIrc':| ]I} est une famille libre de cardinal 2 du plan vectoriel

Her[{2+1d£]|.

S0t ey &8 Ker f, o0 210,
Alors B = (ey [ (e ). ep) est une base de B* adaptée 3 % = Ker (% + Id,s | & Ker f

g -1 0
Mgif)= (l L] D)-
[ = O =01

Dautre part : Ker f et Ker (r*+ ldga ) sont stables par tout élément g de €(f),
Ker I'J2 + Idge | est stable par g car f et g commutent, done [_,I'H + Idgs | et g commutent
AtsEl.
Rappel. 5oit 1 et v deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel ; si w et o commutent alors

ker u est stahle par o,

Donc il existe (a, B.v. 6} B, v e &, tels que :

o B0
Mplgl = ('1! i ﬂ)
0 0

i

gef=feg & {T

DG 0)G

(5 3=

T=—B
——
=

Ainsi f et g commutent si et seulement si il existe ic. . A e B

o B0
Mpgigl = ( B « D)
I T

o 0 0 F 1 0
=-er{;!,+f.h_—u:l('|] 0 I:I)+ﬂ(—1 0 ﬂ')
O 0 1 o o 0
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qui est la traduction matricielle dans la base B de :
g=aldg +(x —a)(ldg +/*) +Bf donc ge Vect [ Idga . ff°).

-1 0 0
En effet, Mg (12) = (Ma()® = ( 0 -1 t}) donc
o o0 0

00 0
M5U2+1d“n]=({l 0 u)
00 1

En remarquant que vEﬂtliIdn:l ._ﬁjz} c Cif), on obtient g & ) si et seulement si
ge Vect ( Idga . f, f*), donc:

af)= Vect {Id“l ,_r.fg}.

2 1 1 |
Scrit.q=(1 2 1)5.413{&}.
00 3

1) Déterminer le commutant de A, C(A) = {M e Mz(R) / AM = MA} et montrer que C(A) est
'ensemble des polyndmes en A.

2) Trouver les droites et les plans de B stables par f, endomorphisme de R* canoniquement
associé A A.

1) Le polyndme caractéristique de A est (1 — X}3 — X)%,
a) & 1 est valeur propre simple

l Donc Ker |:A. _ J',qjl est une droite vectorielle.

1 1 1 1 0
Cammeﬁ-[ﬁ-(l 1 1).unremarqueque{.-’.~—l](—l)=(ﬂ)dﬂnc:
00 2 0 0

1
HEI‘{A—I;;} =} (—l).

0
= 3 est valeur propre double

-1 1 1

A=3l = ( 1 -1 1) est de rang 2, donc dim Ker (A-3I3) = 1 et An'est pasdiagonalisable.
0 o o0

» dim Ker [ﬂ — 3I3) = 1: il s"agit de l'application du théoréme du rang i I'endomorphisme

de R?, f — 3 Idg dont le rang est 2.

» Bien sir, d’aprés la caractérisation des endomorphismes diagonalisables, s'il existe une valeur
propre dont 'ordre (de multiplicité) est strictement supérieur a la dimension du sous-espace
propre correspondant, cet endomorphisme n'est pas diagonalisable,

1 1] 1
(A — 35) (1) = (u) donc ( 1) e Ker (A — 3l3) qui est une droite vectorielle, ainsi :
1] 1] 0

1
Herl:ﬂ—ﬂig}=ﬂ(l).
]
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Cest en remarquant que Cy + Ca = 0 dans la matrice [A - 313} (ol €y est la i colonne,

1
[ & [1. 3], que I'on obtient ce vecteur propre (1 )
0

Pour déterminer les matrices M qui commutent avec A, il suffit de déterminer les endomor-
phismes g de e qui commutent avec f, endomorphisme de R canoniquement associé 3 A ; or
et g commutent si et seulement si leurs matrices dans une base (et alors dans oute base) de
BY commutent.

Un premier objectif est donc de déterminer une base B’ de B dans lagquelle la matrice de [ est
asimplen, par exemple triangulaire supéricure avec tle plus de zéros® possible,

Un second objectif est d"étudier la matrice de g dans cette base,

b) (i) Recherche d'une base g’
Comme premier vecteur de ', choisissons &) , vecteur propre attaché a la valeur propre 1.
Pour deuxiéme vecteur de g', choisissons €, , vecteur propre attaché i la valeur propre 3.

Par exemple, en notant [E| g, E"g] la base canonique :

ej=ey—e e e=e+ey,
Un calcul élémentaire montrerait que (€] . €} ) est libre, mais c'est irmurile. En effet, e] et e} sont
deux vecteurs propres attachés 3 deux valeurs propres distinctes donc forment une famille libre
de R?,
D'autre part, ce qui importe, c'est que €] et e soient deux vecteurs propres, attachés i deux

valeurs propres distinctes, les valeurs choisies n'ont aucune importance dans le raisonnement, &
moins que le choix de e aperturbes celui de &)...

A présent, choisissons &) .
D'aprés le théoréme de décomposition des noyaux appliqué aux polyndmes premiers entre eux
(X = 1)et (X — 3)* vérifiant :
XalX) = —(X — 10X - 3%
et X4 étant un polyndme annulateur de f,

[ Il s"agit du théoréme de Cayley-Hamilton.
ona:
R? = Ker (f — Idg: ) @ Ker (f — 31da )%,
(e} ) étant une base de Ker (1 — Idgs ) et (2} ) une base de Ker (f —31dgs ) G Ker (5 —3Idgs }E.

il s"agit donc de compléter (e} ) pour obtenir une base de Ker (f — 3 Idgs }E, puis de B, adaptée
a cette décomposition en somme directe,

Soit € & Ker {f — 31dg: )* \ Ker (f — 31dga ), alors :
(f—31dgs ) (e) #0 et (f—3Idgs )" () =0.
Donc, en posant €}, = (f — 31dga ) (e), ona:
ehe Ker (f —31dgs )\ {0}

et (h . }) est une base de Ker (f — 31dg, }2.
2

. (-1 1 1 2 -2 0
Soit (A — 3I3) =(1 -1 1) =(-2 2 n),ainrs:

0o 0 0 o 0 0
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. 1 0
Her{fq—axg}‘*=|:a(1) Fﬁm(n).
0 1

Choisissons ¢ = ey, alors :
eh=ep+ey= [~ 3ldga ) {eg)
et avec, par exemple, ) = &) ~ ey, B’ = (] . ¢} . }) est une base de ¥ telle que :
1 0 0
Mp-f) = ({I 3 I) = A
o O 3
Etudions plus particulieérement la 3° colonne : il sagit des coordonnées de j'['eﬂ dans |a base
Or |'_|f — 3 Idza HF_:,] = -:-{_.., done | [i—"'a} = HE'I:] + E'.a, d'oi le résultat.

1 i 0O
En posant P = (—1 1 'I]).FE GLalHlona:
o o 1

A =P AP,

(i) Soit g e O, commutant de F, Y A e, o e B°, [I_,Ir — Aldgs ]“ et g commutent donc
Ker {f — A Idga | est stable par g.
("est le cas, en particulier, pour :

a=1 et L=1,

nF{t.E} et A=23.
La droite vectorielle Ker (f - Idg ) = B¢y — e) étant stable par g, le vecteur e} = e; — ey est
un vecteur propre de g.
e méme, la droite vectorielle Ker [f - E[dg} o FEI[ — ) + | étant stable par g, le vecteur
€ = €] + ¢ est un vecteur propre de g.

1l existe done (A, p)e B tel que :

gleh) =rer et gleh) = e
Dautre part, Ker [/ = 31dgs }2 est stable par g.
Or Ber (f - 3 Idg, ]2 = Veet (e} . ), donc:

Iv.£)e B/ gles) = kel + ve}

oo o0
Mﬁ"i_q':l= (ﬂ 1 .E,).
0o 0 v

Soit C{A") T'ensemble des matrices de My(R) qui commutent avec A’ ; alors M’ & C(A') si et
seulement si A'M" = M'A’, c'est-a-dire :

1 0 0 A 0o AoOO 1 0 0
(ﬂ 4 1) (I] I;)=(D L t) (D 3 1)
0 0 3 0 0 w 0 0 w 0 0 3

A0 0 o0 0
— ('I] dp 3E+:r) (ﬂ' 3 +|.+:]E)
0 0 Ju

0o 0 v
=t JE+v=p+ 3

et donc :

=

= =
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done :

o000
c[a‘]:{(m mn E).m-p.gyeﬁ“}
0 0
1 0 0 000 00 0
={h(n 0 n)w(n 1 ﬂ)+g(l} 0 1).hm-eﬁ"}
0 0 0 0 0 1 00 0

Ainsi -L‘{A":I est un sous-espace vectoriel de dimension 3 de 'espace vectoriel My (H).

100 00 0 000
E{A‘]=veﬂ,((n 0 n).(n 1 n).(n 0 1))
00 0 0 0 0 000

e S . S ———

A M M

En effet :

Done ces trois matrices | My . M5 , My | forment une famille génératrice de CI::.-"L"]I.
Or [ My . My . M5 ) est libre dans Aty (F), d'od le résultat.

Done C(f ), ensemble des morphismes de #{ B* } qui commutent avec [, est un sous-espace
vectoriel de #{ # ), de dimension 3.
En effet, B étant rapporté i Ia base B, application :
W BB ) = AlgiR), b maty h

est un isomorphisme d'espaces vectoriels et 'image par ¥ de C{f) est C[A").

COr ¢(f) contient aussi Vect | Idg. ,_f'._,r'z] et (f—3ldg)a(f- ldﬁ} 10,

Sans ealend, méne si, & oo nivead, un caloul est ¢émentaine...
Carsi (f —3Tdg ) & (f — Idg ) = 0, alors le polynome (X — 3KX — 1) serait annulateur de
[ scindé et & racines simples, et f serail diagonalisable.

Il n'existe donc aucun polyndme non nul de degré strictement inférieur 4 3, annulateur de [ : le
polynéme minimal de f est (~ 11" X4, et on en déduit que { ldgs . £ f?) est une famille libre de
¥ R*).
Alors Vect | Idgs . f.f*} est de dimension 3 comme €{f) ; de plus, Vect ( Idgs . £ %) < €{r),
done :
C{r) = Vect { ldgs . £.%).
On peut considérer & nouveau I l!itrml::irphl.limt':
3 F{ BY ) = MalR), h— matgy h
pour en déduire C[A).
Dong :
C{A) = Vect {I5. A, A%
= {PlA) Pe By [X]}
Lo peut remanguer gue :
[PALPe Ra[X]]} = {PlALPe R[X]}

2) (i) Une droite de B® est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur
propre de f.
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Il y a done deux droites stables par f :

1
. Iﬂdmither{f—Idt;;HE(—l):
0

1
» ladroite Ker (f —3ldg) =R (1)
0
(it} Soit F un plan de i stable par f, alors f induit un endomorphisme i de F et le polynime
Xy =(1- XN3 — X)° est un polynome annulateur de [ donc de f.
Par suite, le polynéme minimal de fp est de degré 2 et égal 4 (1 — XN3 = X), ou d (3 = X)*.
En effet, le polyndme minimal Mg, de fp estun diviseur non constant de X4 et de degré inférieur
ou égal & 2.
Les cas :
L'EI:J-F =X =1
el Mp =X - 3
sOnt & rejeter car fp nest pas une humu'th"iiu:.. puisque [ n'admet pas de sous-espace propre de
dimension =2,
Il reste donc :
Mj, = (X ~ 10X = 3)ou (X - 3F
et le polyndme caractéristique de fi est égal & son pelyndme minimal,

» Sile polynome caractéristique de fi est (X — 1)(X — 3), alors [ est diagonalisable et :
F=Ker(f - ldg ) @ Ker (f - 31dg
=Vect (e — es.ep +e3) = Vect (e, ex).
Une équation de F dans la base (e, o5 ey) est 2 = 0,
= Sile polyndme caractéristique de f est (X — 314, alors -
F=Ker (f —3Tdg )"

= Vet (&) +ep . e3).

Une équation de F dans la base {e) .ey.e5) estx —y=10.

Soit ne MW" et (A, Ble MnlK) = HniK). On pose C = AB— BA ; montrer gue si C est colinéaire
a A alors C est nilpotente.

1) DVabord, si A et B commutent, alors € = 0 et € est bien siir nilpotente,

2) Dans les autres cas, par hypothése, il existe h ¢ K, & 20, tel que AB — BA = AA.

Montrer alors que C et nilpotente est équivalent a montrer que A est nilpotente.

On est done amené 3 étudier A* pour tout ke B*,
Frude de A¥B - BA* pour tout ke M*,
Oy remargue que ;
AB = BA® = ALBA + AA) — BA®

= (AB — BAJA + MA®

=2)A"
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Montrons alors par récurrence gue

Wice M, AE - BA® = ch A",
La propriéte est amorcde pour k= 1,
Supposons la propriété vraie d l'ordre &, (ke ™" ), on abtient

AJU-] k+1 ke k=1

B— BAY = ANiBA + 04 — BA

= [A*B — BA")A + aa™"!

= AicA™ % A+ pAT] 4.|'.Jpr|'.':¢ |'h}'p-:rth:':.-.+: de récurrence

= Mk + 1)4%+1

La propriété est donc héréditaire.
Daprés le principe de récurrence
Yice M*, A¥B — BAK = k) A%,
31 I Pour démontrer que © est nilpotente, nows allons appliquer deux raisonnements différents.

o 1" méthade
Soit g ¢ MplK) — Al K) M MB — BM.
D apris le résultat précédent
Vice M*, g{A¥) = kx A,

51 on suppose que, pour tout ke BT, A% 20, alors cette écriture signifie que A% set un vecteur
propre de ¢ attaché a la valeur propre ki et ceci pour tout k& M* ; or k=10, on obtient alors
une infinité de valeurs propres, ce qui st en contradiction avec dim #y(K) = n® (et donc
Card SpiA) = n®),
1l existe donc ke KL i) /A = 0,
Donc A est nilpotente et, d aprés les propridiés des matrices milpotentes d'ordre m, il éxiste
ke [l al /A" =0.
s 2° méthode
Cette méthode n'unlise pas I'endomarphisme ¢, mais une norme d’algebre sur 4, (K.
On considére Mn{K) — K, M — || M ||, une norme sur Palgébre A, K). Done :

[l n A%|| = |a] & ]| a%)] = 201 811 ]| 45]-
Si |A" | #0, alors |A] ke=2|| B|| pour tout entier ke M, ce qui est en contradiction avec le choix de

2| Bl
iy

k& M vérihant k> E ( ) + 1, done il existe ke ¥, tel que A* = 0 ¢t A est donc nilpotente,

“Ex. 32

Soit Ae Ma(C), (ne M), 8t X, = z a, X* le polyndme caractéristique de A.

Fl

Fe=ill
1) Montrer que :
rn-k
Yike 10.nl. (n — khag + E agey; Tr (A1) = 0.
J=

2) Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) Ape M, AP =0 ;
(i} Wk e [L.nl, Tr (4*) = 0.

Chapitre 2, Algébre linéaire - Raduction,  » 107




Il
1) Soit X4 = ZHNI*‘ le polyndme caractéristique de A, alors an = (— 11" et soit CX) la
kwt)
matrice 'Com{A — XI,) ; CX) est une matrice carrée d'ordre n dont les éléments sont des
polyndmes de degré inféricur ou égal 4 n — 1, donc :
n—1
ClXi=Y X" ol Cye MalC)
k=l

ot omnoa

CIXHA ~ XIn) = (det (A~ ?ﬂu}}ht. (1)

En effer, VB & MniC), "ComiB) - B = (det Blln, donc en particulier pour B = A = Al o
e . Ainst;

Vael, (r{'.um[ﬂ - M,.]] (A=~ Aln) =det (A — Ain)in.

Cette relation entre matrices b coethcients complexes donne la relation {1).

La relation (1) s'écrit aussi

m--1 m
(Z r:.,t.x"j (A - Xln) = (z akx“) In
Ml Fomilk
=1 n
CpA + E (CrA = Cpy ) X" = €y X7 = (E a,[x“) I

=1 be=A)

Lunicité d'éeriture d'un polyndme & coefhcients matriciels dans la base canonique {J{Fﬁ] ety ¥
justifie comme ['unicité d'écriture d'un polynéme & coefficients dans .

donc :
i CoA = agln
£ CpA—Cp_j =l pourtoutke [1,n—10
L —Cp—1 = anln
[y = =10"I
—Cpog =ty 1ln + and  {avec aq = (=11

_ —k1
= (21¢ —Ci=appln+ap0d+ ... +apgd”

—Co=apln+AsA+ . -« +anA" !

e

L D=sapln+apA+ ..o+ A

n
La dermiére relation et Z ﬂ,;_-r"l.k = 0 Cest-a-dire Xa0A) =0,
Fomil)

Clest une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton.
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Diérivons le polmdme caractéristique :
det |A — XIn ).

Mous appliquons une géndralisation du theoreme de Leibniz, le déterminant étant une forme

f-liméaire (altermée),

O obtient -

ey — X 0 iy Ay
| LS - K 0 'I'-E';!_I Elig
I ﬂH] I U
m hL { : :
ll —
NalX =31 ay 1 @y e e G
k=1 |
D : H
. r.] lﬂ._" X .
: 0 :
0 :
L 0 Ly finn — X

TS .
YR calonne, on obtient

En développant Ap{X) selon la k
AN = (=10 % (cofacteur de ey — X dans det ['.-‘1 — XIn )
ce cofacteur est situé a lintersection de la k™™ ligne, & ™™ colonne de la matrice
com | A — XIy, )
donc i Tintersection de la k™™ ligne, k'™ colonne de ;

ri."'EIJI'I[.-'"I. ,".'.fr.] = {IX])

On en déduit ;
NalX) = ="Tr (X))

IMAis (0 & 3ssi
n

N4l X) = Z X"

k=11
s

ri
Wy (X0 = Z ey X" 1
F=1

On obtient ainsi

n Il
z ke X5 ) = - Z Te () x™.
k=1 k=1

D'aprés Municité d'éeriture d'un polyndme dans la base canonique, on obtient ;
Yke [ll.rl].kuk=—T‘r{f,',:,__1_!|- 13
En posant C_; = 0, on obtient
n—k
Wie l0nll, -Cy_y = o dn + Z fIk_,_J.-TI.
f=1
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7
Pour k = n, Z uh_rﬂI =1
=1

Cin obtient, avec (3}, en prenant les traces :

m—K
Wie 10.n), -Tr{Cy 1}I = ricay, + E tye, Tr II.-"E'I]'
J=1
=k
Wice [0, nl. (n = Ky + ) g,y Tr (4] =0 (4)
f=1

Clest-d-dire
=yt = iy TriA)

~2ay,_g = ap_1 TrlA) + an Tr {A%)

--!mn:ui'l"rf.-"!ul+ug'['r|:n2] 4+ .- +anTr{a”)

La traduction matricielle est ;
Lo I
iy —1 TrA
: T An—1 0
2etyy_n TriA®)
) = P ) ot PP = G
iy Tr {A")
1 k2 ... #€lg_y €ln
avec an = (=1)" donc P est inversible, et, par suite, ag = 0 pour tout k& [0, n — 11 si et
selement 51 Tr [:‘{‘"—} = (¥ pour tout k& 1, nf.

2) S'il existe pe Bl tel que A¥ = 0, alors A est nilpotente,

1l existe pe M tel que AP = (0 est équivalent 3 A™ = 0 [avec A € Ma(C)) done Spia) = Jlﬂ:l et

comime le corps est T, le polynéme caractéristique de A est Xy =(=11"X",

Donc Wk e [0, n — 1§, a = 0, done Tr I::.."l.kjl = () pour tout ke [1.n].
Réciproquement, si Tr {.ﬂ‘ak] = ) pour tout ke [1. nl, alors Vice [0, n - 1], g, = Oet le polynime
caractéristique de A est;
XalXh=(=1"x",
On en déduit, d'aprés le théoreme de Cayley-Hamilton, A" = 0, donc A est nilpotente.

Limplication {i} == {11} peut s¢ montrer par trigonalisation de A En effet, 5'il existe pe M tel

(e AP = Dalors Sl = {{I'} et A étant trigonalisable, il existe :
0 b j
PeGLaC) /T=U "AUavec T = _
0 ¥
Alors ;

Yie M*, AF = k! puis rr{A“] =)

[ Propriété de la trace de deux matrices semblables. )

——— =m_a
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mhémes d’etude - Proklemes

'i?ﬁEndumnrphismes cycliques
Théoréme de Cayley-Hamilton

Dans tout le probleme, on désigne par E un K-espace vectonel de dimension finie n= 2 et
par f un endomerphisme de E. On note alors :

* Pe(X)=det (f — X1d ] le polyndme caractéristique de j;
* MX) le polyndme minimal de f (cheisi unitaire par définition) ;
= Eix} le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille {,r"‘lrl]ﬁ_c.l, pour x = E.

On dit que f est un endomorphisme cyclique £'il existe x; e E tel que E{xy) = E.

I - Etude des sous-espaces Eix} pour x & E, x = 0p
1) Montrer que Eix) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant x et stable par f.
2} Que peut-on dire de [ si dim Elx) = 1 pour tout vecteur non nul x de E 7

3) Justifier l'existence de Uentier :

k=max{mz= 1| lafamille {x flx) f5(x), . - - ™ lx)) est libre}.
Prouver, pour tout entier p = k, que fPix) appartient & Vect {x fix), . . . __r"*"ll.a:]].
En déduire que {x, fix . .. " 'ix)} est une base de Eix) et donc que dim Eix) = k.

4) On suppose que f est un endomorphisme cyclique, et que x; est un vecteur tel que :
El:'.b.i]:l = F.

Prouver que la famille {xy ./ {xg), - -« 0" '{x)) est une base de E.

I1 - Quelques propriéiés des endomorphismes cycliques

On suppose que [ est un endormorphisme cyclique, et ag un vecteur tel que E{xy) = E.
On rapporte alors Uespace E 3 la base {xg. /(s ). /" (%), - - - . /™ "{x)) et on pose :

=1

R ET Z Al ™ () -
k=0

(Dans la suite, on reprendra ces notations lorsgue [ est cyclique.)

8) Ecrire la matrice M de f dans la base {5 -.I'[-m]l.jla (xg). <o v of ”‘"{.fu]} et déterminer
P X).
6) Etablir lindépendance linéaire des endomorphismes Id, £ /2., . .. /" et déterminer
My X,

Quelle relation en déduit-on entre ces polynémes Py et M, ?

(On n‘utilisera pas le théoréme de Cayley-Hamilton pour déterminer cette relation.)
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[11 - Une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton
7) On suppose gue f est un endomorphisme cycligue. Etablir que Pp(fi=0,

8) On suppose que f est un endomorphisme quelcongue de E.

a) 5i F est un sous-espace vectoriel de E stable par f, non réduit & {0}, démontrer
gue le polyndme caractéristique de l'endomorphisme jr induit par f divise le polyndme
caractéristique Py de f.

b) Montrer, pour tout vecteur non nul x appartenant 3 E, que f induit un endomorphisme
cyclique du sous-espace Elx) et que Pelflix) = 0g.
En déduire que Pr(f) = 0 {theéoreme de Cayley-Hamilton}).

IV — Caractérisation des endomorphismes diagonalisables parmi les cycligues
On suppose dans cette guestion que [ est cyclique.
Etablir gue [ est diagonalisable 51 et seulement 57 il 2 n valeurs propres distinctes.

V - Caractérisation des endomorphismes cycligues parmi les diagonalisables

On suppose dans cette question que [ est diagonalisable et on désigne par &y, he, - . Ap
les valeurs propres distinctes de f.

9) Déterminer te polyndme minimal My de f et en déduire que la famille { Id.f. - . - ,_lrF} est
lige dans “FE.

10) Etablir, sip=n, que E= E(x + % 4 - - - #xn) 0l 5.5, - - - . xn 50Nt des vecteurs
propres associds aux valeurs propres Ay, ha, - - ., At .

11) Déduire des résultats précédents que [ est cycligue si et seulement si p= n.

VI - Etude du commutant de f lorsque [ est cyclique
On suppose dans cette question que f est cyclique et que E(x) = E.

12) 5i u et v commutent avec f, montrer que u = v si et seulement si u{x) = v(x).

13) En déduire que le commutant () = {ge F(E)|gof = fog} de f est un espace vectoriel
de dimension n dont une base est | e £ ... ™ ’].

VII - Caractérisation des endomorphismes cycliques parmi les nilpotents

On suppose dans cette question que u est un endomorphisme nilpotent dindice p.

14) Etablir lexistence d'un vecteur x; appartenant 3 E tel que (20, ulx). - - L uft (x0))
soit libre et en déduire que 'indice de nilpotence p est inférieur ou égal a n.

Lorsque p = n, &crire la matrice de u dans la base (x.u(xp). - -« . u" Yaxg)).

15) Etablir que u est cyclique si et seulement si p = n.
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VIII - Caractérisation d'un endomorphisme cyclique par son polynéme minimal

16) On suppose que k est un scalaire et u un endomorphisme nilpotent d'indice p.
Déterminer le polyndme minimal de Uendomarphisme [ = A Td +u.

17) On suppose l'espace E somme directe de sous-espaces Fy. - - . . Fp stables par f et on
note My . . - ., My les palyndmes minimaux des endomorphismes quiinduit fsur Fy . - .« - . Fp.
Exprimer le polynome minimal My de f en fonction de M; . My . . . . . Mp.

18) On considére un endomorphisme soindé (Cest-a-dire dont le polyndme caractéristique
est scindé) tel que :

n=1
MAX) = (= DPPAX) = (X = M) e (N hp) " = X7 =) ™,
: Fe={)
Wi jhe [1.pl°, tinj = # hy)
Vie [1.pl, rie ™",
Etablir qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
he 1 o ., 0O
Ay 0O LoD
0 Ak
LI .
o avec Ay = : o
- i o D
0 ... 0 Ap :
L | B 1

19) Etablir que la matrice M de la guestion I1.5), dont on suppose le polyndme caractéristigue
scindé, est semblable & cette matrice A, et en déduire qu'un endemorphisme scindé f, de
polyndmes minimal M; et caractéristique Py, est cyclique si et seulement si My = (—1)"Py.,

IX — Forme de Frobénius d'une matrice, forme de Jordan d’une matrice nilpotente

Soit fe #(EL

20) Soit xe E, x#0g . Montrer que T = { Pe K[X]| P(fiix) = II'IE} est un idéal de H[x'_, non
réduit & {01} En déduire qu'il existe un unique polynome unitaire My tel que 7y = M K[X].

21) Montrer qu'il existe un vecteur non nul y de E tel que M, = My .

22) Montrer qu'il existe des vecteurs x;, . . . .xp tels que E est somme directe de sous-
espaces de la forme E(x ). E{xa). - - . . E(xp) et, pour tout ie [1.p ~ 15, M., divise My, .
Préciser la matrice que l'on en déduit pour f dans une base convenable de E.

23) En déduire, si u est nilpotent, qu'il existe une base de E dans laguelle sa matrice
U= fuy j) est de Jordan, cest-a-dire avec des eléments nuls & lexception des wy g, €gaux
d0oul(l=iecn).

X — Un exemple

Sait p un entier strictement supérieur @ 2. On prend K=K et dim E = 2, et f e F(E) tel que
P =1d et ¥ = d pour tout 1 = i< p.

Prouver gue, pour tout vecteur non nul v de E, (v fivl} est une base de E {ce qui établit
gue [ est cycligue) et montrer que la matrice de J est alors de la forme :

0 -1
|"f = =
1 2eos E—FCI
P

avec 1 = k< p et PGCDik, p)=1.
En deduire le nombre d'endomorphismes [ qui vérifient les conditions imposées,
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B Solution

I - Etude des sous-espaces Elx) pour x & E, x # 0

1) Par définition méme, Elx) est un sous-gspace vectoriel de E.
l Clest Le sous-gspace vectoriel de E engendrd par la famille L.I"kl-!f]:l kel

Montrons que Ei{x} est stable par f.
Soitye Eix):Ipe Met:
I
(Ao Ape- - hp) e KP*T Jy="%" ngrfie)
=0

2
donc fiy) = Z Mgl ™ Y 3 ainsi fly) e Elx) pour tout y de Eix): E(x est stable par f.
=il
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f et contenant x, alors F contient fix) puis {par
récurrence) F contient f™(x) pour tout k & B, donc F contient Elx).

Enconclusion, E(x)est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de |'inclusion ) contenant x
et stable par f.

2} Si dim Elx) = 1, alors flx) et x sont colinéaires et il existe by @ K tel que fix) = hyx.
Soit x non nul et ye Kx alors il existe by e K tel que fiy) = hyy et il existe p= K tel que y = px,
done fiygl = Ay x i on a auss ;

Jll = pflxd) = p ke x
done { hy = he Jpx =0, 0r x 20, donc | hy = ke Jp = 0. Si y =0 alors w# 0 et on obtient
Ay = hy done filyl = kel ; cette relation étant encore vérifide lorsque y = 0 firee €8t I'homothéte
vectorielle de rapport Ay
Considérons y & E tel que (x, y) soit libre, alors £, est Phomothétie vectorielle de rapport by
et de méme fj g, €5t Fhomothétie vectorielle de rapport Axay .

I Bien siir, f e, et ba restriction de [ a K.

Done flx+ y) = Aaeylx + gl or f € FE) done
Jlx + = flxd + flygl = ek + Ayl
ainsi :
{ Moy — A Jxe+ [ Mwey — Ay Ju=10
et puisque (x, i) est fibre, il vient Ayey — Ax = hyey — hy =0, etenfin: ke = Ay,
En posant Ay = A, on obtient : ¥x & E, fix) = hx et f est une homothétie vectorielle.

3) Comme x = Og par hypothése, la famille (x) est libre.
Soit A= {me W™ (x fla) oo ™ Lx)} est libre }, alors :
est une partie de ™
A 4 nonvidecarl1e &
majorée par n = dim E
En effet, si F est une partie libre de E, K-espace vectoriel de dimension n, alors Card f = n.
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Done A" admet un plus grand élément ; soit k cet élément, on a:
(xfixhffoo, oo V) libre

et (il o oo R ) lice,

I'}unclf'kij e Veet {x flx), - . -.j'"" 1

{x)).
Montrons par récurrence que pour tout entier p = k:
Fixbe Vect (x flx), ... 1.
{1} On vient de voir que cette propri¢té est vraie pour p= k,
(i1} Hérddité, Soit p = kel que:

-1

Pixle Vect E TP L S B

Alors _{J'H'lixl £ Vot [_J’u'xl._,lexl, e ,_IEI.\'I]_

OF COMmIme _||'-Il':1.'l.':lE Veet |[x fixh, .- . k- 1I.a':l].

on a _,l'w'lf.xl e Vect {x fix), - .. -.j"k -

[x1].
Donc si la propriété est vraie a lordre p. elle Pest a l'ordre p + 1.
(1ii) IYapres le principe de récurrence :

VYope f, (p=k = fPlade Veet (& fix) . 5 ).

Donc Veet [:,I'F‘I_u]jh ., = Vect (E PSR N

Eix) = Veet (x. fix) ... ./ 1ix))

et cette farmlle étant libre, ¢'est une base de Elx) et dim Efxl = k.

lI:,nr:-_:l. C'est-a-dire :

4) T existe ke M tel que [xg. f{xg). ..o . xg)) est une base de E{xy) : or E(x) = E,
done (xg, f{x), - - %)) est une base de £ et comme dim E = n, on obtient k = net:
(xS}, -+ ™ ) ) estune base de E.

I1 - Quelques propriétés des endomorphismes cycliques

8} La matrice de f dans la base (xg . f (3], - - " (x) ) est

o o ... 0 tl5
1 0 ] £
M=10 1
0wy, 7
0 0 1 o,y
St he Lot
= 'l} iyl
1 & f1)
.H—.?I.I.l;- = U 1
: . < =k n—2
0 0 ... 1 ay,q-h

Prin) = det (M — An ).
En développant le déterminant par rapport a la dermigre colonne, on obtient le polyndme
caracténistique de J:

m—1
PAXY =(—1)" (;,;" -Y ukx“).

=il
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mn—1

6) Soit (hg. - - hp—y) = K™ el que ‘E: At =0, alors on obtient :
=l
-1

E h(f"!lixn} = (.
[=1}

Or la famille (2, (x0). - - " ) est libre, done -
Wie [0, m — 11, ki = 0,

Ainsi (Wdg.f - - - ™" est une famille libre de #(E). Par suite, il n'existe aucun polynome
non nul de degré strictement inférieur & r qui soit annulateur de f.

En etfet, supposons quiil existe @ e K [J{ de degré re [1.n — 1§ el que Q) = 0. Alors:
r
Q=Y bX" avec b0
k=l
donc
r
QUI=0=3 bf* b0
k=0
donc la famille |: ldg ,_,r;_,r'{ oo fT) est lige ; or elle est extraite de la famille libre
{ldg N __r’”'l] [extraite car r = n — 1) : nous aboutissons i une contradiction.

On en déduit que si My est le polyndme minimal de £, alors d° My = n,

fci on pourrait conclure en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton (mais Cest exclu par le

texte), En effet, Pr est un polyndme annolateur de [, ef <est done un multiple de My, done
dr’.\ﬂ' = r-frTj' =,

M est unitaire, le coefficient dominani de Py est (—1)7 donc My = (- 1)"Fy.

Donnons une preuve directe de ce résultat n'utilisant pas le théoréme de Cayley-Hamilton.
On rappelle que {xg . f{xg), - - 07 1 f_.qﬂl} est une base de E et que:

n—1
3 k
M) =) " (w)-
k=0
Sachant que les puissances d'un endomorphisme sont permutables, on en déduit
n—1

Yie 10, n = 1f, ..r"rﬂ_J""[m} = z ety ‘3'..|'-“c|.r-"-'«t'lzI
s

SMit
=1

() = 3 e (F (=)
k=0
L CTHOOTL ©
n—1
(.Irn E: m;_.rk) (f‘r{m]) =0
fe=i
[l en résulte que 'endomorphisme :
ri=1
£ = Z g
k=l

est nul, puisqu'il s'annule sur tous les vecteurs de la base (xg . f(xg). - - - M : (0] ).
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Ainsi le polynime :
i1
X" z a, x©
k=1}
est un polymdme annulateur de f, c'est donc un multiple de My, unitaire comme My ; or ona va
que «” My = n donc on obtient :
n=1
My(X)= X" =% " xR,
fo=Al
On reconnalt (=17 PriX) done My X) = (= 1)" P X).

I - Une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton

7) Dapres la question 11.6), si [ est ovclique, il existe {ag.ap. -« - caq_g ) & K" tel que
n=1
PriX1=(-1}" [.‘f" - Z flj.,-.:"fk:|
il
fi=1
et on a v que " - Z ag f¥ =0,
ki)

Ainsi Prif) = 0 lorsque f est cyclique.

8) f est un endomorphisme quelconque de E.

a) 5i F est un sous-espace vectoriel de E, stable par f, (F = {0}], soit By une base de F et By
une famille de vecteurs de E telle que B = By« By soit une base de E.

La matrice de [ dans la base 3 est la matrice blocs

( Mg, (JF) }

0 s
dong le polyndme caractéristique de [ est :

P__r'”\l‘ = det (I“H’I [_h-:l — :"-fm]l det {CE - ki |r|]-
| mt est la dimension de espace vectoriel F.
Ainsi le polyndme det Mg, (fip — Xl ) divise Pr(X), or det Mg, (fjr — X} est le polynome
caractéristique de f .
il § _ J
b} Soit x 20 et Elx) = Vect {j III]A‘-"- .
Alors E(x)est stable par f et de plus, (2 f(x), - - ™7 L x)} estune base de E(x) (dim El(x) = m).
Ainsi fgr . est un endomorphisme cyclique de E{x) de polyndme caractéristique Py qui divise
Fy dapreés a) : Pr = @Fy avec @ e K.'x].
Or, d'aprés 7), Pe{ fig4 } (%) = 0 donc Pe(f¥x) = 0, puis Priflixh = @Qifho Pofix) = 0.
Ainsi Yx e E, x =0, Pp(f¥x) =0, ce qui est aussi vrai pour x = 0.

| CarBrifre H(ED
Ainsi, pour tout x € E, Pp(f{x) = 0, donc P(f} = 0; Cest le théoreme de Cayley-Hamilton.
IV — Caractérisation des endomorphismes diagonalisables parmi les cycliques

Montrons tout dabord que si A est valeur propre de [, endomorphisme cvclique, alors
Ker [f — x1dg ) est une droite vectorielle,
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s Soit & une valeur propre de [ et B, = Ker {j" — X Idp_-]l le sous-espace propre de [ associé d A,
D'aprés 115}, la matrice de § — A Idg dans la base (xS (x0). - - - " {x) ) est M = Al

n étant valeur propre de f, dim Ker (f — & Idg ) = 1 et, d'aprés le théoréme du rang appliqué A
endomorphisme {f — A ldg ) de E.rg (f —Aldg) = n— 1.

Orrg(f —Aldg ) = rg (M — Ay ), et les (n — 1) premiéres colonnes de M — Ay sont

Il.r—jt 0 0 'Il\‘l

1 =k (1
0 1 —h 0
0 1 =k

l\i:l' | ) 11"I

Elles forment une tamille libre, done rg {M — Ap ) =n— 1etdimKer ([ = aldg ) = L

= 5i [ est diagonalisable, alors dim E = E dim E; .
heSp.f

O, d’apres le paragraphe précédent, dim E, = 1 pour tout A & Sp(f), donc:

n= %1

A S [
ce qui donne Card Spf = n et J a donc n valeurs propres deux a deux distinctes,

Réciproquerment, si [ a n valeurs propres distinctes alors [ est diagonalisable.

Ainsi, J étant un endomorphisme cyclique, f est diagonalisable si et seulement si f a n valeurs
propres distinctes.

V = Caractérisation des endomorphismes cycliques parmi les diagonalisables

9) i étant diagonalisable, le polyndme minimal de f, My, est scindé et 4 racines simples ; de
plus, les racines de My sont les valeurs propres de f.

l Clest du cours, 5i besoin est, il peut &re 3 nowvean wtile de le travailler...

P p-1
Donc Mp(X} = H (X = hp) =X + z b X" en décomposant My dans la base canonigque,
w1 i)
Le degre de My est p
Et My donne une combinaison linéaire nulle non triviale de Idg N4 R L
-1
En effer, Mp(f) = 0 s'éerin P + z: bef ™ = 10,
k=l
Ainsi la famille (Tdg  f02. . . 77) est une famille liée de #(E),
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10) p = net [ est diagonalisable, (x) .2z, - - - . xn ) est une base de E formé de vecteurs propres
de f.
i i
Soit xp = E.n_.]. alors : Y[ e R, _fF‘I:J:(.:I = E h_fam_',u et soit A le déterminant dans la base
J=1 J=1

B=(x.x.....x. ... .00} delafamille U&f-\tn]}k, Jan-1]

B I SR TR Tt
o 1 hy A gt
A= Dety (xp . (x0f - - S )] =]
5 I T L A
On reconnait le déterminant de Vandermonde des n scalaires &y, Az -+« L An deux d deux

distincts donc & # 0 et, par suite, la famille (xp . f{a). - - " Y{axg)) est une base de E donc
E = E(xg} et f est eylique,

11) D'apres la question IV, si [ est cyclique et diagonalisable, alors f a n valeurs propres
distinctes ¢ est-d-dire p = n.

D'aprés la question V.10, si [ admet n valeurs propres distinctes, alors £ est cvclique.

En conclusion, f étant diagonalisable, 1 est cyclique si et seulement si p= n.

O a obtenu de Bagon plus peécise | soif [ di:ua,;nn..aliﬁ,ahh:, alors | est |.'1..1:|i|.]|.|e,' s et seulement s f
admet n valewrs propres deox & deux distinctes.

VI - Etude du commutant de [ lorsque [ est cvclique
E{x) = E.

12) Soit (1, v)e F(E) x FIE), uet meommutant avee [
Bien siir, si u = v, alors u(ay) = vfxa).
La réciproque est plus intéressante. En effet, supposons que u{ag) = vixg) et travaillons dans
la base de E :
(2 {x). ™ o))
Comparons u (™ {x) ) et v[(x) | pour tout ke [0, n— 11
Pour cela, on montre par récurrence que si u et commutent, alors, pour tout k & #%, u et f*
commutent.

Ce résultat est immédiat. En effet, par récurrence, si u et _j"k commutent, montrons gue et
£ commutent.

. :'JI‘“-I = [u ':'ulrk:' of = “k o u) o f daprés Ihypothése de récurrence, puis |
[.-'rh:'&"] r"'_lr=_rh:c'|“¢‘_.|r| =_.|'-H£IIIL>[4:-= U'k .:._ll"} o1 =.I'Fl!-'-1{_|“_
car w et [ commutent

Alinsi u c:_.f'h"'l = _j'“"] o i, La propriété est héréditaive. Or, par hypothése, | et n commutent

done, d'apres le principe de récurrence, Yk e B ._,I""c £l o commutent.

De méme, ¥k e M° ,_fk ¢t v commutent car [ ¢t v commutent, done :
Vice [hon— 10 ul™(x)) = F(ulw)) = folxa)) = o))
Ainsi les endomorphismes u et v coincident sur la base B = (/™ (xy) ) i (0.1 1) He E; donc sont

dau.
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On peut rappeter ici qu'une application lindaire est entitrement déterminer par une base de E

el son image

On vient ainsi de montrer que si E{xg) = E et si ue FE) et ve FE) commutent avec [, alors
u = vsiet seulement si ulxg) = vlxg).

13) Soitdr » 1 —= E, g~ g{.q,jl.
 est une application lingaire du K-espace vectoriel Cif) dans le K-espace vectoriel E, alors s
est injective d apres V10.12).

b est surjective, en effet, soit ye Eetlabase B= (x. f{xg), .- ™! (%)} de E, alors:

n—1
3!{::;:..&1 = H"l,-"y= Eugfl{.ﬁ].
i=i

=1
Considérons g = E agf, alors g e OUf) et _:.r{.:z-,] =y ; ainsi dig) = y, donc tout y e E admet

=i}
un antécédent, cest-a-dire que & est surjective.

O peut vérifier auparavant que C(f) est un K-espace vectoriel @ c'est un sous-espace vectoriel
de E).

Done i est un isomorphisme d espace vectoriel, et E ¢tant de dimension finse, Cff ) ['est également
ctona:

dimCifi=dimE = mn.
Or, d'aprés IL5), (Id.f. . . . . ") est une famille libre, de plus :
Yice [[0.n 1'I._J'k e O(f.
Done, comme Card (Id. f ... /" Yy = n = dim O, Cest une base de C(f).

VIl = Caractérisation des endomorphismes cycliques parmi les nilpotents

14) ' = 0 et P L2 0.
a Il existe gy & E 0 Ker o L done I'_lpl::J;h:I = ¢t u” 1IIrJ:‘nJ'I w0,
Soit Ja famille (xy, ul{xg). - - - w® 1 {xp)).

Supposons qu'elle est liée, il existe des scalaives by . Ay . . - . . Ap_ 1 non tous nuls tels que:

p=1
S et (x0) = 0.
k=il

Soit A" = {ke B0.p— 10/ Ay 20} ; N est une partie non vide de M (d’apres les hypothéses
faites sur { A ), fo.p-11 donc admet un plus petit élément ; soit g ce plus petit élément, on a

alors :
k=p—1
Z }ukukli.u;,} =g
qu
done
kr=p= |
uP~1-49 Z Mt (ap) | =0
=i
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k=p—1

Or uP—1-9 Z "-k”kllf.j'] =;~.qu"'l{m],dunc:
=i}

AtV (xg) =0
et avec uf 1 {ag} # 0, il vient hg = 0, ce qui est en contradiction avec la définition de q.

Ainsi la famille {.1;1. ufxp) oo uf '[Jq:.]] est une famille libre de E ; or dimE = n done
p = n.
« Lorsque p =, alors {xp.u{xg). - u x) ) est une base de E et la matrice de u dans

cette base est ;
I,r[] 'I.h,l

1 0
0 1

1 0
"-.[:.'I 0 -' 1)'

15} Sip=n,én choisissant x, comme dans la guestion VIL 14}, ona:

ET L.Ll:t,-_.} ST l{m]] est une base de E et alors u est cyclique.
51 u est cyclique, il existe, par définition des endomaorphismes cycliques, xy élément de E tel
que (xg.ulxg). - -, w1 xp) ) soit une base de E, donc une famille libre de E, donc ;

et [xn) =0
ce qui entraine que, p étant l'indice de nilpotence de u, p = n, or, d'aprés VIL14), p = n donc
p=n
On vient de montrer que, u ¢tant un endomorphisme nilpotent de E, d'indice p, u est cyclique
si et seulement s p = n.
VIII - Caractérisation d'un endomorphisme cyclique par son polynéme minimal

18) u étant nilpotent d'indice p, on a uP = 0 done (f —a Idg }l‘rJ = 1. Ainsi le polynome (X — A
est un polyndme annulateur de f, done un multiple du polynéme minimal de f ; or, pour tout
ke, k= plepolynimeiX = & * nest pas un polyndme annulateur de f.

e k ) _
Sinon on aurait {f — Idg ) = 0 avec k= p, done uf = Davec k< P oo qui est contraire a la
définition de p
Ainsi le polyndme minimal de § est le polyndme :
My = (X = ).

17) On note [, l'endomorphisme de Fy induit par

Soit My le polynome minimal de f, alors My est un polyndme annulateur de fr, pour tout
ke 11, pll, ainsi My est un multiple de My, polyndme minimal de fie, pour tout ke [1.pl,
donc My est un multiple du PPCM des (M} _ ol

Réciproquement, le PPCM de My . .. . . Mp annule chaque Jim donc, d'aprés le théortme de

recollement, E étant somme directe des Fi . annule f. Ainsi le PPCM de My (M, - . . Mp est
un multiple de M .
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[de plus ces deux polyndimes sont unitaires, dong il sont égaux et My = PPCM [M;,}I ke 1l

1l s"agit du théoréme suivanl.

Lorsque E = &E;, alors pour toute famille w; d'applications linéaires de E; dans un espace
vectoriel F, il existe une ¢t une seule application linéaire u de E dans F telle que, pour wout 1, wy
soit la restriction de w & E; avec ici

L = {PP":"M 'I.'l.l:'Ml - ..Mp] UFI,:I1'= {”.

18) Mi(X) ={-1\"PpX),
Soit My = (X — Ax) " et Fi = Ker (f — A Idg )™
Les polyndmes My . Mg, - . - . My - - - . Mp sont premiers entre eux deux a deux car :
Yiifie 1. pl®. (i=) = hizhg)
done, d'aprés le théoréme de décomposition des noyaux, Fy . Fa . - . -, Fp sont en somme

directe et on a :
P P
Ker (H Mk] (f}= @ Ker My(f)

Kkal kwl
cest-a-dire

[ 1]
Ker Pr{f) = {P) Fic .
o]

p
Or Byif) = 0 donc E = {P) Fi .
k=1
. F
Quel que soit &k, {f — apTdg ) " permute avee f, donc Fi est stable par f et, en posant
g = fr, — A Idp,  ona u;" = 0 et uy est un endomorphisme nilpotent de Fy, d'indice ry. (car
sinon My ne serait pas minimal .

Posons dim Fy, = ny dong, d"aprés le VIL14), e = g . O

]
E= (P
fom 1

don :

p p p
dimE=n= Edim F = E fy = Z e=d My =n
=1 =1 k=1

done ng = r pour tout ke (1. all.
I_}'aprn'zs a1 question VIL14), il existe € Fy tel que;

Be= (" (x0). uf**(x0). - - - me o)

est une base de Fi et alors la matrice {Ir.'j';:;L dans cette base est Ay, .
»
B= U By est une base de E et la matrice de f dans cette base est

fe=1
{'.4] Y 0 ‘1'
0 A : hy 10 ... 0
A= K aver Ay =
0 Ay 1
0 Ak

Vo a)
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19} Soit la matrice M du [1.5]), alors ;

o = 1 R £1g

]

l"~[r 1 u.n:_.i)

Soit B une base de E et f € X(E) tel que Mg(f) = M, alors d'une part :

n—1
PAX) = (=1 [ X" =% ™
h=th
P
- |-1>"H (X - ng)™
k=i
D'autre part, la base p est de laforme f = {2 {xp). - - " 1 (a ) |+ done f est cyclique ; par

suite, d apres Lo}, My = (—=11"Py avec Py scindé, donc f vérifie les hypothéses de la question
VIIL. 18) ; ainsi, il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est A @ A et M sont donc
semblables.

Omn vient de montrer que si un endomorphisme scindé est tel que MAX) = (—1)"Pe(X), alors il
est cyclique ; et réciproquement, d'aprés Le), si f est cyclique alors My (X1 = (-1 I'iEJ'iXI-.

En conclusion, un endomorphisme scindé f, de polyndmes minimal My et caractéristique Py

est cyclique si et seulement si My = (-1
IX - Forme de Frobénius d"une mairice, forme de Jordan d’une matrice nilpotente

20) Te = {F e K [J{] P X = UE} estunidéal de K \] contenant My donc est engendré par
un polynome unitaire My , et My divise My .

Deémmonstration classique ; il suffit de reouwrner & la définmion d'un déal de H[.H:. anneauy
principal, Dians l suite My sera appele polimdme minimal de x.

21) Soit My le polyndme minimal de f et sa décomposition en produit de polyndmes irréduc-

tibles -
L8
My = [ e
i=1

ol he K |_Ji’ est irréductible of e B°  de ]'llll]‘i =5 pul}'n{:m:,'.t L, te M1, kl, sont deux a deux
premiers entre eux. (On peut donc appliquer le théoreme de décomposition des novaux

35
E = Ker Mpif) = @Hurg‘,-'w_ru_
i=1

Comime M est miimimal :
Ker g7 ll_ﬂ: Ker Qi pour tout i [1, k.

k
Soit, pour tout i & [0, kll, xi € Ker @)« Ker @' lu"jl ety = EJ;. alors :
i=l
k
PR = Z PifHxg) pourtout Pe E[K:l
i=1
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et J'-'L_J"r[x.-} est un élément de Ker Q" pour tout i & |1, k.

POFKy) est nul si et seulement si P(f){x) = 0 pour tout i e [1. k] car les Ker Gf“(f) sont en
somme directe.

Les conditions G () (x) = 0et g~ ]U']f_x. |, avec @y irréductible, montrent que le polyndme
minimal de a est My, = Q.

On a done P x) = 0 si et seulement si P est multiple de @ . Et, puisque les & sont deux 3
deux premiers entre eux, la condition Vie 11, kll, P/ x) = 0 est équivalente & P est multiple
de My . Il en résulte My, = My .

22} On montre la proposition par récurrence sur la dimension de E. Elle est vraie pour n = 1.
O la suppose maintenant vraie pour tout espace vectoriel de dimension inféricure ou égale a
n—-lavecne M* " {1} et soit y e E tel que My = M.

Posons xy = y, 51 E{x ) = E, c'est termingé.

Sinon, soit F un supplémentaire de E{x; ) et p le projecteur sur F parallélement a £{xg).
Softg=pofipalorsge FIFletdim F<n.

Il existe, d'aprés Phypothése de récurrence, gy . 1o . - - - . yp vecteurs de F tels que :

R
F=@DFlua) et Ny, divise Ny,
=1

ol Ny, est le polyndme minimal de y; {relativement & g} c’est-a-dire le générateur unitaire de :
IPe K[X] /Pig){w) =0}.
Cherchons i présent x; & E tel que:
xi—yi € E(xp) et Ny () =0 pourtout ie 1. pl.
Par définition de g: Yy e F, giy) = flyl e Elay).
Comme E|x ) est stable par [, par récurrence on obtient :
Yke M, Yye F, gklyh—j'klg;]F E{xiu.]ll.
par suite :
¥YPe K[X]|,Yye F, Plghul — P(fily) e E{x) (%)
en particulier pour P = My :
Ve F, Mgiiy) — Me(f)y) e E{xp)
et Wie DL pll, Mg (w) = p(Mc ) ui) ) = 0 donc Ny, divise My pour tout i & [[1. pll.
Ainsi pour tout ie 1. pll, il existe Ri « K[X]| tel que My = RNy, .
Appliquons (= d Ny, et y; :
Wi Bl pll. Ny (@) — Ny (F{m] € E(x).
Or Ny (gt yi ) = 0 dongc :
NulfHue) € E{x).

Ainsi il existe Py & h'[}'f] tel que Ny (FHw) = Prijﬁ[xu}. dong :

M(F){we) = Reli) o Ny (0 wi)

0= (RPN )
on en déduit que My | ReP; pour tout i e [[1, pll.
Wie [Lpl 3 5 e K[X] /RiPi = M;5;.
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Soit xi = yi — SN {x).
1} En reprenant les différentes relations entre les polyndmes :
My = RNy, et RiPy= M5,
on obtient Ny, - Sy - R = MyS; = RiFy, puis :
Vie [1.ph NySi =R,
2) Un des objectifs est de montrer que Ny, (f}{x) = 0.
Ny (xe) = Ny U (wie) = Nyd DSl ()
= Ny 0 (we) — (NS ) (0 (%0
= Ny (' ue) — Pl (x)
= Fi(fx) = PN )
=0 pourtoutic [1,pl.

Ainsi, par construction :
Flui) B E{x) = E(x) ® E(xp) pour tout i e [1, pl.
Om a obtenu par construction :
My, = My et My, = Ny, pourtout i e [1. pi.

On a donc construit par récurrence :

I
Xy X)L . Xp lrlqu:E=$E[n}
=0
et pour tout { € §0. p — 11, M, ,; divise M, .

Alors E est somme directe de sous-espages de la forme E(x) ). E(xg). - - - . E(xp).

Dans une base adaptée & cette décomposition en somme directe, la matrice de f est donc
diagonale par blocs, chaque bloc étant de la forme obtenue i la question 11.5).

5i, de plus, f est scindé, il existe une base, adaptée encore a cette décomposition, dans laquelle
la matrice de f est de la forme A (voir VIIL1&)).

23) Lorsque u est nilpotent, alors w g, est nilpotent (ou nul) et on déduit la matrice U de u
dans une base de E adaptée 4 la décomposition en somme directe :

E=EPE(x)
=0

de la question précédente.
U= (uy;) avecuy =0sij=i+1etu e {0.1} pourtoutie [0.p- 1].

X = Un exemple

pe M {l]-

Supposons qu'il existe v20 tel que (v, flv)) soit lide ; alors il existe ke R tel que flv) = hv, done
A est une valeur propre de [ et vérifie A" = 1 = 0 (car X” = 1 est un polyndme annulateur de f),
Alors f admet une valeur propre réelle A qui ne peut étre que +1 ou ~1.

Le polyndéme caractéristique de f, de degré 2, est a coefficients réels et admet une racine réelle,
donc est scindé et I'autre racine ne peut étre que +1 ou —1 (selon la partié de p).

[ est diagonalisable dans C.

! En effet, XF — 1 est un polyndme annulateur de [, scindé dans E[}i] . €t & racines simples.
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SiSplfi=1{+1}alorsf=1ldg.

Si8p(f1 = | +1. -1} alors f est une symétrie.

Dans tous les cas, f* = Idg o0 k & 11 *3}, ce qui est contraire a lhypothése, donc :
Yuve E, I:r.1£l] = (v flvl) |:ihn‘.‘}-

Or dim E = 2, donc pour tout vecteur v non nul de E, (v, fle)) est une base de E. On vient ainsi

de montrer que si h est valeur propre de f, alors & { = 1.+1}.

Comme Spif1= | racine de xFo1 1 les deux valeurs propres de f sont des complexes conjugués :

2k _
h=g P et & obkelll.p-1);

dans Ma{T) il existe une base de vecteurs propres dans laquelle la matrice de f est :

A D
ﬂ:[: )
&
et pour tout ke MW"
oo
D“:( --}:
o A

alors D¥ = Iy et D" 2 I pour tout ke [1, p— 1] si et seulement si k et p sont premiers entre eux.
Dans toute base (v fvl) la matrice de [ est
0 -1
P 1 2coa E—F

avec ke [1.p = 1f et k A p = L. Le nombre d'endomorphiismes 7 qui véribent les conditions
imposées est le nombre de choix de

i

cO& g% avee ke [[1, p — 1] premier avec p.
1} Le nombre d'entiers de l'intervalle [1, p— 11, premiers avec p, est le nombre ¢i pl d'éléments
de ‘E.."p..l'; inversibles.
1) p et k sonl premiers entre eux si et sewlement si il existe w et o édéments de & tels que !
bp + ek =1

(c'est [e théoréme de Bézout).
Soit k' = p = k, alors:

l=up+uvip-— Fc"]l ={u+vip— vk
donc pet k' sont premiers entre cux.
Donc pet & sont premiers entre eux si et seulement si pet p = K sont premiers entré e

Le nombres d'endomorphismes [ qui vérifient les conditions imposdes est donc (1/2) ¢ (p)

i@} est pair pour tout p = 3).

Ces résultats peuvent étre précisés par une étude de f.l".l'.ili-'f'
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2 Commutants d'un endomorphisme
Arithmétique des polynomes

Soit /7 un endomorphisme d'un [-espace vectoriel E de dimension finie (K est © ou un
sous-corps de C). Pour chague polyndme P = ay + ay X « - « +apX" de K 'x], on pose :

P} = age+a f + - - - +agf" = E af® avece=Idg, = Fof=fofk ' =e.
Je=li

Pour chaque vecteur u de E on pose :

n

P = apu+ agful + . - . +n.1,r”Iu]=Zﬂ;JEfm
kel

On note iy Uensemble des polyndmes P de B X| tels que P{fHu) = 0 et {u) le sous-espace
vectoriel de E engendré par w. flu), -« o Sul ...

On rappelle que pour tout pe ™, KplX] désigne le sous-espace de ¥ [X| constitué des
polynimes de degré inférieur ou &gal a p.

Remargue. Dans X la relation «P divise @» pourra s'écrire P | Q.

Partie I

1) a) Pour P et {3 polyndmes de }*;[x], verifier que P e QU = @5 o Pf).
b) Montrer que, pour u e E, I, est un idéal de k| X distinct de lidéal nul.

c} En déduire gquil existe un et un seul polynéme Py, unitaire (c'est-a-dire dont le coefficient
du terme de plus haut degré égale 1) tel que Qe I & et seulement si Py dwvise Q. (On &crira
In = Fli.: [{ |_.3'|.'J -::I

2} a) Déterminer Fy .
b} Existe-t-il un vecteur u=0 tel que P, = 1 7
c) Caractériser par le deqgré de P, les vecteurs propres u de J.

d) Que dire de f si le degré de Py est au plus 1 pour chaque u de E 7

3) Soient v et w des vecteurs de E.

a) o) Calculer 5 e + wd pour & multiple commun de B, et Py .

B} Quelle relation en déduit-on entre Pue et le PPCM de Py et By ?

b) «) Calculer Puif ¥ v+ w), puis R Hvl pour R = Poae - P

A} En déduire Poye en fonction de Py et P quand Py et Py sont premiers entre eux.

€) o) Determiner Py, Po et Py quand o = wy + g, w = g — g, 00 wy g, g sont trots
vecteurs propres de [ associés d trois valeurs propres distinctes.

g} Que montre cet exemple 7
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Partie II

1) Calculer Pu(f¥u) pour ve {u) ; quelle relation en déduit-on entre P, et P ?
2) Que dire de {u)~ (u') lorsque Py et Py, sont premiers entre eux ?

3) On pose p = deg Py, montrer que, si u=0, {u) = { AU /A e Ky 1IX]}. En déduire
que dim {u) = deg Py .

4) On suppose {u) N (v} = {0}. Calculer Py.. en fonction de Py et Pe.

5) On suppose Py = QR avec A R=1 et on pose v=RijNu) et w= QfHul. Montrer que :
Po=0, Pu=Ret {u} = {u}:’?—] {w}.

On suppose, jusgu'd lo fin de la partie II, qu'il existe ou moins un vecteur u de E tel que

E ={u} et on pose :

p
Fu=XP =% ap W XF75
k=]

6) a) dimE = n, montrer que {w flu), - - - . f™ Mul) est une base de E. Quelle est la
matrice A de f dans cette base ?

b) Comparer P, et le polyndme caractéristique de f avec la convention X; = det (XIn — A).
7) Majorer la dimension de Ker f et donner la dimension des sous-espaces propres de f.

8) So0it V un sous-espace vectoriel de E stable par j : AVIC V.

a) Montrer que les polynomes P de K[X| tels que P{/¥u) < V forment un idéal.

b) En déduire gu'il existe ve V tel que V = {v}.

. . . . F
¢) Montrer que V admet un supplémentaire W stable par 1 si et seulement si Fy et F—“ sont
EF
premiers entre eux,

d) La condition du c) étant supposée réalisée, on a V = (v} et W = {w}. Donner, en fonction
de v et w, un vecteur x tel que E = {x).

9) On note “€f) le commutant de J, c'est-a-dire ['espace vectonel des endomorphismes de E
gui commutent avec J.

a) Montrer que pour tout u' & E, il existe un unigue g & “€(f) tel que glu) = u'.

b) En déduire en fonction des .f“', fc & M, une base de G,

Partie III

On suppose que E se décompose en somme directe de |a forme :
E= l::l'.‘::l oy {lu}.
1) 5Soit g un endomorphisme de E commutant avec J.

a) Quelle relation a-t-on entre P, et Py, ?

128 4 Thémes d'étude - Problémes



b) En déduire une condition nécessaire et suffissante pour que vy et v éléments de E soient
les images respectives hiv) et hiw) par un endomorphisme h commutant avec f.

2) a) Soit A. B deux polyndmes non nuls. Montrer qu'il existe des polynomes A; . Az . By . Bs
tels que :
A=AAy, B=HE,
By|Ar, As|Ba,
AjAAdx=1, BiaB =1,
AjABa=1, ByAdAg=1,

b) Montrer quil existe v’ et ' dans E tels que E = (') & (w') avec Py, diviseur de P, .

3) Donner, en fonction des degrés de P, et P,., la dimension de l'espace vectoriel “€(f) des
endomorphismes qui commutent avec f.

M Sclutioh

Pariie I

1) a) C'est du cours.

b) I = {P=K[X] /P(fiuw) = 0} est un idéal de K[X].
Ce n'est plus du cours... mais trés proche du cours : il suffit de revoir la définition d'un idéal de
H[I] et, pourquoi pas, la structure des idéaux de [‘1{] .

Iyestnonvidecar0e I,. (i)

(P+@N W) = PPN w0 Wud dong, siiR Qe I2 . ona Piiu= @ifiu)=0et(P+QNfNu)=10,
ce quidonne P+ Qe Iu. (ii)

(PENMNw) = QU [P(Nw)]| dong, si Pe ly, on a P(fiu) = 0 et pour tout @& K[X] il vient
(PN ) = QU000 = 0, ce qui montre que PR e I, (]

Les propriétés (i), (ii) et (iii) prouvent que I, est un idéal de I-i[..'lt].

Posons n = dim E, la famille {uﬂu].jﬁ{u}, <o o SMud) est lide (puisqu'elle est formée de n+ 1
vecteurs). Il existe done (ag.ay . . . ., an) € K™ 100,0, . .. 0)} tel que:

n
Y agfuy =0
k=1

c'est-d-dire P{f¥u) = 0 oi1 on a posé :
ft
P= Z a X",
k=i)
On constate alors que Pe I, et que P#0 (puisque (ay.ay. - .- &) #(0,0. . . ., 0}) donc que:
I, = {0}.

c) h’.[x] étant principal, 'idéal I, non nul admet un unique générateur unitaire, C'est-a-dire qu'il
existe un unigque polyndme Py, , unitaire, et tel que [, = Py K [.‘-'{] .

2) a) Pif) étant un endomorphisme de E, on a, pour tout P K[X], P(/)0) = 0. Dong :
Ip = I-i[x] et By = 1.
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b) 1= Iy et 1{f) = ldg donne u = ldgiul = 0.
Le seul vecteur tel que Py, = 1 est donc le vectenr nul.

) « Supposons que u soit vecteur propre de f.
Daprés le b), puisque uz Donadeg Py = 1. {i)
Par détfinition, il existe » & K tel que (f — A Idg jiu) = 0, c'est-a-dire P(fiu) = 0avec P= X — A
donc aussi X — k€ Iy. Il en résulte deg Py = 1. (i1}
Avec (1) et (it), on obtient deg Py = 1.
» Supposons deg Py = 1.
Py étant unitaire, de degré 1, il exaste h & K el gue P = X — & et P )u) = 0 donne alors
Jlw) = ke, {hii)
Yapresleb), Pe= 1 donne u=0.  {iv)
Les propositions (1ii) et {iv] montrent que u est vecteur propre de .
En conclusion, u est vecteur propre de f si et seulement si deg Py = 1.
d) D'apres le b), cette condition se it ;
Yue E\ {0).deg Py = 1,
done, avec le ¢, elle donne aussi : tout vecteur de E {0} est vecteur propre de J. On montre
alors de fagon classique que [ est une homothétie.
Par exemple : soit (e, - - - . eq ) une base de E.
Chague e; est vecteur propre de f, donc :
Wie §1.n). 3 & r:'[h:'._j'{e.] = A
Pour {#f, ona e + e+ 0, donc ey + ey est vecteur propre de f et il existe pe K tel que :
j{up * a:.u} = |.L|[L‘| * E:f],
cequi donne aussi b ey +hjey = e+ ey . La famille IlE': .-:'J] ctant libre, cecidonne by = o=y
donc ki =iy,
En conclusion, tous les kg sont égaux et, en appelant A leur valeur commune, ona :
Wie I]'l-nl],lf'l'Lﬂ] = hey
done [ est "homothétie u — A

Cette question a été posée de fagon un peu différente dans le théme # Endomorphismes cycliquess,
sois la forme - aCue peat-on dire de [ e SFE) si dim Veet {x._.l"{x]}l = 1 pour tout x € E#n

3) a) a) Pu| @ donne @ e I, donc @(f¥v) = 0 et de méme Py | Q donne Q{fw) = 0 d'od
enfin :

CHIEE 4 o= O Pk O W =0,
B
| Om adopte ici la notation Pr W Py pour désigner e PPCM de Py et P,

Posons Q = Pu WV P, d'aprés le ajo) on a QUM e + 1w = 0 dong
g = I.u-i-u' Ol eTonre PL1.|-|11| P|_I W Pu_' .

b) w) PuwlfKv + w) = Pulf v + PeifKw) = Pu{f o) car Py & L.
En utilisant cette premiére égalité, il vient ;
Rif o= Pyl 1o Pl f W o) = Pogl 1o Pl 0+ wh
dong, I'algébre K[f] étant commutative, on obtient :
Rifiel = Pyl f)o Poswl f e+ o
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soit enfin R v = P00 = 0 car Peog € Toews.
8)
La notation Py A Py désigne e PGCLD de Py et Py
Rifiw) = 0 donne R e Iy C'est-a-dire Py | Posw P ety avee Py A P = 1, le théoréme de Gauss
donne Py | Peew.
Puisque v et w jouent des rdles symétrigques, on a aussi P | Pore .

Enfin, avec Po A Py = 1, les deux conditions Py | Pevw et P | Poswe donnent PePig | Posse . De
|:I|L1.*1'.. on aalors PoV Puw = PePy done, compte tenu du alp) on obtient Pue = PuPy .

¢) DVapresle 2) ona Py, = X — .
Les trois polynidmes Py, , i = 1,2, 3 sont premiers entre eux deux i deux, done d'aprés le 3)b)
on abtient

Puyvigy = [:'!'lr — k1) [-1": ~ hg)

Pu_.--eq. = I'I — :'.___::I r."ﬁ- — .'u.:.;.:l
Puy+uiy = [3": — A1) |:.'-'!f - ha |

Dong s1 Py et Py ne sont pas premiers enire eux, la relation Poyw | Po v Pu: peat &re stricte.

Om peut rappeler icl, qu'étant donné & et p deux scalaires, les deux polynomes X — het X — p

SO0E premiers entre eux si et seulement & A et g sont distinets,

Partie II

1) 11 est clair que {:u} = Vect {I'Rru'l,kﬁ r = fD’.f o) f Qe ke [}'u. L.

Done, pour tout v e {u), il existe @& K[X] tel que v = QUFKW) et il vient :

Pul vl = Pyifio @0fKu)

=N o Pyl i) [commutativité de K[f])
= Qo (car Py e Iy)
= {}

Omn en déduit que Py € Iy Cest-a-dire que Po | Py .

2) Soit ve {u) ~ {u'). Dapres le L1}, Py | Py et Py | Py dong, puisque Py A By = 1, il vient
Puo =1 ce quidonne u =0 {car 1ifiul= ldgiu) =0, cf. L2). En conclusion, on a:

-::u::- () -!:ur:ll = {0},

3) On a déja vu que {u) = {A(Fu) /A e K[X]} et que pour w=0, 0na p= 1. l en résulte
donc :

{Af W f A e Ky 11X} < {u) (i}
Pour tout A e K [.!{] s la division euclidienne de A par Py, s'écrit :

A=QP;+R avec degR=p-— 1
Avec Py (f¥u) = 0, on en déduit Al Hu) = Q) o P M)+ RN = RFw) done :

fup o { RN Re Fp_1X]} (i)
Les inclusions (i) et {ii) donnent {u) = {A(fHul /Ae Kp—1 [X]}.
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O déduit de cette égalité que la famille (F*(u)) , est géneératrice de {u). Montrons

O ko

maintenant qu'elle est libre, Soit { KF une famille de scalaires telle que :

Me ) gukeacp1
p=-1

ng"m:: 0.
Jewl]l

En prenant :
p—1
. i
QN x) = E neXE,
fe=A}
cette égalivé se lit @ Hul = 0, soitausst @& Iy = Py K l?l.] done, puisque deg 3 < deg Py, la

seule possibilité est @ = 0, Cest-d-dire Yie [0, p— 10, &y = 0. En conclusion, Lr"‘iu]]u__ kp=1

est une base de il[:ﬁ.. el done dim l:u::l = deg Py;. On remarque que cette égalité reste vraie
lorsque w = 0.

4) Pour Qe W X| on a QX Nule (u) et Nl e (v}, on obtient done les équivalences
suivantes :

Qe fsy &= Xflu+vi=0 {définition de fuee)
st Wk QU =0 {linéarité de Q(f))
et (N W= CEf M) =0 {tar{:u}ﬁ{n:l = {0}}}
= Qe il {définition de I, et Iy}

Cela montre que Ly = Iy » | Cest-d-dire que Figo est ensemble des multiples communs 2
Py et Pe. Le générateur Puee de Ly est done le plus petit commun multiple de By et Py ;

PUH.' = Py v Pi__-
5) » Calcul de P et Py
Avec v = RO, il vient QU o) = (@RI M ud = Pu(f i) = 0done @ = Ip soit aussi

Pyl (i)
Par ailleurs P ¥ vl = 0 donne f{’.-H] (i) = O done Py | PeR et puisque Py = @R, cela donne :
Q| Py {ii)

(car PoR = QRT avec R=20 donne Py = QT dans |"annean intégre h[h’] ).
Puisqu'il s"agit de polyndmes unitaires, (i) et (i} donnent Py, = Q.
En échangeant les rales de & et R, on obtient P = R,
« Montrons que {u) = (v} & -::h*}-
Par définition, ona ve {u) et we (u)done {v) e {u) et {w) = {u) (car {1} est évidemment
stable par F}.
l}'upréﬁ le 11.2), Po A Py = @ A R = 1 donne -:u::l ™ |:u.1::- = {0} : ces deux SOUS-espaces sont en
somme directe et on a :

(o) @B () o {u). (i)
En utilisant le I1.3) on abtient :

dim [I:I'."::I = -‘.:w}] = rlim{:i.':} + dim l::ru} = deg (3 + deg R = deg Py
dim {u:.'- = deg Py

done dim ({v) & (w)) = dim {u} et avec Iinclusion (i), il vient :

{l:} = ':'.:' 2E] -I:ru}.
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ﬁ'} Les résultats des questions Glal, 61b) et 7) sont dassiques et ont déja é1¢ obtenus dans le théme

e Endomorphismes cycliques», On le: montre & nowveau ici.

a) DapréslelL3)onan=dim {u) = degPuy = pet By = I:'_I'“IzLJ]ln_ ooy E51 UNE base de (1)
done de E.

B

Avec Py = X" — Z g . X" %, la condition Pu(f ¥ u) = 0 donne
k=1
St = agu + agflur+ -« oo+ ay " i)
et on en déduit :
[ i iy ]
1 28

A=mﬂt‘l-|l-lr = 'D

S
K 0 1 e, 1.
h'_i Le caleul donne -
x |:-.|' [::' —l:'J‘”
_— | by N — iy

Xp = 1 | =xll_ﬂrl—lx”-]_"'_'ﬂI]=P::-
' A —py-2
[0 ... © 1 X -y, q!

7) La famille libre Ukl ) teken— et dans Im f done rg [ & n— 1et, avec le théoréme du rang,
il vient dim Ker [ = 1.
Remaorque. On peut aussi justifier que rgf = n — 1 en observant que [, _; est extraite de A

I R L Ly i
1 e Ty . aq
Pour tout k & K, on peut extraire de A — Ay = o . e la matrice :
. - - =X Oy 3
A | I 1 ey —Al
rl - 0 0
0 ;
. i e GL,,_ (k)
. . o=
B | B

doncrg (A= hin) = n— 1 ce quidonne dim Ker (f = Adg | = 1.

Par ailleurs, si & est valeur propre de f on a dim Ker (f — A Idg ) = 1, d'oi finalement ;
W Splif), dim Ker U —hIdg ] =1,

8) a) (1) Ju( V) est non vide car il contient le polyndme nul.

(i1} Jut V) est stable par la loi +. En effet, si PUAwl e Vet i Nule Vyonac
P e = PP )+ Qe & W,
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(i1} Pour tout Pe JuiV}et tout @ = !-e-’[.!r.1 ,ona PG e JyiVh En effet, le sous-espace V' étant
stable par 1, il est également stable par tout pelyndme en f donc P{fiule V donne :

(PRKF ) = QI[P W] & V.
Les propositions (i), (i1} et {111} montrent que J{ V) est un idéal de [*;[?:] .

| Done un idéal principal.

b) Puisque E = {u) = { P(fiu) / P& K[X] }, on obtient ;
V= {PNul/Pe JulVi}
Or K[x] étant principal, il existe My « K[X] tel que lidéal Ju(V) s'écrive :
Jul V)= My K [X] = [MyP /Pe K[X]].
On en déduit :
V= {Pifio My(fiu /Pe K[X]}
Cest-a-dire V = {Fu"][ vl Pe K [‘k’] } = l::u:l oll on a posé v = My (il
€} o) Supposons qu'il existe W stable par f tel que E = V& W,
Drapres le b), il existe des vecteurs v et w tels que V = (v} et W = {w) donc E = {v) & {w), et
d'apres 1.3}, deg P + deg Py = n.
Posoms M = Fo WV PpocomaMif i) = Mflluwl=0carMe Lp M. Orue l::u:l i l::u.'} donne
I"existence de deux polyndmes A et B tels que
= ALf Mo+ Bif W)
et on obtient :
Mif¥u) = Alf e M Ne)+ B e M N w = 0.

F[I.Fn_l

Ce qui montre que Py, | M donc aussi que deg {Fe v F“-} = ., Sachant que Po vV Py = PoA P

linégalité précédente donne deg Po + deg P = deg [Py A Pu'} = n donc :
deg (Po A Pu) =0
c'est-d-dire Py A Pio = 1 (1 est 'unique polyndme unitaire de degré =0).

Avec Py A Py = 1 on a maintenant M = PuPy donc deg M = n = deg Py et, compte tenu gu'il

1 . o . . . P
s'agit de polyndmes unitaires, la relation Py | M donne M = Py soit aussi Py = P—" -
3

. _— B
La relation Pe A P = 1 sécrit done Py A F” = 1.
»

. , P
Bl S-upp{'.nsnn,'_-: Pt Q=100 00apose = F'_“
R

- i L1 - w {JI i
Remargue. On sait d'apris le 111} que, puisque ve {u) = E, Py divise Py et donc ]—;D appartient
a K ([x].
Comme en [1.5) en posant w = Py M u), on obtient Py, = 0 (en effet, de PN = 0, on déduit
Pl.l. I-E-"I‘.'-E-'.l.l-' bﬂit Ql FEI:' ol ':l-';' n - FI:|':._F Huh= Q‘:j']l_l.t‘] an dfl’jult Pipt Q_:l
L'hypothése Py A @ = 1se litalors Pu A Pop = 1etdapres 1.4} on a {l!} A {ur} = {0}.
Avec dim (v} = deg Py et dim { w) = deg Py, on obtient enfin :

dim {{v) & (w)) = deg Po + deg Py = deg Py = n

ce quidonne E = {1:-} 3] { ul:}, Ainst il exaste W = |::|!1:| soits-espace stable par ftel que E = VW,
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d] IT':'IP:I‘;.!'H [L3Vbet 1L3) on a Praw = PoPyp et dim |:|.' + |r.1:l = dog Py = deg Py + deg Py = nt
donc E = l::r'+ r.i.':}.

9) a) « La question posée revient i prouver que d est bijective, Cest-d-dire quetout u' € Ea
un antéeédent et un seul par O,

t Plus précisément encore que v eai un womorphisme despaces vectorigls,

s Soitu' e Etel que u' = dig) Cest-d-dire u’ = gl
g et f étant permutables, g est permutable avec tout polyndme en f et on a done :
Yk e ‘1i.g[||'k-:ul} =,."k|:5}!u|} :_.l'k[u'].
Ainsi il existe au plus un élément g de €07 tel que glud = o', il s'agit de Punique application
linéaire telle que :
Yie [0.n - lII._q{_j"ki ti}) :_j'k[u"].
En décomposant tout x de E sur la base 3, sous la forme ;

m—1

xX= Z .l',.;,l"hl ul = Alf Hued
k=t
-1
ol A est le pobndéme défini par A = z X", on obtient
fe=i)
glxl = Alf) o glu) = A {u')
En décomposant de méme le vecteur u' sur la base 3y, on a:
o= N Hu) avec Qe b,y [X],
donc¥xec E, gixh= Ao QU e = Q0F o AP, soit aussi gla) = QU et done g = Q).
Par ailleurs, tout pohmdme en [ est permutable avee 1, done G e {1, et par définition de @,
ona @ u =o' Cest-a-dire d{ Q) = ',
On a ainsi prowvé que u' a un antécédent et un seul par &, 1l s'agit de QUf).
b) Il est clair que & est linéaire, ¢'est donc un isomorphisme de “€(f) sur E et une base de i f)
&5t I:I' 1{ .':ﬂ|| ]I
Pour tout vecteur [Siu) de la base @y, on a & '{_f"url] = %, une base de “€(f) est donc
(r¥)
G bosn—1°

Remarquons entm que 'on a dans ¢e cas 1 €01 = I [_.f B

Partie III

1) a) Si g permute avec | alors il permute avec tout polvndme en [, done Pu(fd{v) = 0 donne
Pulf}[glv)] = go Po(fiw) = 0. On en déduit que Po & Iy, done que Py, | Po.
b) [Yapres le a), une condition nécessaire est Py, | Pu, Pus, | Pos.
Remarguons gu'en posant p = deg Py, g = deg Py (done p+q = n), une base de E adaptée a la
somme directe E = (v} & {w) 51 :

(e filo) - .. PN, e, - .j"""-:n.'}}
donc pour tout x & E, il existe un couple unique (A, Bl € Hp_1[X] > K1 1X] tel que:

X o= ALFH e+ 8P,
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Comme en 1L, st h e € vérifie hiv) = vy et hiw) = wy , on obtient :
h[A(f M) = A [hie)] = A ()
et h[BU W] = BN [hw)] = BY w)

donc hix)= A1) + B {wy)
Soit g e €f) et v = glu), Il existe un unique polyndme :
n=1
Ve kp1IXL C= Y qeX™ tel que v= V(fu).
wi}
Pour tout x € E, avec x = A} u), on obtient alors :
gx) = Alf o V([ iu)

donc  glx) = VIf) o A Nu) = VI Nw)

Ceci prouve que, 1y et uy €tant donnés, il existe au plus un élément he €(f) vérihant hiv) = vy,
hiw) = wy : il est défini par:
bt x—=Alf) () + B (wy)

Pour la réciproque attendue, il faut donc montrer que si Py, | Py et P, | P, Vapplication k
définie ci-dessus appartient a “€(f) et vérifie hiv) = vy, hiw) = wy .
La linéarité de h est conséquence immédiate de celle de 'application :

¢ x—I{A.Bide E dans K, [X] x K;_,1X]
Avec = 1 e + 00w et w = 00wl + 1/ w), on obtient hiv) = vy et hiw) = wy. [l reste &
montrer que Yx e E. ho flx) = f o hix),

| Car 106) = g s 0(1) = 0,
Soit x = A(f i)+ B{f w) avecdeg A = p — 1, deg B = q — 1, par définition de h, il vient :
hix) = AU vy} + B )
donc  fohx) = oA M)+ feB(uy)
= (XAN ) + (XBNfHun )

De méme on a _flx) = (XANf v} + (XBN f ¥ w), et pour appliquer la définition de h, il faut alors
déterminer le couple (Ay . By ) = ®(fix)).

! Avec, par définition de b, d°Ay =p—1:;d°B; =g - 1.

On effectue les divisions euclidiennes ;

XA=0hFPe+ Ay degA; =p-—1

XB = QuPu + By degB; =gq-1
et il vient fix) = Ay(f v} + By (f ¥ done ;

ho fix)= A-lfjjl[u:l}l +E|U":I{|.L'|}.
En remarquant que Po(f1{vq) = 0 et Pu(f){wy) = 0, on obtient :
1 En effet, par exemple, Puif}{1y) = Po(f)[h(v)) = he Pu(f)e) = 0 car Pu(f) et h commutent.
(XANS () = o Polf){1n) + () 1) = i) 1n)
et (XBIuwy) = Qalf) o Pulfwy) + By(fi{wy) = By(f){wy )

donc f o hix) = Ay(N{vy) + By {uny ) = ho fix).

On a ainsi prouvé que [ o h = ho [ donc que h e “€(f) et la condition annoncée est nécessaire et
suffisante.

Clest-a-dire : .Fu, | Poet Fu_ll_ | Puw.
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2) a) Utilisons les décompositions de A et B en facteurs premiers : il existe () _, famille finie
de polynomes irréductibles, ( as ), et { Br ), familles d'entiers naturels telles que :

A=Hﬂ?‘clB=Hgf'.

el el
On obtient une partition de I en deux parties [y et I en posant :

h={lellar>p}etly={icl| ar=p}

(onaeneffetI =l Ul et Nl = &),

En posant A, -HQ“',:’-E= HQ?‘.B] =HQPBE =Hﬁﬂ*',nnaﬁr&dcmmmt:
il i Iy im [y ie Iz
A=AyAg et B = BB;.

Avec¥ie Iy .aq > Bi, on obtient By | Ay ;etde mémeVie L, a; = B donne Az | Bs .
Enfin, hnla= DdonneAjAde=1,BiAB=1ArnB=1LAAE=L
b) D'aprés le a), il existe des polynémes A, D, B, A tels que :

Pu=AD, Py =ABavec A|A.D|BAAD=1,AAB=1,AAB=1,DAA=1 ,
D’aprés le 11.5),
avec vy = D(f vl et vg = Al Nvhona {v) = (v} B (19), P, =A Py =D}
avec wy = A(Nw) et wy = AN w), on a {w) = {uy ) B {wy), Py = B.Puy = A
d’ol, en particulier, E = {u} & {m} = {ul:} & t:uui} e {t};:}ﬁ {wg}.
Alors d'aprés le 11.8),
Puy A Puy = 1 donne {(vg} & {uy) ={0e+ wy) et Poysuy = DA
Puoy A Puy = 1donne (v;} @ {wy )} = {v; + wy } et Py o, = AB.
Ainsi en posant v’ = vy + wy et w’ = vg + wy, on obtient

E = {v') & (u'} avec P = DA diviseur de Py = AB

3) D'apres I11.1), l'application @ : h— (h(v'). h{w')) est une bijection de €(f) sur :
C={xyeE/Px|Py .Py|Py}={xec E/Px|Py} x {ye E/Py|Pw}.
Comme @ est visiblement linéaire, C est un sous-espace vectoriel de Efetona:
dim€(f) = dim C
Posons p=dim {v') =deg Py , g =dim {w') = deg P,y donc p+ g=n=dimE.
Puisque E = (o'} & {w'), E admet pour base
B (V). SPHY) WS (W) T ()
et tout xe Es'écrit de maniére unique x = AN (v') + BN w') avecdeg A= p—1etdeg B=g- 1.
s Notons d'abord que ¥x & E, Px| Py . En effet,ona:
Po (f)x) = A(f) o Py (f)(1') + Bif) o Pp(FH(w') = 0
car Py (f)(v') = 0 et Py ()1’ ) = O puisque P, est multiple de Py .
Onadonc {xe EfPc|Py} =Eetdim{xe E/P«|Py | =dimE=p+q (i)
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e Il reste & caractériser les x & E tels que Py | Pyy
Toujours avec x = AP v') + B w'), compte tenu de Py (1) w'} = 0, on 2 successivement :
Py |Py = Pyl(fixi=10

= (AP ) =0

= AP . e Iy

< 3Re K[X] APy = RPy
Sachant que Py = QP , on obtient :

Pe|Py <=+ IRe K[X].A=QOR
Comptetenu de degA = p = letdegQ = p— g, on oblientdeg R= g— 1et:
lxe E/P| Py b ={RNe@N{v') + BIN(w'} /Re Ky 1X). Be Mg [X]}
donc¢ dim {x & E/Py| Py } = 2dim K4y [.Jr.'] C est-d-dire 2q. {11}
Enfin de (1) et (ii) on déduit
dim ) = p+ 3g

=deg Py + 3deg P,.
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Sujets d’oraux

@ Espaces vectoriels normés

501t E un espace vectoriel normé, A et B deux sous-ensembles de E.
1) Montrer que :
A compact i
= (A + B) compact.
B compact
2) Montrer gue :
A ferme
= (A + B) fermé,
B compact
3) Montrer que :
A fermé .
¢ # (A + B) fermé.
B ferme
'.I.} Uine premiére facon pour aborder cette question consiste, bien s0r, & revenir 4 la définition des

COmpacts,
[¥autre part; sachant que Timage continue d'un compact est compacte et que A + B est Fimage
de lapplication [ : (a, bBi+a + b,ia. Bl & A x B, on obtient une deuxiéme solution possible.

s Premiére solution

On suppose A et B non vides.

Toute suite des points de A+ B s'écrit:
(@n+bn) . ob{an) . ea%er (Bn), e B

Puisque A ést compact, il existe [%,,,J}REH suite extraite de (an) . et convergeant versme A.

g

De méme, B étant compact, il existe 1'&4{,!,“,“]"; ., Extraite de ':bw"ﬂ}qem ¢l convergeant vers

8 e A Puisqu'elle est extraite de [av,,,.}m_w. la suite (€ gini) . COMVErge encore vers a et

]
( Btatnn + Boaini ) .oy CONVErge vesa + fe A+ B,
Ainsi toute suite de A + B posséde au moins une valeur d’adhérence dans A + B, ce qui montre
qué A + B est compact.

¢ Deuxieme solution

Lapplication f : EX — E., {xy)— x + yest continue [continuité de I'opération + dans E).
[Yautre part, A x Best compact en tant que produit de deux compacts et A+ B = fiA x Bl donc
A + B est compact en tant qu'image continue d'un compact.

« Remarquons enfin que si A ou B est vide, A + Best vide et la propriété est vraie,

E] | Ici la caractérisation séquenticlle des fermés semble 8'imposer,

On suppose Aet B non vides:
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Soit (@n + bn) _, une suite de A + B convergeant vers o€ A+ Baved
M
[ﬂn}'EHEﬁ. et (h”]m;'aE g,
Puisque B est compacte, il existe (b ), extraite de (bn) . et convergeant vers be B. Alors

(i + Boim ) . p, €5t extraite de (an + ba ) donc converge également vers c et il en résulte :
lim By =c= b

FE— 400
Puisque A est fermé, ona lim ay, € A=Adoncc—be Aetce A+B.

T b ke

On a ainsi prouvé que A + Bc A+ B donc que A + H est fermé.
Comme dans le 1), la propriété reste vraie si A ou Best vide.

3} I 1l s’agit ici d'exhiber un contre-exemple,

s Contre-exemple dans B

Un résultat classique concernant les sous-groupes de H nous dit que si a et b sont des réels non
nuls tels que % ¢ 0, le sous-groupe additif G = a 7 +67 est dense dans Z. C'est donc le cas, par
exemple, pour G = 7 + 272,

En remarquant que G = B (par exemple, +3 ¢ G) on a G ¢ G, donc G n'est pas fermé alors que
7 et /27 sont fermés.
s Contre-exemple dans B*

Posons A= {{x.yle B* fxy=1} = {(A’ %) /xe FT'}-
A est fermé en tant qu'image réciproque du singleton {1} par la fonction continue (x. y) — xu.

Posons B= {ix.0) fxe R},
B est fermé en tant que noyvau de la forme linéaire continue (x, y) =y, On a alors :

1
ﬂ+ﬂ={(x+y,;) /.!.’E K™ ye IR} =H xR

et il est facile de voir que A + B n'est pas fermé car B = B* = B%,

Caractériser les applications linéaires de B™ dans RBP telles que l'image de tout ouvert de B"
soit un ouvert de BF.

Usuellement, on appelle applications ouvertes les applications donnant pour tout ouvert une
image ouverte,

s Supposons que [ & E{H",RPJ} cst ouverte,

AlorsIm [ = f{R" ) estun ouvert non vide de B¥. D'autre part, ¢’est un fermé de RP, comme tout
espace de dimension finie, done, puisque R est connexe par arcs, on en déduit que Im f = RP,
¢ est-d-dire que f est surjective,
« Supposons que [ = F(R" B) est surjective.
Lorsque l'espace de départ est de dimension finie, toute application linéaire est continue done,
en dimension finie, tout isomorphisme est un homéomorphisme, done une application ouverte,

La remarque ci-dessus montre que le cas n = p est évident, en effet la surjectivité de fe F(R"
montre qu'il s"agit alors d'un automorphisme done d'un homéomorphisme.
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On suppose maintenant n > p. La surjectivité de f s'écrit Imif) = BF et donne donc rgf = p,
donc dim Ker f = n — p. En introduisant E supplémentaire de Ker [ dans R", R" = E & Ker f,
on a dimE = p et on sail que la restriction fg de f 4 E est un isomorphisme, done un
homéomorphisme de E sur BF. Enfin, en notant = la projection sur E parallélement a Ker f,
ona:

f=fgonm doncaussi = =1,I"F_'.'I of.
Considérons alors un ouvert U de K", il nous faut prouver que fil’) est un ouvert de RP et,
puisque fz ! est un homéomorphisme, cela revient & montrer que ;

= U= fi (L)) est un ouvert de E.
Pour x; € w(U7), il existe x & U tel que x) = wlx) et donc:

¥ =x—x € Kerw = Ker .
Puisque UJ est ouvert, il existe r> 0 tel que Byix, r) < U. Considérons alors y; € E tel que:
Iy — el < v
en notant y = yy + x’, onay; = mly) et :
lx—wl=llx —wmll<r

donc ye Bolx. ric Uet y; € wll)
Omn a ainsi prouvé que, dans E, la boule ouverte E.;E{xl .r) = {y eE/||x —uyl < r} est incluse

dans #(L7). Ceci a été réalisé avec x; quelconque dans w(U) donc w{U) est un ouvert de E et fiU)
est un ouvert de RF.

Finalement, f est ouverte,

Soit K une partie convexe d'un B-espace vectoriel E, admettant 0z comme centre de symétrie,
ne contenant aucune droite vectorialle mais telle que toute droite vectorielle la rencontre en
au moins un point distinct de Og .

1) Montrer que N : x-—-inf{h e 'Ri/ ; € H} est une norme de E.

2) Prouver que pour cette norme :

Bo(0p.1) =K et By(0g,1) =R

1) Avant de vérifier les axiomes de définition des normes, il faut penser @ montrer que Nx) a un
sens quel que soit x & E,

w Nix)a un sens pour tout x € E.

Remarquons d'abord que, par hypothése, K contient au moins un vecteur a # Og puisque pour
toute droite vectorielle D, on a K~ D\ {0g} # @. U'hypothése de symétrie par rapport 4 Og
montre alors que —a & K, puis la convexité donne [ — a.a] c K et donc Og e K.

Pour x = Og, on obtient {le [E!;/ ; € F.’} = R} don I'existence de N(0g) = 0.

Pour x 2 O, D = Fx est une droite vectorielle et il existe ae K D'\ {{IIE}. Alors on a aussi
—ae Ketil existe ke B* tel que:

X
= dﬂ'l'lﬂ —ﬂ—_—k-

| =
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L'un des deux réels i et —k étant strictement positif, ceci nous montre que 'ensemble :

[y
Ac = hE.’-EIJ.-"IEH

est non vide et, puisqu'il est évidemment minoré pour 0, il admet une borne inférieure,

s xz20p = Nixi=0

Pour x # 0, I = Bx st une droite vectoriclle et on sait que D ¢ K dooc il existe y = D tel que
y & K et, de méme, —y e K par symétrie de K.

Sachant quelpe K,onay=0g et il existe p=0 tel qQUE 1 = pix Ol =i = X,

1 1 ;
Pour tout p;" = oon a alors = & Ay car, pour — & Ay on obtient I = j.Lr.'I.', w'x| c K et donc
B e

=%+ pxe Kcequiest exclu

Ca N 1. i
On en déduit que Ae est minord par m d'odt, encore, Nix) = n’ 0.

s Nimx)= |o| Nx)
La propri¢té est virifice pour a =0, on se limite maintenant i o 2 0.

Par symétrie de K, on a:
L K R ]
Aoy = P.EE,JI." e Ky = }L&:ﬂ.*ller&H

Mo
donc, en posant i = Tal’ il vient :

A = {u ol /neRs. S e ﬂ:}
et on en déduit :
Niox] =infA,, = || infA, = o] Nx.
w MWix 4+ b= Nixh+ Nyl

Cette dernier vérification est moins immédiate, Clest le moment d observer que la comvexité de K

n'a ¢té exploitée que bien partiellement et d'autee part, qu'il suffit, pour conclure, de montrer

quie 1
A+ Ay © Apepy Cest-a-direque Vahede Ypedy h+pne Ay .
- X i o e
Soit ke Ay et pe Ay, Alors 5 ¢ I-_: sont Eléments de K dong, par convexité de K, ona:
Xy "
DT
\ x
= o [T
5 — B | XY try "egt-i-di
puis ' 5 h,“] donne hmcﬁ:cﬁt a-dire b + g Axsy .

Par définition de Nix + y), on en déduat :
VAeAy Vped, Nix+yl=h+pu.
En observant que Nix + y) — A est un minorant de A, , on obtient :
WhedAxr, N+ yh—h = Ny
puiis en observant que Nix + y) — Niyb est un minorant de Ay, il vient :
MNix + ) — Nyl = Nx)

<est-d-dire LY + )= N + N
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2) | Pas de mystere, il s"agit ici de faire le lien entre les propositions x € K, N(x) < 1 et Nix) = 1.
Six e K, on a évidemment 1 & Ax donc Nix) = 1. Ceci nous donne :
K B_r{ﬂﬁ . 1}.

Si x € Bo(0g.1), cCest-a-dire Nix) < 1, il existe A& |0, 1] tel que ; e K dong, compte tenu de

% = 1, on obtient :

X € [El. ;] = K.
On a ainsi prouvé que Ba(0g . 1) c K.

Il est facile de remarquer que p € Ax = [u.F +-::r.:u[ C Ay et done :
Ax = [N[I], +|::-c:~[ ou Ay = ]'N[I], +m[.
Dans les deux cas, Nix) < 1 donne 1 € Ax donc x & K.
Sachant que Ba(0g . 1) = B; (0g . 1) = B (0g . 1) et que Bo(0g . 1) € K< By (0. 1) donne :
Be(0g.1) c K= By(0g. 1),

il vient :
K = B;(0g.1).
QL L
De méme, avec Ba(0g . 1) = Bo(0g.1) = B;(0g . 1), on obtient :
K= Bo(0g.1).

Soit K un compact d'un espace vectoriel normé E et f : K — K une application telle que :
Vix yle K2, d(fix). fiy) = dix.y).

1) Montrer gue Ve > 0, Vix.y) e K%, d(fix). fly) = & + dix. yl.

2) Qu'en résulte-t-il ?

1) On rappelle que pour tout x, y de E, la distance de x & yest
dix. yt= ||y - x|

Etant donné x, y éléments de K, puisque K est stable par f, on définit deux suites (xn) _, et
(un),., & valeurs dans K en posant :

ppEX =Y et ¥Yne N. F s | =_f{=l'n}: Un+1 =ur{un]"

On sait qu'un produit de compacts est compact, donc (xn , yn) | _, » suite du compact K*, admet

au moins une valeur d'adhérence (a. bl e K*, c'est-d-dire qu'il existe ¢ : B — N strictement
croissante telle que :

a= "E?m":#n:' » b= ni:'.];':]m Hegiry-
En conséquence, pour tout £ > 0, il existe ng & M tel que :
E

g
pEpetg=Eny = dl{"q{p]*"w{m]sg et diyﬂpm-ﬂdtﬂ}ﬂg
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donc en particulier :

d[x-.:lmﬂ:l -x-.pm,.:l:] = E ﬂd{”ﬁ:mu*l' 'Hvlﬂu?:l = %‘

Remarguons gque Uhypothése sur | nous donne :
¥in, ple M'ﬂ.d[.‘q ..r:pﬂ] = dl{xn ,A‘mp}l el d[_th 1Hp*|} = d[y.. ,yru-_p]'-

La fonction ¢ est strictement croissante, il existe donc pe M” tel que ¢(ng + 1) = p+ ¢(ng), et
la remarque précédente donne :

I:'!{-"-"I]l --"-'p] = d['xu.rlm-tll -r"ii,u{rul:' = %
s

et el Lo . Yp ) ’f*dliy.;rmm-ﬂ.;umﬂ =3
De méme, I'hypothése sur [ donne dx, .y ) = d(xp. yp) et, par inégalité triangulaire :

d(xy.u) = dxp. %) +d{x.up) +dluo.up) =&+ d(xp.w)
c'est-a-dire :
d(flxh fly) = &+ dix yh

2) Le 1) étant valable pour tout & > 0, on obtient :

Wi yle K2, d(fix). fly)) = dixy)
et compte tenu de hypothése :

Vix.yle K%, d(f(x), fly)) = dix, y)
Ainsi [ est une isométrie de K.

Soit E=C"([0.1].R) muni de la norme de la convergence uniforme et :

F.{ues/}(ﬂ'u.ﬂ}.

1) Montrer que tout ue E admet une primitive et une seule appartenant 3 F, on la note
T 1),

2) Montrer que T est linéaire, continue et calculer |||T|.

1) Toute primitive v de u s'écrit :

Wxe [l],‘l].:.l[.r]:f uitidt+k, ke R
]

et la condition v e F équivaut alors a ;

1 X
k+f d.rf ultldt =0 soit k= -/] ulthde dx
0 i i

olonaposé D= {ixtle R* /0=x=1.0=t=x}

AvecD = {(x.tle RE/O=i=lit=x= 1}, le théoréme de Fubini donne aussi :

1 1 |
k= -f d[f wlt)dx = -f (1 = ehacddelr.
ir i i
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Ainsi u admet une primitive v et une seule appartenant i F, il s'agit de:
x 1
v fo umd:—f (1 = thultidi
0 i

ce qui déhnit application T © u — vde Edans F.

2) La linéarité de T est une conséquence évidente de la linéarité de l'intégrale. En remarquant

que l'on a ausst :
x |
Tiu_lcx+=f tul £t f:l - thultidt,
Lk A

pour || itff~ = 1, on obtient :

2 2
’ (1 =xl : 1 1
2 -J;+2-:='£ donc || Tu||ec = 5-

Wxe [ﬂ.l],|ﬂul[xi|=’:%+T=x = 5

On en déduit que T est bornée sur la boule unité Bg (0, 1) de E donc que T est continue et :

BT = % (i)
. . . 1 1
Pour u = 1 (fonction constante), on a T{1Kx) = 2* — x + 5 done | TI1) [lac = g et
1 ..
Tl > 3 - (ii)

Finalement, les inégalités (1) et (ii) donnent || T]| = 5

| On note E 'espace vectoriel des suites complexes u = {un), _, de limite nulle muni de la

| norme uniforme @ || | .
K3

| Pour tout u e E, on pose ¢{u) = Ed "in . pUis H = Ker g,
]

1) Montrer que ¢ est continue et exprimer sa norme subordonnée N.
- 1
2) On pose ici u = (m) . Calculer ¢fu) et diw H).
Fri T

. 3
3) Pour x quelcongue dans E, construire ye H tel que dix y) = id[x.Hh.

Méme si P'énoncé ne donne pas expliciternent la question, il est bon de commencer par préciser
que la majoration :

27 "ua < gl ulla

Z 2 "Hrt

L
done lexistence de @lu) pour towt 1@ E, puis de remarguer que @ et une forme lindaire non
nulle, donc que H est un hyperplan de E.

prouve la convergence de la série :

1) Pour tout ue E, ona:
I
fp(w)] < flullec y_ 27"
ri=Ap
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done :

lete)] = 2] |
¢€ qui prouve que ¢ est continue et que
Nig)= 2. (1)

L'égalité |@lud| = 2|| ue || oo est ici irréalisable avec u e E° {0}, En effet, avec :

|eplue)] = Eﬂ_" |un] = Z 2_"“ U floe = 2] we |
n=i}

=0
on voit gu'elle exige :

]
Y 27|l ullxc — Junl) =0
sl
donc, tous les termes de cette derniére série étant positifs ou nuls, ils sont nécessairement nuls :
Wne M, |un| = || u]lx.cequidonne || uf|a = lim |un| = 0puisu=0.
[l e
Pour arriver au résultat souhaité, cest-a-dire Nigl = 2, nous allons donc exhiber une suite

I[uP]pEN de E % {0} (c'est-a-dire une suite de suites) telle que :

lim M = 2.
P [lufl|

Pour tout pe M*, soit uf = {uﬁ}m , 1a suite définie par :

ul =1sin=p-1 et ul=0sin=p.
Il est clair que uP e E et que [|uP|| = 1.

On a alors :
Pl1 1-27F i
upl{up}l= —_ = ; =2{1-—2_le dong .;p[up}:EI::l—E F} ||uF'|| .
2 1=-2 e
n=0
1l en résulte que ¥pe M*, Nig) = 2(1 - 27F) et donc que Nig) = 2. (i)

Enfin, les inégalités (i) et (i) donnent Nig) = 2.

2) .-'m::u=(n+l

) , on obtient :
el

0 —n

) 2 ey 2 aem{1-1) =2t
m{u_zrnl_ E] e Y :
n=

n=i{}

Omn a bien sir utilisé le développement en série entiére a l'onigine de x— fnll = x):

L o 4 ]

X

Vre] -L1[tnll-x)=-3 —.
n=1

Posons maintenant & = diw. H) = inf{|| u— v /e H}.
Le calcul de & se fait suivant une démarche classique :

1) on exhibe un réel a tel que Ve e H, a = || u — v||o ce quidonned = a;

2] pour tout & > 0, on montre qu'il existe ve H tel que || u — v||x < a + & ce quidonne b= a.

Pourtout ve H,ona glu — v) = @lul= 22 donc 28n2 = Nigl|| i — v||x c'est-a-dire :
2n2=2)|u—v|x soitaussi M2=| - v|x-
On en déduit n2 = & (i)
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Par définition de Nig), pour tout & > 0, il existe me E {0} tel que :

Lalny|
E ; .
,r[m [1me

O suppose de plus & < 2, ce qui impose glw)= 0.

Mol=p=2

Sachant que H est un hyperplan de E et que ue H, on a E = Bu @ H, donc il existe € R et
vy & H tels que w = hu+ oy,
T (It + %)

T . . Y
c'est-a-dire w = hin — vl ol ona posé v = — <=, donc ve H.

Puisque w & H, on a awss: ;

On obtient alors

ey gl — )| |gdul|
Tw e Mu—tofle u-elx
2ind . ; . 2in2
etdonc 2 — e < To=vTlo soit auss), puisque 2 — g >0, || u = v x < et
Remarquer que 5— et delaformein2+ &', 6 =0,
Avec i = || u — v|lae On en déduit :
. 2Mn2
beg—n
et cette inégalité étant vraie pour tout g € {Ilj[ il vient {en faisant tendre & vers 0]
b= 2, (i)
Les inégalités (1) et (i) donnent la conclusion :
o5 _ 1FH
b= fnid Wi

3) Comme dans le b} on établit que, pour tout x e E:

pigd 2] |epd x|
Nigl 2~
La question revient donc a trouver y& H tel que :

dix. Hl =

, 3
l =yl = 7 leixll.
Posons alors

. 3 pix)
H”F "".-I. !|||'| = Kn — E—En—-

Il est clair que lim gy = 0 done y e E, et que:
E s

3 3
Yie M, [an — | = i lgixll donc ||x=ylle = g [

[¥autre part :

3 < 3 1
ply) = gplx) = :E-.pl.:lzil'" = aplxh | 1-- y » ] = 0],
=l 1- =
4

donc ywe H et cette suite y répond a la question.
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Espaces de matrices
B 7

n est un entier naturel =2.

1) Montrer qu'il n'existe pas de norme sur Aln(R) vérifiant :
YA e MqlR), YPe GLa(R), [P l.¢w|| = || Al (R)

2) Une semi-norme sur un k-espace vectoriel E, K = R ou C, est une application N de E
dans B vérifiant :

Vxe E. Nix)i=0 i1)
Wih.xle K x E. Nihx) = |k Nix) (2)
Vix, y) e E*, Nix+ yl = Nix)+ Niy) (3)

Soit ¥ une semi-norme sur i (E) vérifiant (R), démontrer que :
s N est lipschitzienne ;

o WA Ble Ma(RP, NAB) = N(BA) ;

s THAV=0 = NAI=0.

Quelles sont les semi-normes sur MR} vérifiant (R) ?

1) La lecture compléte de I'énoncé peut faire penser & montrer que :
WA, Ble Un(RP || AB| = | BAJ|.

Pour tout Pe GLn(R), d'aprés (R) ona VA e Ma(R), VP e GLA(R),

[P~ tiraIp|| = || PA]| donc ||AP| = PA|. (i)
La densité¢ de GLn(R) dans i, (R) est un résultat classigue ; par exemple, pour tout M & Mg{R),
ona:

1
M= lm M+ —Iy
K k

et les matrices M, = M + i In sont inversibles a partir d'un certain rang car le polyndéme

det (M + XIn ) admet au plus n racines. Ainsi, toute matrice B est limite d'une suite (Py), . de
matrices inversibles, dong, par continuité de la norme, on obtient d’aprés (i) :

1AB|| = lim (AP = lim |PeAll = | BA. (i)

On obtient alors une contradiction en exhibant des matrices A et B telles que :
AB=20 & BA=Q

o ... 0 1 0 ... ... 0
SoitA=| - o1 e unmeB=

: : : 0

0 ... ... 0 0 ... 0 1

On obtient AB = A=0 ¢t BA =0 (car n = 2) ce qui est en contradiction avec (ii) puisque BA#0
donne || BA || = 0.
En conclusion, il n’existe pas de norme sur (R vérifiant (R).
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2) On suppose que Mp(H) est muni d'une norme quelconque, par exemple || || :
YAe UnlRL A= |a » |All= = max |a
n L] L=t=n Al I‘H'ﬁn| T
1sf=n
Il est & noter d’autre part que la deuxiéme inégalité triangulaire reste vraie pour les semi-normes
car elle se déduit des axiomes (2) et (3).

» Ennotant (Ej) jeien la base canonique de Mn(R), on a:
|

SEn

A=lay]= Y ayby

l=i=n
i=jn

donc avec les axiomes (2) et (3) :

NA) = Z lay| N(Eqj) = | All< E N(Ey)

1=i=id 1=si=n
1=j=n 1=j=n
douN <k - [l enposantk= 3 N(Ey).
l=i=mn
1nifin

[Yautre part, pour toutes matrices A et B de Mn(R), on a par inégalité triangulaire :
NiA)= N(A = B+ B)= N(A - B)+ N(B)
donc NiA) = N(B) = NiA — Bl et symétriquement NiB) — N(A) = N(B — A).
Puisque NIA — B} = N(B — A), on en déduit :
~N(A - B) = N(A) — N(B) = N(A — B) c'est-d-dire |N(A) — N(B)| = N(A — Bl
Compte tenu de N = k|| - || il vient enfin :
WA, Bl e Mn(RP; NLA}— NiE)| < k|| A - Bl|x .
On a ainsi montré que N est k-lipchitzienne de | iln ()] - ||= ) dans & donc aussi qu'elle est
uniformément continue.
s N étant continue, la démonstration donnée en 1) reste valable etona:
WiA, Bl e Ma(R)Z, N(AB) = N(BA).
. La question revient 3 prouver que Ker Tr — Ker N et on sait que Ker Tr est un hyperplan de

Ay (H)L 1 va étre utile de commencer par observer que Ker N est également un sous-espace
vectoriel de MnlF),

Le noyau de N est un sous-espace vectoriel de Mq(R). Il est en effet :
- non vide car, en substituant a & la valeur 0 dans l'axiome (2], il vient N(D) =0

— stable par combinaison linéaire, car N(A) = N(B) = 0 donne, avec les axiomes (1), (2) et (3),
pourtouthe H:

0= NA+AB)=NA+ |\ NBl=0 donc A+hBe KerN.

Pour conclure, il suffit maintenant d'exhiber un systéme générateur de Ker Tr formé de matrices
appartenant 3 Ker N.

Pour tout (i jl e ﬂl.nl“,si i#j,onakE;j;e KerTret By = E4E;;avec EjjEy = 0.
Donc, avec N(EuEy) = N(Ey;Ei), il vient N{Ey;) = N(0) = 0 c’est-a-dire que E;; € Ker N.

Pour tout i€ [1.nl, on a E;; — Ey & Ker Tr. D'autre part, Ej; — Ey est semblable & Ey; + E
car cette seconde matrice est symétrique réelle, donc diagonalisable, de valeurs propres 1 et -1,
simples, et 0 d'ordre n — 2. Il existe donc P € GLn(R) telle que :

Egy=-Eg= P_I{E]g +Eﬂ}P
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et, d'aprés (R), on en déduit :
N(En — Eu) = N(Ey + En)
or Ey; e Ker N, E;; € Ker N et Ker N est un sous-espace vectoriel de M R), donc :
Eyy+Epe KerN et N(Ey — Ei) = N(Ey +Eq) =0.
(Om a ainsi prouvé que les n — 1 matrices Eyy = Eg. 2 = { = n. appartiennent i Ker N.

La famille formée par les Ej, i =, et les Eyy — Eg, 2 = i = n, est libre, de cardinal nt—1et
constituée d'éléments de Ker Tr, c’est donc une base de cet hyperplan et puisqu'elle est aussi
formée d'éléments du sous-espace Ker N, on a:

Ker Tr c Ker N.
Remarquons enfin que si N n'est pas nulle, on a Ker N # E et, puisque Ker Tr est un hyperplan,
l'inclusion précédente devient une égalité :

Ker Tr = Ker N.
s Semi-normes vérifiant (R)
Puisque I & Ker Ty, on a (R} = BRI, & Ker Tr et toute matrice M de JM,(R) §'écrit de maniére
unique M = aln + H avec a € R et He Ker Tr. En prenant la trace des deux membres, on obtient :

Tr M Tr M
u::T -I'.‘lt'll']L" H=M-=

In .

Si NV est une semi-norme vérifiant (R), on a Ker Tr — Ker N donc, avec les axiomes (2) et (3), il
vient :

N(M) = |a| N(In) + N(H) c'est-a-dire  N(M) = | N(In) (i)

. \ . , 1 1 )
ot 5i a # 0, c'est-a-dire M & H, en écrivant [, = HM - ;H‘. of abtient

N(ln) = %MMH -lélrh‘[HJ cest-a-dire  N(In) = ]%[NEMJ
OU ENCOre ;
N(M) = || N(In). (1)

Les inégalités (i) et (i) donnent enfin N(M) = || N {1} et ceci reste vrai lorsque « = 0 puisque,
dans ce cas, on a Tr M = 0 donc N(M) = 0.

1
En posant A = HN[I"}. on a¥M e Ma(R), N(M) = A |[Tr M| donc N = & |Tr| avec k = 0.

Réciproquement, pour tout & = 0, l'application & [Tr| : M= x| TriM)| est bien une semi-norme
{la vérification des axiomes (1), (2) et (3] est immédiate), et elle vérifie (R) car on sait que deux
matrices semblables ont la méme trace.

Les semi-normes sur ALy (R) vérifiant {R) sont donc les applications & |Tr|, ke R..

Lespace Mn(E) est muni d'une norme arbitraire.
1) Montrer que l'ensemble des matrices M & M(H) de rang =k + 1 est un ouvert.

2) Déterminer l'adhérence de l'ensemble des matrices de rang k.

Quelles sont les méthodes pratiques pour prouver qu’une partie {1 d'un espace vectoriel normé E
est ouverte ¢

1) La définition : pour tout x de {1, il existe une boule ouverte non vide, de centre x incluse

dans {1.
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21} Le passage au complémentaire permet d'utiliser la caractérisation séquenticlle des fermdés,

3} Exhiber une application continue [ 1 E = F, oi F ¢81 un espace vectoriel normé, &t un
owvert U de Ftel que i = [ L.

1) 5i A e Mn(R) est de rang r = 1, il existe A" sous-matrice de A, carrée d'ordre r et inversible.

En posant A = [n,”. une telle matrice extraite s'obtient en considérant les a;; communs 4 r
lignes (d'mdices iy .dp , - - . L e et reolonnes (dindices jy Jfa . -0 L)

Sous Maple, on définirait A" par ;

!-'uhmutri:'.l{ﬂ-i:'] T --Ir}.{_j] NITEEE ._Jr}r].

Il existe donc deux parties | et J de El.nll, de cardinal r, 1 = {h-ﬁg.----iri et
d={hde. e | telles que:
A= =:ﬂchr,] 1=ker € GLeARL

e
I et J étant hxées, considérons lapplication D 1 Mln(R) — K définie par:

WM e da(R), UMY = det [myg, | jeps,

=l =

Cette application est continue puisque polynomiale en les coethcients de M.
Or XA} = 0, donc il existe e & B tel que:
|M-Alj<e = DIMi20
etsir=k+ 1, DiMi=0donnergiM) = r= k + 1.
Pour k € M, nous notons {1y 'ensemble des matrices de M, (R), de rang =k + 1.
5 k = n, on a () # &0 donc {1y, est ouvert.

Si k= n =1, pour tout A e {3, il existe £ > 0 tel que {1 contienne la boule ouverte BalA, &)
donc {1, est ouvert.

2) Notons maintenant Ry 'ensemble des matrices M e JMn(R) de rang k; et Si 'ensemble des
matrices de rang =k.

On a clairement Sy = MpiR) 5 (L done puisque, d'aprés le 11, {2 est ouvert, on obtient que
5y est fermé et P'inclusion Ry < Sy donne :

_R*C§k= Sy -

Pour montrer S, = Ry . on peut maintenant penser i la caractérisation séquentielle des points

adhérents,
Soit Ae Sy done de rang r = k. On sait qu'il existe P et @ dans GLn(B) telles que
Ir 0
A= BLEQ avec Jr= ({: “}

0 a dlhl'lL" H

i

1
A= lim P(Jr+ﬁrjk Q.
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Or les matrices :

1+-=
P
1+l
B
1
J lJ il p i
r+ — =
pHk
1
)

L ]
sont de rang k et il en est de méme pour :

1
P (u’r + FJL-) 8

ce qui prouve que A est limite d'une suite de matrices de By, donc que A& Ry, .
On vient de montrer Sy o Eh— d'on finalement ﬁh = 5.

Mt T) est muni d'une structure de C-espace vectoriel normé,
Pour (g.nie M?, q=2, n=2, soit Eq = {Me Ma(C), M9 = In}.
1) Que dire de M & E; si elle admet 1 pour unique valeur propre ?

2) Montrer que I, est un point isalé de £, c'est-3-dire quiil existe = > 0 tel que :
.E:ql"-"' x:"l:;" ,-F:] = {Fﬂ}.
(B{I.&) désigne la boule ouverte de centre I, et de rayon &.)

Indication. e = 2 sin % .

3) Soit Ag & Eq, montrer quil existe £ > 0 tel que YA e B(Ag.&) m Ey, le spectre de A est
| inclus dans celui de A; .

L

Par définition, une matrice M e Mo Thest éément de Eq s et seulement si ke polyndme X9 - 1
est anmulateur de M.

1) Dans €[ X], le polynome X9 — 1 est scindé a racines simples donc toute matrice M de Eq
est diagonalisable,
Si, de plus, le spectre de M e Eg est réduit 4 1, M est semblable a Iy et done M = I,

Plus généralement, wute matrice diagonalisable M & Ala(H), dont e spectre est réduit d un
singleton {A}, est égale Ay

2} [Mapres le 1), une matrice M de Eg est distincte de fiy si et seulement si elle admet au moins une
valeur propre distingte de 1. Nous sommes done amenés & éablir un lien entre ||Ie — M| et les
valeurs propres de f;; = M.

Pour ce faire, il est bon de commencer par préciser une norme sur Ay (08
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M) étant identifié, par isomorphisme canonique, a C muni d'une norme quelcongue, on
définit sur M) une norme d’algébre en posant pour toute matrice M & Ma(C)

H M) =sup{|—!:—|—ﬂ:ﬁ|uj."}{e E".J’f.'#ﬂ}.

5i on note fyy I'endomorphisme de C" canoniquement associé a4 M, c'est-d-dire tel que
M = mat fy; ol Bn est la base canonique de T ona || M| = il
.F

11

Soit alors A € T, une valeur propre de M. 51 V & C" est vecteur propre associé, on a:

| MV |
7 = - 7 I
MV=iVetVz0 donc TV - = |\ et || M| == |
Soit maintenant M Eq ' {In }. D'aprés la remarque préliminaire, il existe A valeur propre de M
avec b = 1. De plus, X9 — 1 étant annulateur de M, on sait que les valeurs propres de M sont des

racines de ce polyndme. On obtient ainsi A & Uy \ {1} avec
Drcn ik
qu={vﬁ' fu-ekseq—l} soitencore A=e 9 ,1=k=g— L

Sachant que 1 — & est valeur propre de In — M (car (In = M}V ={1 - AV} on a alors

2ikem
Ha = M| = |1 =% donc [|Is— M| = min {‘l -¢ 9 [(l=k=g- 1}
¢'est-a-dire :
P40 . W
illn — M|| = 1|I||'|I:-."-r -2 eoa T " 2 &in 5"
En conséquence, avec £ = 2 5in :T—f e Ry, onaEgmBal I . ) {J‘n }
3) 1l s"agit encore d'établir an lien entre [|Ag — Al| et bes valears propres de Ay et A Un choix

judicieux de la norme sur ©" va,en exploitant be fait que Ag est diagonalisable, faciliter le travail.

En tant qu'élément de Eq , Ag est diagonalisable, Il existe donc une base { Ui) {<imin de C" formée

de vecteurs propres de Ag (c'est-a-dire de 4, ), Wi e Il nb, fa, (Ui} = ML, et nous pouvons

supposer que T est muni de la norme définie par

rl n
"ﬂ’ch".x=z.~:1Ui1:|x||= Z:IMI2
i=1 i=1

Il s"agit de la norme associée 3 la strocture hermitienne de " défnie par le fait que la base

b=

I'l'L'.tl R orthonormale.

Supposons maintenant que le spectre de A, ément de Eg, ne soit pas inclus dans celui de Aq .
[l existe done b & Ug tel que b€ Sp A, k& SpAy et soit :

Vs E L

i=1
un vecteur propre de f associé i cette valeur pmpre Omn obtient alors :

(Fa = .Ja) I'Lrl_zh.mh.—th_ﬂ'._Z{}u—h]lrEq

i= =1
En remarquant, comme dans le 2), que h & Uy * Sp Ay dnnne :

Wie [[1.nfl, hi — A| == an{—[.
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il vient :

mn
10 =) = 3" Iha = AP Il = asin® 2 v 1P
j=]
donc :

Il — fal|| = 2sin % cest-a-dire  ||Ap — A|| = 2sin % .
On a ainsi montré que :
VAe Eq,SpAzSpAy = [lAg - All = Esing

en contraposant, on en déduit :
VAe Eq,||Ap—All<e = SpAcSpA;.

Soit ¥V un C-espace vectoriel de dimension n, ne ™", E= (V) et G = GLIV).
Pour a € E, on pose Fy = {gﬂ nug'l fge G}.
Montrer que (Fy est fermé) «= (a est diagonalisable).

Indication. Pour la condition nécessaire { = ) on pourra introduire les éléments g, de G dont
la matrice dans une base convenable est :

1]1:
ak o)
Gy

LN in

Fa est 'ensemble des images de a par les automorphismes intérieurs de V. Matriciellement,
soit 38 une base de Vet A = rqj.tﬂ. Fa est l'ensemble des endomorphismes b de V tels que

B= m:alt b sont semblable a A
O sait que si b e Fg , les polyndmes caractéristiques X, et Xg sont égaux, a et b ont dong les

mémes valeurs propres avec les mémes ordres de multiplicité ; de plus a et diagonalisable si et
seulement si b est diagonalisable.

» Condition suffisante
On suppose a diagonalisable. Il existe donc P e E{K] a racines simples (et scindé comme tout
polyndme de C[X]) tel que Pia) = 0.

Considérons alors une suite (bp) _, d'éléments de Fa, convergente vers be E.

Pour tout pe M, il existe gpe Gtelque by = gpoacgy ' Onen déduit ;
P(bp) =gpoPlajogy' =0
dongc, par continuité des opérations dans I'algébre normé E
Pb) = lim P(bp) =0,
Ainsi b est diagonalisable puisqu'il admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.

On a aussi Ype M, X, = Xa dong, & la limite (voir remarque suivante) X = Xa. Ainsi act b
ont les mémes valeurs propres avec les mémes ordres de multiplicité.
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Pourtout ze L,ona Xp (2} = det fbp - & ldy } Dand, puisque :
lim (bp — zldy ) = b zldy,

IS
par continuité de Papplication en det, i vient :

¥Yze [, lim ?ibJI{?:J=:']{-!t[rh—;eId1,-}

[P
Cest-d-dire Wz e T, Xalz) = Xplz)

L'égalité des polyndmes Xg et Xp, en résulte,

Ainsi les matrices A et Bde a et bdans la base ® sont semblables & une méme diagonale D, elles
sont donc semblables entre elles ce qui montre aussi que be Fy . La caractérisation séquentielle
des fermés dong alors la conclusion : Fa est un fermé de E.

s Condition nécessaire

Afin d'exploiter V'indication fournie, il est judicieux de commencer par former le produit
G AGH 1 pour A€ AlL{LT) quelcongue.

Etant donné A = [ay;| € Mnlk) ona:
GrA = [n._r: avec  Viijle [[l.rll]"!.{ﬂj= fkﬂ].f
ke

. r i
et GeAG, ' = [by] avec Yiipe [Lnl* b= aj= ]

Afin de montrer la contraposée de 'implication souhaitée, supposons a non diagonalisable.
Puisqu'il appartient 3 C[X], le polyndme caractéristique Xq est scindé et a est trigonalisable ;
il existe &' base de V telle que mﬂat a@ = T on T est triangulaire supérieure ;
o
Li g

ik
An
Soit maintenant gy € G tel que m;jt e = Gy et by =g o0 ::-g;l .
L8|
Lh “r i kK
Omn a alors ¥ice M, mat b = G TGy b= '-" avec ty; = (J) tij.

:"I-FI:

Pouri<j, lim - = {} donne :

k-tl-l,,

lim mathy, =diag(hy..--.ko) soitencore lim by =h

ke Hl [ =

ot boest Vélément de E el que mat b = diag [hl PR ] . Erant l.l:iagun alisable, alors que a ne
R

‘est pas, b n'est pas dans Fa . On a ainsi construit une suite (by) . de Fp convergeant vers b
avec be Fu ce qui nous montre que Fa n'est pas un fermé de E.

Limplication (a non diagonalisable) = (Fa non fermé} en résulte et, en contraposant, on
obtient (Fa fermé) = (a diagonalisable).
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On dit qu'une norme sur M,(C) est matricielle s'il existe une norme sur C™ 3 laquelle elle est
subordonnée.

1) Soit A e #a(C) une matrice non nilpotente. Montrer qu'il existe a = 0 qui minore NiA)
pour toute norme matricielle N sur (T,

2) Cela reste-t-il valable pour une matrice quelconque de M,(C) ?

1) C" et Ay, 1 (C) sont identifiés par isomorphisme canonigue. Si|| || est une norme sur C™, la
norme N sur Mp (L) qui lui est subordonnée est définie par :

AX
VA& Ma(C), N(A) = sup{H XeC" {u}} =sup {||AX|.Xe C"|| X| = 1}

et il existe un lien simple entre NUA) et toute valeur propre de A.

D'autre part, une matrice A& M) st nilpotente si et seulement si sa seule valeur propre est 0.

Si Ae Mp(T)est non nilpotente, elle admet une valeur propre A & C non nulle, Soit alors ve C"
un vecteur propre associé a h t AV = AV, V20,
Pour toute norme N sur Al (C) subordonnée a une norme || - || sur ©" on a alors :
AV = MA)| V| cest-a-dire  |A||| V]| = NA)| V||
et, puisque || V|| = 0, il vient NiA) = |u|. Le réel a = || répond a la question.

2) La réponse est vraisemblablement négative. Pour le prouver il suffit, en ayant fixé une matrice A
nilpotente, de construire une suite {nk} ke N de normes sur C" telle que lim Ni{A) = Dod
—b oy

Nie est la normee subordonnée & ng .

Considérons la matrice :

bl LT o] i e

A= ﬂ
(0) :

0

etue L[ C") tel que A = mat u ol Bn = (ey. - - - .en) estla base canonique de C",
n

Pour tout x € C", on note x = Z xiej .
i=1
Quel que soit ke M, avec k = 2, l'application :

ln--l 1
n : C" =+ /, x— I Elréli- (1 - i’) ||
il

est une norme sur O,
n—1

=% il

La sphére unité 5, = {.‘-\.’E T/ mlx) = 1} est caractérisée par |xn| = -1 done, Ny,

désignant la norme sur Mn(C) subordonnée d ny , ona:

m—1
k= lxl 1
i=1

= = .
s Wk-11 k-1

Il en résulte k!im N lA) = 0, ce qui nie l'existence de a = 0 tel que NIM) = a pour toute
—k a0

matrice M & Mo(C)

1
NilA) = fuf| = sup ni(uix)) = sup — |xn|
xe Sy xu Sy k
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@ Fonctions de R dans R

= .
Trouver les fonctions f continues de B dans & telles que :

wix yle B, fiad + flu) = u+ st (E)
On commencera par prouver gue s1 f est une solution alors :

1) f est bijective ;
2) i est strictement croissante ;

3) fi) = 0.

On suppose que [ est solution.,

1) Avec x = 0, 'équation (E) donne :

Yye B.joflyl=y+a
ol on a posé a = f101%, On en déduit que f o F = ta ol ta désigne la translation y— y + a.
Pour tout ye H, on adonc y = (fly— a)j ce qui montre que [ est surjective, et pour y = fix)
on obtient x + a = [ o fix) donc x = fiy) — a ce qui montre que f est injective (tout y a au plus
un antécédent ).
Ainsi f est une bijection de B dans B.

l O peut aussi remarguer que le calonl précédent donne [~ 1. _aaf.

2) Puisqu'elle est continue et bifective, on sait gue 0 est stiictement monotone. En posant
b= fi0} dewx cas sont Pl]hhihll:"‘ﬁ- :

» 5i f est croissante, alors J{ [b.+ [} = [fibl +2c]; (i)
e 5i f est décroissante, alur:-’._j'{ [b. 0 [] = ] = 0, 1 Lﬂ] . i)

Or f{2* + f101) = fix)* montre que f{[b, +oc[} < [0, +0c], le seul cas & retenir est done (i) et
Jest strictement croissante.

3) Avec y = 0, I'équation (E) donne pour tout x réel :

Fixr = (@ + i) et fi-x® = f{x* +i0))
done fi—x7 = fix)*. Com pte tenu de la croissance stricte de f, cela exige fl—x) = —filx) pour
tout x 2 0 puis fi0) = 0 par continuité de f en 0,

Oin vient de trowver des conditions nécessaires sur les solutions de 'équation. 1 reste a déterminer
quelles sont, parmi les fonctions vérifiant ces conditions, celles qui sont effectivement solutions
de (E).

Sif est solution du probléme, elle est strictement croissante et vérifie :
fef=1d , flor=0.
Pour une telle fonction, en supposant fix} > x, on obtient f{f(x)} > fix) > x ce qui est

contradictoire avec f o f = Id, De méme fix) < x donne J'L,rcxr} < x en contradiction avec
Fef=Id

En conséquence, on ¥x e H, flx) = x et done f = Id.

La fonction Id étant évidemment solution du probléme, cest la seule solution.,
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Soit f : R — R, dérivable sur R, telle que :
Yxe R, flx)® + Mix)® = 1+ 22,

Montrer que fi1% — (0 = ; X

Un bon moven, pour voir ce qui se passe, est d'élargir les hypothéses de fagon, par exemple, a

pouvoir écrire f(1? — f(0)* sous la forme d'une intégrale.

= Supposons, dans un premier temps, [ de classe ¢! sur B. On a alors :

1
Fi1E = o =f 2F () ) d
i

Or il est bien connu que ¥ia, b) & B2, 2ab = a® + b%, on en déduit ;

1
SOF = fio@ = f I:_.I"{Jr:‘.l2 +_f'{x!2} dx
o
puis, d'aprés I'hypothése, et la croissance de l'intégrale :

1
fi1® —ﬁm“af (1+x7)dx c'est-a-dire 1107 - fl0)° = g,
0

» Revenons i lhypothése, [ dérivable sur B.

Le calcul précédent a mis en évidence que la conclusion se lit F(1) = F(0) ol on a posé :

o

thlnﬂx}z—x—:.r.

Ftudions donc les variations de cette fonction F.
F est dérivable sur | avec :
Vxe B, Fx) =200 i) =1 — 22,
D'aprés |'hypothése, on a donc :
Vxe R, Flix) = fix)® + fix)? - (1 +x2} = 0.

Ainsi F est décroissante et on en déduit Fi1) = F(0), c'est-a-dire la conclusion souhaitée,

Trouver tous les couples (x, y) d'entiers naturels non nuls tels que x¥ = y*.

La résolution de cette équation dans B3> se fait en séparant les variables, ce qui conduit a

friax fr

X
de cette dquation va nows permetire d'en déduire les solutions dans 2,

Ert
= puis en étudiant la fonction x— T._r « On peut penser qu'une discussion précise

Il est clair que tout couple (x. x) & W2 est solution. On se limite dans la suite 4 x # y, et, en

remarquant que x et y jouent des roles symétriques, on peut supposer x < y.
Pour x = 1, la seule solution en yest 1. On se limite finalement 4 1 < x < 1,

g . , . ) . ., fnx fny
L'équation x¥ = " équivaut i yfnx = x fn y soit aussi i — . _H- .

Etudions les variations de f : B — B, 1— $ .

Avec i) = l—_t!ﬁl—t on obtient le tableau :
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t |0
Fit +

TN

—n 0

o0

mi-| S |
I

Donc fy o induit un homéomorphisme de ] 1, e] sur ] 0. é] .
et fig+00f induit un homéomorphisme de [e. +cu:-{ sur ] 0. é] .

, fnt . Tt
Etant donné z e B, I'équation —— = admet deux racines distinctes x et ytellessque 1 < x < y,

. . 1
i et seulement si z e ]L‘I-. E[etunn alors :

_ 1
x=fia@ o+ U=
En conséquence, si {x y) & M*2 est solution de I équatlun avec 1 < x < y, on a nécessairement :
X E ]l,e] ¢l ye [E',+l.’!u:i[.

Puisque e = 2,72, la seule possibilité est x = 2 et y est 'unique solution de t = 3, 2' = *
c'est-d-dire y = 4.
En conclusion, les solutions de I'équation sont (2, 4), (4, 2) et tous les couples (x, x) avec x & M*.

@ Suites
Ex. 15

1) Soit ne M*, montrer que Palx) = x™ +x* — 1 a une racine unique u, dans lintervalle
]o.1].

2) Etudier la suite (u.) _, .

3) Déterminer un équivalent simple de us — lim wa.

FL =i e Tl

1-] I Auvcune difficulte : on éudie les variations de Py .

Pn est continue et strictement croissante sur [0, +oc [ donc elle induit un homéomorphisme de

[0.1] sur [P0}, P(1)] = [ - 1.1]. Puisque 0 & [ P(0), P(1}], on en déduit qu'il existe un unique,

un € |0.1[ tel que P (un) = 0.

2) D'aprés le 1), la suvite (un) . est bornée. 1| est maintenant naturel d'examiner si elle est
monotone. Pour ce faire, il est bon de garder a Pesprit que, 'homéomorphisme Fy, - étant

crovissant, om a ;

|H1IJ

¥xe [0.1],x>un &= Polx)>0.

Formons Pt ) = up,, + u:"';_j — 1. Puisque uy,q € ]l}. 1[, onaug. > un+1 donc:
P (tns1) > Pos1 (tinsn) = 0
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et il en résulte wp,q > Un .

Ainsi la suite (un) ey E5tCroissante majorée donc convergente de limite £ & [II]_ 1]-

fy)
En supposant f £ [ﬂ. 1 [ on obtient lim uy =0donc lim Pn(un) = 2 — 1 C'est-a-dire :
M—+00 N—=430
£% — 1 =0 soit encore f = 1.

Ceci montre par 'absurde que { & ['El.'l [ doncquef =1,

Autre solution
2n (1 —ul
e g

_r:]ﬂ.l[—-r[li.x-—bf%;i],

La relation 4! = 1 — w2 s’écrivant aussi n = . ¢étudions la fonction :

Pour tout x & ]D.i[, ona:
xinx+1(1 —x1fnll — x)

(1 - x)n” x
donc f"(x) est du signe de uix) avec uix) = (x = 1) énfl = x) = x énx.

Le calcul donne alors u'ix) = éni1l — x) — énx d'oir les variations de u, le signe de u, le signe
de ' et enfin les variations de f.

[l = -

X 0 _%_ 1
u'ix) + 0 -
ulx) \ /
0
i + +
+30
o
fix) o

On en déduit que f est un homéomorphisme croissant de |0, 1] sur [0, +00[ et la relation
n=2f|uy) s"écrit aussi uy = (;)

L'étude de [ montre que limlﬂx} = 420 et done Jclirn F N =1, et il en résulte ;
K=

—# 0
Im wup=1.
A—+00

3]. Lintérét de la deuxieme solution donnée dans le 2 est qu'elle nous donne une expression de un
en fonction de ne {méme si celle-ci nest pas explicite). De plus, on sait que lorsque x tend vers 1,
onafnx = (1l +x — 1) ~x — 1 donc &n un fait naturellement apparaitre un équivalent de
un — € = un — 1,

Fuisqu:' lim wp=1ona:

I—++00

-
&lml=m{1+UH—1}"'tlrt—l d':ll'“: UH—I“M,

f
Avecfn (1 —up) = (1 - up) + 1+ un) et nl—'-rTmEn{1+u"} = fn 2, on obtient :

Up — ITM soit aussi  up — 1 =MIH_J1[1+0{1}}|.
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Il vient alors ;
Eﬂ{l—un}=&1|h{l—lm]|—ﬁ1n+uill
et,puisquefrt|&i{l—u“” =a{fn[1— m]},unen:iéduit&l{l— un}- —fnn.

. fnil -
En conséquence, I'équivalence uy, — 1~ Jn_“ﬂ} donne un — 1~ — fnr .

n

Montrer que :

() - nen
E E’ mn n
k=1
ol Eix) est la partie entiére de x, (x e R).

On va tout d’abord essayer d'encadrer :
] ) ( ﬂ)
k
k=1

Yxe B.Eix)=x< Eix)+ 1

€M rernarquant quie ;

k ke ke

n n n
E—l-:E‘(E):EE
n Fi ) i ! " i n
FY -5
k=1 k=1 k=1

n n n

1 f 1

¥ne M, ¥ke [1.nl, n E P - n< E E(E) inE =
k=1 k=]

k=1
Un va, a présent, établir des résultats classiques de la suite

(9.,

Yne B ke H',E(E) EE:E(E) + 1, ainsi :

donc:

par exemple, en érudiant les suites [nn}

L

EH=Z;_&'" et bp=ap— —-

e

ne -

; 1 1 1
[ ] HIHEM ,ﬂn+1—ﬂrt—-m—ﬁ'llﬂ+l]+'ﬂ1ﬂ-m-ﬂ’l(lﬂ-;).

Il est bien connu que Vx e | — 1,400+ {0}, fnll + x) < x.

elle-méme conséquendce de :

Vxe ] - 1,+-:nn[._||""{xj = -|[1+ij < 0.

et {bnjlmh_ telles que, pour tout ne A" :

Cette inégalité résulte de la stricte concavité sur | — 1, +00[ de la fonction f 1 x— én(1 + x),
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En écrivant :

1 1
:::"+1—-|:|n="+1+£n(1— rl+l)

on obtient, d'aprés le rappel précédent, an,) — an < 0. Lasuite (an) _ . est donc décroissante.
= A présent, étudions la suite ( by

nef*"

1 1

Yne W*, — bp =5, — ap — +—
By n+1 i n+1 A

1 1
:——{rl(l+—) =)
I n

I C'est de nouveau une conséquence de Vx> =1, fnll + x) = x

La suite (b}, _, . est donc croissante.

1

» Lasuite (by —an) _, = (_E) converge et sa limite est nulle.
ne =

Les suites (an)_, . et (bn) __. . sont done adjacentes,
| Rappel. Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et ont la méme limite,
Donc (an)_, et (ba) . . convergent: "_I_1E|% fin = n].il'*llm b .

l Cette limite commune ¢st la constante d'Euler v e R .

i n
1 1 .
El E—Mn='f+n{1],dnnc kEI % {n n, et par suite

n E - = el £ I
k n-ssm
[

De cette équivalence et de I'encadrement précédent :

i | 0 f 1
nE E_H':E E(E)&'HZE
k=1 k=1 k=1

on déduit :

- £ n N ¢
Z % | o MO
k=1

Etudier la suite (un) _, définie par:

11 61 1130 3000
=g . w=qy e Vne M uyy=111- Une1 | Untney

Le probléme semble assez hermétique, Une exploration numérique va peut-#tre nous permetire
d’y voir plus clair. Par exemple, avec Maple, on peut utiliser la procédure suivante :

suite:=proc(n::integer)
if n=0 then 11/2
elif n=1 then 61/11
else 111-1130/suite|n=1)+3000/suite{n-1)/suita{n=-2})
fi;
and;
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Le calcul des premiers termes donne ;

11 61 41 1921 10901 62281 358061
M= MT Ay M T gy T mgy o "MT ToET ' T 10901 Y6 T EEERT
ce qui semble mettre en évidence lexistence de deux suites {an ), et (bn), d'entiers naturels
non nuls vérihant :

¥ne 8, up = E—: et By =dp.
» Supposons que ces suites existent, On obtient alors pour tout ne M* ;

Gy By - Uiy

Ly - hl'l-'-]. hn
Iu"‘] B J-h? h|'|.|.1 B !-"I'I

+ 3000

rn+1 r+1

done g,z = 111 - 1130

et, compte tenu de b = a,_y, il en résulte :

ez Mlagey = 1 1300, + 3 W00a;_

Upyg =
e il LT |
c'est-d-dire aussi :
Wnie 8, anen = 111a,,0 — 1 1300, + 30000y, (4
Donc (an)  _, mepent étre que la suite récurrente définie par (R) et ag = 11, 4y = 61, az = 341.

» Considérons maintenant la suite {aq) . définie comme ci-dessus et la suite (bn) _ telle
que :

=2 et Yne N by = o] -

Il est clair que ce sont des suites d'entiers relatifs et si ces entiers sont tous non nuls, en posant

8 - . -
L = h—" le méme calcul que ci-dessus montre que la suite (), vérifie :
rl .
11 6l 1130 3000
un'_-?-. ”l='1_1 el Wne M v 0 =111- ™~y +“ -
T+ T+
L'équation caractéristique de la récurrence (3R) s'écrit :
K = 111" + 1 130x — 3000 = 0. (E)

Sagissant d une équation du troisieme degré, on commence par chercher des solutions parti-
culiéres.
En remarquant que si un entier x est solution de (El, alors x est un diviseur de 3000 = 2%.3 . 5%,
quelgues essais donnent rapidement les trois solutions : 5, 6 et 100.
O sait que, dans ces conditions, il existe (A, p, vl & B el que:
¥rne &, an = A5" + pB" + v100"
Le triplet (A, . v} est donné par le systéme :
Atp+r=11
B h+8p+100w = 61
20 a +36 p +10 000 = 341

ce qui fournit A = 5, p = 6, v = 0 et donc Vi e M, an = 5™ 4+ 61,

Avec cette expression, il est clair que les an sont des entiers naturels non nuls et on a ainsi achevé
la preuve de l'existence de devx suites (an ), et (ba ), telles que:

Yne M, uy = %
]
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On remarquera que cette étude régle au passage le probléme de Iexistence de la suite I:"‘“}h
puisque la récurrence donnée pour la définition de 14,0 n'a de sens que si Ly et U, Sont non

nuls.
5r1+l -I-E'H"
En conclusion, on a pour tout ne M, uy = ——yp—p— et donc lim wu,=6.
po
o +6 j

Soit la suite réelle définie par :

u e R
lney = Lin €XP [ = tin)

1) Etudier cette suite selon uy e E.

2) On suppose uy = RS . Déterminer un équivalent de wy .

1) On remarque que un,g = f(un) ot f : B = R, x— xexpl—x).
Etude rapide de f : x> xe™*.

a) [ est de classe C™ sur Ret flix) = e "(—x + 1).

b) Points fixes de f et signe de flx) — x: fix) — x = x[e* - 1.

X -0 0 1 #0c
1 |
Signe de ["(x) + ! + 0 _
i 1
1o cutlil
Variation de f i) ;
—o0 f"’"_'j I 0
| T
Signe de (fix) — x) - 0 - =-1 -
Jix)=x : L Jlx)=x

¢} Intervalles de K stables par j :
]—-:::-.f.l[ . ]l}.l] ,_,I'[[l.+::¢[]c]ﬂ.l].
f admet un unique point fixe : x5 = 0.

On peut maintenant étudier la suite {u"}nehl .

Si (un) _, converge, sa limite ne peut étre que 0.
i 5i [uﬂ}mm converge vers £ € K, par continuité de [ en £, ona f(f1 = £,

« Soit ug e B* | alors par récurrence :
Ve M u,e RY.
OrVxe RZ, fix) = x donc f(un) = un pour tout ne M, donc :
Yne M, up. = Un.
Ainsi la suite EH"}HEN est décroissante. Si elle convergeait, on aurait ;
lim wun=infun =uye R,
re

Pl

ce qui est en contradiction avec la remarque précédente : si [”"}m;m converge, ce ne peut étre
que vers 0.
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Donc si up e B2, (un ), diverge.

» ug=0,alors ¥ne M, uy = 0. (un) _, estconstante.

ne

» uge BRI, alors par récurrence :
Yne M*, uq e ]D.l].

Done, ¥ne M, ug,q = un - Ainsi, la suite {““}mm est décroissante, minorée par 0, elle converge
etonadonc lim un =0.
R=b#00

2) Considérons la suite (vn) _, -

tn = Up,y —up olaec R
Déterminons a pour que cette suite ait une limite finie non nulle (donc = 0) :
vn = upe "™ — ufy = up (e " - 1)
Oruy e B done lim auy = 0. On en déduit :

M—+30
e " =1 — qup -I-u{uﬂ}, puis vy -~ —uu}lﬂ.
N—+-#00
La suite (uvn) _, converge et sa limite est non nulle si et seulement si a = —1, et alors:

].i.'l]l By = 1.

Tl T80

On remarque alors que la série de terme général :
1 1

Unsl Un

est divergente, & termes positifs, avec vy~ 1. Dans cette situation, le théoréme de somma-
nN—s-#20

tion des équivalences nous donne I'équivalence des sommes partielles :
m=1 fi=1

E P s vl E ¥
k=0

k=il
Or 3 vn est une série télescopique etona:

(1)1

I"k — —_—— B e = ==

Pt prars Lirsd Lige Lin Lip

Un objectif de la détermination de o était de faire apparaitre une série télescopique dont la suite
des sommes partielles soit [uﬁ}nem 4 une constante pres.

' =

Il vient donc :

R .
Lin Ly n—s o
et, puisque lim un = 0 donne EEN « on obtient finalement :
A—s400 Lin Wy n—+nc Ly
1 1
; |'|.—:-1'.'!l: n dﬂnc lln “—:-fm ; ’

: N ip 1
Etudier la suite récurrente définie par up e R et uy.y = Et_”u: .

I 11 s’agit la d’une suite récurrente homographique : la méthode est classique.
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La tonction homographique [ : x— H définit une bijection de B {2} sur R\ {1}, la
bijection réciproque est :
- 2y—1
| )

R i

La suite (), est définie si et seulement si ug ¢ { v, /ne M} ol (), est lasuite telle que :
g =2, ey =" (m).

Déterminons les points fixes de f.

- T |
fixh=x & ¥ —x+1=0 & xe {eh-i.e Jﬂ}.

Notons que ces points fixes sont aussi —j et —° et que ce sont aussi les points fixes de f~!
puisque fix) = x équivaut i x = [~ 1{x).
Pour x e R\ {2}, formons :

flxl+j i x+1+21—jx B fl—j]'.1r:+j—4|'2
J'l:.!r]-l-;,fi .11'-I~1«|~2‘,f:g —J"";"x (1 —f}xl—f—J
_,r'{xll-rj_ 1=} X+j 1 x+j
J'[.r:|+‘,rj-l—_f"' .1;'+‘,|’.‘!-l""..fx+_,f.‘J
Fix)+j X+ _.E X4
=—J = 5
“f'l:.»r]-l--‘,f:2 .1f+_j'lz .1:+J2
En posant y = f(x) on en déduit que pour tout ye B {—1}:
—1 -1 .
Y+ j —rgf (y) + j . J iyl +j T y+
= £ - c'est-a-dire =g 3 .
y+s N+ F g+ f y+f

Il résulte de ce calcul que, si (un ), est définie, on a pourtout ne M:

dong

Upg+J ~ i+
Ups6 +J'2 Un +J’!

dong up.g = un €t {un ), est périodique de période 6, et il en est de méme pour (vn), .

. . 2un—1 .
Pour conclure, il nous reste a déterminer {vn /ne M} iavecyy = 2et vy, = % on obtient
=20 =1um=1/2 15 =0 vy = —1 ¢t vy n'est pas défini a partir de n = 5.
Finalement, la suite {un]N est définie pour upe B { =-1.0,1/2,1, E} etalors elle est 6-périodique.

A titre de vérification, le calcul donne

1+ uy 1 2 -y
WM=g gy T T T T T3y
- 14y — 1+ 2uy

Uy = e MRS e g S .

Discuter, selon ug e B, la nature de la suite (iun) , Qéfinie par :

g

Upsl = % (3 —u3) pourtout ne M,

1) Commengons par une étude rapide de la fonction f : B = H, x — % (3 - xﬂ}.
a) La courbe représentative de [ est une parabole,
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— Tableau de variation ¢t courbe représentative :

Variation

de f

b} Points fixes de f et position relative de la courbe représentative de [ par rapport a la droite

d'équation y = x

1 .
Vxe B flx)=x=g5(3-x") -

ectona:

x=%{ﬂ'—r"’ —2.1'} = —%L\:— T+ d)

fix)=x == xe{-31}

| — -3 1 +50
signe de flx) - x | - + - —
fosx |l fwex fix) = x
Ifi.rll:x fix)=
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c) Intervalles de R stables par f, intervalles remarquables
- 9
3

S([0.v3)) = |0.5| =[0.v3]

f([-+v3.0]) = |0, ; c [0.v3]

f([v3.3]) = [-3.0]
d) La fonction [ étant décroissante sur l'intervalle stable [D, s.a"ﬁ] » on étudie les points fixes de
[ o f dans l'intervalle [ﬂ, v"ﬂ_J » et les intervalles de [l], u":ﬂ stables par [ = J.

«¥xe R, fofix) = %(3 — (rx)?) = —%{:‘ —6:2 - 3)

Vxe E,jnj{xj—x=—%[x+3}l:x—ﬂ3

¥xe [l},u‘rﬂ,fuﬁx}=x = x=1
Yxe [l}. 1],J'njl[x]l;ﬂx

Vxe [1 ﬂ.IUﬂx}E'x
» f o f est croissante sur | u"ﬂ

+fer([0.1] lg
sor([1.v8) = llrg] c[1.v3]

2) Etudions i présent la suite (un) _,. selon les valeurs de ug € B, ugey = f(un) pour tout
rne fd.

D'abord, f étant continue sur &, si la suite (un) . converge, sa limite est un point fixe de f,
donc ne peut étre que —3 ou 1.
Etudions ensuite les différents cas.

s 1"Mcas:upe [[}. ».-"'ﬁ]
» Par récurrence, ¥ne M, un e [0,1/3].
* Si (un) _,, converge, ce ne peut étre que vers 1.
» Les suites extraites {uz,.,} ety Et [ug,m]l sont strictement monotones et :
¥ne M, uge = o f(un).
Siig e [l}.lI1 alors :
a)V¥ne M, ug, & [{]. 1] . intervalle stable par f o f et w0 =f n_,l"l[ugn} = Uy, donc {“.IH}FI-EN
est croissante, majorée par 1, elle converge ; soit £ sa limite, [ o [ étant continue sur [ﬂ_ -.,-'ﬁ], i
est un point fixe de [ o / dans l'intervalle [l] 1] [ ﬂ donci=1;

b) et uy = f(ug) € [1.+/3], donc Ve M, upqyy € [1.+/3], intervalle stable par f o f et
tgnea = [ of (Uzns1) = tigner, donc (ugpan ) o, €5t décroissante, minorée par 1, elle converge ;
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soit € sa limite, f o f étant continue sur [0,+/3], sa limite ¢ est un point fixe de f o f de
lintervalle [1.v3] donc €' =1;

¢) la suite {""]neru a ses suites extraites d'ordres pair et impair qui convergent avec
lim ugpn = lim ugy. g = 1, done elle converge et lim uq = 1.

# Siuge |1, /3], en échangeant le role des indices pairs et impairs, on obtient le méme résultat.
® 5i ug = 1, pour tout ne M, uy = 1, suite constante.

En résumé, si up & [0.v/3], (un) __, converge et sa limite est 1.

s cas:upe [-».-"'E,EI]
Alorsuy e f([ - v3.0]) = [l}, g] = [0.+/3], et on est ramené au cas précédent.

La suite (un) _, est convergente, sa limite est 1.

N
e Feasiuge ] —-:'n:-.—ﬂ[

Alors un € | — 50, —3] pourtout ne Met ona fun) < un, c'est-d-dire up,; < un, pour tout
ne M.

Ainsi la suite (un) . est strictement décroissante, si elle est minorée alors elle converge et sa
limite € vérifie: £ = inf un < - 3.
ne My

Or la limite, en cas d'existence, appartient & {1. -3}, par suite (un)__, diverge et on a
lim un = —oc.

e Ffeasiype ]3-!-:::-[
Alors uy e f(]8. +2c[) = | = oo, =3[, on est ramené au cas précédent.
La suite (un},_, diverge en tendant vers —se.

« ScasiupeE | —3.3}
Alors, pour tout n & M*, un = —3, suite constante, bien siir convergente, de limite —3.

w 6"cas:iype | = 3. 3]
Comme pour tout x £ ] - 3.1[. Jix) = x, 81 pour tout ne M, uy € 1 - 3.—1.-1"5[. alors
Fltn) = tpey > un, et donc la suite {un) _, - est strictement croissante, majorée par =3,

elle converge et sa limite € appartient a |uy . —v/3] ce qui est contradiction avec £ { — 3.1}
et par suite :
Inpe N /un e | —3.—v3[ et up1 =S(un) € ] - 3.—V3[.
Or, si ung € | = 3, =3[, f(uny) € F(] - 3.-v3[) =] - 3.0[, donc:
Slun) = gy € [" -..-"'5,!}[.
On est alors ramené a partir du rang ng + 1 au 2° cas.
La suite (un)

ety COMVErge et sa limite est 1.

= Tcas:uge |v3.3] _
Alors uy e ] - 3.1][. c'est le cas précédent & partir du rang 1.
La suite (un) . converge et sa limite est 1.
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s Conclusion
Siuge | =3.43), (un) . converge et salimite est 1, avec le cas particulier uy = 1, o la suite

(un ) _,, est constante égale a 1.

Siuge { —3.+3}, (un) _, . estconstante et sa limite est -3,

s

Siwge | — oo ~8[w]d enaf, (un) . diverge en tendant vers —oc.

(E) Séries

B2t -

5" ay est une série convergente, 3 termes positifs, On pose, pour tout n = M, uq = /ag,an.
Etudier la nature de la série 3 iy

I Ui va tonl d abord émudier la sére de terme ge'nn.'ml Qg -

Soit (An) b 1 suite des sommes partielles de > ay,, . alors:

Yre M, Anp = Z Oy
k=i)

fS,,] Cetant la sulte des somnmies PHT[i.L']ll.'H de la série de terme E,E'!'u}:rul figg , 001 A
. FiC %

52221-[}.:

k=il
et on obtient :
Ap = 5oy -
Or la série Z i st convergente, dong la suite {Sn ] e vy COMVETRE e, comme |

Yne M, ase B, lim Sqp=supS,=5

M— 4+ T ||
dong:
Wne M Ap = 5, = 5
La suite [ﬂ.—.]”_:.l des sommes partielles de la série i rermes positifs 5~ ag, est majorée par 5,
dong elle converge et la série E flg, CONVErge.

i obtient hien s0r ;

LkH A
E Ld L= E g .
TELL =l

O sant que :
Wi F'H —_— 1
tx. e R, oy = ilx+ il
I Revolr peut-étre, d'une fagon plus générale, les moyennes arithmétigues et géométrigues.
dong :
. 1
¥Yne &, 0 < Janag, = EI:EL.. 4 flggn |-

La série ¥ an est convergente par hypothése.
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. . 1
On vient de montre que 3 a, est convergente, on en déduit que 3 5 ( an+agy ) est convergente.

I En effet, I'ensemble des séries convergentes a une structure d'espace vectoriel.

D¥aprés les théorémes de comparaison des séries i termes positifs, 3 | /@nag, est convergente.

1) 3 un est une série a termes complexes convergente, étudier la série -u—r:- .

.
2) Peut-on appliquer le méme raisonnement a Z‘% ?

1) On peut remarquer que si la série 3 uy est absolument convergente, alors :

|
Yne M‘,{E
I

5 . Lin
= |un| cest-d-dire ‘F!=E|{|uﬂ|}.

Or la série Y |un| est convergente donc, d"aprés les théorémes de comparaison des séries a

termes positifs, ¥ _ % est absolument convergente. I reste a étudier le cas on E Un est une

séTie semi-convergente.

: X : I
Etudions, dans tous les cas, la suite (Sn)_, . des sommes partielles de la série 3 ?n ]

1]
H-k
= = E —
vnéﬁi ,-ﬂn— =

k=1

La suite des sommes particlles de la série de terme général ) un est une suite convergente.

Introduisons-la : soit Uy = E Uy .

Yiee MW", e = U —Up_1.

n
e = e
Yne W"PS"=Z..%
k=1

_z Ulcl

k=1
En translatant I'indice dans la seconde somme, on obtient :
k=n-1

k=r
neN.s=3 - ) o
k=1 k=01
n-1 U
L]
Z”‘f( m)+?“"ﬂ-
-y . ' 1 1 .
Considérons alors la série 3 vn olt vn = Un | = — ——7 | pour tout ne N".
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On reconnait en ;

i IL- 1 1
D U Kk k+1

la somme partielle dordre n — 1 de la série de terme général % vn .

Etudions la nature de cette série 3 vy

i. 1 l
Ve M*, jo| = [LUn (ﬁ o+ !)l

5, E50 COMVETZENTE,

La suite { Ll |

Fie

I Car la série E Hpy €51 comvergente par hvpothibse,

Etant convergente, la suite {Un | est bornée :

LY L=

AMe B ,Vne N, jUn| =M

dong ;
1 1
Yrne WY, oy = M (— - )
noon+
Or la série %" M ! ! st W£rie convergente
T ld Sere l‘ s - nt i 5L UNE sr1e COMVETZente.
En effet, montrons ce résultat de deux fagons différentes ;
n 1 .I
(i} ons bien sa somme est M Imrz Ml -- =M|1- — M),
ko k+1 M+ 1 | nepen

k=l

4 1 o 1
{ii} ou bien on peut remarguer gue O < M (E el ) o E etque 3 st une série

de Riemann convergente,

[Yapres les théorémes de comparaison des séries a termes positifs, »  |o.| est donc convergente,
¢'est-d-dire que ¥ v estabsolument convergente, ce qui entraine la convergence de % vn . Ceci
est équivalent, par définition, a la convergence de la suite des sommes partielles de 3 oy

=1 =1 1 1 fi— ] 1 1
— 1 I i - ] . - —
Or Zu& = ZL"‘ Ty | Powr tout n e M, donc z L =~ %11
=1 =1 =1 nE e

CONVerge.

, Ul M . fu o
D'autre part, Vne &, -|E5'- = done la suite ( ”") converge et sa limite est nulle.
=y

Ainsi, d"apresles opérations algébriques élémentaires, lasuite {Sn |, estune suite convergente

i Ml

i i Ligi 1
dong la série de terme général =y ne W7, est convergente,

1} Vocabalaire, La transformation effectude sur [a somme | Sy ) o rge + oL cOnsisté i remplacer
tg par Ui — Ul _q , est appelée fransforsmation d Abel,
fo=r
. . . . . . . Lij
O dit avoir effectud bz transformation d'Abel sur la somme E ? .
k=1

2} Remargrie, Dans la démonstration précédente, seul est intervenu le Gait que la soite I{L'..}I nah
v a

st b rmee, et non sa CONYETRENCe,

S — — S —
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It
2) Peut-on appliquer le méme raisonnement a % o ?

Posons uy = " pour tout n e M, Alors E tp st grossiérement divergente.
" n
Mais Z Ly = Z_]’R corlej+ i =0,
k=00 ke=(}

Tl
Sinm=203)alors Z_JF‘ = (.
k=0

n
Sine= 13) alors Z.jk =1+j
b=t}

n
Sin=003) alors Z.jﬁ =1.
k=il
n
Donc Yne B, Z-IH =3,
k=0

Ainsi la suite des sommes partielles de la série " est bornée et, d"aprés le raisonnement de
B

. . A . .
la question 1) et la remarque précédente — 51 Une serie convergente.
q ) rque p vy = B

LIl
. . j 1 : i
Bien sir elle n'est pas absolument convergente car ¥ J'?l =% - €l on sait que la série

harmonique 3 — est divergente,

..:a;-\-. -'\-"'\-.';:..?:::;l i i i ——— —
0
Soit 5 un une série convergente, on note Ry, = E 1y, son reste d'ordre n.
k=r+l
k=n e=mn
1) Exprimer, pour n e M, la différence » " Ry ~ 3 kuy en fonction de n et de R
fe=0) Fow ]

2} On suppose, de plus, wun = 0 pour tout ne A",

Montrer que les séries % nun et 3 Ry sont de méme nature et, en cas de convergence,
comparer leurs sommes :

i

n fl n
1) Vne N, Y day=Y k(Roj—Re)=Y kRey— Y KR
=1 k=1

k=1 fe=1

D¥ans la premiére somme, le changement de variable g = k= 1 donne:

n—1

n
S kg =Y g+ DRy
k=] =0
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Dong ¢

I
ikuk:rimﬂmk—imk
k=1 =1

=)

=1

= Ry — nin +Z ((k+ 1Ry, — kR )
k=1
-1 n—1 n

=H|-_.—rLFEn+ZHk=EHL- - nfn =zh‘k—in+ 11Rn
k=1 We=1k L]

Alns
m "
Wne &7, E Ry E kg =i+ 1Ry .

k=l k=1

2) Montrons que la convergence de 3 Ry, entraine la convergence de 3 o, .

Daprés le résultat précédent

ri I
Wie R, E iy, = Z Ry car ug = 0 pour tout ne &°.
=1 =1
Or Ry converge, soil B sa somume ; comme By, = 0 pourtoet ne B, ona:
E

i HI-.' = M
k=0l

dong ;

Z k= R pour loul ne B,

Ainsi, la suite des sommes partielles de la série positve 3 oy est majorée, done Y fagy

L= b g™
converge, et de plus on a E My = E Rn .
Fr=A) Fi=i)

Ponur la réciprogue, on va, dans un premiber temps, démontrer que 51 3 miup converge, alors la

suite {n + 1Ry converge,

5i la série 3 jouy converge, alors la suite de ses restes d'ordre n existe
0K
E Feaiy,
k=n+l =
et elle CONVErge, sa linite o5t 0,
ke=rm k=m m
¥neM, m=n+1 Z fenay, = an+11uk=ln+1'l Z L, -
k=h+l k=ri+ K=+l
Par hypothése,  u,y converge, donc quel que soit ne M, ona:
m +

.-nli:-r:]n Z by = z iy = Ry .

k=11+1 k=rr+1

Le méme :
Tl =

ml:irlp_‘_ Z Koy = Z Jeuy,

fe=ri+l E=r+l
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donc, d"aprés les théorémes sur les limites et relation d'ordre :

L

Y kg = (s 1R, = 0.
k=l
En appliquant le théoréme d'encadrement aux suites

o
( Z I:u#) convergente, de limite 0, et [{n+ HH,,]”E .
nel

k=1
on obtient gque la suite {in + I]Hn] ety COMVErge et a pour fimite 0,

f Maintenant, nous allons pouvoir conclure,

Or, d'apres la question 1) :

n Fl
Zﬁk - Ekuﬁnwuﬂn
k=0 k=0

donc la suite ( Rk) converge, ¢ est-a-dire que » | Rn converge, et ona:
Q ne!

'
i R ¥
E Ry = E Filiy .
sl Tes(l

En conclusion, les deux séries 3 nug ef 3 Rn sont de méme nature et, lorsqu'elles convergent,
elles ont méme somme ;

LS 60
E My = E R.lz '
=0 (]

1) S0it [ux) une suite de réels strictement positifs. Montrer que, quel que soit ne f* ;

(&) (&) &

. 1 .
2) On suppose que la série Z —- &5t convergente, Montrer gu'il en est de méme pour la
=]

na=1

Lip
- Hod
s .. I n 1
série de terme général et que E =2 —.
g + = « =« + Up 11[1+|.[2+---+U.u lun
n= =

3) Montrer que 2 est la plus petite constante K réelle positive vérifiant :

F0ng 0 1

It
E — — . — = K —
g + g+ « « « +Lp Lilry

rim } n=l

. - .. |

pour toute suite (un} € RI™ telle que la série » — Soit convergente.
n=l1

On pourra, pour e ™" fixé, considérer la suite [y ) a1 définie par :

me=ksilsk=n et w=n+12" "sik=n+1l.
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1) I On se doit de penser a 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Avec u = (U1, Uz, --./un) € R"etv = (i—l.;@..--.%)EE”,:nutilisantlc

produit scalaire euclidien canonique, on a :

{u|”}=zk : |'|u||2=2“k el ||L:l||2=zI
— k=1 k=1
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz : {u | H}E = || u?|| v||* donne le résultat annoncé.

2) I Essayons d'abord de faire le lien avec la question précédente,

ft
(n+l)
Compte tenu de ¥ k = =

k=1

» l'inégalité (1) donne :

i
i r1{r1+ 1,'|E Z ™ 2)
Lig

k=1
A ce niveau, pour atteindre I'inégalité annoncée dans cette question 2), il parait nécessaire de
i I
. . n . 1
majorer la somme partielle Z .t en faisant apparaitre la somme Z ?k done
r=1 k=l
N
en permutant les sommes dans
El nin+1)° E
Cependant cette ptn‘r'mtalliun donne :
N N 1
ann+l]EE E: “Z( n+l [n+112)
s 21 2k
S (o)L E Y aeda
n= !r+1 k=1
ct on n'obtient pas le résultat iDLll'I.a.lt: !
On peut alors avoir I'idée de reprendre la majoration (2) en remplagant :
4 1
nn+ 120 2 e 1P

En remarquant que 4 = in _Hn+1:ﬂ—2ng—2£ 2 ——52 on obtient :

B : nin + 15 1'12{n+1‘Jr"F E'[n+112 ;E in+1) '

n ) 1
R bE

fe=1
En permutant les sommations, il vient maintenant :
X 1
Er 2 ——
E“l"‘ E E(r:.2 Elt+1!2)

C'est=a-dire :

N 5 1 Y 1
=s;2 —— | =2 —
Zuﬂ- Z ( w+112) Ltje

el k=1
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I Aver la majoration (3], les factears k* se sont simplifiés apris permutation des sommations.

1
Enfin, E —— €lant convergente, on en déduit :
ri
=1

N 0 1

L1
Z _— = E —_—
L 4 000 P Ly Lig

n=1 M=

f

Il en résulte que Z converge en tant que série a termes positifs dont la suite des
fl

somimes partielles est majorée et, en faisant tendre N vers o0, on obtient :

IJ|+---+!I|-|

ERs &0 1

I )
E —_— =P —
Ly + « + « + tin " Liry

n=1 =

3) 1

En premier liew, il v a bieu d'étudier la série —_
: ™

1 1
A partir du rang n + 1, Z -~ est une série géométrigue de raison 3 done convergente, el sa
i

SOMmme st

. 0
) 1 1 1 1 1 1 1 1
S.Jt:'-kélﬁ-l-ki'lr--r+E+n+1kE iﬁ_l+5+rll+;+n+‘ll

1 1
La série harmonique E * étant divergente, la somme Sin) de la série E — tend vers o0
k=1 k=1
lorsgque le paramétre i fend ui-méme vers +00,

Soit K une constante vérifiant les conditions annoncées. Avec la série ci-dessus on obtient :

+0K rn+l e T "
1 1 [y e P
K IIH=HEE'--EH|+-.-+::H:_Eul+--.+u,|,:=zk{k+lj
k=1 k=l =1 =1 k=1
cest-a-dire :

K&n)=25nt -2

S00T encore ;

¢est-a-dire K = 2,

Ceci étant vrai pour tout ne M, onendéduit K=2 - 2 lim
n—s+o0 Sl

Compte tenu du 2), cette inégalité prouve que 2 est le plus petit réel positif K tel que, pour toute

. ’ 1 :
suite {“'ﬂn#l e WL pour laguelle E - converge, on ait :

0 ri =+

E _— =K E Ly .
“l. + e v 0 F L

it | el
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1) Montrer que pour tout ne ", _,;a"l='=| = %
I

2) Soit (an), . une suite de réels strictement positifs telle que la série > a converge

n=1
n
. ie . n 1 ;
et la suite (bn) __, . définie par: Vne M, b= ; — Montrer que la série El b, est
= M=
convergente.
1) | Pasde mystére, il faut passer au logarithme,
k
La croissance de la fonction fn donne ¥k = 2, ink = f fnx dx, donc:
k-1

n n
. 1 1
. . - —-—
tnw.i'n.zn Ej[ﬂkknj: fnxdx,

. , 1 i ) " 1
¢est-a-dire én v'n! = E{ninn— n + 1) soit aussi fnvnl = tnn+ o 1,

1 1 . n )
Sachant que o = in (1 + E) = fnin+ 1) — énn, il vient in ¥'n! = fnin + 1) = 1 et finalement :
1 €

= R
Wt on+1 M
2) bn est la moyenne harmonique des n nombres ay, - - - | an. Cest le moment de se souvenir que
I'on sait comparer les moyennes arithmétique, géométrique et harmonique de n réels strictement

positifs,

S1xp, - - - Xq sont noréels strictement positifs, de par la concavité de la fonction fn, ona:

k=1 k=1
d'oi : R T Xn = %{x1+ r v+ ¥ Xn). (2)
En conséquence, ona |/ LA }-(l + + —), c'est-a-dire :
ap " Tan n\g
bn = @ . - - Gn. (3)

Pour conclure & la convergence de E b ; il suffit done de montrer la convergence de la série

ne W™
de terme général Jfay - - an.

1

n n [ ﬁ
Pﬂmnﬁﬂn=-‘yﬂj-..q".ﬂna.ﬂ%5i¢n=(Hﬂk) =(Hkﬂj,_-) 'E:I;-—'-
k=] k=l -

n
La majoration #naturelle» de la moyenne glométrigue (H uk) par la moyenne arithmétique
k=1
(formule {2)) s"avérant insulfisante, nous nous sommes laissés guider par 'énoncé en effectuant

sur 'expression de cn une manipulation permettant d’exploiter 'inégalité (1),
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1
n I_I |
[apres (2), on a (n kak) E kay d'oi, compte tenu de {1}, en = n[n T E ey,
kel kwl

1

nn+1' " n n+l
au prix d'une permutation deés sommations, de majorer les sommes partielles d'ordre node la

Lapparition de fa série télescopique de terme général il ROus permetire,

séries de terme général on en fonction de celles de la série de terme général .

Avec la derniére inégalité, on nhlient :

" f1
1
5*':2:"--' Zann+l] zkﬂkzn{n+1r
] =l k=1 =i
{ar -
r 1 Y 1 1 11
—_— - = — === — =
Zrun+1:l Z(n n+1:J k p+l k
r=ik re=ik
dong
B e
=Y s a
k=1 =1

La suijte [SP] .. etant majorée, la série de terme général o converge, et il en est de méme de
la série de terme général by avec de plus:

E by = Z din.

n=1

| Sait '['“"Jm ., Une suite de réels strictement positifs, convergente de limite nulle, et pe M.

]

£(3) . o0 5 dsgne oo ot
Pour tout i e M, on pose uy =(—1) P/ a, ol E désigne la fonction partie entiére,

| 1) Montrer que % uy converge si et seulement si % v, converge, ol
e =1

l b = z g «

| {]e=Jar

2) Etudier la nature des séries 3~ up ol :

Flin = 0 sine [0, 2p— 1]
=(3)
(—11 \P
|a) { Un= pour tout n=2p ;
f E(!?)
| Ej —]+(—=1) \F
| P
¢ oLt = 0 sine [0.2p-11
r
E
(—1) (P)
b} ¢« 1w, = pour tout n = 2p.
. n
E| — | #(—1) \F
]
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1) Erudions d"abord la suite |:|:1”}m__. . En remarquant que :

. R !
Yige |[pr. pri+ p 1|].r|:-.JIJ itk P = it + 1 g

on obtient que :

Vge lpn.pn+p— II'I,F:(%) =nn.

ALDSN 2
=i =g pr— f-‘{ H) FRIEER
iy

= Y ug= Y (=1 Vg =(-1) Zﬂq

(g = =g
or ¥g = R, fg € ® dong:
a1

E ag > 0 pour tout n e M,

=g
et % o est une série alternée.

On peut remarguer que, 51 p = 1, alors vp = uy et E L e50 une série alterngde,

Comparons { Uy ) ety € [Vl ety SUTES des sommes partielles respectives de 3" wn et 3 op

= s e p— | b= papa |
¥ne M, Vi = Z by = E Z My = Z i = Upnap-1.
=l =it k=g k=i}

Sila série de terme général wn converge, alors la suite (Un) | converge ef toute suite extraite de la

. ' . N — v i -1 E J E 115 r = F 4
5u:|te_ “m}ne‘. -:ctmergc. donc la suite [L‘,,,”._ 1} e+ € est-a-dire la suite {1 ”]n—:'. y COTVETRe
aussi, donc la série 3~ vy converge ek on a :

&30 -3

E g = Ij.l:l'l. L-I|| = ]I.m Lrj‘ﬂ!"',l’.l 1= ]im 1r'l|| = E L*ri =
FieakTn Fmh i Oh T I

n=i} =0l

Réciprogquement, si 3 vy converge alors la suite ['L-'n]m, converge ¢t la suite H'r.rJrH-:-"—l]'

el i

extraite de la suite (U,)  converge aussi.
- 0E N

- 1
Soitne Metg=E (%) alors ¢

pge+p=-l=npnzplg+li+p—1

etoma:
pa+p—1
Yre M, Uy = E Lip, = E Lig + E Ly
k=0 o e ga
dong :
i i
Lin = L'Ipl'lfp 1 ¥ E iy = Vg + E L
frepige fo= pge
La somme :

i
>
k=po+p
comtient ao plus p termes chacun d'eux avant, par hypothése, une limite nulle, elle admet donc
aussi O pour limite,
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En remarquant que lorsque n tend vers I'infini, g tend aussi vers l'infini, on en déduit que la
suite (Un) _, converge et que sa limite est la limite de la suite (Vi) _, . c'est-a-dire :

=+ L = u)
=
=i =4}

On aainsi montré que uy converge si et seulement si | vy converge, et en cas de convergence :

s #
E Lip = E Ly s

n=i n={)

1

Js(g) caf(®)

an = 0 pour tout ne [0,2p—1]

2) a) Posons an = pour tout n = 2p,

n

()
¥n=2p, an>0,etun =(=1) ' an, (an), . estconvergente de limite nulle.

La nature d'une suite, ou d'une série, n'étant pas modifiée lorsque I'on modifie un nombre
fini de termes, les hypothéses de lexercice sont donc vérifides et 3 up et $ vn sont de méme
nature :

gupnap=1 priep=1 1
Wne M, vy = Z ug = (—1)" z
qupr q=pn
Feee 1 (—1)"p

=(-1" %

Z Vnel-Dn yne-Dn

La suite ( [vn] ), n'est pas décroissante, en effet :

| P F
Ve M, |ugge| = lugl| = Y2k  vokel =0

On ne peut donc pas appliquer le théoréme des séries alternées (qui est une condition suffisante
de convergence).

Effectuons alors un développement limité :

-1 (=" 1 _=n" 1 1

n+[—l]"' 1,,-"'_r1 n |l n En:,;r1+ﬂ n:.,._‘u
(=1)

1+

rn

. (-n" .
La série alternée ¥ T esl une série convergente ;
m

. 1 1 . .
la série wn = Indn +0 (m) est une série  termes positifs et :

1
n—o 2nym

L
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D'aprés le théoreme des équivalents des séries 4 termes positifs, la série de Riemann ¥ —
ne
étant convergente, la série % wy est également convergente. Donge :
i 1:-"
.
¥ on = DY e
n+i{—1M
est convergente en tant que somme de deux séries convergentes et, par suite, ¥ un est conver-
gente,

b) Posons iy = — e — pour tout n = 2p,

| : gfn
TE|l —|+(=1) \F
'\‘. o

an = 0 pour tout ne [0, 2p — 1.

=(3)
Vn=2p ay>0,etuy =(=1 P/ an, [ e } est convergente de limite nulle.

Comme pour I'exemple a), z by E vy sont de méme nature,

=+ 1 ge-1 i
_ =P+ e 1 p—1"
Yne M, g = z g =(=11 E — == —
WL (=11 1o {=1]
1Fr_:|,u Lf=[IFl

A nouveau, la suite (vn}
pas étre appliqué, et un développement limité est maintenant :

., Wétant pas monotong, le théoréme des séries alternées ne peut

___1:1_+”__ _c—_ll” 1 i | 1
Jn+i—1" T n i~ un nthal
1
+ \.-"}_:

1 (1)
Wy = = %0 sl
n i

la série ¥ ww est un série divergente {car wy ~ 1/n et par application du théoréme des
équivalents des séries a termes positifs). Dong ;

Avec 101 ;

S = p S (-1}

nERL e
est divergente en tant que somme d une série convergente et d une série divergente et, par suite
3ty est divergente.
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BN 5:mes dctude - Problimes

‘@ Les theoremes de Baire et de Banach-Steinhaus

Soit (E.|| ||} un C-espace vectoriel normé. Pour tout X e E et tout re B*, on note Bo(X.r)
[resp. Er{x. r}] la boule ouverte (resp. fermée) de centre X et de rayon r.

Pour toute partie A de E, on notera A ['adhérence de A st A lintérieur de A,

Lespace vectoriel des formes linéaires continues sur E, noté ¥~(E.C), est muni de la norme
subordonnée a la norme || || de E, définie par :

Vfe $e(EC), If]| =sup | [FX). X e B0, 1)} =inf{A=0;¥X e E[fX)] = A| X ||}

On suppose que E est complet, il s'agit donc d'un espace de Banach.

1) Le théoréme de Baire

On considére {On) . . une suite d'ouverts de E tels que On = E (On est dense dans E). On

pose :
A= ﬁ O .

nE M-
a) Montrer que, pour tout ouvert non vide O de E, on peut construire une suite |Xp) pe e
d'éléments de E et une suite réelle {rF']FEt_ . telles que :
i. H_rl{..:"ﬁ .F|_] bl N R ¥

i'i.. 5'i F.:-' 2, Br {xp.rp} Cﬂp F“-H.:.[II_._1 .FI_.._-.] H
i, 5 pe 7, 0y < o
. e M € F‘: E.

b) Montrer que la suite [xp]npr ... ainsi construite est une suite de Cauchy. En deduire que A
est dense dans E.

2) Le théoréme de Banach-Steinhaus (cas particulier)

Soit '[”P}'pu . une suite de formes linéaires continues sur E telles que, pour tout X e E, la
suite [i,'p[:-{l]ﬁ':, . est convergente dans . On note [MX)= lim LX),

P

On pose MIX) = sup LX) et, 5ine N, Vi = {KE E/MX)> .11}.

a) Montrer que U est une forme lindaire sur E.
b) Montrer que Vi est ouvert et que ﬂ Vi = &
Fi

) Montrer qu'il existe N e M°, Xp e E, r> 0 tels que By(Xg,r} m Vy = &. En déduire qu'il
existe M= 0 tel que, pour tout pe M*, |UuJ = M et que U est continue.
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M Sclution

1) a) Oy et O sont ouverts donc Oy M O est ouvert. [Yautre part, on a Oy = E done tout point
X de 0 est adhérent & Oy ¢

Yre B, BolX.rbm Oy & &35
or, puisque O est ouvert et X = 0, il existe r> 0 tel que;
Bt X, ric O
ctona Om Oy o BalX, rie Oy dol iinalement O O 2 &
Ainsi Oy m O est un ouvert non vide et pour tout X, de @y ~ O, il existe ry > 0 tel gue :
BrlXy.n)cyno.

Supposons construits X, - - - Xy pointsde Eetry, . .-, rp g réels = 0 tels que:

1
Ve 12, p— 10 By (Xi . i} © Op 0 Bo{Xieoq o1y ) €t < < T

Alors comme ci-dessus, Oy e5t dense dans E, dong Xpp_q et adbérent a O el ;
Op N BolXp_ ) .1p1)
est non vide. Or Op et By (X, 1. rp1) sont des ouverts, done Op m Bo(X,_1 . rp_1) est un

ouvert non vide de E. Ainsi, pour tout point Xp € OpnBol{ X, 1. rp_y ), il exaste ry > O tel que:

BelXp.rp) = Op i Bo(Xp 1. 1p1).
1 , 1
= min | rifs ATID < P ¢ = &t :
[l sutht alors de poser rp = min (rp_. 551 ) pour obtenir 0 < rp < > et:

Iiri.wr},rpl [ .{i-ll[xﬂ . rrr;.:l - {]l.:' 'm {?n{xp_1 .rp_] :l.

L'existence des suites [.‘-h’p]m. et [rp}m, est ainsi prouvee par récurrence,

b) Pour tout ne M et tout pe Mona:
Hil {xu-u-p ' Fr|+|-_:-:| = E:|| {.‘i.. N J'.lz::|.
domnc :

“.-"i:'rrq:l — xn” = [JU'i.'-: Bup |}l."|-|+]| — _,‘{Hl = Iy .
P
Avec lim ry = 0, onen déduit que (Xn )
M—% 450

elle converge vers X e E.

Lo CSLUNE SUITE de Cauchy et, puisque Eest complet,

Pou tout n = Fd, Om a :
vf.} ] q“"]- x||-|-||'_| [l ti'jr'l:‘.h’u ’ |"|I|:}
donc:

A= ii.]'[l .x_uq.lp = Hr’ f.-‘:u . rr|]-,

P +ix
car By (Xn .rq) est un fermé de E. Ceci étant vrai quel que soit n, ona:

Xe ﬂ Hr[.-'{r. .rr.] etdone Xe m Oy

e M mne M

puisque Ve B, Belxn . ) < On.
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Enfin comme, par construction, on a By (X, ) < O, on obtient aussi :

XeOcetdoncXe OmnAfavec A = ﬂ O 1.

ne )
On vient de démontrer que, pour tout ouvert O de E, on a A~ O 2 &, En conséquence, pour
toutXe Ecttout r=0,ona A BolX ri2 @ donc X € A: A est dense dans E.

On a démontré le théoréme de Baire : dans un espace vectoriel normé complet, pour toute suite

d owverts denses, lintersection de ces ouverts est également dense,

2} i] Evidence : il suffit de passer a ba limite dans LplhX + Y1 = hL(X} + Lip(Y).
b) Pour X ¢ Vi ona sup |UpX)| = n, donc il existe py e M* tel que |Un,(X)| = n.
F :l.l
Par continuité de [Ug, |, il existe r> 0 tel que :
[Y—X|[<r = [Uni¥izn = sup|UplY)|>n Cest-a-dire MiY}>n
et
Ainst, pour tout X & Vi, il existe r= 0 tel que BolX, rhc Vi ce qui montre que Vi, est ouvert,
Four tout X € E, MLX) est un réel et si ﬂ Vi était non vide, pour X e m Vi On aurait

v By s e

Wine WM™, ne MIX}

®* serait majoré, Clest absurde done ﬂ Vi est vide.

T

t] 51 tous les Vi, étaient denses dans E, d‘apn‘.'!i le théoréme de Baire, n Vi serait dense dans
E dong, puisque ce n'est pas le cas, il existe N & B* tel que Vi n'est p:; éense et Vi # E donne
I'existence de :
Xpe Eetr>0 telque WVymBp(Xy.r)= &l
Pour tout X € By (X, r), onaalors X ¢ Vi donc:
MIXi=Net¥pe K°, |UnX) = N.
Sl maintenant X = EF_r {{JE i I]--

= | =

OnaY=Mp+rXe Hlu{}{n .:r:I done, avec X = |:.k,|:. +TX — .1'.;:.} il vient ;

1, N+M
¥pe WL [Up(X) = < (| Up (20 + rX) | + |Un{X}|) = bbbk a1} r{x”:' i

1 :
Posons M = — (N+M{X)) =0,avec¥pe N VX & By (0g . 1), [Up{X)| = M, on obtient :
Ype M5, Ul = sup |UG(X) = M.
X =l
['e méme, avec:
VX & Br(0g.1), Vpe W°, |UplX)] = M,
en farsant tendre p vers +o0, il vient :
VX & B (0g . 1), U] = M
dong la forme linéaire LF est continue {et §|17]|| = M).

Omn vient de démontrer un cas particulier du théoréme de Banach-Steinhaus.
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2 Etude de suites
Recherche d'équivalents

E est le R-espace vectoriel des suites réelles. Soit f : E —+ E telle que, si a = {an),
un element de E :

ue M est

flal=a aved a = { fitpy }m:._ 8t ¥ne N, an=an + 2a,,41 -
1) Montrer que f est un endomarphisme de E et déterminer son noyau.

2) a) Soit F le sous-espace vectoriel de E constitué des suites de E @
i = 1_:["]m_. avec oy = 0.

Montrer que la restriction de [ a F est une bijection de F sur E.

b) Soit a e F et a = fia). Montrer que si o converge vers 0, il en est de méme de a.

3) Soit a & E. Déterminer les suites be E telles que fibi = «. Montrer que si o converge vers
{ e B, best une suite convergente, et préciser sa limite,

&) Soit la suite {un) . définie par
3
by =14y = 5 Bt Vne 8wy =14 JUun .

a) Etudier la convergence de la suite Y

'
T M

b) Montrer que :
e |E 1 .
Ve, g = Unsl — Un= 1.

¢} Soit (vn} _, la suite telle que :
Yrne W on=tn =y Bl =iy,

Soit o = el Montrer que la suite « est convergente. Quelle est sa limite ?

d) Montrer que, lorsque n — +50, Uy, ~ e .
Ll

&n

Déterminer un éguivalent, quand n — +oc, de E ay et en déduire wy 7

k]
e} On pose, pour tout ne M, wy = ay— 2, Donner un éguivalent de wy, guand n ténd vers +oc,

f) Soit b= (bn) .. lasuite définie par :

'

2
¥nel, bn=un—gzn et B=[ibl= (B} .-
Donner un équivalent de Bn (quand n tend vers +~].

g) Déterminer §im (b, — b} puis lim by
M=+ :

=
Déterminer un équivalent de by, (quand n tend vers +) et en déduire un développement
asymptotique de u, a deux termes quand n — +nc.
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‘Ml Selution

1) E est le R-espace vectoriel des suites réelles donc aussi des applications de fd -+ B

Montrer que [ : E — E est linéaire consiste, bien sir, 4 vérifier que :
Wik ule BZ Wia bl e B2, fiha + pb) = A\fla) + wfib)

o, pourtout ne M, a={an) . b= (bu) . etha+pb=|han+pbn)

iae B nel’

Kerf={acE/fla)=0}={ae E/ ¥ne M. a,+2a,,, =0}

1

Kerf = ﬂ/ﬂ: g "5

iz fid

Ainsi, Ker [ est le sous-espace vectoriel de E des suites géométriques de raison (— E) :

2) a) Soit fip = g alors g e F(F E)L

s Injectivité

1 4]
Kerg=KerfrF = {ctr=' E/u = (_f) el oy =ﬂ}, donc Kerg = [0} donc

re iy
g = fip est une application linéaire injective de F vers E,

s Surjectivité
Soitae E;lasuite a e E telle que:

Oy =L
2
est un élément de F et vérifie fje(a) = a, donc fjp est une application surjective.

ap=0 et Ynel, a,.5=

On en déduit que fi5 est un isomorphisme de F sur E.

Bien sir, il n'est pas question ici dappliquer le théoréme valable lorsque E et F sont deux
K-espaces vectoriels de dimension finie vérifiant dim E = dim F : il est alors équivalent de dire,

pour t & FUE, F), west injective, u est surjective, 1 est bijective.

On peut remarquer que ¢ est une bilection de F sur E avec F L E.

b) On montre alors que, pour tout « e E, la suite e & F vérifiant fia) = o est telle que :

=1
¥ne N, an= o Ei—l]"‘* laka,
k=1
donc :
r=1
1 ok
|l5tr|. = Eﬂ' 2 |L‘!:pri .
Ewd]l

Par hypothése, la suite o converge et sa limite est nulle, done 2" |ag] = g(ja“]._

572" lap| et 3 2" sont deux i dewx séries & termes positifs et la série S 27 est divergente.
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En appliquant un théoreme de sommation des prépondérances pour les séries i termes positifs,

on obtient
=1 n—1
> 2kl =0 (Z 2“).
sl

(L]
n-1
Comme E: 2K = 2" _ 1 et que 2" — 1~ 2", on obtient :
Fe=ild

n=1
S 2%y = 0(2"),
k=0

ce qui donne que la suite ( |an| ) _, est convergente, de limite nulle. Enfin, (an) _, converge
et sa limite est nulle.

3) D'aprés la question 2)a), fj étant une application bijective de F dans E, il existe une unique
suite a e F telle que que fia) = a. Par linéarité de f, on en déduit que :

F= {bE E.'g"ﬂb]:c:} = {u+u:||"u.E Her_,r’}
Par le raisonnement tres classique
fib=a < flb=flal &= flb—al=0
{car_f est lindaire) s or fib—al=0 < b—ae KerJf.

Si o converge vers £, alors lasuite o’ = [ ap ~ € }nEh converge et sa limite est 0.

: i . .
La suite constante (E) a pour image par f la suite (€)pqp .
e iy

Par linéarité de | et d’aprés les résultats précédents :
{r

{HEE;"I{H}=EF}={E—(§) +u|,|"uel".ﬂrf}
ne

z{.ﬂf+ufuel{2rf}={h— (%) u/bE.‘f}

ol a' est 'unique suite de F telle que f{a’) = o', qui est convergente de limite 0, d'aprés 2)b).

Le but est de @reconstituer® les hypothises de la question 2)b) et A appliquer ensuite les résultats
sur les opérations algébrigques élémentaires des suites convergentes.

On en déduit que :

Vbhe ¥, ue Kerf/b=a'+ u-r(;—l)
e P

: . . 1 - .
u est une suite géométrique de raison — 7 done convergente, de limite nulle. Done la suite b

. f
converge et sa limite est 7

3
Ve M, uge = 1+ /U - Ung-

On peut d'abord montrer que ¥n e M, un & RS (par récurrence), donc la suite {un
bien définie.

Jrue'h'ﬁ.
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. : D

(i) Ensuite, comme ug = 5+ 0N remarque que :
Uy < L) < Ug.

(i) Soit ne M™% {1} fun = by = Uz

bnlln_) = U5} 3 Up_ylin_g Car Uy € RS :

1+ unup 1= 1+un_1 21+ /g _(Up_3=uUn

On obtient alors u,,; = un = u,_ ), la propriété est donc héréditaire et

Ups] = g = Uy pourtoutne M* {1},

{111} On en déduit que la suite {"“}m;hl est croissante, alors soit elle converge, soit elle diverge
en tendant vers +oc,
Si elle converge, sa limite € vérifie £ = 1+ ¢, € € R, ce qui est impossible.

I Fapris la continuité de [ : By x By = R yl—14+ /x4
Donc la suite (un) . diverge en tendant vers +oc.

b) up,y = ttn = uy_ g pour tout ne W* 0 {1} d'aprés la question précédente. On en déduit que::

Mg = 14+ Un & Uy, pourtoutne M.

I Il suffit de reprendre les calculs de I'hérédité de la récurrence de la question précédente.

Donc¥ne M, 12 u,,q — lp, et comme la suite est croissante :

Yne M. 1=ty ~'un'=0.

1
I On veut xaméliorers cette inégalité en montrant que 3 = Ly — Un pour tout ne B,

Yine m‘,uml-unz1+m_u";1+,f[u.,_1]un_uﬂ-_-.p[un}

oltg : x—lx— Thx — x + 1 est définie et continue sur [1,+oc [, dérivable sur |1, +00] avec,
pour tout x e ] 1 +-:w.~[ -
2x—1

(x) = —1=0.
¥ E;.-_"x{x— 1)

Car(2x — 1)* — dxix — 1) = 1. donc :
Yxe ]1.+ns:[.2.r— 1>2vxx — 1)

puis :

(2x -1}
] 1, \ —-1>0.
*E ] -l-':'.-=:-[ 2/ iy = 1) i

Done ¢ est croissante sur [1. +oc| ; ainsi :

3 3
"I"rI:EM*,u"“—Lm3¢{un}3qp{u1]=|p(i)=1+ (E—l);—§=$—%?%.
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. , . 1
Do le résultat : Yne W, upey — un = g

€) a = fiv)donc:

Vne M.on = tn + 200, = 2u5.) = Un = g

= 2(1+ /Tty y) = i = ttn_y =2 = (il = /T

Or:
Wne N,z = (in + 1) (Vn = lp_1) = 1
et v-"E-rME H: pourtoutne M* %\ {1}

donc :

1 ) _ 1
3 (Vs Vi) YT VRS e Ty

De plus (/) _, diverge en tendant vers +oc, donc :

1

ulﬂ'm U + /1 =0

Dong, d'aprés les théoréemes d'encadrement la suite [,..-"E - /-1 }m pe COMVErge avec :
Jim (Vun — i —1) =0

et il en résulte que (an |, converge avec ni—ll-IP::; an = 2.

' 2
Enfin, d'aprés 3), (vn), _, converge et lim un= 5
- 1 - L
d) ¥ne N 3 = uy_1 —un =1, 0r un € RS pour tout n= K, donc
™ 1 un-q.]_ - 1 . ]. _
VHEN,Ei _1_=E avec HI_JELCE-I].

Par application du théoréme d’encadrement, on obtient w,,y o s
—F 00

s Une erreur classique est de penser. qu'étant donné une suite I:un}“EN. on a toujours
Upe1 —  Up;il n'en est, bien sir, rien.

R e o O
Par exemple, soit la suite géométrique de raison g F; | alors uﬂ;]' = g et donc, a I'exception

de la suite constante égale 4 1, on n'a jamais wn €t . équivalents !

= On peut de plus remarquer ici que Ly — Up est compris entre 1/3 et 1 pourtout ne M°,
alors que U,y ~ Un , dong, si (Wney = un),_, converge, ce n'est pas vers 0.

Eﬂ" et ¥ 2 sont deux séries divergentes i termes positifs et vérifiant :
LT - ﬂ.
T =

D’aprés un théoréme de sommation des équivalences pour les séries 4 termes positifs, on a:

iuh— ~ iﬂ =20+ 1)
k=0 k=il
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Oy

F n
) = {Euk” = M — I!J.I|.:_1:| -I--|'|{I-,
o=l el
i n
=29 (ther — i) + ¥ (Ui — th_g) +ap
k=1 k=1

Un 3
=gy +un —F =ty | 24 - LT
LT | Upel f Mo

2 2
donc u w4 1), %011 4u%s1 ¢ e
-l T g tn A—+5 o)

L'ne autre démonstration consiste 3 appliquer le théoreme de Cesaro a la suite |: On }InE'*-. g

conwerge vers 2, on a alors ;

converge ef sa limite est 2,

e) On pose, pour tout ne B, wy =aq — 2,

1 2

Wre Pd | nig = oy —2=—{-,,-"LI’.|-|—.,.I'LL_,1 I]'
2 .
{un = by |] — i.l":

(VR ). (Vi + i)

2
Ur{ﬁ+m.}"=uf.<l+”“” ‘) ~  4up, donc:

Lipy TE— e
vl 2 1
LLFj ) AVEL Dy - = dﬂnf L' - -
ni—aon 4l it 2 n—+oo BN

f} Yne M, by = iy -~ érl et =ikl = |:i3-.-= ]

.
rem M

2 2in+1)
¥ne M.Bn= (u.t - ﬁ”) + 2 (u,,” -—3 )
= Up + 2y, — 20 — 3
mn 4
=Z¢tk+3 -3n - 5
frath '
i L]
O Z iy = Z my — 2(n + 1), donc
k=0l k=0l

1 ]
4
Wne “d'ﬁ-u:le‘k"'z‘"a— ﬁ'
k=0

192 &4 Théames d'étude - Problémes



En appliquant, i nouveau, le théoréme de sommation des équivalences pour les séries & termes
positifs divergentes, on obtient :

n

11
Z“’*"' HEF{

k=1
! {
- —— [nn
]
donc ;
- 1 !’
B e "B 7.
a)
P+ I @
Yie Mobpeg — Bno= | g - -l
2
= lipe)] — U — 3
2
=Pl T g

Or lim wg, = 3 done (bpyy — by

w ROTIVOTED [
F—+4(3 N

Fl+

lim (B, — bn) = 0.

Fl— 4+

Debpyg —tmn——0ctfn=by+ 2 —— = —ooicarBn -~ ~% {rore), on tire ;

g e Fi=h 0
Bbpay = (bpey — hnjl + (b + Bt | ——F —C
: Y —

dongc la suite (Bn) _, diverge en tendant vers —sc, On déduit de ce résultat :

Ly
. 1
dhye1 ~ i £,
: by, i — Iy
En effet, 1” L = }"HI "+ Ff" s, de plus, by~ b
— —irmen — ={nn = =dfnn Fi—+ 4 Fi— 4w
L] b .
Done ¢ L, b+ 2n d
¢ — S OT Uy = =, done :
onc by = —qzfnn;orim = bn+ g done

1 \
up = 3N = 33 frore + n{ frimj.
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@ Produits infinis

Pour toute suite réelle ou complexe, le symbole :

g )
[T un.
fi=a
ol g est un entier naturel donné, désigne la limite, 37 elle existe, de la suite p définie par :
k=mn

”H]-_["Ft:"Q'“qH' s un, {nEg).

K=y

Partie A

1) Demantrer l'existence et calculer les valeurs de :

{5 1 F 1 F030 9
0(-3) T (-2) ()

2} Soit u une suite réelle vérifiant :
Yrne M, 0<uy <1,

i 0
a) Montrer que H un existe. Démontrer que H up @5t non nul 51 et seulement si la série de
Fe=Ll re=0

terme général £n w, est convergente.

00
b} Montrer que H (1 + up) existe si et seulement si la série de terme général wn est
=ik
convergente.
¢) Montrer que H (1+ uy) existe si et seulement si n {1 — upn) existe et est non nul.
EH nr=kl

Partie B

1) Démontrer Uexistence et calculer les valeurs de :

O I_]_]rl.i-l +os l!_-”Irl-rl
1 . 1+ .

=2 =2

2) Soit u une suite réelle vérifiant les deux conditions :
Yone Bl |upl<1
la série de terme général un est convergente

a) Montrer que | | (1+un} existe.
=0
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L=

b) Montrer que H (1+ w:) = 0 si et seulement si la série de terme général [L.L..]I'E est
=l

divergente.

Patrtie C

1) Soit a la suite réelle définie pour n = 1 par:
1 1 1 1
a =k
a) Etudier la nature des séries de termes généraux e, et | fn | .
+i
b) Montrer 'existence et calculer la valeur de l_l {1+ an).
=4
2) Soit u une suite réelle vérifiant les deux conditions :

Yne M, |un <1
40l
H (1+un) existe et est non nul

=1l
a) Montrer que la série de terme général w. est convergente si et seulement si la série de
terme genéral {unf est convergente.

b) Montrer que :

Li.

iim E U = +00
P =F 4

L

si et seulement si la série de terme général [L:r.]"E est divergente,

Partie D

S0it u une suite complexe vérihant Yne M, un # — 1.

Montrer gue si H (1+ up) existe et vaut 0, alors |a série de terme général én |1+ uy| est
A=l
divergente ; de quelle maniére 7

Partie E

Soit w une suite complexe vérifiant les deux conditions :

¥Yine M. |unf<l
la série de terme général uy, est absolument convergente
Pour tout nombre complexe non nul 2, on note Arg = l'unique réel tel que

mecArge=o et z=|ze AFRE_
#0000
1) Montrer que H {1+ |un| | existe. Montrer que ce réel est strictement supérieur 3 1 3 une
n=i}

condition que Uon précisera.
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2) Montrer que la suite p définie par :

n-—-H[l+ Liy |

est une suite de Cauchy. On pourra démontrer et utiliser :

i

H[1+nk}—1

'EH[1+|nk|}—1.

k=1 K=
]
En déduire que H (14 up) existe,
=0

3) Mantrer que la série de terme général én |1 + un| est absolument convergente.

¥ O

4) Montrer H (14 un)=0.
ri=ib

5) Montrer que la série de terme général Arg (1 + un) est absolument convergente.

Partie F

501t w une suite complexe vénfiant H (1+un) existe et est non nul,

Fr=ll
1) Montrer que la suite u ne prend pas la valeur —1 et qu'elle admet 0 pour limite,

2) Montrer que la série de terme général fn |1 + wa| est convergente,

M Solutien

Partie A

1) Soit {pn)__ . (13 la suite définie par :

o

Fl

Pn = H uy pourtout n =2,
=3
alors :

_ 1
(1) S1uy =1~ n pour tout e = 2

n [}
1 k-1 in-121 1
no= === —_— e
Pn H( Ic) H i n! fl

k= o2

donc LF"}J:. g CONVErge et lim pn=0;donc:

fR—++i0
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oy - 1
(i) $iup =1 - — pourtout n=2:
n
F1 ri

o]
| | (k—16k+1) n—1Mn+1l rn+l
pn=||- -|| - =

s K i 2(n! Zn
1
donc (pn) _, converge el nl_i.Tx =g ; done -
r Ly 1
hEl at) 2

e

(1) sltn = 1 =

T pour tout o= 2

! 2 Tk ak—2 o ik— 1ik+2)
p=]l 1 s ) = e - Kk + 1)
k=2 =13 =21
in—1Mn+2 n4+2
T " 3nlin+ 1! 3n
done {pﬂ}lm,l Comverge et .-:-!-iﬁ:Th [ = % s done

ii I 2 1
Cnin+ 1)) 37

=1 ;

On peut remarguer que dans les cas (i), (i), (i), wuy = O et que bien sir

L] Fi

H uy, =10 $oi Uétide de ]—I Ly .

=L k=32

1

2) Soit (pn), la suite définie par p = H ™

Kol
&, g Pl _ - , . . :
a)e ¥ne M, pn=0et o = Unel < 1;:or¥ne ™, pn > 0; donc la suite {p_u]I":._ st
Tl ey

décroissante, minorée par (0, donc convergente, d'oi l'existence de :

0

I

=il

» Comme un est strictement positif, pour tout e &, & la suite (pn) . on peut associer la
suite | én P _y, définie par

f

fripn = Z £ty . pour tout ne B
ki)

(&npn) ,, estla suite des sommes partielles de } | fn un , série 3 termes réels tous négatifs car
d |
T = ]ﬂ'. 1 |L :

~ 51 3 fnun diverge alors [ énpn ) diverge en tendant vers —oo et, en écrivant pn = P

=

sachant que lim ¢" = {1, on obtient que | pn | ey CONVErgE el que sa limite est nulle ; donc :
Iy ] -

)

I—[Hrl:ﬂ:

=il
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- i} fnun converge alors {€npn) . converge, soit P sa limite. Par continuité sur B de la

. ; P d = . P
fonction exponentielle, on en déduit que (pn) . converge avec "hl_il_'l pr=e =0
—4Hi0

e fd
Alnsi :
L ok
H Ligy = o
frml)
4+
En conséquence, H tn # 0 équivauta % fnun converge.
ri=(

b} En remarquant ici que, pour tout ne &, 1 < 1+ un, on obtient :
Wne M, fn(l+ u..;}l =1
Alors :

" n
si% ]l + wn ) diverge, ona i in (14w} =400, etdone lim 1+ - o,
. sy i} diverge, on ,,,1_‘,'1112 (14w ¢ Jim ][ (14w
k=i}
En effet, avec :

L

an[1+uk}=fnpn.

sl)
on voit que (fnpn} . estla suite des sommes particlles d'une série 4 termes strictement
positifs divergente, donc lim n pa = +20 et, avec pn = P, il vient Ilim P = +00.,
T =t o] e
e 5l E i {'l + un} converge, soil 5 sa somme. On a alors -
L]
lim in [1 + u,h-} =S8R c'est-a-dire lim fnpy =5
Tl i — | B L g B

Par continuité en 5 de la fonction exponentielle, on en déduit que la suite (pa) - converge

. 5
avec lim pn =", ctdonc:

n—s &5
0
H{l ) =6,
ram(]
TN
En conséquence, H {1+ ) existe si et seulement si 3~ &n (1 + un ) converge.
Fi=£}

Or i 3 fn {1+ un ) converge, alors la suite (h: {1+ ur.]) converge vers {0 et, toujours par
rul My
continuité de la fonction exponentielle, {usq) nepy COTIVETgE et 53 limite est nulle. On en déduit
L
alors

in [1+ Ll.u.:| R 5
gl

puis avec la régle des équivalents pour les séries a termes positifs, on obtient que ¥ wn converge.

Reéciproquement, si 3 un converge alors la suite {un) . est convergente de limite nulle, donc

ra
in (1+ttn) ~ e et toujours par la régle des équivalents des séries  termes positifs 3 fn {1+ua)
converge. Ainsi

+ L0

H (1 + tin) existe si et seulement si 3" uy converge.

ri=(}
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¢) La regle des équivalents pour les séries & termes positifs donne les équivalences successives
suvantes

o614 un ) converge 4= 3 tp converge

Soin (1 - un) converge == 3 uy converge

puis, d'aprés b) :
+
H [1+ 1) existe si et seulement si )~ un converge
ri=il
et, d'aprés a) :
-0
H {1 — 1) existe et est non nul si et seulement si % un converge.
=il
Dot le résultat :
T L
H {1+ 1 | existe si et seulement si H |1 = uy ) existe et est non nul.
el rymil

On peut remarquer qu'avec hypothése uy € o1/ pour fout n e fa:

n

fl
Wne h.n [1 +u.1] =1 et O« H [1—un) <.
K

k=1l =4l

Partie B

dridl |.—1 :lﬁ_'+1_ Fi 1 ;] 1
N 1 1t —— =11 15k 11 AT E
k=22 k=1 =1

Posar tout me BY Y {1} Poisons -

L T T
[ =Huk 0l Uh-:l“‘T
fe=2
el étudions la suite extraite de rang impair {pg,,” ]| s
l (~oF k-1 2ke2 Zne2 1 1
= [ (1o —— =l % llsei=—= i 2
k=2 k=1 =1

Donc la suite extraite de rang impair converge et sa limite est 1,/2.

La suite extraite de rang pair { psy |

i T :
Pen = Pn-1 % Uan -
1

Jm pen =3

. i
Wne 8%, poy, = oo (1 - E) alors [qu:l”,r_-. CONVerge et

(pn) ayant ses suites extraites de rang impair et de rang pair convergentes et de méme limite,
converge donc avec  lim py = 1/2 et on en conclut

FE—+ 50
= {— 1)k 1
1 — SR
H( TR 3

o=k

I-_-II-I.'zr] |:_.“rl'rl
s Posons up=in | 1+ —=— | s = et Wn = U — Un,
Ol '-.;FI
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La série } vy converge daprés le critére des séries alternées,

f-p™ 1 1 o 1 . .
De un = —Jn " on +a (-n-), on déduit que wy ~ - o donc la série > wy diverge par

application de la régle des équivalents, avec de plus

ri
lim E wy = —oo
Pl T
hom
car il  agit d’une série 3 termes négatifs a partir d'un certain rang.

On en déduit que % un diverge avec :

n

lim E g = =g
T e A

k=2
dong :
g rive ]
(—1)
{1+ -0
o v
En effet, en posant 4 nouveau :
i (-1 :In'n-l n
= 1+ —— |, done fnpg = (TIT
S 1S Bt P

puisque | én pr) ., diverge en tendant vers —oc, -[p“]l"c ., converge et sa limite est 0 (car

pr=eM P et lim " =0).
X 4 oAl

2) a) Ve M, |un| < 1, ¥ un converge done up ——0¢tona:

Pl 50
U
n [
m{l+un)=un— - +ofus).
« 5iY uh converge, comme % tn converge, alors 5 fn (1 + un ) converge de somme S, or

"

¥ne M, npny =Zm{t+u,¢]
k=0
dong la suite | én pr.]m ., Converge, puis {pn) . converge vers P = @ > par continuité de

la fonction &x [!li'l-l.'!lt.'l‘.ll'ii.'“t, done -

e

T

H {1+ un) =P

re=0

: 8 1 : 1. : 1 . :
s Si % ui diverge, alors puisque vy = - Euﬁ +olui) ~ = EUE . d'aprés la regle des
Pl
équivalents, la série ) | vy est également divergente, 4 termes négatifs a partir d'un certain rang,

fl [
On en déduit lim v = —oo C'est-d-dire lim (fn Iil + ”k} - u;._.) = —00,

[ p——— e W15

o=t k=0
Or % ug est convergente, donc y in |i1 + un ) est divergente etona:

i

lim [nf|+u,|,:}=—'::-.
R
k=1l
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d'ei il résulte que [an—,.}”h,‘ diverge en tendant vers —oc puis que “’“}'ns'. converge et

lim pn=0 cest-a-dire -
[HE S

I:l-] D"H'F!ﬁ,'ﬁ a) lavec les h}'pulllf:}i:h tWne B jun| =1 et Z Ly COTVERZE)

4T

H [1+ tia)

=il

existe dans tous les cas et est nul si et seulement si ) U diverge.

Partie C

1 1 1 ] _ 1
}HE’L_ﬁ+E+n_ﬁT . “Erl-l——?ﬁ-

1 1 : P .
ﬂ} E'ﬂr: s g v dip) F = F ”vl,-" - ' donc E {':T'r“I + ”'dn't--l] {l“‘l.'THl.‘ d dpres la rl:ﬂh.' des

Fil
&quivalents pour les séries 3 termes positifs.

{S"] Pl ¢tant la suite des sommes [l'ilTEil'.'”L'H de la série Eﬂ". On a pour tout o= 1,
n
Son = E {ag + age_1 ). donc {5*'"]m'. diverge en tendant vers +00, et {.’5.-,]”.5 . diverge

k=1
aussi, C'est-i-dire que ¥ an diverge.

o 4 1. 1 1 il . i ,
E -E-l,'i : El-f" = I I:I.._f"_r] =4 done qﬁ > T [y E an diverge d'apres le théoréme de comparaison

des séries  termes positifs avec » (1/n) scrie divergente.

f
b) Posons prn = H (1+ay).
o=
On peut remarquer que :

¥ne M, {1 1 (- ) [1e s =
na M1+ ag_1)(1+a,) =  un +,_.-TH n /1
) () (+3)
14 — 14 -
n n

| l 1
= 1 _— 1. + — = 1 - —
i1 i ne
donc ;
Fi Iy 1 1
= 1 RUIRE: = l=—= | —— = dapres A.l)al.
Pan gl: * ) |]|I E":Ek]l E( k,_l s 2 P
O
1
Prnel = Mo [1 + n!!.'rr].:l 5
L B 2
donc l:P”}ne"i- [} comverge ef @
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Lgn=

[T(+an) =

=gk
[en effet, les suites extraites de rang pair et de rang impair convergent et ont la méme limite
1/2, donc (pn) converge).

2) a) On suppose que |un| < 1, et que:

T

H {1 + Lin )

re=l
existe et est 20, donc Vrie B, fn (1 + wy) 2 un sens et en posant :

P =H (14 ), onafrepn =an |:I+I:Jk}-
k=01 k=0

Comme {p.la}lue‘_‘ converge et que sa limite p est positive {car Yiee 0.nl, 1 + uy > 0 donc
pn > 0} et non nulle par hypothése, on obtient gue la suite [ {n pn | ey COTVETgE et que sa limite
est fn p (continuité de la fonction én). Donc 3~ n {1+ un) est convergente, ce qui entraine que
la suite (uq) ., converge et que sa limite est 0, donc :

in {1 + ur.] = fig - E-I - ﬂ[t.l;{}

ot les séries :
2

Z it et Z —:,JT" + n{uﬁ]

sont de méme nature. Or par la regle des équivalents des séries de termes de signe constant les
SE€res ;

un L g
—5 o —5 +olug)

2
T
sont de méme nature, de plus E - Tﬂ el E u,2, sont de méme nature, donc E Ly €1 Z uﬁ st

de méme nature.

Ainsi 3 un converge si et seulement si ¥ uf converge.

2
b) On a aussi uy — én (14 un} ~ 12"

§ ujy diverge si et seulement si $(1/2)u; est divergente et on a alors :

1 4

lim =ity =

Il a0 E El"- -
s

Il

donc, d'aprés la régle des équivalents pour les séries 3 termes positifs divergentes, il vient
n

lim ("J'f —fn i1+ u,,_-]) = 420,
Ll b g
k=0

Enfin, puisque ¥ én {1 + uy | converge, on en déduit que

P — 40

fi
up diverge et lim .= o,
B Ely;
k=0

La réciproyque est évidente.
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Partie D

Ve M, un# 1. On suppose que

ce qui signifie que la suite [py | déhnie par:

Eil
Wrne B, pn =H{1 + iy )
ke=I}

converge et a pour limite 0 done { || J. ., converge et a pour limite @ or :

e
n

Yre M, || = H [T+ wy]
k=0
donc la série de terme général fn |1 + ug| divergeeton a;

Partie E

1) Comme ¥} |un| est absolument convergente et ¥rie M, jug| < 1, d'aprés Ba)
O
H (14 |unl | existe,
n=(
Comme {u.—,] e by COMVETZE €1 a pour limite 0 car % lun) est absolument convergente, on a ;

fn{l + -u;.|}l [ by .

n—
Daprés la rigle des équivalents des séries & termes positifs : 5 #n (1 4 |un| ) est une série
convergente ef, ¢n posant :

et
5: Zfrl tl +|Hr| ]-
=l
om oAz
X _
T (1 #1ual ) =e® =1
ri=i}

{car Se B et la fonction exponentielle est continue sur ®), donc :
231 == Sec ) o= Trg e Mo (14 |t} >0

= dnge M, |tn |20

2) On développe:
1]
H (léa) =1+ ag +5 apop +3 o op o + ...+ []_u‘f.
k=1
=1+Play, ... ..
i
H (L#|ag|) =1 +£.ﬂk,| + 3 |y e, |+ 3 |a;‘,n.k_.n,|._~| ook l—l—lﬂkl
[y |
=1+P(lay|. - . laal )
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n

=|Play, -« - an)| = Pllay|. - -|””“=H“+|ai ) -1

Hfl"‘ﬂﬁ]_l

=1 kel
L1
En conséquence n— H {1+ we) est de Cauchy, en effet -
o=
e =1 n+ n-1
HI'L1+LLJ;} - H |{1+uk}|= (H{l+lik] - lj H{1+r..|*.]
kwd} Reai} fowri k=il
dong
B n4p
H11+uk1 Hfl-lru&il (Huqukn) (H{nmk.} 1)
ko=il} k=r
i+ n—1
=TT (1 feail) = T (24 hual)
b=t} k=D
fl Fi
et, puisque la suite ri— H (1 + fuy| ) est de Cauchy, il en est de méme pour n— H (14 ).
=0 K=t}

1 ] =
Dane la suite (]__[ 1+ m{}) est convergente, et on en déduit que H {1+ tn) existe,
LLLoRY

k=0 Fi=I)
3) Montrons que ¥ fn |1 + uq| est absolument convergente.
Pour tout n & M, il existe (xq . yn ) & R tel que i = Xp + {4, alors :
11+ un|® = (1#un)(1+Tn)=1+2Reun+ |t |
=1+2xn + qun'z

Y '
Or ¥n e B, jun] < 1 donne ¥n e M, [un|” = |ug|, et d'autre part : |xn| = |Re un| = |un|, donc
d’aprés les théorémes de comparaison des séries a termes positifs, comme % uy est absolument
convergente, les séries

D lua|* et 3 |xn|  sontcomvergentes,
On peut donc faire un développement limité (car les suites (xq ) et { |un| ) . convergent vers 0) :
1 ; 1
|l + unl = 3 b [ 1+ 2xq + ;unlejl =3 (er. + D{ | Ly }) = Ky + t:r{ |etn| )

car [uq|® = of [un] | et [xn| = |un].

On en déduit que la série de terme général én |1 + uy| est absolument convergente,

&) H 1+ ) H { 1+H,|..-|€'“"“”'”'"]}

fewih

(H 1+ m) 11 ( HArglon, .3)

fe=0

-:"* Argll + un)
]:[|1+uk| e k=D

H 11+ | = pn.

k=l

dong -
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n
Orénpn = Efn |1+ uy| (par hypotése |uy| < 1 donc |1 + uy|#0) donc :
k=i}

n
2 in|l + un|
pn = ek=t .
La série 3 fn |1 + un| étant absolument convergente, soit S sa somme, alors (pn) . converge
{continuité de la fonction exponentielle) et :

lim pn = e” =0,

L B =)

e
donc (H (1+ u;,;}l) converge et sa limite est & > 0 ainsi :
nef

=0
a0 LSt
H{1+u..-,]| 20 donc H[1+u"}=l|]-
k=0 fe=i

5) Soit (vn) définie par vn = un| €' AE U glors Arg(l +wm) = |ﬁrg[1+un}|, et on a
|tn| = |tn|, donc d’aprés 2) :

+20
H[l + Uiy ) existe.

=0

n n n #00
Or Arg]__[{l+uk}| = Zﬁrg{l-ruk]l = Z|A.rg (1+ ug)| tend ver:a&.rgH (1+ 1y) done
k=0 k=0 k=0 n=0
3 Arg (14 un) est absolument convergente.

Partie F

1) u ne prend pas la valeur —1 ; en effet supposons qu'il existe ne M tel que un, = —1 alors
pour tout ne M, supérieur a ng , pn = 0 et la suite constante {p.t}";_m est convergente de limite

0, ce qui est contraire i :
kgt

H (1+un) est=0.

k=il
Donc ¥n e M, pa #0, par suite :

Pl o leuwy donc uy= 2
n—1 Pr-1

Yie M*,

or {pn}“EN converge et sa limite P est 20 done :

( )
Pn-1 i fd*
P

converge et sa limite est 5 = 1,ainsi (un) ner COnvergeet lim un = 0.

2) Lasuite (pn) _, définie par:

f
pn = l-[ (14 wy) pour tout ne M,

k=i
converge, et sa limite est P# 0 ; donc la suite réelle { |pn| | converge et sa limite est |P|, avec :
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i

VYne M, |pn| = H 1T+ .
kwil

Alors, la fonction &n étant continue, la suite | & |pn| ]”__ ., converge et sa limite est dn|P| ¢
¢'est-a-dire que la série de terme général €n |1 + wq| converge et que sa somme est {n [P,

L]
Avec fn [P| = in H [1 #+1in] |, o0 abitient done :
=1}
a0 .
z-frt 1+ un| = &n H |t + un| |.
pamll =il
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N <icts droraux

(A) Produit scalaire
B 1

Soit E un espace préhilbertien réel, (x),_ _ €E", (w),_ . &E" deux familles de vecteurs
telles que :
Vit e [Lnl®, (x| x) = {ui | ).

On pose X = Vet (x) et Y = Vect w)

1=imn l=i=n"

1) Comparer dim X et dim Y.
2) Montrer qu'il existe une application linéaire unique f telle que :

Vie [Lnl, fx) = w
et que cette application est un isomorphisme de X sur Y.

1) La matrice G{X) & Mn(HE), de terme général {x, | Hr}- n'est autre que la matrice de Gram du
systéme {.1"1 Do A:n] Une premiére solution consiste donc a démontrer que :
rgeGiX)=rg {x[}l_;m :
s Premiére solution
Posons G(X) = [{xi | )] : GIX) e Sn(R).
Si (% - - - xn) est libre, C'est une base de X et G(X) est la matrice sur cette base du produit scalaire
{- | } de l'espace X. Dans ce cas, on a done GIX) & GLn(R) c'est-d-dire rg GIX) = n = dim X.

Remarquons maintenant que si l'on fait subir aux vecteurs x; , 1 =i = n, une permutation o€ Zq,
la matrice de Gram :

G(Xo) = [{mu | -’Erlyr}]

du systéme I{.t:',ﬂ, N ..lq,(,.,,:] se déduit de GIX) en effectuant cette permutation o sur les
colonnes et sur les lignes, et on a donc :

g GIX) = rg G(Xs ).
Supposons rg (%1 . - - - .Xn) = ravec 1 = r< n. A une permutation prés, on peut se ramener au
cas ol (xy . - - - . xr) est libre avec:

Vie Ir+ 1l.nl, x e Veet (x5, - - - . Xn).
Alors pour tout i e Ir + 1. nl, il existe (Ayy . - - - .Air) € R7 tel que:

r
X = zhr.k?fk
be=1

d'oi -

.
Vie Bl (x| x) =Y Ao | )
k=1
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SOHE Auss

r r
Li= Z higlye e Ci= Z hixCx
k=1 k=1

ennotant Ly, « - - Lo et Cp, - - -, Cn les lignes et colonnes de GIX). On en déduit ;
rg [{Jq ,\J:}] ifun =TE H_f.- "L.'.l::"] Jegr = TR [:f__-..-, |1f-' {cine
1= fsn 1= 1sjsr
et, puisque (xy . - . . . x) est libre, rg GOX) = r Cest-a-dire rg GOX) = dim X.
Notons enfin que si GIX) =0, alors Vie [1.n], i =0 done X = {U} et On a4 encore ;
rgGiX) = dim X,
Cette propriété est done vraie dans les tous les cas.

Conséquence : avec GIX) = GIY), il vient dim X = dim Y.

» Deuxiéme solution
Sifxy .-} est réduit au vecteur nul, il en est de méme pour (g . .. - .y etona:
dimX =dimY =0,
On suppose maintenant que [k, - - - xn ) est non réduit 3 0, 1 en est donc de méme pour
(.- . un) etona:
dimX =1 et dimY=1

Posons p = dim X et soit [wy . ... .u,,j une base orthonormale de X, Pour tout i e [1.pl, il
existe { oy . tel que ;

rt
i = E (x) pXf
..I_1

€l on pose ;

Fi

h= E o gy -

=
Il vient alors pour tout (L §) & I]1-p[|2 :
ri ri Il 1
(o) = 30D wuage {ux [ ue) = 3 aneaje | =)
=] =1 k=1 #=1
= 'I::l.g :1_11::! = & .
Adnsi {1y ) — systébme orthonormal, dong libre, de ¥ et p= dim ¥, c"est-d-dire ¢
dim X = dim Y.

Symétriquement, on a aussi dim Y = dim X, d’o0 finalement dim X = dim Y.

2) Posons p = dim X = dim ¥ et écartons le cas trivial o0 p = 0. A une permutation prés, on
peut se ramener aw <as ol [xy, - - -, Xp) est une base de X et (g, - - - . yp) une base de Y.
Alors on sait qu'il existe une application linéaire [ et une seule de X dans ¥ telle que :

Vie QL pll, fiax) = w

et cette application est un isomorphisme de X sur ¥, Il reste donc & démontrer que Fon a
encore f(x) = yi pour i e [p+ 1, nl.
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Remarquons d'abord que f conserve le produit scalaire. En effet, pour (x x") & X*, il existe
(o ]Ilr_ﬁp e RP et ( af :IHHF e RP, uniques, tels que ;

P P
X = Eu[.ﬂn‘: et =Eu:n

i=1 =1
et, par définition de f, on obtient :

{f‘[r? |J'|{x'}|:| = <i Erf{xr] | i u}f{{r]) = <i LY ] iﬂj@')
i=1 J=1 =1 J=1
2

=Ezmn}{y¢]yj}

i=1 J=1
e

P
33 e (| 9) = (x| ¥)
=1 j=1
Omn en déduat :

Vie Lol ¥ Ip+ Ll {(£(x) |5 (x)) = (x| )
Cest-d-dire (e | (o) ) = {on | )
Ou encore (uc | Flx) — ) =0.

Puisque (uy . .- - .up) est une base Y, ces relations (vraies pour i = 1. . . ., p) donnent que
S{x) = ype Y* et comme d’autre part f{x;) — yye Y, il vient :

flx) —we Yayh soit flxg)—w=0
On a ainsi prouvé que f{x) = y; pour wout ye [1.nj.

Projections orthogonales - Distances
B 2

1
Soit ¢ : R[X] x R[X] = R, tP.Q]I-—:-f PG 1~ 2de.
-1

1) Montrer que ¢ est un produit scalaire.

2) Montrer qu'il existe une unique suite de polyndmes réels (Qn) ey elle que :
Yre R, Yue H, sin(n + 1ju = sin u Oyleos w).
Donner le degré et le coefficient dominant de Oy, .

3) Montrer que les Oy sont deux & deux orthogonausx.
4) On considére l'application :
1
g : R? 5 R, fx.y.zfl'—-f {t3+.ﬂﬂ + yt+z}2 1—2de.
-1

Montrer gue g admet un minimum et dire en quel(s) point(s) il est atteint.
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1] Cest presgue du cowrs, IHaot simplement montrer a Nexaminatewr gue Don connait parfaitement
bes défimitions wsuelles et cedl sans s'étendre exagérement sor le sujet,

11 st clair que @ 51 une ap|1-|ir;.'1|:i:1n symétrigue, ¢ la linéarité de |'ir||,¢,'~g__r:1|+: nous donne que g
est bilindaire symétrique.

Pour P& E[.’l.'] v 10}, la fonction ¢ » PO /1 — 2 est continue, positive et non identiqguement
nulle sur [ ] d-:'rn-_ :

1
¢+P.P>=f PreE /1 - 2de > 0.
-1

Om a ainsi vérifié que ¢ est un produit scalaire,

2} | La aussi la question et classigque @ les Gy sont les polyndmes de Tohebichey de deuxieéme espece.
Avec :
. 1 .
, .- y Firk Kk l=k
sinfn+ lu=Im{cosu+iginu} =Im E [y i sin® weos™" %y
Frmif)
. ical 1
= E E,,H (—15* sin ueos C
f=2k=n
Y | k LR B
= 8in i E E-m 1701 ~ eos™ 1) eas™ " 1,
=2k

om voit que les polyndmes :
s ] oy K :
c,‘r,,rxu_ E Chay (—11% (1 — x*) " x" =

ol e
conviennent,
=1 i *‘ el — r
Compte tenu de deg {1— X%} X" = n,on obtient deg @, = n et, puisque le coefficient de X"
st :
D41
> Loy >0
2=y
on a deg G = n.
En développant par la formule du bindme :
. i+ 1
i1+ 1™ = Z [-_:M] + Z [-_:m_;
== fev U=
. ak 2+l
cl (1 - 1]“ : = Z [:.':--] * Z [:rn-;
D=Zk= e+l U=k=r
on obnent :
kel
Z E||4| E I:I'|+ 2“
b < s 2

ce qui donne le coefficient -;immlmnt de O .
Notons enfin que unicité est évidente, En effer, si un polynome Ry vérifie également ;
Yue K, sinin+ Lu = 8in u Ralcos u)

on voit que le polyndme 9y — Ry a une infinité de racines et gqu'il est done nul.

3} La définition des Gy doit inciter & calculer les intégrales

f Onlxigptxiv1 — x2 dx

au moven du changement de variable défini par x = cos w.

e ———— —- e ———e——
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Ona: “
{Qn | Qp) = f Onlcos wQplcos u) sin® udu
0

o
=f ginin + lusinip+ udu
0

1 ™
= _Ef (eosin + p+ 2)u — cosin — phu) du
0
donc, pournzp:
_ 1 | sinin - plu S | ginin+ p+ 2)u N N
(QH|QP>'§[ n-p L_E n+p+2 ]“'ﬂ'

On a ainsi vérifié que la famille (Qn) _, est orthogonale et on peut aussi remarquer que ce
calcul donne :

Yne N, |Gl = %f (1 - cos2(n+ u)du= T donc |G| = ﬁ
0 2

4) Pour tout n e M, nous notons X" la fonction polyndme x — x", le probleme revient ici &
minimiser |X* — P||” lorsque P décrit By [X]. C'est du cours : on sait que ce minimum est
atteint en un point P et un seul qui est le projeté orthogonal de X% sur Ry [.‘h’]

['aprés le 3), une base orthogonale de Rz [X] est (Qy. Gy . &), donc le projeté orthogonal
de X% sur Ry [x] e8l:

Koo (Fla)a (x|e)e
ol .o @l @l
soit P=§((r“|1>+4{f’ x>x+<x“|4xﬂ—1){¢f—1}).

Pour tout n, p entiers naturels, on a:

1 ™
{Jr.'"' K"}:f gty 1+t2dt=f cos™™P usin® udu
—1 0

done, si n + p est impair, la fonction ¢ : uw— cos™P usin® u vérifie gim — u) = — @ lu) et

(J-:" xﬂ>=f sl du = 0.
1]

(X.a |x> = ﬁ“mﬂ"uainzudu

D’autre part, on obtient :

et par linéarisation :

4

cos? usin®

U= %{2 +cos 2u — 2cos 4u — cos Bu)
d'on {KE Ix) = % et finalement P = % .
Ainsi la fonction g atteint son minimum au point :
{2y )= (ﬂ. —%.ﬂ)
et, d'aprés le théoréme de Pythagore, ce minimum est égal & :

1
|2 = 2" = 2 — n P12 = )7 - 3012
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Le calcul fournit :

s = . b
||.1i3‘| =f cos® xsin” xdx = ——
A 128

= T
||..‘-'l’||E =f cos® xsin® xdx = =
0 &

d'olr :

ol i T
|1%* - P “hm? 1EE 32T 1%

Tl

. 2 -

Trouver  inf [ (1+apx+ .. . +anx")" e " du.
[“lll_tu.uER" 0

La question est classique, En considérant un espace préhilbertien bien choisi, on interpréte le
minimum demandé, au moven de la distance d'un point, 3 un sous-espace de dimension finie.

Introduisons sur I'espace vectoriel réel E = E, [x] le produit scalaire :
+50

EZ —+R.(fg)—={f|a)= j Fixigixte™ ™ dx.

Les vérifications d’usage pour un produit scalaire sont aisées et laissées au lecteur.

Néammoins, il faut prendre garde 4 ne pas omettre de prouver que, quels que soient [ et g
dans E, la fonction x> fix)glx)e ™" est intégrable sur [{]. +00 [ ce qui résulte de sa continuité
et, par exemple, de fixlglxle™™ = ﬂf.rﬂne_”]- dong :

Flxlgixre™* = n(lz)
ho x

Si H désigne I'hyperplan Vect (X, X, . . ., X"), il s'agit d'évaluer:
2 . T
d*(1.H) = inf | 1- P|P.

Soit @ le projeté orthogonal de 1 sur H, alors :

d(LH=11-@IF=111F - gl
Mous utiliserons le résultat suivant :

0
Vi e H.f e dx = k.
i

n
En notant @ = Z nﬁﬁf le vecteur 1 — @ est caractérisé par:
J=l
Vke {1.2...., nh{1-@|x*}=0,
c'est-d-dire :

n
Vice ILnll, k! = ) (j+Kklay =0,
J=1
Nous sommes maintenant ramené, comme il st usuel, 3 [a résolution d'un systéme linéaire. Or,
il est difficilement envisageable d'utiliser la méthode traditionnelle du pivot de Gauss, ce qui fait
que la question est ici bien moins classique. Une idée intéressante est d'observer que I'on sait que
ce systétme admet une solution et une seule donc, si on peut en exhiber une, par exemple, grice
a unc identité algébrique bien choisie, ce sera la bonne.
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Uitlisons alors le calcul auxiliaire suivant :

(1-x"x* = x* + S -1/ 0], 2

J=1

(1 - xx*) Y = HJ-:+Z( 1Y 0+ ST x”

+1
+ 11!
er,pourX=1:

1
Vke [1.nl,0= k! - Z{ 1}‘"&31’3

L'unicité de @ donne alors :

1y (-
Yke [1.!"]|EJ= + n; et ZU"‘IH Eil‘lhd

Formons alors :

AL =|1F-101P=111F-(1]|0)

(-1t
d“u,H}=1—]; ( TSV — a-")
(- 1}'*‘ 1)
d*(1L.H =1~ E = Z{ D" Oy
=1- mz{—ﬂ‘ﬂ’m,
J=2

Or Zf—lafﬂ,,,l =(1 - 1™ =0 done:

Z[ 11’Eml=—1+tn+1u+2{ Wl =n

n
dﬂn.m:i—n”.
En conclusion :
= E . 1
inf 1 A M e dx =
meh.:..'.l,..eﬁ" | |: +mx+ unx] e

n+l

Trouver f & ¢°([0.1].R) telle que :

1
f fix)h"(x)dx =0 pourtout he F
]
ol F={he*([0.1].R) / hi0} = hil) = R'(0) = h'(1) = 0}.

Etant donné E = ([0, 1], B), on sait que l'application ;

1
E2 o H.Uigiv—rf fa
0

est un produit scalaire sur le R-espace vectoriel E,
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[Yautre part, il est clair que F est un sous-espace vectortel de E et, puisque 'opérateur de
dérivation est linéaire, lorsque h décrit F, k" décrit le sous-espace vectoriel H = DR, Le
probléme revient donc a determiner 'orthogonal H™ e DFF et ha guiestion et dvidemment

compliguée par le fait gue H n'est pas de dimension e,
plig par le fait que H n'est pas de d |

Remarquons d'abord que, lorsque f est de classe 2, deux intégrations par parties successives
donnent pour tout he F:

| 1 1
f J'f.r”:lul_xjrj_u = Lll"tler[.tI]L,l* - f J'r'!.r:'hr':x:ld.t = = [ _,I’JIxU:"Ln:]dx
iJ i S

i H 1
. 1 i
[ Jih" (x)dx = [ —__,I"Il.l.'lfll:.\.'IJ“ +/ F ki x) dae =f S ixihix) da
0 0 i
donc:
rin™y =" n).
De ce calcul il résulte que toute fonction affine appartient 4 H* puisque "on 2 alors f = 0. En

notant A le plan vectoriel de E constitué des fonctions affines, cela s'écrit A = B,

' - s, TR . . . -
A est 'ensemble des fonctions de la forme xo— oo+ B, (o ) B Cest-d-dire le plan wectoriel
engendré par Id : x—xetl : x— L

Nous nous proposons maintenant de prouver que H- c A, C'est-d-dire que tout f de H* est égal
a son projeté orthogonal g sur A

A ¢tant de dimension finie, ona E = A® A, ce qui permet de définir la projection orthogonale
sur A

Avec cette définition de g, on a f — ge A~ Montrons que I'on a aussi | — ge H, c'est-a-dire qu'il
existe he €40, 1], &) vérifiant ;

f—g=h" e hidi=hl=nM0=ni1=0.
Si une telle fonction h existe, on a nécessairement :

ko X
Vxe [ﬂ-l},!t’M-!:f (Fir) = glo)) dt et hix) =f hlide
] ]

X [
hix) = [ ([ Lflu) — glu)) du) di
Jo o
soit, d’apres Fubini :

X x X
hix) = f (f (Fiee) = glu) dr) die = f (x = w{ i) = glul) du.
0 [ il

La continuite de [ et g donne celle de (w00 — flu) = glub et justihe Fapplication du theoreme
de Fubini.

donc :

Réciproquement, puisque [ et g sont continues sur [l}. 1], la fonction :

x.-n] (Fie) — gier) de
o

est de classe 0! sur [D. 1]. puis :
X [
h o ox rf (f Lﬂlﬂ—ﬂiul]du)dr
b o
est de classe ° avec :

A
h’l.r]:f (i —gietpdt et h"(x) = flx)— gix)
0
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el on a évidemment :
h'(0) = hi0) = 0.
Dautre part, f — g & At donne {_i"— gl 1} =0 et {J’ - g| Id} = 0, c'est-a-dire :

1 1
[ (fit) - glty)dt =0 et ]r t(f(t) — glt)) de =0
0 0

donc aussi :

1 1 1
hil)=0 et h{1}=f{1—r]U{!}—g{ﬂ]d:=j chl—g[t}}dt—f t(fith—glt)) dt = 0.
0 L

0
On a ainsi montré qu'il existe h unigue dans C2( [0, 1], R) vérifiant :

S—-g= h" et hi0) = hi1) = K'i0) = K1) =0, done que f —ge H.
Avecfe H et [ — ge H,onobtient {f|f —g) =0et,avec ge Aetf — ge AL, il vient :
(g|f-gy=0 dob ||f-glf=(-g|f-g)=0 etenfin f=g
ce qui prouve que [ € A et donc H c A

En conclusion, on a H* = A c'est-a-dire que les fonctions f recherchées sont les fonctions
affines :
x—ax + b, (a bl e R

(©) Adjoint

Réduction des endomorphismes symétriques

Soit E un espace euclidien de dimension n. On munit ¥(E) de la norme subordonnée 3 la
norme euclidienne de E.

Pour re [1.nl, on note ¥, l'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension r.
Enfin, on note SE) 'ensemble des endomorphismes auto-adjoints (ou symétriques) de E.

1) Soit A e HHE), de valeurs propres Ay .hg. - - . An 3VEC A¢ = Ay . Montrer que :
¥re [1.nl, A\r = min max {:xi.-’.x}
Vel¥, xeV¥
fl x fl=1
2) Soit Be F(E), de valeurs propres py . pz. - - - . jin aVEC i = g - Montrer que :
Vre [1. nl, [Ar = pr] = j|A - B|.

1) La premiére chose & faire est évidemment d'utiliser que A est diagonalisable dans une base
orthonormale.

une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres de A :
Vie [1.nl, Ae; = hiey.

Soit (ei)

I=isn

Pour tout x € E, on pose :

n
xX= E X e

(=]

{xlﬁt}:ilmﬁ!.

=]

et il vient
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Pour tout x € [1, nj et tout Ve V., ensemble ;
Sy={xe v/|x|l=1}
est un compact en tant que fermé-borné d'un espace de dimension finie et application :
[ I I:.x .-"I..r;:-
est continue car A est continue en tant qu'application Linéaire sur un espace de dimension finie
et le produit scalaire est continu sur E2. 1l en résu
ses bornes, ce qui justifie I'existence de :

te que g est bornée sur Sy et quielle atteint

My =max {{x Ax) fxe Sy}
D s

Fi
qfxl= Z M,ff
i=1

on déduit :
Yxe E ||x|l=1 = gix)= kg
donc l'ensemble { My / V€ ¥y | © B est non vide et minoré par Ay ce qui assure l'existence de :

m= inf My.
VT

O notera cependant que, d'aprés énoneé, cette borne inféneuns doit &re un minimuwm. Pour

le justifier, il va done falloir prouver qu'elle est atteinte,

Le sous-espace Vi = Vect (e, - - . . er) est de dimension ret pour xe Vi tel gque || x|} = L,ona:
I ¥
(< a) = Sohect a3 =
=1 i=1
dong

LR
_:J':'r:‘:.‘i {xl.-\.x}, M.

D'autre part, (e | Aer} = hr avec e, € Ve et |ler || = 1, donc:
hp = Pc-lix '::rl ..-1..\':,':
et il en résulte :
m= ';'i-.!jlr'. My = Ar. ({)
Soit maintenant V& V@ V est quelcongue de dimension r. Posons
W= Veet (er.eng .- - .-l'.'.;;}l-
Pour x £ Wtelque|x|l=1,ona:
(x| Ax) = Ar.

Puisque dim V+dimW=n+LonadimV ~ W = 1 doncil existe ze Vo Wiel que || 2] = 1
et alors {?l .-"I.:-:} = hy Montre que

; .
My = max {x ) Ax) 3 Ap.

X o
Ceci étant vrai pour tout V e 7, on en déduit :
m= inf My 3 hr. Lif)
Ve¥,

Enfin les inégalités (i) et (i) donnent m = Ar et la valeur & étant atteinte (gler) = Ar}, cette
borne infériewre est un minimum,
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2) Au besoin en échangeant A et B, on peut supposer que pr = A et alors :

Ar = el =Ar = pr = min max (x| Ax) — min max (x| Bx).

Il existe Vi & Vi tel que :

d'on
Pr—pol= ol e (] Ac) ~ max (x| Bx) = max (x| Ax} — e (x| Bx).
Il existe xy € Sy, tel que:
1max (x| Ax) = (x| Ax).
d'on :

|hr—ll-r|={Jl':}|ﬂ-”|:l}—ﬂlﬁ{#|ﬂ’f}’5{-ﬂn|ﬂ‘h}"{-ﬁ|ﬂﬁ}-

SO0t ¢
IAr = el = {xg | (A= Blxp)
et, d'aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la définition de |||A — B :

Ar = prl = l|xll 144 — Bl || = A — Bl [l [* = A - Bil.

Lespace M, 1(H) est identifié @ B" par isomorphisme canonique, on le suppose muni de sa
structure euclidienne canonique et S désigne sa sphére unité :

S={XeR"/||X|I=1}.
Une matrice A symétrique réelle d'ordre n étant donnée, calculer ;

inf {Tr [I:ﬂ —-;.xfx}i]! /neR.Xe s},

11 est visible que k= Tr [{A .21 II}E] est une fonction polyndme. La premiére chose i faire
semble &re de développer cette expression,

Posons F(X. \) = Tr [I[H. - WX 'K}E] . En développant le carré et sachant que Tr est linéaire, il
vient :
FIX.A) = A Tr (X T3 °X) — ' Tr (AX 'X) — A Tr (X 'XA) +Tr (A7)
puis avec la propriété fondamentale YiM, N) e Jpp(K) % Mlp oK), TAMN) = Tr{NM) :
FOXh) = W2 T (200 '%0¢) — 20 Tr | 'XAX) + Tr (A%).
Om remarque alors que "XX = || X || = 1 lorsque X & S, et que "XAX est sur R", I'expression

matricielle de qa(X) ol g4 est la forme quadratique sur B" associée a A dans la base canonique,
pour obtenir finalement :

FIX.x) = h" — 2k galX)+ Tr (A%).

Pour tout Xe S hxé, la fonction polyndme h— FUX, ) atteint son minimum au point Ay = ga(X),
la valeur de ce minimum est :

miX) = Tr (A%) - qalx)®.
l Pour simplifier cette expression, il faut maintenant penser a réduire A dans le groupe orthogonal.

On sait qu'il existe P e On(R) telle que "PAP = diag (1. - - - . n) ol les puy sont les valeurs
propres de A et on peut supposer que cette réduction a été effectuée de fagon que :
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pal = el = - - - = [pal.
in
En posant X = PY c'est-a-dire ¥ = 'PX, on obtient alors avec ¥ =

tin

n r e
VX5 mXi= Z |.Llf — (Z I-l--!_i_.ff)
i=1

=1

et comme d'autre part 'YY = 'XX = 1, il vient :

dong
I 1

YX &S5 miX):== Epf
i=1
En conséquence, on obtient
n— 1
VieR, ¥X& S FIX A=Y uf
5] |
ce qui prouve 'existence de :

n-1

inf{FIX M)/ hel, Xe .-5} = Z "y
i=1

Considérons Xy vecteur propre de A, associé a la valeur propre pn tel que || = 1, et
hg = s {.-"in}l ;on aalors

=1

P50 = 3
=k

donc cette borne inférieure est atteinte : ¢’est un minimam.
En conclusion ¢
1

1
min {'T'r [[ﬂ - hx’x}il fAef.X& 5} =Y uf =Tra® max, .
=1 s O

Soit E un espace euclidien et u e F(E) dont on note N(u) la norme subordonnée.

1) Mantrer que Nw) = sup { {ulx} |y} /e yle EX || x| = 1.yl =1},
En déduire Niu) = N{u"}.

2) On suppose Niu) = 1. Montrer que Ker (u” - ldg § = Ker {u — Idg ).

1) 1l s’agit d'une question de cours. On pourra voir 4 ce propos le Précis dalgébre et géométrie,
MP, Bréal.

2) 5i N(u) < 1, on sait que u — Idg est inversible avec :
(g —u) "=V ok

lo=0
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{c"est encore du cours). De méme, puisque N{u”) = Nu), u® — Idg est inversible et on a donc,
dans ce cas:

Ker (1 — Idg | = Ker [u" - ldE] = -:ﬂE:r-
Supposons maintenant N{ui = 1.
Le cas Ker (u — Idg ) = {0g} est immédiat. En efiet, scachant que :

rg (u* = Idg | =rglu-ldg |
on obtient aussi, avec le théoréme du rang :
Ker [u” lde ) = {'DE}
et dong:
Ker (1 — Idg } = Ker (u = Idg ).

On peut remarguer que Je cas N(u) = Lavec Ker (u—Idg ) = {{'E} est parfaitement possible :

, . a
considérer, par exemple, une rotation de B,

Il reste ainsi & étudier le cas Ker (u—1dg | # {0g }.
Soit x e Ker [u~ Idp;jl avec [lx || = 1. Alors wix) = x donne :
{ulx}|x) =||x||"=1 donc {u"ix}|x)=1
et, d'aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la définition de la norme N :
1= {u"(x) | x) =l utx] = N{u") =1
On obtient dong :
{u'i.r] | x:} = || x| |} " (x}|
ce qui, d'aprés Uétude du cas d'égalité de Cauchy-Schwarz, montre que {u”(x). x) est positive-
ment lié : il existe h € B tel que u®ix) = hx (car x # 0). Alors 'égalité :
{1:'l.:r_l | x} =1
donne &)| x||* = 1, C'est-a-dire & = 1, d'oi1 finalement :
uUlxl = x,  soilaussi xe Rer I:u' = ldg J'I
On a4 ainst montré gue :
Ker (u—1dg | © Ker (u” - Idg
et, en remarguant de nouveau que rg {u' ~ldg ) =rg {1: ~ Idg | donne :
dim Ker {u — ldg | = dim Ker (u* — Idg ),
il vienl :

Ker (u - Idg } = Ker [u* — Idg }.

1) Soit £ un espace euclidien, montrer que pour tout f & F(E)
(@) Ker (f"cof) =Kerf;
b) Im (f o} = Im /.

2) Montrer que pour toute matrice A e M,(R), "AA et A"A ont les mémes valeurs propres
 avec les mémes ordres de multiplicité,
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1) Les inclusions Ker v — Keru o v et Imu o v < Imu sont des propriétés universelles bien
connues, Dans le contexte de cette question, seules les inclusions :

Ker(f*of)cKerf ¢ Imfelm(fef")
sont done utiles pour conclure. D'autre part, il est bon d’avoir & l'esprit, gu'en dimension finie,

I'égalité de deux sous-espaces peut se prouver au moyen d'une inclusion et de la comparaison
des dimensions.

ﬂ.] Soit x e ]{er[f'nj}l. Oin a alors -
It |12 = (i) | flaery = (x| " o fixd) =0
done fix)=0et x e Kerf.
On a ainsi prouvé que Ker (/" o )  Kerf et compte tenu de la propriété bien connue
Ker f = Ker (/" o f), il vient:
Ker (f* o f) = Ker .
b) « Premiére solution
L'égalité du a) nous donne aussi Ker (f ¢ 7] = Ker ™ donc, avec le théoreme du rang et
rg " = rgf, il vient :
dimIm (fof") = dim E — dimKer (f o /™)

= dim E - dim Ker [

=rgf”

=rgf =dimImf
Compte tenu de Im Lf c-_j"::l o Im f, I'égalité des dimensions donne alors ;

Im(fef ) =1Imy.
o Deuxiéme solution
On démontre en cours que :
Kerf" = {Irn_p"]l etdonc Imf = {Knr_r‘}ll.
Ainsi a partir de Ker (f o [*) = Ker[" on obtient, en prenant les orthogonaux des deux
membres :
Im(fof*)" =Imf™ c'est-a-dire Im(fesf*)=Imyf.

2]. Il s"agit ici de retrouver, dans un cas particulier, le résultat classique qui donne que, pour toutes

matrices A et B de MpiR), AB et BA ont méme polyndme caractéristique. La solution doit
évidemment étre adaptée au contexte particulier o B = "A.

On suppose maintenant que E est 'espace B"™ muni de sa structure euclidienne canonique :
la base canonique & est orthonormale. Etant donné A € .U,(R), on considére [ € F(E) tel que
maty [ = A et onaalors :

fAA =maty fof , A'A=matyfof".
Puisque ces endomorphismes sont symétriques, ils sont diagonalisables : leurs polynémes
caractéristiques sont scindés dans B [x] et I'ordre de multiplicité de toute valeur propre est égal
a la dimension du sous-espace propre correspondant. Le probléme revient donc a prouver que :

pour tout réel A, dim Ker (fo f* = Adg) = dim Ker [ o f = A ldg).
Notons d’abord que, d'aprésle 1), rg ([ o f) =rgf =rgf" =rg(fof") donc:
dim Ker (f” o f) = dimKer (f o )
la propriété annoncée est vraie pour i = 0,
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Supposons maintenant & = 0, puisque [~ o f et f o f* sont symétriques, on a alors :
Ker (f* of — Aldg )  [Kerf* o f]" = [Kerf]"
et Ker(fof" —Aldg)c [Kerfof*] = [Kerf]" =lmys
Or on sait que [ induit un isomorphisme & de [Eer_,r'] 'L, supplémentaire de Ker f, sur Im f, on
obtient donc pour tout x & [I{er_,r]l :
xeKer(f"of-Aldg) <= [ ofix)=hx
= P(f o fix)) =rdix)
= fof"(®ix))=rdix) car¥ye ( Ker_fr.ﬁll'[yj = fly))
— Pix)e Ker Irjn_f' —hIdg].
Il en résulte que :
& (Ker (f*of —AIdg)) =Ker (fo " — rldg)
et, puisque @ est un isomorphisme :
dimKer (f* o f — »Idg ) =dimKer (f o f* — A 1dg ).
Finalement, la propriété annoncée est vraie quel que soit h e H.

Soit A une matrice réelle symétrique positive dont les éléments non diagonaux sont stricte-
ment négatifs,

) |21 |
AXx= ( : ) e My 1(R) on associe la matrice (X| = | ) € My (R
Xn EN
1) Montrer que " |X| A|X| = "XAX.
|
2) On suppose quiil existe X = | : | =0 telle que AX = 0.
()
a) Montrer que tout Z e A, (R), "ZA|X| = 0.
b) Montrer que x; # 0 pour tout i e I1.nl.
¢) Montrer que rgA = n— 1,
3) Soit Ay = minSp A.
a) Montrer que rg (A — Aln) =n—1.

X
) = () telle que AX = X et Vie [1.nl, x> 0.

X

b) Montrer qu'il existe X = (
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1) Posons A = [ay;], on obtient pour tout X & M, 1(H):

n
'.W:Zu.:.::;‘!+2 z £l X
i=1

1<t
Il

dong "IX] AIX =Enif,~.'f+2 Z agy |l [x]
=1 =iz

et fxax — '|x) Alx| =2 Z g xx — x| ] )
I=sijsit

Puisque chaque a;, (=}, est négatif, on en déduit :
XAX - "|X] A|X| = 0.

2] a} Des que Ton dispose & une forme bilinéaire symétrigue on d'une forme quadratique positive, il
est bon de se souvenir que linégalité de Cauchy-Schwarz est valable.

A étant positive, 'inégalité précédente 'écrit :
0= "X A|X| = "XAX
donc AX =0 donne ' |X| AlX| =0,
Or, d'aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a:
VZe Mo (B, (12aX])° = ('2a2)(F1x] AlX])
donc :
"ZAX| = 0.
b) La relation précédente étant vraie quelle que soit Z = M, (), on en déduit A |X| = 0, ce qui
s €crit :
Yie [1.all, ai | =— Z ey j '.:'Jl

J=1

=

Done, 8°il existe i £ 1. n]l tel que x; = 0, on obtient :

E iy | !A'Jl =)
J=1

TEl
et, puisque les ag;, i » f, sont < 0, il en résulte :
Wie [[1.nf «:E}. ag |1_'|;i =0 puis x=0
et finalement X = 0, ce qui est contraire a 'hypothése,
En conséquence, on a xg= 0 pour tout i< |1, n).
) M, B estidentifié 2 BY par isomorphisme canonigue et on note encore A l'endomorphisme
de B" dont la matrice, dans la base canonique, est A.
Soit H hyperplan de B™ d'équation xy = 0. D'apréslebl,ona KerArm H = -{ﬂ} ,donc:
dim KerA = 1 cest-2-direrg A = n = 1.
3] a} I 51 om se laisse guider par énoncé, il est vraisemblable quiil faut ici appliquer le résultat du 2) &

la matrice B = A = Ay fn ¢¢ qui nécessite de commencer par prowver que B est positive.
Omn sait que A est diagonalisable dans le groupe orthogonal, ¢’est-a-dire qu'il existe P e Uy{R)

telle que :
‘PAF=D=diﬂgfh| yoroae ..i'l.||].

Chapitre £, Espaces préhilbertiens - Espaces euclidiens - Coniques - Quadriques - = 223



Pour tout X & My (R), posons X = PY donc ¥ = 'PX. On obtient alors :

n
(XX = 'YY et 'XAX = 'm?='£mﬁ
=l

n
donc 'XAX = Ay Y _ uf Cest-d-dire 'XAX = Ay 'YY soit aussi ‘XAX = A; XX,

(5]
Ceci s'écrit :

VX & My (R, "X[A—NMIn)X=0

et on a done vérifié que la matrice symétrique réelle B = A = Al est positive.
En posant B = [b:-j_] pour i=zjona by = ay; < 0, le résultat du 2) s'applique i la matrice B:ona
rgeB=n-1.

Or, puisque h; est valeur propre de A, on a aussirg B= n — 1 d'ot finalement rg B=n— 1. Le
sous-espace propre Ker (A — Ayl ) est donc de dimension 1.

n
b) Soit Y= | © | unvecteur propre de A associé  la valeur propre k; : Y € Ker B, {ﬂ}
Un
Daprésle 2)ona Vie [1.nl, wr=0et BY = B|Y| =0.
Ainsi, en posant :
X]
| B [
Xn
c'est-a-dire
¥ie [1.n], 2 = ||,
onaX#0et (A= k)X =0, donc X est vecteur propre de A associé a la valeur propre A, et
vérifie de plus:
Vie [1.nl, x = || > 0.

@ Endomorphismes symétriques positifs
Ex. 10

I
Soit M = (::“ ;;!1 ) une matrice symétrigue réelle positive, les blocs M, et M. &tant carrés
1 2

d'ordres respectifs ky et k; .
Montrer que, pour X e B, MgX =0 = M X =0.

Comment traduire la positivité # au moyen des valeurs propres ou avec la forme quadratique
associde §

Il n'y a pas de lien simple entre les valeurs propres de M et les blocs My . My . My, il est donc
plus judicicux de s'intéresser a la forme quadratique associée.

Avecn =g + ky,onaMe Fh(R)let tout Ve R" s'éerit

Va (ﬁ} avec X e H"“‘.‘r’e il
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Soit @ la forme quadratique sur B” canoniquement associée d M, le caleul donne

dvi=('x 'y) (M“ My ) [x}

XM X + TYMaY + SYMIX + XMy Y
My My ¥

M X+ VMY + 20 Y X
Les matrices My et Mz representent chacune une restriction de la forme guadratique &, elles
sont donc également symétrigues positives,

Supposons MpX = 0, alors la positivité de & donne :
¥y e B, 2'vMyX + "YMuY =0

done Vil e BY, el que || U] 20, on a pour tout ¢ & & :

2t TUM X + 7 TUMaL = 0 (o ona posé ¥ = )
La matrice My étant positive, on a soit ‘UMa U = 0 soit "UMU s 0
e pour ‘UM = 0, la condition ¥t e 8, 20 'UM X = 0 donne "UM X = 0;
& pour rLE'lri_: [F = 0, la condition Yée B, Q:IJL'M]K + 1 ':l;‘!l.d'.‘g{.' = [ donne encore r!'_.'Ml.ﬁ.' =l
sinon le polyndme § — 2 LUML U + 2t "UM,y X aurait deux racines distinctes et prendrait donc
des valeurs strictement négatives,
Finalement, on a VU e B5 1 {0}, "UMX = 0 d'ois My X = 0.
501t A et B dans M, H), A symétrique definie positive : A e S3°(R), et B symétrique :
Be 5qp(H).
Montrer gque AB est diagonalisable,

B

A étant définie positive, c'est la matrice dans la base canonique de B" d'un produit scalaire ¢.
On peut alors chercher & réduire dans le groupe orthogonal de {R™, ) la forme quadratique de

matrice B dans La base canoniguee,

Classiquement, A, (B} est identifié 4 B™ par isomorphisme canonique.
Puisque Ae 8" (R}, application ¢ : (X, ¥} "XAY est un produit scalaire sur &". 3, désignant
la base canonique de R", on a:
A= mats ¢,
Soit alors @ la forme quadratique sur B" définie par:
WX e B QX = "XBX
0o a:
= maty Q.
Motons E l‘r_'.'.paﬂ: euchidien []'-E" i ¢] » on sait quiil existe 1 base orthonormale de E formdée de
vecteurs propres de lendomorphisme symétrique de la forme quadratique Q. En notant P la
matrice de passage de @, 47 :
P=maty Ve GLalE)
11 A H.I('I-f:‘i-:
mat Q = ‘PBP = D ol D est diagonale

i . . .
el m];ttn; = "PAP = In  <ar 1V est orthonormale pour le produit scalaire <.

Oin abtient ains -
Aslplpl  plaplp pg=iplpp-t
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donc A~'B = PDP~! ce qui montre que A~ 1B est diagonalisable.
Il reste alors & remarquer que A~" est également symétrique définie positive, et appliquer le
résultat ci-dessus au couple (A", B) pour obtenir que (A™") " 'B=aABest diagonalisable.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et G un groupe fini d’automorphismes de E.

Montrer que si F est un sous-espace vectoriel stable par tous les éléments de G, il existe un
supplémentaire H de F qui est également stable par tous les éléments de G.

Dans un espace euclidien si un sous-espace vectoriel F est stable par un automorphisme or-

thogonal u, alors F- est également stable par u et - est bien sir un supplémentaire de F. La
question sera done résolue si nous définissons sur E une structure cuclidienne telle que GeOUE),

E étant muni d'un produit scalaire (x, y) =+ x - y choisi arbitrairement, on obtient un autre
produit scalaire en posant :

Yix yhe EZ, l:xi y'} = ZQM - glyh.
e Lr

En effet, cette application (x, y) = {x | y} est visiblement bilinéaire symétrique de par les pro-
priétés de bilinéarité et symétrie du premier produit scalaire, et la linéarité des éléments g de G;
et, de plus, pour tout x e E {D},unn :
{:x|x}=x-x+ E gix)-gix)  donc {xlx}'&x-x:-ﬂ.
ge G {lde}
| On a utilisé qu'en tant que sous-groupe de GLE), G contient ldg .

Puisque (G, o) est un groupe, pour tout ue G, Mapplication g—» g o u est une bijection de G sur
lui-méme dont la bijection réciproquie est h — h < u™'. En conséquence, on obtient :

Yixyle E* {uf.ﬂi u[y]} = Zgu ulx) - go uly)

= {x|u).
Ainsi u est un automorphisme orthogonal de I'espace euclidien (E. (- |-}) et, puisque F est

stable par u, H = F* I'est également.
Finalement, H est un supplémentaire de F, stable par tous les éléments de G.

S5oit E un espace vectoriel euclidien, dimE = n= 1, [ et g deux endomorphismes de E.
On note C(E) le groupe orthogonal de E.

1) Montrer que f o f* = go g* équivaut a l'existence de ue 0(E) tel que g=f o u.

2) On suppose fof* =gog". A guelle condition nécessaire et suffisante, portant sur rg f,
existe-t-il ue C(E), unique, tel que g=fou?

1) a) Sig=fouavec ue CIE), alors u™ = u ! donc :

gog =foucu’f" =fof",
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b) Pour la réciprogue, il faut construire u & OUE) tel que g = f o w. Or un endomorphisme w de E
est orthogonal si et seulement si il transforme une base orthonormale en une base orthonormale.
11 parait done plus judicieux d'introduire une base orthonormale formée de vecteurs propres de
'endomorphisme symétrique [ o [* = ge g°.

¢=fof" =gog" est un endomorphisme symétrique positif. Il existe donc ® = {ﬂ} Lo e py DASE

orthonormale de E telle que :

matg ¢ = diag (Ay.Ag.. - - - An) avec Vie [L.nl A =0.
La base @ étant orthonormale, on a :

mata ¢ = [{er|¢(e)}].

Or:
(ei| @ley)) = (et | Fof (eg) ) = (£ (&) [/ (1))
et de méme :
{ei|ele)) = {a" () | " (2]}
donc:

Wi pe KL i, (o) |1 (&) = (9" (@) | " () =M.
On en déduit que les deux familles (* (e} ), et (g"(e)),_ ., sont orthogonales avec
vie tLab | (e)] = o (e)] = V&
pepen € (1), bases orthonormales de E telles que ;
Vie [1.nhf (e) =vhiel et g (e) =vhiel.
Soit alors ue O(E) tel que Wie [1.nl, u(ef') = &, on obtient :
Vie [1.nl.g"(e1) = viiu"'(el) = u" (Vhie) = u" o (&)

doncg* =u”of* puisg=fow

et il existe done (f)

2) a) SirgS = nalors [ est inversibleet f o u = f o rdonne u = v, Dans ce cas, le probleme
admet donc une solution et une seule.
b) Sirgf<monargf e =n—1doncl'unau moins des ki est nul, par exemple hn = 0.

Alorssi (ef), o (&), ., est un couple de bases orthonormales telles que::
¥ie [L.nl.f"(a) = viiel . g"(e) = vhi eff
enintroduisant la base (e]"),  tellequeVie [1.n— 10, &" = ' et &’ = —eff ,on a encore:;
Yie [[1,nl, g'l:e'.']n = /hjel" car kg =0.
Donc 'endomorphisme orthogonal v tel que:
Vie [1.nl, vie") = ¢

vérifie également g = f o v. Ainsi le probléme admet, dans ce cas, au moins deux solutions
distinctes.
En conclusion, le probléme admet une solution unique si et seulement sirg f = n.

I Noter que, moyennant lhypothése f o [~ = ge g". la condition rg f = n équivaut a rg g = n.

Soit Ce M,,_y1(R), Be 5" (H) (ensemble des matrices symétriques réelles d'ordre n — 1,
1 ='c
B

Montrer que S est symétrique, définie-positive.

définies-positives), A = ( ) e Ma(R) et 5= ‘A
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Quelle que soit M & M (R), la matrice MM est symétrique, positive. C'est 13 un résultat bien
connu et trés fémentaire puisgue sa justification tient &
rl{rhﬂri':l = "MM

o -

WX e My g (R, CX IMMX = | MY [F =0
{on utilise la norme euclienne canonique sur B identifié a M, (R,
Le seul vrai probléme, dans exercice proposs, est donc de prouver le caractére défing de la
matrice 5.

Montrons en premier que 5 = "AA est symétrique, définie-positive si et seulement si A est
inversible.

= En supposant S définie-positive, on obtient :
WX e Mo (B 'XSX =0 = X=0
donc, puisque 'XSX = || AX 1%, cela sécrit :
YXe M 1R AX =0 = X =0.
Donc A est inversible,
« Ensupposant A inversible, on sait déji que S est symétrique positive, et pour X e 4, (R {{I},
on a AX 20, done :
'XSX = [|AX [ = 0.

Ainsi S est symétnique, déhnie-positive,

Pour la suite, My (H) est idemifié 4 H" par isomorphisme canonique et nous convenons

d'utiliser la méme notation pour représenter une matrice de n(R) et lendomorphisme de B
qui lui est canoniquement associé,

Le probleme est ainsi ramené a prouver que Eer A est réduita {01,

Soit X = (? :] e R e R YeR"! onaalors:

¥~ CY =0 Xy = 'CY (1)
Xe KerA < =

O+ BY =0 C'CY+BY =0 {(2)
De (2), on déduit Yooy + 'yBY = 0, cCest-i-dire avec 'Y = fyo = {C| '!r'} { produit scalaire
canonique sur B 1)

2
(e ¥)" + 'vBY = (3
sachant que B est positive, ona 'YBY = 0 donc (3) nous donne :
(c|y)="yBr=0

puis, sachant que B est définie-positive, ' YBY = 0 fournit ¥ = 0 et avec (1), il vient x; = 0 donc
X =10
On a ainsi prouvé que Ker A = {0} donc que Ae GLn(H) et que Se S5 (R).

_r Racine carrée d'un endomorphisme symétrique positif

' Soit 5Y(E) l'ensemble des endomorphismes symétriques positifs d'un espace vectoriel eucli-
dien E.
Montrer gue pour tout fe SYE), il existe g e SYE), unigue, tel que g =
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L'espace E est somme directe orthogonale des sous-espaces propres Fy , - - -, Fpde f.

51 g est solution du probléme, chaque Fj est stable par g et, en notant gj et i les endomorphismes
de Fy induits par g et | respectivement, 'équation 92 = [ se raméne aux péquati-unsg? = fi ol
[i est une homothétie,

» Envisageons d'abord le cas oi f est une homothétie x — hx.
La positivité de f se traduit par A = 0.
Tout endomorphisme symétrique, positif, g de E est diagonalisable et ses valeurs propres
1. - - jap SONE positives

¥ie [1.pl, pi = 0.
= Analyse
Supposons que g° = f. Alors pour tout { € [1. pll, soit x; vecteur propre de g associé i la valeur
propre i, 'égalité g”(x) = f(x) devient pixi = hx d'olt on déduit successivement uf = A
(car x; #0), puis g = /A (car py == 0 et A = 0). Ainsi l'endomorphisme diagonalisable g admet
une seule valeur propre : v/, c'est donc I’homothétie x — v\ x.

| On vient de montrer gue I'équation g° = [ admet au plus une solution dans *(E).

» Synthése
LChomothétie g : x+~ +/dx est un endomorphisme symétrique, positif, car vk = 0 et il est
évident que g° = f. C'est donc l'unique solution du probléeme,

B
o Cas général : E=$Fﬂ. Fi = Ker (f — M 1dg ).
i=1
La positivité de [ se traduit par:
Mie [1.pl, h =0,
» Analyse
SUpposons que g° = f avec ge SHE),
Onaalorsgef=feg= g‘a donc chaque F; est stable par g. Notons f; et gy les endomorphismes
de Fi induits par f et g respectivement :
» [i est 'homothétie x — kix;
#» gi est un endomorphisme symétrique positif de F car Vix. yie Fi:
(90 |y} = (gl |y} = (x| glw)} = (x| git))
et {m{x} |x} — {g{x! |x} =0;
«gi = ficarVxe E, giix) = g*(x) = flx) = filx).
D'aprés I'étude du premier cas, g est 'homothétie x — i x.

On sait qu'un endomorphisme de E est entierement défini par ses restrictions aux sous-espaces

supplémentaires Fy . - - . , Fp, donc I'équation ¢° = f admet au plus une solution dans S*(E), il
s agit de 'endomorphisme g de E dont la restriction i chaque F; est 'homothétie x — /i x.

» Symthése
Soit ge F(E) défini par :
Yie [[].pl],gm e A X
Dans une base orthonormale 24 adaptée a la somme directe orthogonale :

P
E=EPF
=1
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la matrice de g est:

Yt 0
G= : )

(0] VAp Im,

G est symétrique (car diagonale) positive, donc il en est de méme pour g et G° = matg [
donne g2 = .
En conclusion, 'équation proposée admet une solution et une seule,

Soit E un espace vectoriel euclidien et (e),_ _ une base de E.
Pour tout x de E, on pose :

fix) = Z {ex | x)ex.
k=1

1) Montrer que f est un endomorphisme, symétrigue, défini-positif de E.
2) Montrer U'existence d’'un endomorphisme g de E, symétrique, défini-positif, et tel que :

g =5

3) Montrer que (g{e:}) A est une base orthonormale de E.

1) = Lalinéarité de x = { ey, | x} donne celle de I"application f.
» La symétrie correspond i 'égalité des applications :
¢ e (x| et b lxw— {fly]x)
et, puisque celles-ci sont évidemment des formes bilinéaires sur E*, leur égalité équivaut 4 :

Vit e 11, nl®, ¢le . g) =ble.g).
Formons :

olerg) = {f(e) [ @) = 3 (o | er){ex ] o)
Her.) = {r(e) | ) = 3 (e | ) ex | )

I"égalité est claire et on a done @ = & c'est-a-dire que [ est symétrigque.
s La positivité est évidente puisque :

Vxe E, {fix)| x) ni (e | x}a.
k=1

» Ensupposant (fix)|x) =0, 'expression précédente montre que :
Yie [1.nl, {EH:} =0 donc xe E*
et, puisque E- = {0}, il vient x = 0. L'endomorphisme symétrique [ est donc défini-positif,

2) S~ est également symétrique défini-positif, ce qui assure |'existence et 'unicité de ge #(E),
symétrique, défini-positif tel que ¢* = f~! (voir I'exercice précédent).
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3) Pour faire le lien avec les données dont on dispose, on peut penser 4 observer quune base
(1) (= er, 3¢ E st orthonormale si et seulement si :

L
Vx e E.x=E (| x ).
I:I

Par définition de f, on obtient
n i}

Ve E, f{f (x)) = Z (e | S xd)ey = Z {ex | g*(x e
k=1 i=1
dong, puisque g est symétrigue :
|
Yxe E x= Z I:gr.]'[{'k} | _q[xi:lc'k
=1
puis, par linéarité de g :

VYxe E gix)= E{ﬂ{‘”k] :giﬂ}g{r-'k].
=1

g étant un automorphisme de E, y = glx) décrit E et 1z derniére proposition se lit
L
¥yve E.x= Z {ale) | bl e ).
i=1
Posons :
Vice Il nl. afey) = w;

puisque {e), . est une base de E et g un automorphisme, () _ est également une

156 b
base, et en écrivant :
re

Wie [1.nl, w= E {uar | uguy

=1
on obtient :
¥ii e [I1. nl?, -::ui | Ly ) = By g

done cette base est orthonormale,

m_ B T . -
.

Soit A = [a;;] € Ma(R), symétrique, définie-positive : A< (R, et ¢ une permutation
de [1.nl : de &y.

1) Montrer que Z i | = Zm_.;. Déterminer les cas d'égalités,
i=1 =1

n n
2) Montrer que H A | = H“"" . Déterminer les cas d'égalités.
=1

(=}

1) Pour aborder ce genne de question, on peut chercher a interpréter vectoriellement les sommes
Fl

m
E Qi <l E i
i=]

i=]

en utilisant que A est la matrice d’un produit scalaire.
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My (HEb et BT sont identifiés par isomorphisme canonigue.
Puisqu’elle est symétrique, définie-positive, la matrice A définit un produit scalaire sur B™ par:

ViX. Yie R" x R", (X Y) = 'Xay,
En notant (e}, . labase canonique de R", on obtient :
Vie KL nll ai = [lel®, a0 = (e | eyn)-
Puisque o est une permutation de §1. r]l, il vient :
1
2
S = 3 et = 3
i1 fw]

donc:

r l 1™ )
Zﬂ” - Z Qigii} = E Z [:l!‘ﬂ”z + ||'|3n:1'lill|.E - E{'ﬁ |L:|.'r|!|:|)
=1 i=] =1
1 o 2
=§Z||e,-e,,“.l| =10 i)
i=1

et de méme ¢
Zmr+2ﬂr.”.=§Z||ur+t:r.u||2'-*ﬂ (if)

Onoa ains ;

n
E i = CLf gy f) SJE o
=1

i=1

Cest-a-dire

zﬂr.rm = zﬂil- (1)

i=1
[Yapres (i) et (i), I'égalité a liew si et seulement si :
Yie [1.nl.eypn=e1 ou Yie ll.nl, ey, = —e.
La deuxiéme éventualité étant évidemment a rejeter, le seul cas d’égalité correspond i
Yie Il nl, eqp =& Cest-d-dire o =1d.

2) Linégalité de Canchy-Schwarz nous donne :
Vie |1, nb, |“icr|é|| = |':'f-'l IE'-.rIil:I = ||ed| ”f"mil”

n fi I
H ry |ll||| = H ”‘-‘i” H _|1'-‘.1r|"||-
im] I=1 i=1

n mn

O H ||L‘,p:|'| | = H [lei|| (car or est une permutation de 1, nll} et il vient done :

j= i=]

n n
Hlﬂ.l-:rl“l H||._*;|| C'est-a-dire Hﬂmh EH”""' (2)
i=] i=1

=1

donc :

U peut supposer que, comme dans la premigre question, I'égalité n'a liew que pour o = Id et

cela revient & montrer que Vindgalité {2) est stricte pour toute permutation o @ ld.
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Supposons o Id. Alors il existe ke [1. nl tel que or(k) # k ce qui donne (e . ey ) libre et done,
d’aprés I'étude du cas d'égalité de Cauchy-Schwarz :

(o)

Envisageons alors deux possibilités :
o L'un (au moins) des a4, 1 = i = n, est nul. Dans ce cas il vient évidemment :

n
H“r-.ﬂn
t=1

et, puisque pour tout i on a ag = ||e;||* > 0, cela nous donne ;

n n
[T acoo| < [ au-
=1

i=1
= Pourtout i e [1. nll, a; 5 est non nul. On dispose alors des inégalités :

0= Iﬂkmkml < [lexl| ||‘='~|rcm[|
et Vie [1.nll {k} 0= |r1.'mr:| = |feil| ||Emrr||
ce qui donne donc :

< llewll || |

=

0=

n
Hﬂ[nm
=1

n n
< [T 0l TT llewinl]
=1 i=1

sOit aussi ¢

0=

f fn
[Taww| <] e
i=1 i=1

En conséquence, pour o # Id, I'inégalité (2] est stricte, et donc (2) se réduit & une égalité si et
seulement si o = Id.

1) Montrer que la forme quadratique @ définie sur B par :
Olx y. 2) = o +3x° — 2zx + 32"

est définie-positive.

2) Déterminer 'image de l'application :
Eyz — X e
gﬂ +3%° - 220+ 320

F:R"W{0} 2R (xyz—

1) Etant donné un R-espace vectoriel E de dimension n = 1 et une forme quadratique @ sur E,
sachant que la forme polaire d'une forme quadratique définie-positive est un produit scalaire et
que, pour tout produit scalaire, il existe des bases de E orthonormales, on retrouve le résultat
usuel suivant.

£ est définie-positive si et seulement si il existe e , . . . , €, formes linéaires sur E, indépen-
dantes, et telles que :

Q=3 .
i=1
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En observant la symétrie en {x, z), on obtient facilement
3x’ —2zx+ 32 = (x+ 2 + 2x— 2"
donc :
Wiy e B, Ol y 2) = o +lx+ 2% + 20x — 2%,
Il est alors clair que @ est positive et définie car :
Fxyzi=0domney=0x+z=0,x—z=0doncx=y=z=0,
2) [l semble impératif de simplitier le dénominateur.
Le seul fait de se placer dans une base de R* orthonormale par rapport i @ va noos donner une

telle simplification.
Soit 4 la forme polaire de Q. On munit B de la structure euclidienne associée 3 ce produit
scalaire ;
Wi vie B < BY, {u |u} = P v, || w ||2 = ul,

Une base (¢} . e}, . e} ) de R” est orthonormale (pour cette structure) si et seulement si pour tout
w=x'e; + ey + 2e, || ul* =%+ oy + 2%, donc en posant :

L=x+z |, Y=y . Z=v2Ux-2),

1{, Z . 1{, V2
x=g .1'+.:-ET ¥ HZH ,EZE(A’-ET

on abtient les formules de passage de la base canonique (e . ep. @3} 3 une base orthonormale

C'est-a-dire

(€} .5, e;). Dans cette base, on a :

Alors on sait gu'il existe une base orthonormale (€] . &5 , ey } danslaguelle la forme quadratique :

, i V2
N:L:qzy’ﬂ—T—x'z’T

s it ;

Yue B N = A’ & p!;"g +uz'’®
olonaposé u=x"e] +y e; += ey,
Les scalaires A, ., v sont les valeurs propres de

V2

vy

A= mat N= 0 2 0
e o &)

PR R | \-"E o 1

B 4

1+v3 1-+3
et, avec detiA M,«,r:ﬂ—.’f](x+ +5 )(J{+

A+1 Va—-1

W
A= — g » H=Z V= —

Dans la base {E[r] 1y OV E dong :
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va+1l VvE-1
e
_—

Avec — - 2, on obtient ;
T4+l, . T+l . . 1, P
— J_ﬂ (4 g™+ 27 = — l'":: x4 2 Uﬁﬂ 2% = 2(x" "+ 2"
done pour tout we=0:
YERS |
1 = Flu)= 2,

: Vva+1 .

En remarquant que Fley) = ——g— et Flef] = 2, on en conclut que:
_ v+l
max Flul=2 et min Flul=—
=B 0} wee B3 [0} 8

puis, comme F est continue et B° {0} est connexe par arcs, F{ B 1 [0}) est un intervalle
de B, et Ainalement -

3. B ERTE T
F{Ro}) = |——5— 2|,
19 N
SoitAa= { ‘?é f ) une matrice symétrique réelle, définie-positive écrite par blocs, les blocs
4]

i Ay et As étant carrés, Montrer que ;

| det A = det Ay det Ag .

Pour obtenir des informations sur le déterminant de A en fonction de ceux de Ay et Ag | il parait

nécessaire de réduire A par blocs. En particulier, si une matrice A € Aln(R) est symétrique,

définie-positive, c'est la matrice d'un produit scalaire, donc il existe P e GLA(R) telle que
‘PAP = I,

Par h].rp-u'll'u":ﬁt. onaAe 5 (E) (ensemble des matrices symétriques réelles d:"ﬁniq'ﬁ.-rm:iil:fﬂw:l,
Ay e MpiR) el Ag e MlgiRlavec p+ g =n.
Notoens d'abord que A; et Az sont symétrigues, définies-positives,
En effet, si ® = (&) .
quadratique définie-positive. Alors, en posant :

F = Vect (&) pcien C6 G = Vect {e;

st la base canonique de B", on a A = maty g ot g est une forme

pe 1 e

A est la matrice par rapport 4 fip = {c-f]-]. p de la restriction g de g & F et Ag est la matrice
par rapport By = {&) , de la restriction gg; de g a G. Le caractere défini positf de g se
transmettant évidemment aux restrictions g et ;. on obtient gque Ay et A; sont symétriques,
définies-positives.

el

En conséquence, il existe Py € GLpiH) et Py € GLyglH) telles que:
rF|A|F| =Ilp «f ngﬂgpg =1.
{On obtient alors :
(’F. i }(.ql E}(Pl ﬂ)=(‘P]A]P] ’ﬂBﬂi)=( Ip Bl)
0 'mJVIE AS\0 Py ‘P 'BPy  'PyAsPy 'B, Iy
Ol 00N a posé !

B = 'BRER.
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Avec P = (F' D:]n-na:
LI L

0 F

_—
Pe GLn(#)  {avec P l=( : ﬂ1)1
2

o sz i B . . e ..
et lidentité A" = ( .;] L: ) = "PAP montre que A' est également symétrique définie-positive :
A’ e SR
En effet, A et A’ sont congruentes, elles représentent donc la méme forme quadratique g, Plus
précisément, si P = maty, 3’ alors A’ = maty, g.

I —K . . I B
Posons alors V = ( P 1 ), onaVe GLu(R) (avec v = ( oM
0 I 0 Iy

at=tva (B B (B )= (T 0 )
ﬂ Igr— ’HEHI 'D Iq 'D jr‘— rE]HI ’

Comme précédemment, de A" = "VA'V on déduit que A" & 83" (R), puis que :
f.ql - IB] B]_ L5 SE‘[E:'.
1l est bien connu que ‘BB & SR (en effet, en utilisant la norme euclidienne canonique

sur BY identifié & M, (R), on a WX & M (R), 'X'BiBi1X = | 51X |2 = 0), donc 'By By est
orthogonalement semblable a :

}. et on obbient @

diag (hy.--. . Ag) avec ¥ie [l.qgll, x=0.
Alors Iy — 'By By est orthogonalement semblable & diag {1 — ;. - .., 1 — &y} et puisque cette
matrice Iy — 'By B, est définie-positive, ona ¥ie [1,gl, 1 — &; > 0 d'oi finalement :

Wie [l.gl.0=hi=1 et 01— hy=1.
{On en déduit :

q
det A" = [J 1= hee ]0.1]
jal
ordet A” = det A’ = det A - (det PF*, est-a-dire -

det A

o ) ‘ :d_
detA” =detA- (detP) (detPy) = qor—gem

done det A" = 1 donne :
det A = det A; det As.

Soit A = ['ﬂ!_[]].;j_ J=n et B = {bu]
positives.
On pose Ay = [ay],.., jen BB = ib”IE--i_r’-an :

bei jen deux matrices symétrigues réelles, définies-

1) Montrer gue :

detiA+ Bl _ detA . det B
d[.,.t.[,q1+51]|' detA;  deth)

2) Déterminer les cas d'égalité.

1) Drans B" rapporté i sa base canonique € = {l:-‘[]l L i les muatrices A et B sont assocides 3 des
formes quadratiques g4 et gp détinies-positives. On a alors :

A+ B = mate (qa + g5
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et comme il est clair que la forme quadratique gy + gg ot déthnie-pasitive, il en est de méme
pour la matrice A + B. Ainsi

A B A+Be 5*H)
De méme, les restrictions qa g et qpq dega et gga F = Vect |:_L";g R .{’.lz}l somt des formes
quadratiques définies- positives ainsi gue leur somme g 4G R 1 «Jeurs matrices Ay By et Ay +8)
T ol I Baase [{1.:".:!-. . sersl oo l,'gi||q'111-,'11l défimaes [Hhil'l\.'l,'.-., Clest A i Cjuiee

Ay By Ay +Bre 5;' 1|E|-

» Remarquons d'abord 1.|1.l|1L]1 e réduction par congruence de Ay permet d'effectuer une réduction
par blocs de A

En considérant une matrice Pe GL,,_ (&) telle que "PA; P = D, avec D diagonale, et en écrivant :
. [ a Iﬂ]
Ly M
ae W, Lye My, H) onobtient :

=[o sl mllo ol=[a 3]
0 ‘pll', allo p 't D

oll on a posé Ly = LaP, puis en utilisant gue D est inversible (tout comme Ay}, et que
TD—I — H_l
1e

ﬂuzll LD ‘Hu Lj,lH 1 0 ':[n-quﬂ L, 0
1 I ey opll-p 'y 1) 0 D

1 0 1
GLA(R), V = [
g plEE oL, 1,

"WAW = A" : A est congruente a la diagonale A",

Ainst avee U = [ b ] € GLpi®)et W=0V,ona:
1

Avec det U = det P ¢t det V = 1,1l en résulte en particubier :
detiA” = (det P)° det A

¢'est-a-dire :
det [
detA= {a—- LD VL) ——— = [a - LD VIL,) det A
[ A .1] [dF:tF‘IE [ u .-11.' 1
Ou Encore ;
det A
LILL:I.;'::M =a-LyD “L:i-

s Ensecond liew, remarquons gue puisque A est définie-positive, A; et By sont simultanément
congruentes a I,y et 2 une diagonale I c'est-d-dire qu'il existe Pe GLA(R) telle que
‘PAP=1, et 'PBiP=D=diag(B Pz Pnl
done :
‘Play+ B P=A=diag{1+ P 14+Pa. -« 1+ Pa).

L s L .
Un pose A = [,D ﬂ].H: [‘ ! H]ﬁ-_'r.' gui donne :
La Ay Lp B

Avo=| "L::?L” i?:;f:]
puis, avec L)y = Ly P, Li; = LyP et L)y + Ly; = {La + Ly} P, le calcul du premier point donne ;
det A P
det A, == bala
det B - b LD L
det By
detlA + B)

————— —at+ b= Ly + L AT L L),
llELI::ﬂI+L'F;|}I I:."I. Ii:] | Ly H':l
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Posons maintenant Ly = (x). - -+ . x,_1) etLg = (Y1 . - - - - Yn—1)» on obtient :

det(A + B) detA detB x¢+y¢]
b =zr?zl z{

det (A) + By} detA; detB 1+p
_Z ﬁ] 1 yﬂ 3 E,t‘gy!
1+E[ ﬂ: (1+p4) YT

2
1 L
- 1+ (nu"E \.ﬂ’rﬂ_'i)

I Remarquer que les By sont strictement positifs puisque, par hvpothise, By est définie-positive.

La conclusion en résulte :

detiA + B) det A det B

det (A +B,)  detA;  detBy

2) Le calcul précédent montre que les cas d'égalités correspondent a :
Vie [1.nl, yi = Bixy C'est-a-dired ‘L= D'L].
Avec L) = LyP, Ly = LgP et D = 'PB; P, cette condition équivaut i :
‘Lp=BiP'PLy
soit encore, puisque ""‘l_l = PP, &:

=01t =1
EI Lﬂ=A] L‘ql-

Soit A et B des matrices symétriques réelles définies-positives :
(A Ble S5*(R)?,

o et B des reels positifs tels que a+ p = 1.

Montrer que det(aA + BB) = (det A" (det BIP,

Lorsque 'on dispose de deux matrices symétriques réelles, N'une étant définie-positive, il est
souivent intéressant d'observer qu'elles sont simultanément congruentes a In et i une diagonale.

Notons e = (e}, . la base canonique de R". Puisqu'elle est symétrique, réelle, définie-
positive, A est la matrice par rapport 4 e d'un produit scalaire ¢ sur B" et nous notons E I'espace
euclidien ainsi défini : E = (R". ¢).
Dans un tel espace, il existe au moins une base orthonormale & = (er),_ _ - done, en posant
U=mateona:

&

matg = In = 'UAU avec U e GLn(R).

Posons alors By, = 'UBU. 11 est immédiat que By est encore symétrique réelle ('By = By)
définie-positive car X € My, (R)\ {0} donne UX 20 et donc :

‘XB X = HUXIBILUX) = 0.
Alors on sait qu'il existe V € OnR) telle que :
vigv="vByv=D
ol D =diag (A, -« .An), Ay, -« - L hn étant les valeurs propres de B, .
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Remarguer que Ay . - - - . An ne sont pas les valeurs propres de B sauf si U est orthogonale,
cest-d-diresi A = In.
On obtient donc :
HUVIAILVI =1 et "(UVIBIUV) =D
sO1t auss :
A='PPetB="PDP avec P=(UV) !e GLa(R).
En conséquence :
det A = (det PF*, det B = (det P)* - det D
et, pour tout (o, Bl e RZ:

ft
detiaA + BB) = (det P)* det | o In + BD) = (det PY* H{u: + BAg).
=]
La fonction én étant concave sur B}, sachant que les h;, 1= i = n, sont strictement positifs (car
By est définie-positive ), pour tout (o, Bl e R tel quea+PB=1lona:

o +Bh) = ainl +pdnk;

donc :
a+Bhi=rb
puis :
Ft
det(nA + BB) = (det PF* [ [ Y.
i=1
i
det B detB |
Avec H hi=detD= 5 = + il vient finalement :
= (detpy®  detA
det(ad + BB = (det AV Bidet BP
¢'est-a-dire detlod + BB) = (det A (det BP,

Soit A, B des matrices symétriques réelles positives d'ordre n :
(A.B)e SH(R).
Montrer que :

1 1 1
{dumi + E]} n = {det A" + idet B)n ii)

Dians le cas particulier ol 'une des deux matrices A ou B est définie-positive, elles sont simul-
tanément congruentes i In et 4 une matrice diagonale.

Dans le cas géndral, on peut observer que toute matrice symétrique, réelle positive, est limite
d'une suite de matrices symétriques, réelles, définies-positives.
« Supposons l'une des deux matrices, par exemple A, définie-positive. Alors comme dans
I'exercice précédent, il existe P € GLn(R) telle que :
A='PPetB= "PDP avec D=diag(hy. -« .An)
ol les ki sont positifs ou nuls.
On en déduit :

1]
det A = idet P, det B = idet P¥ H A

i=1
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clavec A+ H= rP{Iu +DP:

n
det(A + B) = (det P)? det (In + D) = (det P/* [ {14 4).
f=1
Puisque idet P = 0, l'inégalité () annoncée est alors équivalente 4 ;
i 1 n l
[T{vengm =1+ []ar. (i)
f | i=1

S I'un des h; est nul, (i) est vraie donc (i} ['est également.

On suppose maintenant ¥ie [1, nll, ki > 0, alors (i) équivaut a:
L1}

1% fn m)

i

1

ﬁzl’n fl+i~.;} Bin[l+¢-rﬂ (=1
=1

clest-a-dire -
] Fu
L% kg

mn

1 gy ]

a E i (1 + o ) = {n (1+:. i ) (i)
=1

I Linégalité (ifi)} ressemble fort & une inégalité de convexité,

Introduisons la fonction [ : x— @ {1+ "), [ est de classe C™ sur B avec :

: e* ' e
Jix)le —s et flix)le ———y
l+e (1+e%)
done [ est convexe sur B et pour toute famille l,’_x] oo ook ) de réels, ona
1 il 1' L3
! (E E) =52 ()
i=1 i=1
C est-a-dire
i
1%
Ly

in {1 &

X n
i=] t} = %Zln[l+£ '}I.
=1

1l suffit alors de substituer fn A; & chaque x pour obtenir (i), et, par équivalence, on en déduit
que (i} est vraie.

« Siaucune des deux matrices n'est définie-positive, considérons la suite (Ag), . de terme
général :

1
i't&=.|q+ EIn.

[l est immédiat que J;]i.m A = A et gque chagque Ay est symétrique réelle et définie-positive car
b o

pour X € My, g (R) {ﬂ},und:

1 1
XX = XAX 4 200 = 2| X|F >0,

|
| X ( '.’r..'..'-'i_:l 2 g5t la norme enclidienne canonique sur Mg 1 H L

[Yaprés la premiére partie, on a done :

1 1 1
= (det Ag) ™ + (det B} " = (det Ay ) (i)

=]

Vice ", {det (A + E])
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Etant donné que l'application det est continue sur Mn(R), ona:
lim det(Ax+B)=detlA+B) et lim detA, =detA=0,

k—ss00 K=k

1
et puisque x — x N est continue en 0, on a:

1 1 1
lim (det(Ac+B))" =detiA+B)" et lim (detAy)™ = (deta)

k—beno I T
En passant & la limite dans (i) on obtient dong :

==

= 0.

1
(detiA+ B} " =0

C'est-a-dire :
] 1 1
(detia + B))n = (det A)T +(det BIT,

On note E l'espace des matrices symétrigues réelles de taille n : E = SqiR).

1) Pour (A, Bl e E*, on pose A= B si et seulement si la matrice B — A est positive. A-t-on
défini une relation d'ordre ?

2) Montrer que, dans E, toute suite croissante, majorée au sens de =, converge.

1) Pour caractériser la positivité d une matrice symétrique réelle, on peut utiliser ses valeurs propres
ou une forme gquadratique associée. En général, on ne dispose pas de lien simple entre les valeurs
propres de A et B et celles de A = B. Alors que si A et B sont les matrices respectives. de formes
quadratiques g4 ¢t g , dans une hase B d'un B-spacevectoricdl E,ona A-B = rr.:n;t. I{q_,q, - qﬂ].
La seconde méthode de caracténsation des matrices symétrigues réelles positives parait donc
étre ici la plus judicieuse.

Rapppelons, de plus, quune relation d'ordre est une relation binaire, réflexive, anti-symétrique
et transitive.

Etant donné Ae E, notons g, la forme quadratique sur B" canoniquement associée 3 A, ¢'est-a-
dire que A = n%at ga 00 Fn désigne la base canonique de B". Alors A est positive si et seulement

51 g4 st positive et la relation A = B se traduit par gg — g4 = 0.

La forme quadratique nulle est positive donc, pour tout A€ E, ga — g4 = 0, C'est-i-dire A = A,
La relation = est réflexive,

Soit A et B dans E telles que A= Bet B= A. On a alors g4 = qp ¢t gg = g4 donc g4 = g puis
A = B. La relation = est antisymétrigue.

Enfin, soit A, Bet Cdans E telles que A= Bet B= C. D¢ g4 = qp ¢t gqg = g¢ , on déduit g4 = q¢
donc A = C. La relation = est transitive.

2) Soit {AF}EN une suite croissante de £, majorée par M € E. On note gp = qa, .

(qp}peh est une suite de fonctions réclles dont on va commencer par étudier la convergence
simple.

Pour tout X € R", on a g, 1(X) = gpi(X) car Ap = Ay, donne gp = gp,) , et gplX) = qu(X) car
Ap = M donne gp = gy .
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Ainsi, pour tout X & R", Ja suite réelle (gp(X}) _, est croissante et majorée. Donc elle converge

¥
€t on pose ;
Xi= lim Xk
ql p_u__t‘q'n ¥

B ®
. PN

La fonction g : X— lim gpiX) est limite simple sur R™ de la suite {gp)
P—r-l- .
Montrons maintenant que g est une forme quadratique sur B,

Pour p & M, soit By la forme polaire de g :

1
VIX. Yie B" = B BplX, Y1 = "XApY = 3 (gplX + ¥) — qplX — Y1),

Pulsque {qp}pt_ ., converge simplement sur K" vers q, on obtient ;

1
VIX.Yie B" xB", lim Bp(X ¥)= ﬁ{q{x+ Yi—glX—Y)),

Fl—i--l-'_\_

o qLIj prouve la CONvergence Si]'l'I'F'IE' LT E" « B" de la suite dupplicntiuns [-BP»:I;I_'H VTS §

1
B : (X Y) -E[f;tx+}']-:;[x - ¥}

Par passage 3 la limite, B hérite de la symétric et de la bilinéarité des Bp. De méme
gpelX) = BplX, X) donne, a la limite, glX) = BIX, X). Ainsi g est la forme quadratique sur
R" de forme polaire B. On notera { sa matrice dans la base canonique de B,

Nous allons maintenant montrer gue {AF}PE o, CONverge vers Q.

Pour donner un sens i la notion de suite convergente dans E, il faut munir cet espace d'une
norme, autant que possible bien adaptée au probléme, et le cours nous en fournit une. En
effet, dans ["espace B" muoni de sa structure euclidienne canonique (par exemple} pour tout
endomorphisme f, en notant 5 s sphére unité, ona :
frip=sup (AX)|¥)
XY e 5

et 51 1 est un endomaorphisme svimétrique positif ©

il el = Hup{ui.!{_l | H::- = max Spluk
Aeb

Pour tout Ae 4 pi{R), nous notons 3 l'endomorphisme de B" qui lui est canoniquement associé.
{On obtient alors une norme sur M (K} en posant pour toute matrice A :

F Al = [ILfalll = sup [LEa0XN].
Xe§

Daprés la remarque précédente, on a aussi ;
|Al= sup 'vAX
R
et, lorsque A est symétrique positive :

| Al = sup || AX || = sup "XAX = ||qaj|. = supSpla).
Xeh ]

Pour tout X € R, la suite {fwx”m est croissante de limite giX), en conséquence on a

W
qLX) — qplX) =10, Ainsi, (g— quﬁh est une suite décroissante de formes quadratiques positives
qui converge simplement vers la forme nulle sur [B™ et les matrices @ — Ap sont symétriques
réelles, positives,
Pour la suite, nous posons :

Vpe M, gp=q—gp. Pp=E— Ap, Ap = max Sp { ‘I’p}
et soit Ly & S un vecteur propre unitaire de &y associé 3 hp.
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Avec ces notations, nous obtenons
[Ppll = @pl Up) = Ap.
Remarquons alors que la suite | ¢p {prjl]p_ ., st décroissante. En effet, ¢y = ¢p donne

$pe1 | Upe1) = §plUnsi) et gplUn} = sup ¢plX) donne gp( Uy, ) = ep{Up) done:
Xc S

®pe1 [ Upsr ) = ¢p[Up}.
Etant donné qu'il s"agit d"une suite réelle positive, on en déduit qu'elle est convergente.
Observons maintenant que, puisque la sphere 5 est un compact sur &%, de la suite (Up) . on
peld

peut extraire une suite {L[n.,]m ., convergente dans 5. Posons V' = hclim U
| e

En écrivant pour tout pe M et tout (X, Yie 2"
eplX) = gpl¥) s Xdp X = Wy ¥="XdOpX -Vi+ X -V ¥
- o ] - .
= C.k |:Iﬁr,|x Uk {.x =¥ | Bp(¥) )
on obtient, d'aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
IeplX) — @ptV ) = | X[ [MPptX — YHl + || X = V|| |[2ptYH],
et puisque ||PplX — V| = |[Bpl] || X — ¥ | et Dl VY| = (||| || ¥ ||, il vient :
lepl X — epl¥H = 2||dp] | X — Y.
Sachant que la suite ['ILI'I*”.:';A-'. est décrowssante positive, on a quel que soit pe My
(= [y = A,
donc¥pe M,V Yie B™ « B, (¢plX) - eplY) = 2hy || X = Y |). On en déduit :
Wice P, e (Up ) — (V)| = 2 by ||, — V|

et dﬂ'ﬂ-f H
limy. faprs (L) T ¥ = 0.
k Iu'x l F"[ I*I-] Th ’II

Or la convergence simple sur 8" de la suite | ¢p ) vers la forme quadratique nulle donne

Pty

lim ¢p(V)=0,don finalement :

[

lim ‘FI_IkI:.Lr"_IL:I = U
Kot

]"u:isqut la suite |:¢.|:m {LI-”":I::'J;.:'. est extraite de la suite convergente |:L|;;'._;.|[I_’J_1}:|ImL . ces deux
suites ont la méme limite et enfin :

lim *F'r?'l”IJ]' =0 est-a-dire lim ||@— Ap|l = 0.
[ 2 e e ' o

On a ainsi prouvé que {Ap)

(E) Coniques

., comverge vers @ dans |'espace vectoriel normé {E. ||| ).

Déterminer l'ensemble des centres des triangles équilatéraux dont les sommets décrivent une
parabole &, =

Le centre du trianghe équilatéral est le centre du cercle '€ circonscrit & ce triangle et les sommets

apparatssent alors comme les points d'intersection de & et 0,
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De fagon a respecter la symétrie des rdles joués par ces trois sommets, on peut donc procéder
COTTImE st

|} fcrire un paramétrage ratiennel d'un cercle '€ ;
2} écrire I'éguation aux paramétres des points d'intersection de "€ et 3

3) derire la condition pour que les racines de cette équation représentent les sommets d"un
triangle équilatéral.

Le plan est rapporté & un repére orthonormal & = (0. ©. § ) tel que @ ait pour équation :
”.2 — oy = D,
Le cercle € de centre (1 = (a, b) et de rayon R est paramétré par :

x=a+Rcosh, y=h+Rsing, 1IE[1]-2.'rJ.

. . ; R
SOUL aussl, en posant u = eMete = g par :

1 1
x=a+c(u+—), y=i:r—rc'(u——), we L,
Ll L8

Rappelons que L est a notation usuelle du cercle unité de €,

Ecrivons I'équation aux paramétres de Uintersection de '€ et :
2

wfare(us )] - o-ic(u-2)] -0

¢'est-d-dire Qlu) = 0 ol on a posé :
Muk= ::2114+Er{p+ﬂ:r!'u3+ [Ept.[—bg —EL'EIJ'IL.I.?-ilEL‘[p— i + .

Pour que # '€ contienne les sommets d'un triangle équilatéral, il faut et il suffit que @ admette

3 4

trois racines de la forme u1_.|'i:c,_.|“"24.':, done que £ soit divisible par u® - o, avec o s 1.

g ! g écrit :

e = |Ir|:1:t - nﬁ}l [L‘IL.I.+ Xk 4 Epr.'}I 4 Riu)

La division euclidienne de @ par u” ~ o

ol Biu)= [Ep:.[ — K- Er:z-} + IL'L;:" e+ 2eip ﬂﬂ]u +e o+ 2ot o+ ).
La condition u* — o divise ©u) 'écrit donc :

2pa — B — 2e* =0 pa— b — 25 =0 (1)
ale+Ap-ibl=0 soit e --4{p2+b2:| =0 (2}

r+2u3ln+fh}=ﬂ ua:?+2[p—r'.b?=ﬂ (3

Une condition nécessaire apparait alors clairement avec (1) et (2)

2pa - B — 'Ell:j'_l1 + Lli]- =0 c'est-d-dire B = E;EH ok il (4}
Réciproquement, on suppose {4} vérifide.
Soit alors c e Ra tel que :
c=2|p—ib donc o = 4[;'.1'1 + hﬂ}
puis o e LU tel que:
e = — 20p = ikl
On a anst retrouvé (2 et (3) e, comple tenu de (43, avec (20, on obtient (11,

En conclusion, ensemble cherché est la parabole 3 d’équation :

”2 = Eﬂprj. = i,
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repére orthonormal (O, 7. T}, par l'équation :
(L+n)(® + 1) + 21— Aoy =4 hy+1=0.
On précisera, quand il y a lieu, les foyer(s), centre et asymptote(s).

Discuter, suivant la valeur du paramétre réel A, la nature de la courbe %, donnée, dans un

Notons qy la partie quadratique de I'équation ;
VWexi +y?-tm{f’*} = (1+h){af 4 yF) + 201 — Ny

et soit A, la matrice de g, dans la base {T T] :
1+h 1-X
ol PPN 1+1}

On obtient :

detA, =(1+AF = (1-AF =4\

donc, pour A = 0, on a affaire a une courbe du genre parabole, tandis que pour A =0, il s'agit

d'une conique a centre.

s Premiercas:n=0
L'équation de €q s"écrit
Crf+2aqy+1=0

c'est-a-dire (x + y)® + 1 = 0, et, en fait, 6 = @,

» Deuxiéme cas: h=0
En posant :

Sleyl =1+ A+ 4F) + 200 — My — 4 Ay + 1,
le centre de symétrie 12{xp . yu.] est défini par grad fi (% . uo) = 0, C'est-a-dire par :

&($)=(;)

A=1 A+l
N=—5— + W=—g5 -

et on en déduit ;
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Par translation des axes :
x=x+x , y=up+y
L] 1 1 . 4 4 r -
on obtient I'équation dans le repére (£}, ¢, § ), appelée équation au centre :
Gy 1+ 0+ g} 201 - My =0T+ 0 - L
7 i . . . —F —F
Ohservons alors que g(x'. ') = g(y'. x'). Ilen résulte que les bissectrices du repére {1}, . § )

sont axes de symétrie de '€, et nous opérons donc une rotation de la base, d’angle = /4. Soit :
— = B

P F.-tr)
e
dans le repere ({1, I ?} £, a pour équation :
Man X+ v?) e 1= n X% = ¥ =+ a1
clest-i-dire :
2x+2ari=aFen -1

(O a en effet
2
. —
eyt 0M =x?4+y?

et les formules de changement de base qui s'écrivent :

1
=i X=¥) Y =—=(X+Y)
72 V=7
donnent :

2y = X% — v,

Omn remmarguer gue le Gt dobserver o syméirie de g, donne les axes de symétrie de £, et

dispense done davolr & les rechercher en réduisant la matrice Ay, .

On peut maintenant achever la discussion.

VE—1
s Pourfleh = :',

comaksh— 1<0doncd, = @

Z
vB-1 : AT .
s Pourh = dﬂ . I'équation se réduit 3 X* + AY= = 0 et 6, = {{1].
VB-1 : e
» Pourk>— comah® +h — 1= 0et €, est une ellipse déquation :

X v e e
;;.f'l"]—ji- AVl ﬂ—“/TL = T

v5 —

. —. 1 .
Donc laxe focal est (£}, o ) si —5— < h < 1, les foyers étant :

() + ,U;FU‘E:‘ %y_'l_;"_]j

i —F
et lorsque A > 1, cet axe focal devient (12, T | et les foyers

7.2 -
IlillJ.[:m H;P“_”T.

1
Pour & = 1, €y est le cercle de centre Il[xn =0, yg = 1) et de rayon 75
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vE+1

s Pour — 5

<h<0,onar®+x~1<0donc e, est une hyperbole d'équation :

PSS SR § Er S SN SR
F'PE- dA¥ioC I:-I.-xll .2_ i a—hl E:‘. 1

. »
Laxe focal est (£1, J') et les fovers :

Ta2 e n —11{1 =2} =

Ny - .
by ) /
Les asymptotes ont pour équations : X = £/ —hY.
Vi+ 1 : . :
w Pourk=- —g— £ se décompose en les deux droites d équations :
M =L —hY.
vE+l - :
» Pourh < ——5—,ona 2%+ h = 1 >0 donc 4, est encore une hyperhole, mais 'équation
réduite s"écrit maintenant :
. ’ 5 r -
x* {0 +n -1 11— h—a"

P
b
—— =1 avec =\ ——¢th=y —F—-
F F e '|II| 3 et b 1|II 7Y

L'axe focal est {11, _I:'] s bes foyers :

7 :

+h—1){ A—1) -
i1+ 1|||.' = I
et les asymptotes ont encore pour équations ;

X =4 /hY.

A

| On donne deux points A et B, distincts, du plan euclidien.
Déterminer le lieu des points M tels que les bissectrices de (ﬂdﬂﬁ{ﬂ] aient des directions
fixes.

I L'essentiel est bien sir de choisir un abon# repére.

A et B jouent des riles symétriques et I'énoncé introduit deux directions fixes orthogonales,

i - —+ = A+B —  — .
Choisissons done pour repére orthonormal, 3@ = (0, 1, j Jou 0= —5 bt définissant

ces deux directions fixes imposées.
Avec les identifications usuelles, on a alors

J\.:{u} . L!:[:_u) el Mﬁ:[:u_x:].
(1] —b i — i
—+ 4. : : — : .
Pour que le vecteur { dirige 'une des deux bissectrices de (Mﬂ. MBJ L il faut et il suffit que
n — . - P _:" - - s .
image de MA dans la réflexion d'axe (O, 1 ) soit colinéaire a MB.
Ainst une équation du lieu ('} cherché est :

a—x x+da ST
*oA =0 Cest-d-dire 2y = ba.

y—b y+b
I' est donc une hyperbole équilatere passant par A et B, centrée au milieu de [ﬁ.. B|, dont les

. N e - =
asymptotes sont dirigées par les directions fixes définies par § et j .

Chapitre 4. Espaces préhilbertions - Espaces euclidiens - Coniques - Quadrigues| | 247




{ Etant donné a = 0, dans le plan B® rapporté & un repére orthonormal (0, T, T}, on considére

la famille de coniques ( Iy ), _. d'équations :

I 8 8 i [ P
' fslngﬂ—xyai.nzﬂ+y‘[l +ms"‘ﬂ] = a° gin® 8 s

Déterminer l'ensembile o des sommets et l'ensemble F des foyers des 'y, #= .

Comme dans tout exercice de géométrie, il est bon de restreindre le probléme en tenant compte
dies symétries de la figure,

En remarquant que [y, = I'y pour tout 8, on obtient que
[ I v ]Htﬁ = [L rﬂ ]lhtln.uh'rl )
[Dautre part, on observe gue Iy et Ty sont images, 'une de antre, dans la réflexion daxe
—F - =¥ . r 3 1 o n

(0. i} (ou {0, j )). En conséquence, si ¥y est 'ensemble des sommets, et &, lensemble des

. ]
fovers, des I, B e |, 7 |+ O AUra ;

4
FeFyouds et F=FFs
L . an I - i ® ] ] '-.} i’ _'

ou g (resp. ¥y ] est l'image de Sy (resp. #, ) dans la réflexion d'axe {0, i ]| (ou (O, j 1)

Remarquons enfin que l'équation de Iy est y = 0:T se réduit 3 une droite (Ox) comptée deux

- . . . w
fois. En conséquence, on se limite maintenant 3 8 ] i, E] .

Le point O est évidemment centre de symétrie de Py . Il nous suffit done, pour préciser les
ROIMIMELs o [l::l:l-'l.'r:'t-. di détermvimer bes directions propres dle l'g'ndl::umur_ph:'smr s}'mﬂri.quc_fq de
la partic quadratique de I'équation.

Posons :

VM =x1i + y_!r., q{ﬁ} = x*gin®h — xiysin 2 6 +i;2|:_1 + cos® ).

. . — =%,
La matrice de cette forme quadratique dans la base orthonormale { i, ) est:
e [ sin” —sinfbeosd
—sinfcosf 1+ cos” B
—

Puisque la base est orthonormale, A est aussi la matrice, par rapport a |{ i.J } de fz endomor-

phisme symétrique de la forme quadratique q.

On obtient X400 = &% — 2 % +5in” 6 d'oi les valeurs propres :

hM=1—cosh ¢f he=1+cosi,

Gl Ny . .
Pour # = 5. Ces valeurs propres sont confondues. Mais I'équation devient :

r :x2+!;2=n2.

S

On reconnait alors un cercle dont tous les points sont des sommets et dont les fovers sont
confondus avec O,

. . m
Supposons maintenant 0 < § < g .

On a alors hy = Ag et les sous-espaces propres sont deux droites orthogonales.
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Ker |7 = & Id }I. d'équation —x; sind + (1 + cosflxy = 0 est dirigée par :

— H—

H—

i =08 = @+ 510
2 3 4

donc Ker (f; — Az 1d ) est dirigée par :

—
¥

"
—ain g |

. = . . . "
IMAge de u par la rotation vectorielle d :J.]'IHIL' g

+ L8 =

H—

g J

Dans le repére orthonormal {0, w. v }, en posant pour tout M, OM = X u + ¥ v, ['y a pour

équation ;
(1 — cos@X* +(1+cosmY® = a sin” @
sOIT aussi
x‘.i -!I-E
a + a = 1.
2 g g . g M
2a”cog” =  2aTsmn
) P
s Les sommets sont done définis par
- = ; -
.-"L=G+a':.r'r2ma2u- A =0 ux—‘I:!L'l.'r.i:-Eu-
, H— . H—
B=ﬂ+av@s1n§t~ H"=ﬂ—m-"§ﬂm§t.-_

. F _'.
soit, en coordofindes I!IUIEII.H:}- d axes {I’J'. i J par :

A B 0 i
ﬂ:r:nmﬂmsﬁ. w= 5. A :r'=uv"Em-s§- "EELLE
. H - f ™ . = . {i _H ™
B : r=nﬂ3m§. ey +, B r=av2sin 5. W=35-3.

Ainsi, chacun des points A et B' décrit un are du cercle % d'équation polaire r = avZeosw : A
décrit I'arc correspondant 3 0 < w < w/4 et B' Parc correspondant & = = /2 < w < — 7 /4. De
méme, chacun des points A et B décrit un arc du cercle €' d'équation polaire r = —av2eosw :
A’ décrit l'arc correspondant 4 v < w < (371 /4 et B l'arc correspondant 4 w/2 < w < (37)/4.

' El T H - ' - & 1 }
On obtient I'ensemble 5 en ajoutant & ces arcs leurs images par la réflexion d'axe (O, i ) et e
cercle I’

SE

Finalement. ¥ est la réunion des trois cercles, ¥ {de centre I = (@ 0), de ravon a). %' {de centre

I' = (~a,0), de rayon a) et ', {de centre ©, de rayon a2}, privée des trois points :
.

(= {nu@-ﬂ] et = [ —av2.0).

Chapitre 4. Espaces préhilbertiens - Espaces euclidiens - Conigues - Quadriques | .» 249



et done :

|zl

. . f
s Pour préciser les fovers, on remarque d'abord que, pour 0 <8 < % ona g € ]IJ'.

i . i
I:mi-f }EI-IITI-E

. N ] b s =k . s
ce qui donne que Vaxe focal de Vellipse Ty est (O, u ). ainsi les foyers sont :

[ .8 a8
F= DHW@UWS'! 5-sinigu et F=-F,
Z 2
c'est-a-dire que F et F* ont pour coordonnées polaires respectives

i ] ™
;':nﬁ\#cuﬂ.ﬁ,:Lr:i et r=—nx,-'{§1..-'m5[-|,m=ﬁ aver QD<o wm= i

' a —+. o . . .
En complétant avec la réflexion d'axe (0. § ), il vient finalement que # est la lemniscate de
Bernoulli d’équation polaire :

r= ay'2v/oos 2w

privée de ses points d'intersection avec I{ﬂ'. i }

w

® Quadriques

Dans l'espace rapporté & un repére orthonormal & = (O, i T k ), on considére la surface o
d'équation :

2% a0 2t Bay — Py — Tac4dx — By+dz=10.

1) Former une équation réduite et préciser la nature de °F.

2) Déterminer les génératrices de o dans le repére St

1
e = =l = o=

1) Introduisons la forme quadratique :

— —F — i - i
q:xi vy +zk 2% 2y — 25 - 8xy — 2yz - 2ax,

£1 matrice A dans la base [T T F] :

2 -4 -1
A=(—4 2 —1)3
-1 -1 -1

—¥ —* —
f i xi +yJ +2k —dx — 8y + 4z

et la forme linéaire :
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Les valeurs propres de A sont —3, 0, 6 ¢t s¢5 sous-espaces propres:

1 1 1
Ker (A +31) = Veet ( ] ) Ker A = Vect ( ] ). Eer (A — 61) = Veet (—1).
1. 2 0

i ; = e h
Dans le repére orthonormal &' = {0, 1, J, K |, avec;

'(i) 7 '(i) R=Tn7 1(—11)
=_|'- y i B o= E - -:2"' N
Wl 1 B g b 0

7 a pour équation :

—ax? a6t (T ) + (T )/ +¢{K)2 =0
Cest-d-dire
~8x" + 627 — 2By - 622 = 0.
Cette équation LECrit anssi :

() = ¥
—3x'2+ﬁ(:¢' : if) ::aﬁ(n% i—a)

done, dans le repére ®" = (10, 1.7, T{"I telquel=0— — J + K, on obtient I'équation
réduite -
6Z° -~ 3X* = 2/6Y.
En conséquence, F est un paraboloide hyperboligue,
—
Nuoter que la nature de 5 est connue dés que Fon sait que £ J § =0,

r - - I - ﬁ q
Pour la préciser, il mest done pas atile de caleaker T et K.

- e e -+ -
2) Posons u sx i +yj +2k =x [ +y’j+z’ﬁ:1
L'expression ;

—% r i
gl ) = Gz'® — 3y
montre que g peut se décomposer en produit de deux formes linéaires indépendantes,
Ecrivons donc :

— F i i
q{ u | = 23 +E_r.,|‘E = By = l{.:-:‘r + 2ax + 2y},
avec 2° + Bev + 2zy = (24 x + 4y — (x4 )%, on obtient :

= . . . . .
gl e J =3 + .':I_L,(‘2 = fxy = (x4 y+ 2% = 3x — !!,I:"r = (x4 i+ 2
s0it encore :

fi'[?} = [:x[v@ - 1) -y{v3+1) - z) (.1:[«;’“5+ 1} - u{v3-1) +z}|.
Donc I'équation de I dans le repére 3t s'écrit

[:_n:{u'ﬁ— 1) = g[a_}'ﬁ+ 1) = H)(.‘l’iv’ﬁ+ 1) —y{u'ﬁ— 1} +;{} = —dx+ 8y - 4z

et fes deux SVELeITICS de génératrices sont défins par :

.1'[1..-"'5—1} —yl'l'x-"ﬁ+1:|—=-:=.h
Do, ek
h[.::[v"ﬁ+ 1} = _lj[".-"ﬁ— 1] +:-r] = =dy 4+ By — 42

xllx-"ﬁ+1}—;,||::'..-"ﬁ— lj4z=p
b

. weld
|.I.[.‘I.'|:".-'ﬁ— 1] — ,l.r{'u'ﬁ+ 1} — 2l = —dx+8y— 4z
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Ex. 29

So0it €@ le cone d'équation :

A . u.: 72 o
at b o
dans un repére orthonormal & = (O T. T Tr:} , &t P le plan :

L o+ vy iz = 0,

Caractériser P pour gue lintersection P~ € soit la réumion de deux droites orthogonales.

Introduisons la forme quadratique :

2
u

-
W

b S
ql{xi +4j +zk]=

Bl e
nmlr-.;m

sa forme polaire ¢, le vecteur unitaire :
i .
!—{1_ i +uvj +uwk
'-,-f'ru.:g N T

el une base orthonormale [T j K| de E.
. . y ; —F —% —F . . , .
Dans le repére @' = (0, 1, J, K ), l'intersection P~ € a pour équation :
_"
g(T)x?e2¢ (T. T)xv 4 g(T)¥? =02 =0,

elle est formée de deux droites orthogonales si et seulement si ql( I'}+ql j] =

En effet, la courbe du second degré P ~ ¢ est du genre hyperbole équilatére si et seulement si
elle a une équation de la forme :

xt_vyi=k
donc si et seulement si Tr A = 0 avec :
— — —
al I) el I.J)
A= — —
el 1.J)  aqlJ)

Une courbe du second degré décomposée en deux droites sécantes est du genre hyperbole et,
lorsque ces droites sont orthogonales, on a affaire au genre hyperbole équilatére.
Or par invariance de la trace,ona g '} + q(J K

1 1 1 )
+ = — + — =, d 0l la condition
.1-' q( K) FYETE

nécessaire ef suffisante :

— = = a4 : 1 1 1 )
1 k= + L:":'I + ~ 5 =y = .
g(uT 0T v wk) = (u m)(ﬁ—z >3-
Les plans P roux + vy + wz = 0 solutions du probleme sont done caractérisés par ;
1 1 4 1 1 1 2
- i+ v+ + ur =10,
(F c_-f) (_f ?) (F Ef)

Cest-d-dire que ce sont les plans passant par © et orthogonaux aux génératrices du cdne &'

d’équation :
1 1 a 1 1 ; 1 1
(@-2)2(G-2)v ()
-

Pour qu'un tel plan existe, il faut que ¢° = - sup(a®. b*), (condition pour que €’ ne soit pas réduit
a {0}).
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S . 5 v
Uespace R¥ est rapporte a un repére orthonormal & = {0, i, .k}
. Pour tout point M de coordonnées (x, iy, ), on pose :

()

' 1) Soit € le chne du second degré d'équation VAV =0,
Montrer que ¢ a trois génératrices, deux & deux orthegonales, si et seulement si TrA = 0.

..
| 2) Soit lellipsaide ¢ : :T " %f + i— ~1=0.

| Déterminer le liew des points d'od U'on peut mener & % trois tangentes deux & deux orthogo-
nales.

1} Notons g la forme quadratique de matrice A :

. . . X
glx i +yj +ak)=lxyzxid| y|.
=
o La condition ¢s1 nécessaire,

I B By & . .
Si{0.¢ . .k} est un repére orthonormal construit sur trois génératrices, deux a deux
orthogonales, du chne €, on a:

i = =k
gli J=qlf}=g[k]=0
iy A
donc la matrice A' = '"PAP de g dans la base { ¢, [ . g

nouvean repére, '€ a pour équation ;

| a une diagonale nulle et, dans le

£ ae wpE'y v xy = 0.
Or A est semblable 3 A" car la matrice de passage P est orthogonale, donc :
Tra=TrA =0,

s Lo condition est suffisante,
- . : - . —+ = = :
Suivons la démarche inverse. Supposons que, dans le repere ® = (0, . § . k ), 'équation du
chne est déja réduite :
€ ax? 4+ ngz + ',';{2 =0 ., A=diagle. B. v} &t a+PB+vy=10.
—+ —  —

- Y , —+ —F =, |, —F L+ |+ k . = =
Considérons un repére orthonormal (0, 1. J. K)ol K = T sans preciser [, oF,
" 1
On aalors gi K )= 1-ih:-:-|-|5l|-"|r|:i:l.
Puisque P=mat _ _, _, { I'. J, K) e O3(F), la matrice de g dans { I, J, K} est:
1

[
a BB
A= "PAP = (t.-” a’ H.l) avee TrA' =TrA=a+a =0.
B b 0
— — _
La section de € par le plan [G, I'. J } adonc pour équation :

F=0. aX* +2b"XY +a'yY4 =0
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[ . > & . _l r r r 1
11 5"agit de la réunion de deux droites orthogonales, elles forment avec {0, K ) trois génératrices
de €, deux a deux orthogonales.

En fait, tout plan orthogonal & une génératrice recoupe € en deux droites orthogonales ou en
une hyperbole équilatére.

2) Sif1 =[x, up. 2g) est un point de I'ensemble cherché, le cone € de sommet {1 circonscrit i
£ posside trois génératrices deux i deux orthogonales, La question 1) permet de conclure.

i a, iy v T T et dert » . - -
Soit Pe B* (L, notons 1P =X i +Y j +Zk et écrivons I'équation en A de lintersection
£ {P). La droite (£1P) étant paramétrée par :

e
A M=101+00P: |{x|:| +AX. up + A, 2 + AZ),
l¢ point ML) appartient a € si et seulement si :

i ri 2 ! & :

o [ X° Y Z A
A 4 = * + 20| — + + + + + —1=0

(T ® & 2 B 2 TE TR E

a

La droite {{LF) est tangente 4 ¢ si et seulement si cette équation a une racine double :

.u_-,.’-'i :jn'ﬁ" z.-_.E 22 _q{ L_ﬁ;_-l_:q‘ 11 =0
n? h-E _f _'!' - _E T

_r

N

—5
[

11 s’agit Ja de I'équation dans (. s ) du cone € de sommet {1 circonscrit a ¥,

Omn reconnait une forme quadratique attachée a une matrice A :

X
WX 'E’E}r‘l.(]’ =0.
&

[Yaprés le 1), I'ensermble des points {1 d'ol 'on peut mener & ¥ trois tangentes deux a deux
orthogonales, a pour équation :

T I 1Yy 1 1Yz 1 1 1
(525 (30 ) o (o) - (3o 3) o
Il s’agit d'un ellipsoide ayant les mémes axes que '€,
Uespace étant rapporté 3 un repére orthonormal & = (O, T.7. Tc'], trouver les plans qui
coupent Uellipsoide :

froaxm+ 2+ 825 =1

suivant un cercle. Préciser l'ensemble des centres de ces cercles.

Remarquons que 'équation de T s'écrit -
E[x?+_|f +zi} +{z"t —x"’!} ~1=10

[l est alors immeédiat gue, pour obtenir une équation de cercle {réel ou non}, il suffit de poser
T X =h,

Soit P, le plan d'équation 2 — x = A Alors & - P, = I, ~ P, ol Iy, est la sphere d'équation :
2t st +2°) + Mz a1 - 120,
Si l'intersection est réelle, c'est un cercle noté €, dont la projection sur x0y est

2
y . 3h ; 3k
E';.,:.t'z+2[,|2+f!':x+h]‘!=1uu (2x+ E) 1-2_4.;‘!=1—T-
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_ ; 2
Ainsi le plan Py : 2 = x = coupe & suivant un cercle lorsque |4 = 75 Le centre étant :
Y
k1Y A
Il"':(_T'ﬂ-I)I

Lellipsoide € est invariant dans la réflexion de plan g0z, on a done un résultat analogue pour les
plans By @ 24 x = &, les centres des cercles décrivant maintenant le segment image du précédent
dans cette réflexion.

il décrit un segment.

Montrons que nous avons ainsi épuisé toutes les possibilités.,

S0it P : ax + by + cz = d un plan coupant & suivant un cercle. [lans un nouveau repére

orthonormal [{]. I'.J. K}, telque K soit orthogonal 4 P, on obtient pour égquation de ¢ ;
. 2 Fd | - i dyr 4
(XY 42 4 (aX+BY +4Z){ o X+ B'Y +4'2) = 1,

ob | wX + BY +4Z)(a' X+ B'Y +4'2) = z8 - 3% = (z - xNz+ x) { produit de formes linéaires),
De plus, avec :

=k — —
4 ai +bj +ck

=T ; il
voal + b e el

el
Val s b2 el
Pour que la section de ¢ par le plan PZ = &) soit un cercle, il faut que 'on ait :
oo’ =BB e ol +pa’ =0,
supposons (o, B = (0,00 ¢t regardons les éguations précédentes comme un systéme lindaire
homogene en (o', B'). Le déterminant de ce systéme est égal & o® + B2, il est donc différent de 0
et le systéme donne o’ = ' = 0.

P a maintenant pour équation Z = 5 ou on a posé & =

Ainsi une condition nécessaire pour gue £ P soit un cercleest a = = 0ou o = []." = [},

Céométriquement, cette condition s'interpréte par le fait que K est orthogonal & I'un des deux
plans de la famille d’équation (wX + BY +4ZNa'X + B'Y + v 21 = 0 dans le nouvean repére, ef
{2 — x}z+ x)dans le repere initial.

Une condition nécessaire, pour avoir une section airculaire, est done que la direction du plan P
ait pour équation z+x=0ouz-x=0

On a vu précédemment que cette cette condition est suffisante et que les plans d'équations
24 x =k coupant € suivanl un cercle réel sont ceux pour lesguels

[N = 7
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-?hé‘m'es d’etude - Proklemes

1 Résolution approchée de systémes linéaires
Pseudo-solutions

Notatiohs

» JMgin p): ensemble des matrices & n lignes et p colonnes, A coefficients dans B ;
s pour Ae Mgln.p), A= (a ) jemn * a; est [élément de A situé a l'intersection de la

Isjsp
ligne i et de la colonne j ;
X]
« aX=| : | élément de Mzin. 1) on associe x= (xy, .. - .xa) € B";
Ar

= 4 Ae Mgin p), on associe &, application linéaire de RF dans R" dont la matrice par
rapport aux bases canoniques de P et R™ est A ;

s Six=(x,....xn)0ty=(w. - .yn), ON note :
En remarguant que :

et en identifiant cette matrice (1. 1) avec son unique coefficient, on notera aussi :
<x | H> =Xy

o six=(x.---.x), onnote x| =|| X[ = /(x|x);

s d A€ Mgin p) on associe :

RS . | AX

[Pt : (ou matriciellement : JA|l =  sup uj

Il xeagip1y 11Xl
Kl

[Pal = sup
xe\P

Paritie A

Dans cette partie, A e Mgin, n), A est inversible.

1) Soit X (X € JMgin 1)) Vunique solution de AX = B (B e Mgin. 1), B=0).
Quand B devient B+ AR, alors X devient X + AX, tel que A(X + AX) = B+ AB. Montrer que :

I axi | AB|
11X | B

On notera dans toute la suite piA) = [|All [[a="].

= Al f|la~"] etque [lajl [la=t||=1. (1)
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2) On pose A' = "A- A

a) Montrer que les valeurs propres de A" sont réelles, strictement positives, et qu'il existe P
orthogonale et D diagonale tel que D= P~ 1A'P.

b) Les valeurs propres de A’ étant notées (A7), _ et rangées dans l'ordre croissant
(0<hy=...=hyl, montrer que pour tout ¥ dans igin 1) :

|| AY || = +/agl ¥ ||, et quiil existe Yy, tel gue |[AYg = \,-“(h_‘.., 1 ¥all.
En déduire @ ||lA]|.
) Montrer que 'A-A et A 'A ont le méme polyndme caractéristique. En remplagant A par
'
P . [ A
A~! dans b), en déduire [|a~1[]], et enfin : pia) = Ili"ll e
1

3) a) On suppose A arthogonale. Calculer Al

b) On suppose A symétrique. Exprimer ui(A) en fonction des valeurs propres de A,

c) Application numérique.

= (2 h)e= (%)

0 2 2
Calculer piA), et déterminer AB (avec par exemple | AB|| = 1) de fagon gue :
|! AX ! | AB|
— 1 — .|_'q.:|__
X1 ~FTE]

{ce qui prouve que l'inégalité (1) ne peut pas etre améliorée dans le cas général).

Partie B

; |

" ¥
siXedlo{n1) onpose||X| = (Z :mz)

Notations @ ¢ E=1
. AX ||
s1Ae Moo on pose ||A|l =  sup ———
Xe M im0 ”"x |
: X=i)

1) a) Soit M e A in n). On suppose que :

Vi=1l.....nm jmig|= E |m._||.

]._J. I-I

i
Montrer quil nexiste aucun X & Hoin 1) tel que X 0 8t MX = 0. En déduire que M est
inversible.

b) Soit & & gin, n). On pose :
pour L=i=n R= Z gyl Dinii R} = {ze ©/ |z - miil = R},

15 =i
el

ri
et Gy = | |D{nie. Ri).
i=1

Montrer que les valeurs propres de N (réelles ou complexes) appartiennent toutes 3 Gy .
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2) Soit Me Mgin, n). On appelle Ay, . . ., hq les valeurs propres de M (réelles ou complexes),
et on pose °

piMY = sup |k,

I=i=n

a) Montrer que i lim M* = 0, alors plM) < 1.

Y e

b) Montrer que, si M est diagonalisable et piM) < 1, alors lim M™ = 0.

Ll e

c) On <e propose de démontrer le résultat précédent sans Uhypothése «M diagonalisables,
Le polyndme caractéristique de M étant écrit sous [a forme :
o
By = (=1 T (n = ai)"
i=1
{les x; étant les valeurs propres distinctes de M et les r; leurs ordres de multiplicité respectifs),
on admet qu'il existe M’ e Mo n), Pe Moin n) veriflant :

P inversible :

M =P IMP;
My |
S — o)
M = oM |
| P p—— 1
i) R
L My
avec : Wie [l.pl: Mie Me(nion), M= (ki) sSin=1et Mi=0l. +J; sSin=2
1 U rl L
. ‘ s B0
(0f I, = o ot J, = \ 0 ,
o 1

! 0

cest-d-dire Jy, = [ﬂ[-r:lh'l'_f--'r caveC g = lpourl=i=r-leta ;=08 jmi+lL
Calculer JE pour we ™, en déduire que :

i
=Y Cem] " sik=n

Fimll

JE =0, ||l =1, et ||a*

Montrer que lim M!* = 0 et, en remarguant que :

b o
u

I =3 ||M.”’ ||
i=1

en déduire lim M™ et enfin lim M".
*.' e Jl.'--rl-:.,,

3) Soit A& Mgin ni. On suppose que :

L&

irl
Onpose A=D+G, oldij=a et dy=0sii2f, et G=A—-D.

a) Vérifier que A est inversible, que D est inversible, et que I'équation AX = B est équivalente
a:

X=AX+H, oiA=-D'GetF =D 'B.
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b) Montrer que p{A’) < 1, en déduire lim A™,

K4
c) Soit L Vunique solution de AX = B. On définit (X)), . par:
X € ."j.',:[]'l'. 1)et Yike R, ..!'I:'J.:...] = A’Xk + B

oy montrer gue [xh-] oan, COMVETGE VErsS L.

En étudiant (X, - L),

Partie C

Dans cette partie : Ae Jdigin p), Be dgin 1), et on suppose quil n'existe aucune matrice X
(X e Mgip. 1)) telle gue :

AX = B, (2)
On appelle pseudo-solution de (2) toute matrice X, (X e Alg(p, 1) telle que :

|AXp — Bl = inf { | AX — B|l.X € Mzip. 1)}
(ce gue l'an peut écrire également :
[®afx) — bl =d(b Imd,), en posant d{b, Imd,) = ind { |daix) - bl xe BF}).

1) a) En étudiant la projection orthogonale de b sur Tmdv, , démontrer l'existence de
pseudo-salutions de {2).

b) On suppose de plus &, injective, Montrer que (2} admet alors une pseudo-solution x,
unigue,
€) Maontrer que :
x pseudo-solution de (2} < ["u"_ue ", {du,r;;l | ralx) — h) = {II]
=+ ['AAX = 'AB],
2) Application.
Dans le plan affine euclidien muni d'un repére orthonormal (0, 1. § ), on donne n points

Mi(xg, yx), 1= k= n, et |2 droite % d'éguation y = ax + b. On définit, pour | = k= n,
Hic{x . e + b) et on se propose de déterminer & de fagon que

in 5
E |.m|i_ 501t minimum,
=1 I
Montrer gue ce probléme revient & la recherche des pseudo-solutions d'une éguation AX = B,
ou A, B, X sont trois matrices que l'en explicitera.
A quelle condition, sur (M),
solution de AX = R,

o s Pa est-elle injective 7 Déterminer alors lo pseudo-

3) Généralisation.
Soit  une partie de RP. On suppose C non vide, C+# BY, & 4(C) partie fermeée et convexe
de B". On recherche les pseudo-solutions de : dhsixi=h, xe C.
a) Montrer 'existence d'une suite (x,),_, d'éléments de C telle que :
Jim ([ @ (xe) = b =d(b,@aic).

b) Montrer que { 4, (x5 )) - est une suite de Cauchy.

L'F. [
c) En déduire l'existence de pseudo-solutions de ; dyixi= b, xe C.
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il So]ution

Partie A

1) AA™" = In donne 1 = ]| = [JA|llA~" [} et AX = B donne {|Al[| X || = (|81, donc :

1 1 ,
- = (it onaX=A""He0}.
N = '

[Yautre part, AA X = AR donc :
AX=A"TAB et [|AX| =[AtN) AB i i,
En combinant (i) et (i), il vient :

L =
TRT < IANRA 0 gy

2) a) A' est symétrique réelle donc ses valeurs propres sont réelles et A' est diagonalisable dans
le groupe orthogonal ; il existe Pe On(R) et De Mn(R), D diagonale: D=P 'A'P = 'PA'P
Soit A" une valeur propre de A et X un vecteur propre associé : A'X = M X et X 2 0, alors :
'XA'X = | X)Y maisaussi TXA'X = 'X'AAX = | ax|?
dong :
,_ Hax|?

- _-:_l-_ =l
X
(A étant inversible, X = 0 donne AX = 0).
b) « Pour tout ¥ e i, 1(R):
LAY [ = Haviay = 'ya'y = fypnlpy = 'ZD2  avec 7= 'PY,

donc :
1]
it 22 4 ]
lay® =Y wis = a7l 2|
{=]

or | Z||* = 'Z2 = '¥yY = || ¥ ||*, d'0i1 finalement :

|AY || = /ARl Y| [ i}
s Pour Yy vecteur propre de A" associé a hy, on a

|| Ao |I* = Apl} Ya |I* ()
o De it et (i), on déduit |A]| = /N,

c) Pourtout he R :
det { 'AA — Aln) = det [{"A —aA"1)A] =det [A{'A—haAT")] =det (ATA — An).
Omn en déduit :

spian) et (1L 1)
olest-a-dire
el o 1 1
Spl'a A }:{—r,---.—r}
et d’aprés b) :

-1
lliA~ "M =
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DMNoi:

II Ir|
|_,d_|| = _—
a 1l.lII hri

i

3) a) SiAestorthogonale,ona A’ = "AA= Iy donch) =hh = ... shh = letwlAl = 1.

b) Si A est symétrique, ses valeurs propres sont réelles. Posons SpA = {hy, As. - - - . kn}s
l'indexation étant choisie telle que ja] = [hg| = . . - = |hy).
On sait, de plus, qu'il existe @ € On(R) telle que @ 'AQ = diag (Ag. - - A, d'on
G lAQ=0 'Ag = 1A =diag (AT.3, .. 3.
Ainsi
. r ) . I:"l-.l!
Wie {1,....nhA =A% et ””“:|,x
|
V2 1 2 2
I:A;( )il]ﬂl":‘- A’:( - ).E‘» v ={1.4} . piA)=12;
) 0 V2 vz 3 PA =14} . u
v2 Z 1) 2
2v2 —1 a3 242 1
oo (3 xenton (T 2) () () imiens v
4 . e ) Ja) - I1Bl=2v3 . |IX][ =3
z

Pour AB = (‘:) avec [|AB| =1 cest-a-dire x'r-ﬂ-_l;'z = 1, on peut poser x = cosfl, iy = 8in @,

La condition :

| AX) _ o llAB)
TxT ~ ™Y TET

se lit alors
| AX || =1 ¢est-a-dire |'ﬂ"1 AB|=1

Oy CNoore ;
¥ —
cog~ B 3 V2 o, . : .
5 + ismiﬂ 5 sinficosl =1 sonf 'Er:ma‘eﬂ+21.-'"E5]'n15|:03|’|+si|1"u =1

soit enfin :

{2in® + vZeos ) =0 ce quidonne 8= — Arctan v2 (modw)
(Arctan /2 = 54, 74" 3 51077 prés), [Yoi ;
cosf = —]r . 8infl =—'||II."E-

V'3

Partie B

1) a) Suppaosons gqu'il existe X e Moin 1), Xe0, MX =10.
n

MX =0 donne ¥Yie |1, nl, z myxy = 0.

f=1

soitig e [1.nll tel que |ag| = sup |.:r|-|1 X 20 donne x| =0,
I=sjcm

[ LH] i
X |
i | A
e E my g = 0 ondéduir myg,, = E Mgy etdone |myy|= E |mey|  (car ﬁ =1)
J=1 f=1 ' =1 e
il o
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Ainsi, par contraposition, on obtient que :

n
Wie [1.nl, |mu = z |rug|! implique gu'il n'existe aucun X & Melm 1k X20 et MX =0,
=1

i

En conséquence, on a Ker M = {0} et M est inversible.

b} Soit A= C une valeur propre de N, N — Al est alors non inversible donc, d’aprés a), 1l existe
ie [1.n] tel que:

i
[rg = A] = E |r|:[|||
J=1

o
c'est-d-dire qu'il existe i & I1. nl tel que » € Ding, Ri) ouencore d & Gy .

2) a) Soit X e Me(n, 1) vecteur propre de M associé a ke © ol A est une valeur propre telle
que |k = plM).

On a alors Vice &°, MX = A*X donc  lim M® = 0donne lim A*Xx=0.

be— 4 L—

Puisque X # 0 {¢'est un vecteur propre), il en résulte (&) < 1 donc piM) < 1.
b) M étant diagonalisable, il exite Pe GLy(C), M = Pdiag (k. - - - ha JP7', donc:
Vie W', M*=Pdiag(A}. ... i) P!

piM) <1 donne Wie L nll, [n) <1 etdonc  lim A =0.

e X e

Onen déduit  lim M =0

W—s 4
0 ... 0 1 o ... 0]
]
l=a=n—1, Ji=|: .. .. "+ 1|, lenpositiona+1lsurlal™ ligne.
1]
L0 0
== ry J.:-::ﬂ'.
A3
X
PourX=| : |,onaJyX=| - | donc:
X *r
L} ﬂ
Fy i
[ - 2 ] -
g X 1223 g™ =Y |x =lx1® et &=t
=2 j=1

Ir, et Jy, étant permutables, ona:

k
.“Irk = Eh':fr, +*= |.FrI ]H = E I::. }l.l:'k_{::.lr:
m=il
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dong, pour k =

M* = Z T IR Yt

Il_n
fcar poura = n,onaa = n, donc Jy = 0,

O oen dédain ¢
Il_' i

Mk = ch Yl -=-ZEA

bi —|-.| 12 —I]

(car JJ2] = " = 1)

ke =1)...1k + 1) K"
E:_ = ! - "= dof ]|.:m Ek A R- "

= ) {pmssance et exponen-

c:r!

tielle).
il en résulte immédiatement k]im Mj'k = U et puisque :
L s
L.
My . Q)
M,
M = 2
(0} Mp'

0N 3 alEssl ;

im M =0 etdonc lim My, =1L

Kb K—++0
3) a) A est inversible d'aprés A.1)a). D diagonale a ses éléments diagonaux non nuls, elle est
dong inversible.
AX = Bs'écril DX = —GX + B et éi.ﬁl.'li\'ill‘ll doine 4
X=-bD'Gx+D 'B

£F]

b} Posons A" = [ﬂf,]. onaa=0etpourj=i,a;= _r.!-lj dong, avec la notation du B.1)b),
b i

LY

pour tout i, Ri < 1et Gy = {ze C, |.r| = 1}, 1hen résulte plA”) = 1.

D'aprés le B.2), on en déduit l‘_[un A% =0,

b0
€) Xy = A'Xg+ B et L = A'L + B donnent :
Whoe B, Kooy — L= AKX, — L
Dione Xj, — L = A™(Xy — Liet, d'aprés la question précédente ;
lim X, —L=10.

K—r

Patrtie C

1) a) Soit yy le projeté orthogonal de b sur Im &4 . On sait que pour ye A, on a:
d{bImd,) = b-y|
si et seulement si y = yp. En conséquence, x ést pseudo-solution de (2] si et seulement si

xe @3 ({m)).

b} Si &y est injective, &y . I'L{_Jm H esl un singleton : {.rn } .
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1:] Dapres ce qui précede, x est pseudo-solution de (2} si et seulement s1 &y (x) est le projeté
orthogonal de b sur Tm @, donc si et seulement si :

Yze Imdy, (z|dalx)—b)=0
¢'est-a-dire :

Yye RP, {ﬂll,a,[_u! |'IJ,.:_[1‘] - b} = (kL
Cette derniére condition s'écrit

Wys BF, YAYHAX - B)=0 soit Yye R, 'v('Aax - ‘aB)=0
sOIt encore :
‘AAX = AR

n n
2) Onas=% | MiHg |2 = Y (axi + b -y done S=]AX — BJ[* en posant :

k=1 i=1
* i
x| ] a .
A= e Mulnd) , X= [b] c Mzl2. 1) et B= e Mglin, 1)
n -.I Hn

4 est injective si et sculement si rgA = 2 c'est-d-dire si (x5, .. . .xn) est non colinéaire 3
{1.1.....1)ouencore s'il existe {j tels que xq # x;.

La pseudo-solution de AX = B est alors définie par "AAX = 'AB, c'est-a-dire :
n " it
S 3w [
t=1 i=1 lﬂ] _ | st
fl b - rl
S o >
=1 {mi]

ou encore, en posant x = (xy, . .. gde B, y=iy, .. ynde R u=(11.... 1eR":
[lelf {xlld:i]'[a]:[{xly}]
{xl u:ﬁ n b {“ |E‘::'
u={x|y;lz:fu;x:l{u_;t_.lf b= (:u|y}||x|!;—{u x}e{xlybl
hal* = {ue] ) 11" = (u]x)

3) a) Par déhnition de dib, ®4(C)), 4 tout k & M, on peut associer yy € P4(C), done x € C
(g = Pl el que:

dot -

d":"[i:r.fbﬂﬂf.‘]] = || By lx) — b|* = + rjzib_:'lhﬁ{ﬂ']]

e+ 1
don:
lim || dy4 (xe) — || = d b Da(CH).

e =

b} Soit k et £ entiers naturel tels que k < £, on a (formule de la médiane) :

: : L + Ll 2
e — BIF +llwe — b* = 2| =5= = b| *5lluk~ uel
done «
I 2
2 @ @ L — L
lwe —we ll” =2 we = )" + 2| g — B||" — 4 5 - b

1 1 r 1 )
=2 (dz[h."lﬁﬂiﬂh}l + m) + 3 (d‘{h. B4l CH) + mj — 4d* (b, D))
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+ L . + : :
[% appartient A C par convexité de ¢ dong || 25 5 2 FJH = d[b. 1 4(C)] soit aussi :
Lk + L I
L 5 Y| = —adl (b (O},

Finalement :
;2 2 _ 4
o = well™ = 51+ 731 ool

et (g b esl une suite de Cauchy de b (00,

) Dans 'espace complet K", la suite :

(e = (2 ().,
est done convergente vers .
b4 (C) est par hypothése fermé, donc 2y & D400 et il existe xp € C tel que 25 = Bl )
Par continuité de la norme, on a alors :
Rlil;ﬂ_h [ Palxic) — b =l|®aix) — b
cest-a-dire ¢
dib. D4(C)) = || Paixg) — b
Donc ag est pseudo-solution de dyixi= b,

& Projection sur un convexe fermé de R
Projecteurs orthogonaux

Soit n un entier supérieur ou égal & 1, {n = 1). Uespace vectoriel K" est muni de son produit
scalaire canonique et de la norme assoiée, notés {| } et || - ||. On note dix, y) la distance

de deux points x, y de B" :

dix gt = || x—yll.

Partie A

1) Montrer lidentité du parallélograme :
Vaye B s ull®+lx—ull* =2 (lx® + [l ul?) (1)
En déduire que si a, b, ¢ sont trois points de B”, m désignant le milieu de [b, o], (c'est-a-

. b4
d1rEm=T},nna:
; ; . 1 ;
la=blF+|la=cl®=2|a-m]|*+ 5l b - eI (2)

2) La distance d'un point a & une partie ferm&e A d'un espace vectoriel normé étant définie
par dia, A} = i.:l'l.; e, x), un projeté de a sur A est un point o de A tel que dia, A) = dia, o).
XE

On se propose de démontrer que, si A est une partie convexe, fermée, non vide de B", alors
chague point a de B™ a un projeté et un seul sur A.

Pour cela, a étant un point guelconque de B", considérer une suite [xp]i#.l de points de
A telle que d{a,xp) tende vers dia. Al pour p tendant vers linfini, et utiliser la question
précédente pour établir que la suite {xp) est une suite de Cauchy.
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Conclure, en justifiant clairement chague étape du raisonnement.

3) On vient de définir la projection sur le convexe fermé non vide A, application qui sera
notée P, dans la suite, par :

ify Py : R"=R"

(i) WxeR" Pyxie A

liti) Wye A, |lx = Pylxd| = || x = yl|
Montrer gue :

Yxe B", xe A = Pylx)=x et que Pﬂl: (R ] = A,
4) Le but de cette question est d'établir une nouvelle caractérisation du projeté Palx) du
point x sur A, soit :
Yy e .4,!:_1{— F,a,ijl.i"“.-l'!x!'— _1;:! =0 (3)

a) Montrer que cela équivaut 3 montrer 'égalité des ensembles E; et E; définis par :
By ={ze A|Vys Alx—z| < |x-yll)
Ep={ze A|Vye A (x-z|z-y)=0}
b) Montrer cette éqalité. On pourra commencer par établir Uidentité :
-|:n.'—g,r||2—|!_1f—;{||IE=E{Jf—z|.'-:—_l.,l}-+|i.'e—_|.,|||2 (&)
et en déduire directement linclusion E: — E; ; pour prouver [inclusion inverse, on pourra
écrire (4) en remplacant y par y; = ty+11 - the, (O=1= 1)L
5) Montrer que [inégalité (3) est encore équivalente a la suivante :
Vicyls R" = RB", {x - Pﬂi.ﬂl Palxl — Pﬂ[y]::l =) (5]

6) Montrer que, pour tout couple {w), us) de B™, on a:

|Pa{ta) = Palug) || = il — wgll.
Qu'en déduit-on ?

A partir de cette question, on note :
« E l'espace vectoriel B,
a LiEY 'ensemble des endomorphismes de E.

7) Soit M un sous espace vectoriel de E. On rappelle que M est complet {car de dimension
finie} donc fermé,

a) Soit ue E, montrer que Pyl u) est ['unigue vecteur v de M tel que :

Yuwe M.{u - Lr| w} =
b) Montrer que Py & L{E) ; que Py o Py = Py et que :

M = Im Py = (Ker Py .
Py est donc le projectewr orthognal sur M. On note ProjlE} Uensemble des projecteur
orthogonaux sur un sous espace vectorie| de E.
8) Soit P e LIE). Montrer gue P e ProjlE) est éguivalent 4 ¢

{P“! =Pet Yx& EVye E, {xlﬁy]} = {Pix}| u}}

9) Soit Pe LIE). Montrer quiil y a équivalence entre :
Pe PriglE) et {I—‘2=PE1: Yxe E!,||I-"fx|||=-:’||.t||}-
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Partie B

On note = la relation sur L{E) définie par R = S si et seulement 51 :
¥xe E {(S— Rixl|x) =0,

Dans toute cette partie, P et Q sont des éléments de ProjE) et, pour simplifier, on note PQ
au lieu de P Q.

1) Montrer 'équivalence des six propositions suivantes :
iy @— P& ProjlE)
iy P=gQ
(i) ImiPlcIm@
il g =Pp
) PQ=P
vi) QF+P)=2PF

2) Montrer ['équivalence des cing propositions suivantes :
iy P+@e ProjiE)
(i) VxeE (Px)|@x)=0
(it} PR =0
(i) ¥xelmP¥yeIm@ (x|y)=0

(vd P+ est le projecteur orthogonal sur V=ImP+Im@

3) Montrer I'équivalence des trois propositions suivantes :
(i) PQe ProplE)
() PQ=gr

iiii) P est le projecteur orthogonal sur Im P Im Q

4) Montrer l'équivalence des trois propositions suivantes :
i) P+0Q— PQe ProjlE)
ity PO = 0P
(i) P+ — P est le projecteur orthogonal sur Im P + Im @

5) Montrer : PO = QF <= il existe une base orthonormale formée de vecteurs propres
communs a P et Q.

6) On pose A = POQP. Montrer gue :
Wiy e E° (x| aiyl) = {Aix) | u),
mantrer aussi que :
Vre Ef A =] x| et (x|alx))=0.
Pour x et y fixés dans E, étudier les suites de termes généraux :
(x| APGeNy et (x| AP(Y)),
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M Solution

Partie A

1) En développant les carrés scalaires, on obtient :
lx+y|®= (x+y|x+y)= ||=x||2+||y||2+2{x|y}

lx=yll® = (x—u|x—u)=ll=I®+Nul® —2(x|u)
puis en additionnant membre & membre :

o+ yl® + )=yl =2 (I x®+ 1wl (1)
Daprés(l),ona:

1 :
lb-alf+llc-al®=35 (llp+e—-2a|®+]b-c]?)
b+e , .
donc avec m = 5 il vient :
2 2 _. 2, 1 2
le—al+||le-al|*=2]|m-al®+zlb-cl* (2)
2) Prajection sur un convexe, fermé, non vide
Soitae R et dia. Al = in"!;L dia, x). Nous posons d = dia. A) dong :
E
d® = inf | a — x|°.
x=A
» Construction d'une suite (xp) _ .. * par définition de la borne inférieure, pour tout pe N°,
il existe xp e A tel que:
dia. AP ﬁd{ﬂ.xp]i’ﬁ-—dtﬂrﬂf'f% soit d® = ||n—xp||3£dz+%
On a alors par construction :
e . - _
{xp]FN_ A et pl-lr:l:lr!;\ la—xp|l =d.
= Montrons gue [.t'p]FN_ est de Cauchy.
Daprés (2), ona

2
+
1|-rp—xq||*=2||xp—a||’+zuxn—unﬂ—4H¥ﬂ
xpﬂxqsuntdans.ﬂmnwxe.dﬂncxp;xql:stau.ﬁi dans A et on en déduit :
z
lp-alf=d+l . lg-al?<dls) e ‘¥—a = d?

d'ol, en supposant g = p:

1 "E - 2 . 2 - 4
ol et T
En conséquence, en posant 8p =  sup || xp — Xy II*, ona:

aq& lpvocl

4 .
I}'EELPHEE donc  lim &p =0,

f—#+o0
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ce qui prouve que [xp) perye SStune suite de Cauchy de A, L'espace R" étant complet, cette suite

converge vers m € A, or A est fermé, donc A = A, et finalement a e A,

L'inégalité de définition de [x,,]pew :

d* EIla—xp||2&d2+%
avec la continuité de la norme donne, par passage a la limite, que ||a —a || = d. Ainsi, « est
un projeté de a sur A.
s Unicité du projeré
Supposonsqued = ||a - a||=||a- @) avecaes A, e A
Alors, avec (2), on obtient :

2
|loa-B|*=2)a-al*+2]|p-a|® -4 n::ﬂ-a
2
=4d” - 4 ETHB'“
Par convexité de A, on a:
Eﬁ-—ﬂEﬂ donc ‘QTHPB—E. =a

etil en résulte || @ — B ||* = 0 d'oi finalement o = B.
3) Il est clair que si x e A, alors ini | x = ull = 0, valeur atteinte pour y = x, donc Pyix) = x.
L

Réciproquement, si Py(x) = x, puisque, par définition Pyixie A, il vient x € A.
De Palx) = x pour tout x de A, on déduit A c Py R" ] et comme, par définition Py [ R" | c A,
il vient finalement Py R" ) = A,

&) Autre caractérisation de Pylx)
On veut prouver que si ze A
z=Pylx) &= Yye A, {x—z|z—y}=‘=ﬂ. i3)

a) Montrons que (3) est vraie si et seulement si Ey = E; .
Ei={zeA/VyeA [x—zl=|x-yl}

EEI{IEA,-' Yiye A, {.r-—z|z-y:|'?ﬂ]-

D'aprés le 2), z = Pylx) s'écrit ze E; et la proposition Yye A. {x - ze— y} =0 s'écrit ze Eq,
donc (3) est vraie si et seulement si :

ze By &=+ ze E; soitsietseulementsi E|=Es.
b) Montrons que Ey = E; .
o Lidentité (4] :

llx-yl? —lx— 2 =2(x - 2|2z -y} + |2~ y|
provient du développement :

|lx=-ylF=|lx-z+z-y|®= ||x—rz||2+2{x—z|z—y}+||z—ry||2.
Cette identité prouve que si z € E; alors:
lx=ull® = llx-z|*=0

doncze Ey et B3 c Ey.
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Montrons que Ey c E; . On suppose que 2 € E;, alors par convexité de A, pour tout y de A et
tout { e [0, 1], yy = fy + (1 — t)z appartient 4 A, donc :

=yl = Il x -zl =0,
Avec l'identité précédente, et en notant que z — y; = iz — y), on en déduit :
Ve (0.1]. Eri:x—z| z— y}+ Blz-yl|?=0.

Ce qui exige (x — 2|z — y) = 0 car, dans le cas contraire, c'est-a-dire (x — z|z— y} <0, 0n
aurait, pour t tendant vers 0 :

2x— 2|2z - y) s z-y|? ~2t{x - z|2— )
et Et{x -z | Z— y} + t%)| z — y||* serait strictement négatif pour ¢ voisin de 0.
On a ainsi prouvé que Yy e A, {.r—z.|z—y} =0doncze EgetenfinE) cE; .

5) Montrons que l'inégalité (3) équivaut a (3) :
Vxe R", Wye A, {x — Palx) | Palx) = y) =0 (3)
Vix yle B x B", {x — PALx) | Palx) — Paly)) = 0 (5)
Pour tout y de B", on a Py(y) e Adonc (3) = (5).
Pour tout iy de A, on a y = P4yl done (5) = (3).

6) Montrons que :

Vi . up) & B" x B", ||P,a_[u|} - P_,q,{llg}ﬂ = |luy — gl
On développe :

flug = wgll® = [Juy = Pa (1) + Pa (1) — Pa(uig) +Pafug) — u*
= [|Pa(u) ~Pafug) | + e = Pafisy) + Pa(uz) - ug|”
+2(uy — Pa(u) | Pa() = Pa(uz))
+2(up — Pa(ug) | Pa(uz) — Pa(w))

2
= ||Pafuy) — Pafug) |
car les trois autres termes sont =0,

On a ainsi montré que P, est 1-lipschitzienne donc uniformément continue sur B".

7) a) Projection sur un sous-espace vectoriel M

Etant donné u e E, soit v = Py{u). En tant que sous-espace vectoriel de E, M est convexe et
I'énoncé rappelle qu'il est fermé, on dispose donc de 'application Py . Alors pour tout we M,
ona:

v+weM et v—-we M,
donc en appliquant (3} avec y = v+ w, puis avec y = v — w, on obtient :
{u— ul w:} =0 pus {u—ulw:} =0 donc {u— ul LLr:‘J =0.
Inversement, si ve M est tel que:
Ywe M, {u- L:-| w) =0,
alors v vérifie évidemment (3) donc v = Pyl
En conséquence, pour ve M, ona:
v= Pylu) &= Ywe M.{u—u|w:}=ﬂ (3")
L'unicité de ve M vérifiant (3") résulte alors de 'unicité de ve M vérifiant (3).
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b) « Montrons que Py & LIE) et que Py o Py = Py
Soit v = Pylu), v = Pylu') et he I Alors, pour tout we M,ona:
l‘,:u -u| u':: =1 , ':Ill.ll—ﬂ"lllL"::' =],
done {u+hu' — {e+a') | w) =0 ce qui prouve :
Pyy(u+ du' ) = Pylud+ aPy{u' ).
S5iue M alors, d'apres le 3), u = Py(u) donc
Yue E, Pyo Pylul = Pyl
e Montrons que Im Py = M = | Ker P,H::I : .
On sait déja que M = Im Py puisque I'on a vu dans le 3) que Py [ B ) = M.
Drapres (3'), Pylu) = O équivaut a ;
Yiwe M, {:u - f:ll u!} =0 clest-a-dire -::u |:LL::I =},
donc u e Ker Py équivaut 3 ue M*, ce qui prouve Ker Py = M* et donc M = (Ker Py )

On a ainsi retrouvé que, dans le cas ol le convexe fermé A et un sous-espace vectoriel de E, la

projection Pa n'est rien d'autre que le projecteur orthogonal sur A tel qu'il est défini en cours,

8) P LIE), montrons :
Pe ProjlE) «= [P =PetVixyle B (x| Py} = (Pl |u)
s SiPe Proj(Elalors ona P? = P et il existe un sous-espace vectoriel M tel que P = Py .
Pour tout (x, y} de £, ona Pix)e M donc :
(x = Pla) | Plydy =0 Clest-a-dire (x| P(u)} = (Plx) | Piy))
de méme :
(Plxt|y) = (I—'lx'rl Ayl dou . (x]Piy) = (P} | u).
s SiPP=PetVixyle B2, (x| Py} = (Pix) | 1}, alors P est un projecteur, il reste & montrer
qu'il est orthogonal.
On sait que E = Im P& Ker P,
Soitalors x & Ker P et ye Im Pdonc y = Piylet:
(x| ) = (x| Plul} = {Plx} |y} = 0.
Cecl prouve
Ker P (Im PY* (ou Im P o (Ker P,
Comme be théoréme du rang donne :
dim Ker P = n = dim Im P = dim{[m PJ-,
il vient hnalement :
Ker P=i{lmPr doncausst ImP ={KerP).

9) Pe LIE), montrons que
PeProjiE) —= {P®=Pet¥xe E, || P2 = || x|}
s 51 P& Proj(E), alors P = Peten appliquant 8) avec y = Pix), il vient :
| Pl 2 = {x | PLx)),
done d’apriss Cauchy-Schwarz :
120 | = || x| [l P |-

Pour Pix) 20, on en déduit || Plx) || = [ x|, et pour Plx) = 0 ¢"est, bien siir, encore vrai.
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o SiP°=PetVxe E || P = x|

Soitxe Ker Petys Im P, alors pourtout h e R, ona;

Pax+yl=Py =y donc ||y||?‘-é | hx+ _L,|||2.

Ainsi, ¥ he B, 35| x||* + 2 h (x| y) = 0 ce quiexige (x| y) = 0.

Comme en &), on en conclut Ker P = {Im P,

Partie B

1) Remargue. Pour tout projecteur orthogonal 11, il a été vu en A9) que:

« Montrons que |[JI = un|,

510 - Pe ProjlE) alors :
¥xe E (1@ - Pl sy = (@-Pio P =0 donc P=g

s Montrons que

(if) == (i}

[ = @)

YWxe E, {ITI:xl i x} = | |H.t']||g_

Soit x & Im P, alors Pix) = x. Formons :

|2 = @) |1 = || x[F = 20| @)} + || @]

P=q donne || x||° = (Plx}| x} = {Qx) | xy done :

[l — @ | = | @ |* — (x| @Hx)).

Soit, d'aprés la remarque, || x — Q(x) % =0,

Il en résulte x = Qfx) donc x & Im @ et enfin Im P < Im @.

& Montrons que

(i) === {in}|.

Artenrion ! ici on obtient directement |'équivalence puisgue la réciproque est évidente.

o [l = (i}

w (inh == (i}

« Montrons que | Giv) < (v}

® (il = (1)

Pour tout x de E, Pix)e Im Pdonc Plxl e Im @ et © étant un projecteur :
Q{F"ix]'} = Plxl,
car on a toujours lm QP c Im Q@

Mvec (el on & ansst (it

ImPcIm@ doi (ImPr=Im@Qr  Cest-a-dire  Keor P o Ker @
Pour tout x de E, x = Qix)e Ker @ donc x = Qix) e Ker P, ce qui donne Plx) = PI:Q'[A:]J.

o = i)

P = P donne Ker 0 = Ker P dong, en passant aux orthogonaux :
ImQg=IlmpP.

Om a ansl prouve (o) = (i) et puisque  (ifi) <= {iv), ona{w) = (i)

» Montrons que :-:.:_1] = lur3|-

Evidence car avec (v) on a aussi { i),

s Montrons que

Développons :

(wi) = {i)].

(Q—PP=0 PO _-QP+P =0 -2P+P=0Q-P

done @ — P est un projectenr.
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P et @ étant des projecteurs orthogonaux, ils sont symétriques done, I'ensemble des endomor-
phismes symétriques de E étant un sous-cspace vectoriel de FE), le projecteur P -~ @ est
symétrique et, d'aprés le A8}, il est orthogonal.

2) » Montrons que |IZ|':' = Iiﬁr|.
P + ) étant un projecteur orthogonal, on a
Yxe E, -::J-.’ | Mxl +QI,:."I::I = || Px) +Q'I.~.'fI||E
donc :
'::.'-.' | F‘Iij':l +{x | !Z;l!x:l} = || {-"I.lL']||"J - :E{P'!J-.'f' | ,r;ﬁ_xl} + || Q)| 2
De méme, Pe ProjE) et = Proj(E) donne :
(x| Pix)y = | Plab]® et {x|@x)) =] @x|?
d ot finalement :
(P | gixy) =0,

. ]

s Montrons que | (i) = (i),

Formons :
|PQx|* = {Peix | PO
= {@x)| PP@x)}  car P est symétrigue
= (x| PRy carPP=p o g=g*
= {Qhy) | Pyl avee iy = (Hx)
=1 d’apres (ii)
» Montrons que | (i} = (@),

P = Odonne Im @< Ker P done Im Q= lm P c'est-a-dire que Im @ et Tm P sont ort hogonaux.

s Montrons que | (v} = (u) .

{iv}donne ITm @ = Im P~ donc Im 0 = Ker P et PQ = 0,

mais aussi Im P < Im @ donc Im P = Ker @ et QP = 0,

alors (P+@F = PP+ PQ+ QP+ @ = PP+ 0F = P+ 3. Ainsi P+ () est un projecteur.

Fuisque P et ) sont symétrigques, P+ O Pest également et ainsi P+ @ & Proji E). 1l est clair que :
ImiP+ Qi Im P+ ImQ.

Inversement soit x = x) +xp, x € Im P, 2 2 Im 6.

On a vu précédemment que PQ = 0 et QP = 0, donc de x & Tm @, on déduit x; = Qfx) et

Plx) = PQ{xz) = 0, de méme Q{x,) = OFP(x} = 0, et finalement : |

(P+@Hag+am) = Plag) +Qx) =x +xp=x

On a ainsi montré :

ImP+ImQcImiP+ Q0.

En conclusion, Im(P + &) = Im P+ Im = Im P& Im @ car les sous-espaces Im P et Im  sont
l:'l-l'1.]'| []EE'I AL,

=« Montrons que . Evidence,
3) « Montrons que |H] = ()],

La symétrie de P et  donne pour tout (x. yi e E? -
'::QFI.A:':I | y} = {F‘I,l;.' | Q:_L,IP:: = -::.:r:l PQ[_ulh.
De méme la symétrie de PQ donne :
(Pgx) ) = (x| PEXw).
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On a done :
Yix, yle E°, {@P(x) — PLYx) | |_,4:} =)
d'on
Wxe E QPx) = POx) soit QP = PO

s Montrons que |[L'L'".' = (ifi)|.

Pg = QF donne (PQ)* = POQP = PQP = P Q = PQ: PQ est un projecteur.
Pour tout (x, y) & E7, (PQIx) |y} = {@ix}| Ply)) = {x| QPy)) (P et Q symétriques), done :
(POXx) | y) = (x| PQY)) (car PQ = QP).

Ainsi d'aprés A8}, ona PQ e Proj(E).
[l reste & montrer Im PQ = Im P ImQ

— on sait que ITm PQ < Im P et Im QF < Im @ donc PR = QP donne :

Im PG =IlmQPclmPrim G

—sixe ImPrIm@ onadx) = xet Plx) = x donc PR x) = x et x € Im PO

Ainsi Im P Im @ = Im PO et finalement Im PQ = Im P~ Im Q.

» Montrons que | (i) = (i) |. Evidence.

ﬁ] s Montrons que .

Pour tout (x yhe EX, (Pix)+ Qlx) — PRUx) |y} = (x| Ply) + @) — PRIy} et compte tenu de
Pe ProjlE), @ e ProjlEl, il reste ;

(P00 [1) = (x| PO,

Or:
(x | POIY)) = { Plx) | Qyl} = {QP(x) | 7y

done ;
Yixyle EY, (PO |y) = (QP(x) |y} et PR =QP
s Montrons que | (i} = (il |.
D'aprés le 3), PQ = QP donne PQ = Proj(E).
Formons :
(P+Q - PQF =P+ +(PQ)" + PG + QP — P'Q — POP — OPQ — PO’
=P+ 0+ PQ+ PO+ PQ—PQ—-PQ - P - PR
=P+ 0= P03

Ainsi P+ (3 — P est un projecteur,

La démonstration de (i} = (i) montre que ce projecteur est symétrique done :
P+ Q- PQe ProjlE).
En écrivant P +  — PQ = P + QUdg — P, on obtient
ImiP+Q— Pt ImP+Im G
[nversement, soil x = x; +xp, x; € lm P, a3 € Im @, on a alors
x=iP4 Q‘J[x] +.x§:| Q[Jq} = P[.ﬁ.‘g}

r={Ps+ Q]l::xj +x9) = @GP{x ) = PQﬂ_rg_] (xl = F(I]j et xp = Q[..'E'_g]l)

x=(P+ Q- P |x + 5] {car PO = QF)
Ainsi Im P + Im @ < Im{P + Q@ — PQ) et, inalement ;
Im P+ Im Q) = ImiP 4+ 0 — PO
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5) Montrons que :
Q= QP
<= P et Q sont simultanément diagonalisables en base orthonormale.

s Supposons (i). Pe Proj(E) done ;
1
E=Im PEB Ker P (somme directe orthogonale ).

()
(&)

D'autre part, PQ = QP, donc les sous-espaces propres de P, Im P = Ker(P — Idg) et Ker P, sont

stables par Q.
& induit donc sur Im P un projecteur orthogonal 0y :

1
ImP=Im oy @Enrgh
et @ induit sur Ker P un projecteur orthogonal Qs :

1
Ker P = Im Gy () Ker Qs .
En conséquence :
E = Im 0y & Ker Q4 & [m Qo & Ker Oy

est une somme directe orthogonale et une base orthonormale de E, adaptée i cette somme

directe, est base de vecteurs propres communs a P et .
» La réciproque (if) = (i) est évidente.

6) A = PQP, étude des suites (x| A¥x)) et (x| A%y}
a) Montrons que {x | Aly)) = {Alx) | y).

(x| At} = (x| P@PIEY Y= ( PLe) | QP P symétrique
= (QPix) | Ply) Q symétrique
= {PQP(x) | y} P symétrique

b) Montrons que || Alx} || = || x| et {x| Alx)} =0,
P et ) étant des projecteurs orthogonaux, on a successivement :
Il PRP(x) || = || @PLxH = [| Plxd || = [ x ]I
(x| Alx)) = (Plx) | @ PLXN) = || @GP0 |2 = 0.

€) Etude de uglx) = (x| A¥(x))
= sik=2p, (x| A%(x)) = (AP(x) | AP(x)} car A est symétrique, done ugyix) = 0;
= sik=2p+1, (x| A% 0) = (y| Aly)) avec y = APix), donc ugp,(x) = 0.
La suite {ulx)), . est donc positive, étudions maintenant la monotonie.
D'aprés Cauchy-Schwarz et b), on a:

ulx) = {xl.’.[.x]:l = || x|l|| Alx) || = || x| = ugix).
Soit I'hypothése de récurrence Hip) :

¥xe E.Vke [1.p— 1], upix) = ug_q{x).
Alors:
uplx) = {Ax | AP ) = up_glAx)

donc en appliquant 'hypothése de récurrence a la suite [u&mx]] e N il vient :

up(x) = 1y, _glAx)  soit  wplx)= {Ax| AP Ax)
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d o1 encore
uplxh = (x| AP 1x)  Cest-d-dire  uplx) = up_qix).

La propriété est récurrente et [tufl..vfl]nkt ., €5t décroissante.
Puisqu'elle est minorée par 0, elle converge vers £ix) e H,.
d) Emde de valx ) = {x | A¥y))
A* étant SVIMEtTigque, Om a ;

wlx+ y) = (x4 g | A%+ ) = (oo | A% + (g Ay + 20x | AR()
done :

1,
vl gyl = 3 |l x + Ll — agdxh — i:k{y#].

La suite [ mdx. [fl}h_l_. est convergente vers:

1,
g £+ y) = b =t}

3 Systéemes obtusangles

E désigne un espace vectoriel réel, euclidien, de dimension n. On note (v | W) le produit
scalaire des deux vecteurs v, W de E, et || V|| = 4/{V |V} la norme correspondante.

Ln systéme de vecteurs [ Vi.ie 1), est obtusangle si et seulement si l'on a, pour tout couple
iLfrtelquei=j:
{H‘u,.] Vi) <0 (strictement).

Patrtie A

1) Montrer qu'il existe dans £ un systéme obtusangle de (n + 1} vecteurs. On fera une
recurrence sur la dimension de E.

Indication. Considérer un hyperplan F,,_; de E et un vecteur W orthogonal 4 F,,., et, &
partir d'un systéme obtusangle de n vecteurs vy . Va . . . . . Vi de Fy,_, montrer que U'on peut
trouver un systéme de n vecteurs Vi, . .. Vo telsque Vi=Vi—tWpouri=1,..., mn, et
tel que (V). ....V,. W) soit un systéme obtusangle.

2) Montrer qu'un systéme obtusangle de E ne peut comporter plus de n+ 1 vecteurs. On fera
UNE FECUITENCE SUr n,

Indication. En supposant que (Vy.....Vn.2) est un systéme obtusangle de E, projeter
Vi, « -« Ve sur lorthogonal de V...

3) a) Montrer qu'un systéme obtusangle de (n + 1) vecteurs de E est de rang n.

b) Montrer que tout sous-systéme de n vecteurs d'un systéme obtusangle de (n + 1) vecteurs
de E est une base de E,

4) a) Montrer que le rang d'un systéme obtusangle de p vecteurs de E, p = 2, est égal a p
ouaip—1)
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b) Montrer que si l'on a un systéme obtusangle de (p + 1) vecteurs dans un sous-espace Fp
de dimension p de E, on ne peut lui adjoindre un (p + 21" vecteur de facon & obtenir un
systéme obtusangle de E.

Partie B

1) Soit un systéme obtusangle de (n+ 1) vecteurs V.. .., V,.1 de E. On suppose, dans
cette guestion, que :

Vil =1 et {Vi|V})=cosg iz}
indéependamment de i et de j, pouri=1.....n . j=1,...,n Montrer que l'ona:

. 1
Vit Vot oo +V =0 et COsyp = — o

Indication. Ecrire que les in + 1) vecteurs Vy .. . . .V, sont ligés,

2) Montrer que si le systéme (V. .. . . V), p= 2, est obtusangle avec :
I Vi Ilz =1 . {'L".' 1,-_'|:;. = CO8 1) (i#f)

pour tout i jde [1.pl, alors 1 +i{p = 1)cos == 0,

A quelle situation correspond l'égalité dans cette relation ?

Indication. Ecrire que ||V} + - - . + Vy||* =0,

Patrtie C

1) Montrer que si (Vy. ..., Vp| 85t un systéme obtusangle de p vecteurs de E et si
Ap. o+« hpsont préels tels gue :

p
E nVi=0
i=]

alors les x; sont tous de méme signe (éventuellement nuls). En déduire que :
[
Z g Vi = 0.
i=1

2) Soit (Vy, - - - . Vi) une base obtusangle de E. Supposons que pour un certain vecteur v
de E, on ait :

Fi
V=3 Vi etque pourtoutt {V|Vi)=0.
i=1

Montrer que, pour tout i, A > 0 (strictement).

Partie D
On appelle matrice symétrique positive (resp. définie-positive) toute matrice associée & une
forme quadratigue positive {resp. définie-positive).
Pour une famille (1. ... .ep) de vecteurs de E, avec 1 = p = n, on appelle matrice de Gram
MGiey . -« - .€ep) la matrice symétrique A d'ordre p, d'élément a;; = (e | e/} pour tout i j de
1. pk.
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1) Montrer que le rang de MG(e;.. .- .ep) est égal au rang du systéme de vecteurs
(€1, .ep).

2) Soit A une matrice symétrique positive, A = [a;j] jxi<q - telle que a;; < 0 pour tout (i j)
lsj=n
avecr i=j,

Montrer que son rang est n ou (n — 1) et que, pour tout i € [1.nll, ai = 0.

M So]uticn

Patrtie A

1) Pour n = 1, (V. Vi) avec Va = —V; = 0 est obtusangle. Supposons la propriété vraie pour
dmE=n-1.
Soit maintenant E de dimension n, F un hyperplan de Eet we Y 10}, Daprés 'hypothése
de récurrence, F contient au moins un systéme obtusangle (Vy. -« . . V).
Pour t € Rettout i« [1.n], posons Vi = Vi — W,
On obtient pour tout (i, j)

(V[ V) = (i ) + £l W,
et pour tout i :

(vi|w)=—tiw]?

1
vi| vy ®
done, pour t = 0, avec t < Jrl.?lfr?:n |r; |;'!.v|f|

On a ainsi établi par récurrence la propriété #n) : tout espace euclidien de dimension n = 1
contient au moins un systéme obtusangle de n + 1 vecteurs.

Je systéme (V). ..., V. W) est obtusangle.

2) » Démontrons un préliminaire.
Soit (Vy,...,Vp) un systéme obtusangle de E et, pour tout i € [1.p — 1, V] le projeté
orthogonal de Vi sur U'hyperplan H = V. Alors (V], ... V,_;) est encore un systéme

obiusangle.
vt = v, - Vel V) Ve

Pourtoutie (1. p- 10:
IVl

donc pour (i, f) tel que 1 = (< j= p— 1, on obtient :
(V1) = (v ) - L2 L0Cp 1Y)
I Vol
et, sachant que (Vi | Vj} <0, (Vp | Vi) < O et (Vp| V) <0, 0n en déduit :
(vi| v} <o.
s Considérons maintenant la propriété Qin) : si un espace euclidien E contient un systéme
obtusangle (Vi.. .., V), alorsdimE = n,
La propriété préliminaire montre que @(n — 1) = Q{n).
D'autre part, il est clair que Q(1) est vraie. En effet, dans un systéme obtusangle (v, V), la
condition (V; | Vg) < 0 impose V| 0 et Vy # 0 donc E= {0} C'est-d-diredimE = 1.

Ainsi la propriété est, d'aprés le principe de récurrence, vraie pour tout ne M*,
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3) a) Soit {Vy. . - - . Ve } un systéme obtusangle de E, espace euclidien de dimension n.
Posons r=rg Vi, . Vi)
Praprés le 25, ona r = n et comme évidemment r = n, il vient r = n.

b) De {Vy. .. .. Vy), on peut, dapres a), extraire au moins un systéme libre de n vecteurs.
Soit maintenant un systéme de novectears extrait de (V. - - Vi }I A une permutation pres
des Vi, 1= i = n+ 1, on peut se ramener au cas ol ce systéme est (Vy. ... . V).

Supposons (V. ..., Va) lié, cest-a-dire rg (V. - - -, Vi) = n — 1; il existe alors un hyper-
plan H (dim H = n — 1) contenant Vq . . . ., V. Soit ¥V}, le projeté orthogonal de V. sur
H:avece H-=RBW et ||W][=1,0na;

Vil = Virel — AW | Viyup J W
Omvérifie facilement que le systéme {Vy . - -« Vi, Vo ) estobtusangle, Eneffet, les conditions

{'ir'] | 'ir}::l < 0 pour 1= i< j= nsont acquises par hvpothése et ona de pluspour 1 = i=n:

'::Ul'l v ::' = {-L.rl | 1_.'“”:, = 0,

]
Puisque [Vy. - - - . Vy, v, 1 | oest un systéme obtusangle de Uespace eucliden H, d'aprés le 20,
on adim H = n ce qui est bien sir une contradiction. En conséquence, (Vy, - - <, Vi est libre,

4) a) Posons F = Vect (Vy. ... Vp).
Draprés 2}, dim F = p — 1 et évidemment dim F = p done dimF =p - 1oup,
b) Soit (Vy, ... Vi | unsysteme abtusangle de Fp avec dim F = p.

Sl existait Vi, tel que {Vy .. . Vpea ) soit obtusangle, d'apres 31b), (Vi - .- Vg ) serait
libre, ce qui est impossible car ¥y, . . - . Vjpoq sont dans Fp et dim Fp = p.

Partie B

Pourtout i jde Bl.n+ 10, || Vill = 1 et sii=j, (Vi | 1‘.'.1::' = o8 §.

1) (Vi .- Vi) étant lié, il existe Ay, . . ., Ageq réels tels que:
[N |

¥ hiVi=Oet (A, oo o) #00. 0. 0),
{w ]

I'jl!lJ'II..ZZ
i+l
Wic il n+10 3 advi|vy)=0
im]
cest-a-dire :
41
(S} Zh.‘ cosg+hy=0 1=j=n+]. (E)
i=1
L

En faisant la somme des n + 1 équations, on obtient :

i+l
il+nonag)d (Z A | =ik
i=1

el
Supposons Z ki = 0. En combinant avec I'équation | E;}, il vient :
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e+l

E b | (1 =cosgl=(0L
i=1

b
Orecoag <0 donne 1 = cos¢g# 0 d ot enhn :
n+1
Z?ﬁr = ()
=1
iwf

soit aussi Ay = 0 et cecl pour tout §, ce qui est impossible.
En conséquence, on a;

r+l

1
ZHE:U el COS§ =~ -
iwl
Le systéme (S) s'écrit alors :
n+1
ZM—F‘IM:H., 1$j75n+]
t=1
iz}
soit aussi matriciellement :
Ay —nn i1
.lqrt.‘.l E = '} aveg A"H‘l = I'-. L= ."n..][ﬁl.
L. i1} —n
Calculons le déterminant d’ordre n :
, —1 . -1}
T 1
' o e 1
d‘.".-ﬂn = 1 N | Ir -. = ".
R
. 1
! bo-n 1 1 -n|
-1 . -1
0 -n-1 0 o |
: . ]
0 oo 0 —n-1
=i=1"n+ 1" 20,
O en déduit rg Ay = 1 et en conséquence la solution générale de (8) est :
(LRI WY IR Y SR 3
d'oi : Vit Vasr .o Vo =0
2] St [L-'| e, 'r'p] un systéme ul‘:lumﬂgh 1l que || !.r'4||"£’ =1, {l’j |Eri:| = ¢pa b,

P .

|V -4 '|r"p||3 = E |i 'l-f'?“-l—ﬂ E {'I.J'. | 'l.rj} = p+plp— 1) eos =0 done 14+ p— 1) cos =0,
=1 1mi fepai

En cas d'égalité, (Vy.... . Vp) estliéavec Vi + ... + Vp=0,doncreg (Vy. ... . Vp) = p—1,

(cf. A.4)a)).
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Réciproquement, si rg (V}. - .- .Vp) = p— 1, d'aprés le résultar de la question précédente
appliqué dans l'espace F = Veet (V. - . ., Vp) on obtient :
1
cos i = 51 etdone 1+(p— licosd =10,

Ainsi 1 +(p - 1}cosd = 0 devient une égalité si et seulement si (Vy. - ... Vp] est lié.

Partie C

1) Pour pe B, p=2, soit ®ip) la propriété suivante. 5i (Vy . - . . . Vp) estun systéme obtusangle
de pvecteurs et sihy , - . -, Ap sont préels tels que :

i j'l.|1-"r| - ':.}
i=1

alors les &; sont tous de méme signe.
O vérifie que #(2) est vraie. En effet, { vy, Vo] étant obtusangle, ona;
(Vi|ved <0 et —[IVa]*<0
donc, en observant que &V + AgVp = 0 donne
h {1"1 | 'l"z} = hg | V2 |
on obtient que A et Az sont de méme signe.

Montrons alors que #ip - 1) = Siph (p=3L

Cina déjél v (ef, A210 que WL - 'L’J,,] &rant L:II'rtl.i:-;:mHlL.', &1 ;ipp::hnl:, pour 1 = { = p - 1,
Vi le projeté nr1|'|u§;::|na| de Visur H = 1!’]% . e systéme {V]' ... 'I.-"Jr,] est obtusa ng]q:.
Alorssi by, - - Ap sont préels tels que

i
S T avi=0
i=1
en projetant orthogonalement sur H, on obtient :
p--1
Z -i"-l'll"'r|r -
=]

et, daprés Sip — 1}, on en déduit que les &, 1 = i = p— 1, sont tous de méme signe, puis la
relation :

1
=

=1
— Z M{L.rl. Ur-'}
=1

montre, avec {\r’f | k},} =D 1=i=p=1.¢et| Vp| ‘a0, que hp est également de ce signe.

.
Apll Vil

On a ainsi montré que f(p — 1) = Ripl et puisque F{2) est vraie, le principe de récurrence
montre que Ap) est vraie pour tout p = 2.

Les &y étant de méme signe, ona :
Yie Ml.pl,hi=ki ou Vie [Lpl, v =~ A

dong, au besoin en multipliant par —1:

P "
Ehrb’. =0 donne Z EYIRVIEN S
=1 =1
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2) Précisons la propriété précédente en montrant que si kg, - - -, Ap sont p réels tels que

P
ZML’, = {
i=1

alors les Ay sont soit tous nuls, soit tous non nuls (et de méme signe). Appelons #'(p) la
propriété ainsi obtenue.

Gt'(2) est vraie car, avec Ai{Vy | Va) = — Ag || Va 1%, on voit que I'un des deux réels A, Ag est
nul si et seulement si autre Uest également.

Montrons que R'(p— 1) = R'(p)

[ p=1
Slhp =1, la relation Z AV = 0 se réduit & Zhrlﬂ = (3,
i=1 i=1
Oron st que (V) ... Vo) est libre (cf. Ad)a)) donc cette deuxigme relation donne :
hy=hg=...=ky g =0

Finalement les &;, 1 = i = p, sont tous nuls.
Siap 20, la relation :

p—1
E hiVi=—Ap Vp
i=1

montre que les ki, 1= {= p — 1, sont non tous nuls donc, d"aprés #'{(p ~ 1), la relation :

donne que les ki, 1 = i= p— 1, sont tous non nuls et il en est done de méme pour hy, 1=i=p,

Finalement, on a montré que #'{p — 1) = R’ p} et puisque 22} est vraie, il en résulte que :
F'(plest vraie pour tout p 5= 2,

Si (Vi..«-.Va) est une base obtusangle de E, les conditions {V Vi) > O pour 1=i=n

donnent, qu'en posant V., = -V, le systéme [Vy .. .. Vi, Vi1 ) est obtusangle.

Alors la relation :

i=1
sécrit :
n+l
E: aMVi=0 avech,,g=1
i=1

et, d'aprés ®'(n + 1), on en déduit A = 0 pour tout i & [1, nll.

Patrtie D

1) Remarquons d'abord que si o est une permutation de [1, pll, la matrice :
MG (e« - 8 )
se déduit de :
MGley, .- - . ep)
par la permutation « sur les lignes et la permutation o sur les colonnes. On a donc

TEMG{egy. -+ By ) = TEMG(ey . - - - . ep).
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Sirgley. ... ep) =0, 0naMGley. - ... ep) =0et la propriété est évidemment vérifice,

On supposemaintenantr = rg (e . - - . -L'p::l = 1. Alorson peut extrairede (e, - - - . €p | UN 5Y5-
téme libre de r vecteurs et 3 une permutation prés, on peut supposer que (e, - - ., er ) est libre,
Dans ce cas, MGer. - - - . er ] est la matrice, sur la base {ey, .. - er) de F = Vect (er) .
du produit scalaire. On a done :
det (Mfil’qu ph b .m—]] =0
ef, puisque cette matrice est extraite de MG(e; . - . . . ep), on en déduir :
rgMi|ey. - Lepl =1L
[Yautre part, pour tout j& Ir + 1, pll on a alors
r
g = Zuj.kf'&.
k=1
ce qui donne, pour tout (e [1,pl :
-
)
(ec] ) = 3 oyl ex)
o |
et, ennotant Oy, - - . . Cp les colonnes de A :
.
l{-._'_, = E oyl -
k=1
len résulte rg MGley, - - - .ep) = TE f_l.’."] e Op) = r d'oh hinalement :
TH.H-'H.}:.F'] A 'HII':'] =T = r"g[lrl e -l']'_l-]'-

2) Pour toute matrice A € Mq(H), symétrique, il existe Pe 0R) telle que
A= "PDP Vavec: D=diag Ny - hn)
ol Ay, - - - hi sont les valeurs propres de A, De plus, la positivité de A équivaut a :
Wie [1,nl, hi =0,

Posons alors A = duag (R, « - . v/Ap ), @ = AP, etsoit Vi, Ve, . . - Wy les vecteurs colonnes
de .
Lespace £ = B" étant muni de son produit scalaire canonique, on obtient :

A= '99= [(vi] ;)]
i bien que les conditions a;; < 0 pour tout (i tel que i = j traduisent que le systéme
{Vi. Ve, . ... Va) est obtusangle.
[¥aprés la question précédente {1}, onargA =g (Vy, ... . V) et, d'apres le Adja), ona

rg{ﬁ voee Vi) = noun -~ 1, donc rg A = noou n — 1, [Yautre part, puisque (Vq. ..., Va)
est obtusangle, chaque Vi ¢4t non nul et ;

YWie [1.nl, ai; = ||i.-",§|2 = 0,
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& Matrices symétriques réelles,
définies-positives : conditions de Sylvester

Notations :
Sl = {Me MalR), "M=M]|;
Snif) = {Me Suf)/ VX e My (R) "XMX =0} ;
S = {Me SalR)/ VXe My (RLX#0 = "XMX>0}.
Soit A= SpiR), A = [ayj] peen

“': U]dﬂnc:

On pose B = [“U] 1=ien. Bt A= o

l=j=n—1
HF Sn_]“]%.l Et CF -“|'|_|_1I.E:|r
1) Montrer que A est définie-positive si et seulement si B est définie-positive et det A= 0.
2) Pour tout ke [1.nl, on pose :

Ap =det [ajy geys
k= det fau] e

Montrer que A est définie-positive si et seulement si Wice [1,nl, 4y = 0.

# Solution

1) Seit{il: Ae Sa' iR et (i) : Be 8% jiR) et det A > 0,
Limplication (i} = (i} est bien comnue.

s Pourtout X e dl,_iBLsiX#0ona:

m & Moq() {0)

donc 'YAY = 0, c'est-a-dire 'XBX = 0. En conséquence, Be S° | (%),
s Puisqu'elle est symétrigue, définie-positive, A est la matrice d'un produit scalaire et il existe
done Pe GLn(R) telle que “PAP = I, "o on déduit :

Y =

det A = 5 > 1]
{det 1)

Rappelons que Uexistence de P correspond i P'existence de bases orthonormales dans un espace
enclidien,
La positivité stricte de A peut aussi se déduire du fait ques les valeurs propres de A sont toutes

strictement positives,

Montrons maintenant (i) = (i
Lhypothese B e 57" (K} nous donne Pexistence de P e GLn(R) telle que 'PBP = I,_;.

-1
Posons alors 17 = [P [::I]., onalie GLoflRavec U1 = [P U], ct:
01 i 1
‘rEP PO I ' .
‘r.m:‘:[ ]:["-l '] - = LPC).
’ 'Cp inn Jr.'] Clrir \en posant L—'l PE]

Lorsque deux matrices A et A de Sn(F) sont congruentes, I'une est positive {resp. définie-
positive] si et seulement si "autre est.
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Posons A" = "UAL, ces deux matrices A et A’ sont congruentes, done pour que A soit définie-

positive, il faut et il suffit que A" le soit aussi.

!.rl -1
0

Posons alors V = el il vient

__:'] ] ona Ve GLyiBavee vl = [I"'l CI]

(1]

Aty = [I”' : ﬂr l.
U L C'lf]_ ]

Ainsi les matrices A, A' et A" = "VA'V sont congruentes dong, pour prouver que A est définie-
positive, il suffit de vérifier que A™ U'est également.
Avec det A’ = (det PY det A et det A" = det A', Uhypothése det A = 0 donne det A” = 0, c'est-a-
dire :

pppy — 'I'If_'l_{_.‘l = (),
done la matrice d[agcm.‘tlu A pst r.ll."1'||1i|.'-|;:n:1n!i:i'riv|.' et il en est de méme pour A.
2} La propriété est vraie pour n = 1 et, daprés le 1), si elle est vraie pour n — 1, elle Pest aussi
pour n. On obtient donc le résultat par récurrence.

‘5 Signature d’une forme quadratique
Application aux conditions de Sylvester

Ftant donné A= Su(R) une matrice symétrique réelle d'ordre n = 1, on pose :
r=Card { AeSpA/A=0} et s=Card{ArecSpaA/r=0}

Un R-espace vectoriel £ de dimension n étant rapporté 4 une base B = | &) oy On note qa

T
la forme gquadratique sur E telle que A = maty g4 .

1) Montrer qu'il existe gy. - - - .gr.$ray . - - - e fOrmes lindaires indépendantes sur £
telles que :

r 5
2 x
{J'.-'L=Zb'l ‘Z'\Fr-l-
=1

(Sir=0,lafamille {¢;. - - - .¢r) est vide et la somme :
¥
3
=1
est remplacée par 0. De méme 51 s =0.)
2) On suppose qu'il existe iy, . . - e gy, - - - e, formes linéaires indépendantes
telles gue :

r %'
a= 3 Wi =D Wi
i=1

p=1
Montrergue r' =r, 5’ = =
Indication. On pourra compléter {gy ., - - . . gres) 8t (dy. - . o o) €n des bases [-.:i}I__ .
Bt (Wi ), ., 08 E° puis, (&), et (), ., désignant les bases antéduales, introduire
les S0US-25paces ;

F=Veetieg .. .. erl. G=Veet (gpg. .- CEn
F"'="'|-"E-l.‘tl,r5';|.~-~.+::r . GJ=1'r’Efo_H",-,].r--.+::t}.
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Définition. Le couple {(r s) est appelé signature de la forme quadratique q,4 et on note :
sgngy = (K sh
3) a) Etant donné q la forme quadratigue sur E de forme polaire @, et F sous-espace vectoriel
de E, on note :
F" = {XE E/Yye EEMx yl= 'l'l}.
Montrer que F° est un sous-espace vectoriel de E tel que :
dim F? = n — dim F.
On suppose la forme quadratique g définie-positive, montrer que :
E=F&F".

b) Soit (x s} L3 signature de q. Montrer que r est la dimension maximum des sous-espaces F
de E tels que la restriction g soit définie-positive.

4) Donner une nouvelle démonstration des conditions de Sylvester caractérisant les matrices
symétriques réelles définies-positives (cf. théme 4 précédent).

B Sol]ution

1) Munissons E de la structure euclidienne telle que la base 3 soit orthonormale. On a alors
A = maty u o0 u est Vendomorphisme symétrique de la forme guadratique g. On sait qu'il

existe une base orthonormale @' = (&f) — formée de vecteurs propres de w:

Wie L. nll, uieq) = Avej
114

et dans cette base, pour tout x € E, avec x = Z Xie ,ona:
i=1

i
qalxl = E Ii.lx;"!.
=1

Om peut supposer que les iy ont été indexées de fagon que :
hi>0 pour l1=i=r
Ai=0 pour r+l=i=r+s
Ai=0 pour res+l=i=n
en notant e" , - .., e les formes coordonnées associées 3 la base &', il suffit alors de poser
e =g el pour 1=i=rg

et gi=+=hiei" pour rel=i=r4+s

pour obtenir une famille libre {q:“g e B el e - . @res ) telle que:
=Yt e,
i=1 i=1
2) (@i )y o€t il ), sontdes familles libres du dual E* de E, elles peuvent donc

étre complétées en des bases | ¢ ) de E* et on note alors { & | et

pegeen €0 (W ) 1=i=n

{ B }1-.1-. . leurs bases antéduales respectives.

1= [=n
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Enfin, on pose :

F:‘l.'ri:'f.‘t[+:|,..._¢-:r}|. G:"I.-'Erc't{r-:”l.--.,ﬂn].
F' = Vect (E-';I cra *‘Ir:' G' = Veet (s, .F::,:l.

Tout x de E s'écrt

Fi
X z.&’i g avec Vie [l al. X = gilx)
i=1

It
el x= zx; gy avec Vie [1nl, X =dix).
i=]

Do, pour xe F G oona:

r 5

gl = Z eilxl =0 et galxl= — z'nllr-,,l.m:lE = )
i=1 i=1
ce qui donne qaix) = 0 puis

r
Yie L rl,gixl=0 ¢ x= zl‘:-g':.l':'ﬂ| =1},
t=1

On a ainsi montré que F~ G = {0} donc F+ G’ = F& G et la relation dim (F @ G') = dim E
s @Crit :
r+n—r=n cest-d-dire r=r
Symétriquement, ona F' G = {0} et 7' = rd'od finalement r= ',
Enfin, en remarquant que :

Iy 0 0 I 0 L1
maty,qq= | ¢ —Is 0O et matga=| 0 g 0
L 31 0 0 0 0

onobtient r+s=r'+5 srgqqetrsr donnes= 35"

3)a) |siF= {ﬂ :r on a évidemment F° = E et done dim ¥ & n — dim F.

Cn suppose maintenant F e “'I' doncdimF =p= 1,

E étant rapporté a une base & = [eg] _ _ obtenue en complétant une base (&) de F,
] =5 {==pt \ ]= (L9 1]
introduisons les formes linéaires :
Py x—edxe), 1=i=p
La linéarité de < par rapport a sa denxiéme variable donne :

]'J
Fo = n Ker iy
i=l

done F? est un sous-espace vectoriel de E de dimension n —rg{ @0}, p puisque
rg | Wy ) lsisg = Py il vient dim F* & n — p, soit aussi dim F + dim F” &= dim E.
Pour x & F F7, ona dlx x) = 0 Cest-a-dire glx) = 0 dong, si on suppose g p définie-positive,
gix} = 0 avec x € F donne x = 0. En conséquence, lorsque g p esi dél’inic-pmitiw, on a
FvF®= {0} et, puisque dim F + dim F” 2 dim E, il vient finalement :

E=F&F”,
b) Nous notons QE) Pespace des formes quadratiques sur E et Q" E) (resp. 910 E]:I I'ensemble
des formes quadratiques positives [resp. définies-positives) sur E,
Sir = 0, la forme quadratique g est négative ot il n'existe aucun sous-espace F non réduit 3 a}l}}
tel que g p soit définie-positive. Donc, dans ce cas :

Chapitre 4. Espaces préhilbertiens - Espaces euclidiens - Conigues - Quadrigues | . w» 287



max { dimF { qp e Q"[F']} =0=r,
Dans la suite, on suppose r = 1,
Daprés la question 1), il existe F sous-espace de dimension r tel que gp e Q" (F) : avec les
notations de cette question, il suffit de prendre F = Veet (e} . . . . . &} ).
Soit maintenant F un sous-espace de Etel quedim F = pet e GF TIFL [Faprés le a) précédent,
onaE=F®F°
Puisque g est définie-positive, il existe une base #g de F dans laquelle la matrice de gy est Ip
et en posant sgn g ps = f_rr. s ), il existe une base @ pe de F® dans laquelle la matrice q)pa €51 ;

0 0
f:l —.F_-;' n [ .“r[ I}*RJ’.
0 0 0

Soit A la base de E adaptée i la somme directe E = F & F° obtenue comme sréunion» de #p
et Wps . Sachant que Wix. yle F x F°, dix, y) = 0, on obtient :
Ip © a 0
0 I O 0
0 0 =Ils 0
o 0 0 0

matg, q =

etdoncsgng=(p+r'.5) cequimontre que r= p+r,soitaussip=r.
Ainsi on a bien :
r=max {dimF /gqpe G (F)}.
4) Etant donné A = [ay] & Sa(R), on pose B = [u,_..] 11 » BE S, 1(H) et il sagit de
1%jsin=1
montrer que A est définie-positive : A e 57} si et HELLI::I'I-';IEI'IIZ g
Be 57 [(RietdetA=0.

Beprenons les notations du 1) : A = maty gq, 8 = {mj
dimension rn.

N base de E, H-espace vectoriel de

Enposant F = Vect (e}, Bestla matrice par rapport i la base iy = (&) 1z Gela
restriction qqr de qq 4 F et il est clair que gy déhnie-positive implique g4 définie-positive.
Done, puisque "on sait que A & S (R) donne det A = 0, il vient :
Ae 57 = Be 5" [(Rletdeta =0

Réciprogquement, on suppose Be 5" (R} etdet A > 0. On aalors gy p € " (F) donc, d'aprés
la question 3), la signature de ga est{rsiavecr = n— 1. Danslecasr=n—letdonc s = 0
ou 1, on aurait det A = 0, ce qui est a rejeter, donc r = n et gy est déhnie-positive. On a ainsi
montre que :

Be S (RietdetA=0 = Ae S5"(HL
Comme on I'a vu dans le théme précédent, on démontre alors par récurrence les conditions de
Sylvester, i savoir :
Ae 551} = Vke [l.n], Ay =0

ol on a posé Ay = det _rt!u] 1= =

-
l= =k
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# Une application
des conditions de Sylvester

Soit A = [a;;] une matrice symétrique réelle d'ordre n : A e S,(R).
Montrer ["éguivalence des deux propositions :
(1) Wie [1.nll, aj¢ =0 ;

(2) il existe P symétrique réelle définie-positive : P e S."(R} et D diagonale 3 éléments
diagonaux strictement positifs telles que :

A=DF+ FI,
M Sclultion
(2) = (1)
Posons P = [pu] et = diag (dy . - - - ), il vient ;

[ + P} = Hr.!r' + L{J:Ip:-_,-] .
Sachant que P définie-positive donne ¥ie [1.n]., g = 0, on obtient :
Yie Bl.nll, aj; = 2d; gy = 0.

(1) = (2)
Etant donné P & Sn(F), soit &, = det :p._,] {._ - :t . on sait gque P oest déhnie-positive si et
seulement si : :

Vike [l.nld,=0 (conditions de Svlvester).
La condition A = DP + PD équivaut i :

] Yie 0l.nll.  2d; pii= oy

h I{"ifl:[._fln: .al. i<j = (di+d)py=ay

Montrons par récurrence sur n la propriété %n) suivante.
Etant donné ne W* et A e Sq(H) telle que

Yie 1. nl, ai; =0,

il existe un choix de (dj . - - . ,dn) & B3" tel que la matrice P = [py;] & Sa(R) définie par:
ul I - -
pii= T, pour 1= i=n

soit définie-positive.
A1) est vrade car P se réduit 4 la matrice uni-élément ;
54
2d,
qui est déhnie-positive quel que soit dy & EX.
Montrons que S%(2) est vraie.

Ce point est inutile dans le raisonnement par récurrence mais 'idée fondamentale permettant

de prouver Uhérdité de la propriété 0 est diéja présente.
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On choisit par exemple dy = 1, alors

| £t

P= 2 1+ dy
ha tiag
Tody Zdy

Pour tout dy >0, ona:

fhag 1y 1 g ayy

' -t . -

done j]Imn det P! = 420 el pour dy asser petit on adet P> 0,
Ly =—p

Les conditions Tr P > 0 et det P > 0 assurent que SpiP) < B donc que P est définie-positive,
Montrons maintenant que ®Pin — 1) = Pin).

Soit A € Sal®) telle que Wie [Lnl, e = 0 et, pour (d). ... .dn) & B, la matrice
P= :F’U] & SpiF) définie par les relations (C1,

Puisque A= [u._..] 1cisn-1 € Spo(H) vérifie (1), daprés ®(n = 1), il existe un choix de

1% jwn -1
(ey, -+ - g1 )& B2 tel que la matrice Pe 5, (R), P = [pi)] 1=isn—1 soit définie-positive,
D legjsn—-1
On a alors
PMn
fe P :
My s =22 Ban

et, en notant P les cofacteurs, il vient ;
n-1
det# = pandet P+ Y pnPin .
=1
En développant chaque cofacteur Py, par rapport a sa derniére ligne, on obtient :

=1

Py = Z Prij 2§
r.—l.

o les scalaires oy (cofacteur de Py dans Pin} ne dépendent que des coefficients de P {c'est-a-
dire des pPyavecl=i=n-1,1=j=n-1)etsont done indépendants de di, .
On a ains

=1 =1

det P = pony det P + E Zpill Pin o

=] pal
=1

gllrl det P + Z E tin thjn Aif

dﬂl (=1 [df + {'-TJ:. [d.l +du}
Sous cette forme, il est clair que }Imﬂdl’-_‘t P = +0c, on peut done choisir dn tel que det P> 0.

i =%
Alors, d'aprés les conditions de Sylvester, P définie-positive ¢t det P > 0 donnent que P est
définie-positive. On a ainsi prouvé W — 1) = Pin) ce qui, avec le principe de récurrence,
achiéve de montrer que Pin) est vraie pour tout ne 4,
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Suje’cs d’oraux

(A) Intégrabilité

2%
Soit fe ¢°([1,+5¢ [, R), positiveet g : x-—r%f Ferde.
X

Montrer que f est intégrable sur [1.+oc] siet seulement si g est intégrable sur [1.+0a].

Pour une fonction [, continue, positive sur [1: 400 [ I'intégrabilité sur [1 ADG [ est équivalente
i I'existence de:

x
lim [ fode
P, e s e 1

x
soit aussi au fait gue la fonction F 2 oaces f I est majorée sur ['I., -H‘::.-_[.
1

La premiére chose a remarquer est donc que g est, tout commie [, continue et positive sur

El. +u:x;-[, puis que ;
X
Gixl= [ 7
1

fait apparaitre une intégrale double qu'il suffirait de traniformer aved le théoréme de Fubini

pour la reliera ;
=
Fixl= f &
1

= )
I-‘-:rrm-nnﬁﬂ-[.-ﬂ:f g{udxn[ (f H—udu) [[ Edudnnu:mapmc:
1

'ﬂ:{[t,u}fl&'!ﬁx‘,t&u&ﬂr}.

it

2| ,|":
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Ce compact D ne se prétant pas bien i la permutation des intégrations, commengons par en
effectuer un encadrement par deux compacts A" et A qui, eux, 8'v préterons mieux.

Posons -

={ltuf2=u=sx - =t=u

¥ Id -
e A= {l[. ph f 1 oeE o= B 5 = = L:}

1 . - . [ETY
onaalors A’ cPcAc [E‘ + x.[x o | el pussque i, we a-"r ;

i
f T G dt =G = H—dudr
ar E

Le théoréme de Fubini donne :

12l LY 4 i
[ 'ﬂdud! f LY f T; du=in2 Jluddu
A 1 u I

¥
i ] A Ll d X
et j fidud! f FLETY { = du= mz[ i) du .
F Y i 2 . E { Jg

Posons Fix) :f flihdu, on obtient :
1

est positive. il en résulte ;

[Fix)— F(2)) in2 = Gix) = Fi2x)fn2,

Si F est majorée sur [1 o [ alors I’it]&gﬂlhé (i1 Gix) = Fi2x)4n 2 montre que G est majorde.

Glx)
Si G est majorée sur {1, +oc |, alors Pinégalité (1) Flx) = FI2)+ — T montre que Fest majorée.

Ainsi f est intégrable sur [1.+—1-; [ a1 ef seulement s1 g lest anssi.

2 _— B

| Soit f continue sur By & valeurs dans By telle que :

1
YWae B, Yxe B, 0= [{al= E} + =

| X |
| Etudier lintégrabilité de f sur {1,+00].
|

L'hypothése fournie ne permet pas de donner une majoration globale de [ par une fonction
intégrable. On peut donc penser a une majoration 4par intervalle® c'est-i-dire & l'introduction

dune série,

Puisque j est positive, son intégrablité sur [1 : +.'-L-[ est équivalente i la convergence de la série

de terme général :
{1V
ty = [ Slxidx,
@ Fl

v
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Par hypothése, on a pourtout ne W :

3
e 1
0= flx)=s —5 + =
X n'
2+ 1 i in+1¥ dax
done 0=y, = —— nl j -
iy nt x
. Zn+1 4 71 1
cest-ia-dire 0= uy = 5+ na - -——3
n (i} fre+ 1)
2n+1 (2n+ 1)
ouenoore D= u; =ty aVeC Unp= T *
n nfin+17°
2n+1 2 2+ 1 2 . 2 .
Aver ——g— ~ —g €l —p-—=—— ~ —5 on obtient vy ~ — ce qui assure la convergence de la
w n 5 2 5 3
e+ 1Y i n

série 3 vp puis celle de 3wy par domination.

Enfin, la convergence de 3 un donne intégrabilité de f sur [1, 400/

W

E désigne la fonction epartie entiéres,

Calcuter tim S5 g (2 ) g (®
T~ L A tY )

Omn voit que 'on a icl affaire 2 pne somme de Riemann mais il faut prendre garde au fait qu'elle

est relative a une fonction J continue par morceaws sur un intervalle § semi-ouvert. Dans cette

situation il va falloir -

1} prouver l'intégrabilité de la fonction [ sur [ ;

2} donner une démonstration directe du fait que les sommes de Riemann convergent vers [_.r' :
i

3) calculer cette intégrale [_,I'.
I

1) Considérons la fonction | - x—rE(E) 2E (_1_) X € ][r.l]-

X

J est continue par morceaux sur 0.1/,

- L L - ‘_.2 3 [ ® 2 ’_2
En effet, pour pe M°, et p = . < p+ 1 C'est-d-dire 51 < X = —ona

o(2)=r. (1) -£(3) r(z)

1 2 1
Ainsi, pour p=2qg, fix) =0 sur ]

2q+1 g

g+1 2g+1

1 2
et pour p=2g+1, flx)=1 sur ]
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1r}:

o 1 2
J 03

Bl ] 2
i

1
Z

Remarque. Bien qu'elle soit constante par morceaux, [ n'est pas une fonction en escalier sor

o, 1} puisque pour une telle fonction il doit exister a € |0, 'J] tel que f{x) = 0 sur ] 0,al,
“ - [

Puisgu'elle est positive et majorée par 1, la tonction § est intégrable sur :, 0, lj .
] r *._ |
2) Montrons que "]III:':I‘ ;Z_,I’ (;j =fn I
k=1
n n i 1
1 kK I 2n . n _
Posons uy = HZJ (E) = ;;E (?) - .&E(E) et formons ﬁ JF = tin.

lowl
Pour pe ®* fixé, ona:

1
f _r = Lif
]

1
N K
frres 2 ()
],.Ih'f.l

non P

1 1 n : 1
s —+—E|[=-|+|[ F-- Z '
Hi r i) 1 i )
P Y k_
pom

N> r()!

| 7] 1.k 4
n

[ 1.k
pon
. I i 1 k o + 1 .
Posons kp = min {ks F—:// — # — }.. alors o = (— 2 . ¥ W oe e 1) est une subdivi-
n o p p n fn
, 1 1 k 1 1 , .
sion de [E -1:|. de pas |o| = o ar r—:"' - f_J ol dong, puisgue f est continue par monceaux

sur Ce segiment, on a ;

_ kp 1\ [k 1 Kk d
l . = .
e ( nop i E nl | n 1 I
Ko b |
kp 1 K, 1 k
ﬂrﬂﬂﬁ—lﬂldnnnt lim (—'I——) I (—P) = lim —f'(—P) = d'on;
| i n 1= mn e m [ | r
.I Fl k 1
It — — | = . i
II'!T'h Ly l:z'f (rl) L J @
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L}

. : . 2 & : . ., 4 .
A tout £ & RY, on pent associer pe ™ tel que - = g puis, cet entier p étant fixé, d’apres (if) il

existe ng = M tel que :

=

|
\I e
| 2’

L | ke
rt:—tn,;.:a-flj—ﬁ zr(—n-
L ,:_"--|

1, /
5 .

L

1
Finalement, d'apres {i), Ve > 0, Ang e M, ¥ne M, n=ng = f F = up! = g, Cest-d-dire :
i

i
lim un=f I
P 0

1
3) Il reste a calcu]crf T.
0

T+l

a .
i L ="
¥, W Wb Ep_l 1 1 -
DJ]'I'I'L.'-I!..TUI’.“L -I'JLJ,E]I'IE l,; ‘|I'= E L dy=2 E .‘E.'f_r——l - Er ST :
=i p =2

1 0 ~1 42 —1
(—1" (=
j:ﬂ _—— = — :2 _._-\_.__1+
fu > o

=3 =1

1
2

1
¢ est-d-dire f f=2n2 -1
i

Suites de fonctions

| Soit [k.—.]m: , Une suite de fonctions positives, continues sur B, vérifiant :

'(1) ¥ne M, il existe S, segment de R tel que k, est nulle en dehors de Sy, ;

(2) Lk,.:l:

B -
;{3} VeeH, Viel{ AINel, n=2N = f krl.-l‘-f kn = &,
I —0x &

Etant donné f < ¢'(R. R), nulle en dehors d'un segment, on pose :

-.I"n-[.-:]=f Six = tkn(eide,

X

1) Montrer que la suite de fonctions Lﬂz}nF._‘ converge uniformément vers [ sur &,

2) Etudier le cas ol ka(x) = ca(1 - x*)" sixe [~ 1.1] et kalx) = 0 sinon.

1)

1l est ici nécessaire d'effectuer une majoration uniforme de |[fr{x) — fix). Il est donc judicieux

d'¢erire dgalement f(x) sous la forme d'une intégrale sur B de fagon a exprimer la différence

Jnlx) — fix} sous la forme d'une seule intégrale.
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1

fl {1—::“}"&.:-

1 1 b
Drf {l—x"g}":lx= 2[ (1 —Iﬂjnd_t= Efi cos-"*! 1dt (poser x = sin t). On reconnait
1 0 0

une il_'ll'fgl'ﬂ]t' de Wallis, d'oir :

La condition f kn =1donne cn =
R

1L 2n 2

1 ] Tl 2" (nl)
= avec W cos tdt = ——m—.
o T Warel dnsl tfn S EZn+ 1)

= o
Sib=lona V¥ne ‘%I',f kn +f kn = 0. On peut donc, pour la vérification de (3), se
= A b

limitera 0 < &< 1.

-
Sous cette condition, Lmaf kn-""f kn = 2::.1[ {l—xg} dx, donc :

oo e
- N l“'Il!r'l:-i-'l

l:l—ﬁz]l“ . Ungy gy 2N+ 3d : Line] 2
Enpnuntunamﬂna o {I—E]m onc lim ™ =1-8 <1ce

qui assure que wy est le terme général d'une série a termes positifs convergente. On en déduit

lim wn = 0 ce qui montre, avec f kn +f kn = un, que la suite (ko) . satisfait 3
]

PR e (B
I'hypothése (3).

D'aprés le 1), on peut maintenant affirmer que f est limite uniforme sur R de la suite (fn) .
AvCC 2

1
l. 2 n
Yne B, ¥xe B hix= (x—t1—1°) dt
Jn m_,;;j |: )

Le changement de variable défini par u = x — t donne aussi :

1 o n
Jnlx) = Wy -/::1 _j"[u]ll{l - (X = u]’ﬂ}l du

et cette expression montre que les fn sont des fonctions polyndmes.

1) Existe-t-il une fonction f, continue de B dans R telle que :

X ot
Yxe H:,Jl"[xll=l+f —dt? (1)
o 1+
2) a) Etudier la suite de fonctions définies par :
Yxe R fyixi=0.
i

dit

x
et Vnel V¥xe [ 1{.1']:1-!-[
" o 1+ f201)

b) Que peut-on dire de la fonction f = '!|_1;:;n In?
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2) a) I Lérude de la suite { fi, }n‘; se raméne i celui de la série de fonctions de terme général fn = fi—1 .

Pour tout me ™™, ona:
Tl

Yxe B, fnix)= flx) = Lilx) = E [ficlx) = Jfi g {xD).
k=1

Etudions la série de fonctions de terme général :
up oxer fiilxl = f_qixh, k=1,

10 g
-E‘.l+[ e U dt
L]

1 1
I+J’fu:u 1+J',:f_ (1)

x =
Avec wyixl = fjixi=1 +] e~ ' dt, il vient :
]

I -
Vxe B0 < |uix) '-'-.1+j)[ e U dt
0

donc |

. , ™
u-|||EI'. s=AononaposéA=1+ g

di ce qui nous améne

A
Pour k= 1, formons fi,(x) = filx) = f et
0

. . . 1
a considérer la fonction ¢ : x» —— .
14+x
. 2x . , 1 . . .
MAvec ¢'ix) = — ——— g on obtient |-.;: {xfl| = o2 = 1 dong ¢ est 1-lipschitzienne sur B et il
[1+x7) + X

vient :

Yxe B, [frale) — filx)] =

x 1
f -l'-."_r :.lrk{”_\.rk—'l“:llrl!"
[H

Ainsi, en supposant u = fi. — fi—1 bornde sur B, cette inégalité donne ;

I i | + :
[ e ' dtl = =,|4;H||i_f e ' dt
r | ]

. . 2 w
ce qui montre que vy, est bornée sur B et que [legeg |l = A ||uk|,§: avec ko= TF .

Vs B, [fieer () — fielxd = |Jugell

Compte tenu de || wy ||§: = A, une récurrence immédiate donne alors que, quel que soit ne M°,
up est bornée sur | et [[un|] = A" et, puisque O < & < 1, cette derniére majoration donne la
convergence normale, donc uniforme, sur B de la série de fonctions E tn . On en déduit que

n=]
la suite {f-"jn,- converge uniformément sur B et on pose [ = nl_'t.n*'ll Jn.

b} La fonction f ainsi définie est continue sur B en tant que limite uniforme d'une suite de
fonetions continues.

Posons mainteénant :
e o

[ [
Vxe B glx)= - et ¥ne ™, gnix) = .
= T o an L+ foix)

Comme précédemment, on obtient :
= E] ' ) .
lgn(x) = glx)| = e |fuixd = i) don g - gl = I = s
et il en résulte que [g“‘,l o1, COTVETgE uniformément vers gsur B donc sur tout segment [1]- x] R

rl

Le théoréme d'intégration des limites uniformes donne alors

& £
Yxe B, flxi= lim faixi=1+ lim gnitidt =1 +f lim gnitidt
LE B B gn o o K

2= =0
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"
Z
fixy= % f sint ¢’ (xsin )dt,
0
Soit x = 0 fixé. Puisque ¢ est continue, d'aprés le premier théoréme de Weierstrass (voir le Précis
d'analyse, MP, chapitre 3) il existe (Qn ), suite de polynémes, uniformément convergente vers
¢' sur le segment [ - .r..r].

t

Posons alors pour tout ne M, ¥te [ —x x|, Palt)=¢(0)+ [ Gnlu)dw. On définit ainsi une
0

suite de polynomes telle que ¥Wne B, Py = Q.

t
En écrivant Pait) — ¢lt) = f (anu] - up'fu}) du, on obtient :
0

1Pn = o5 = x| @n - &'[|' 2,

la suite {Fn}m converge donc uniformément vers g sur [ - X, x].

. 2 [% .
Posons maintenant fin(t) = = f Pritsin u)dw. On a alors :
{

a
Sty —dppltd = % _/.:I ( ¢ (tsinu) — Pritsin u?) du
done :
L7 = wmllls ™ = 11Pn = @l
Ainsi la suite ( dn ), converge uniformément vers f sur [ - X, x'i.
D'aprés "éiude du deuxiéme cas, on a pourtout ne M :

E
T .. .
Yie [ - xx], .i-'n,L:.1=~|--...m}+:f (€ 8in uddu (1)
0
Il est clair que les fonctions s sont polynomiales done de classe ' sur [ — x.x] et puisque

(f, 1) —= Prit 8in u) est de classe O sur [ — X x] ® [{]. %] , le théoréme de dérivation sous le signe
somme {cas o 'intervalle d'intégration est compact) donne :

'I! ki
] 2 r3
Yie [—x.x]. 4r'.-,[ﬂ=gf sinuﬁ[tainu]ldu=—f sin u Gyl sin uldu.
L T to
De plus la suite [ﬂ.-’;L }N est uniformément convergente sur [ - X, x] vers la fonction :

w
]
I :I—'E-[ sinug (isinuldu
L o

[—zx]
':_ '

car ||¥n -1 ||L:“tI = ||Q.-. - q:'“ Il en résulte donc :

§ 3
lim H.l[!si.nu}du:f it gin ) du
0

n—++x Jo
car ;

= ik
fE 4t ain u)du - fiflfts{mu!ldu = Eu bty = (|l
i [

Le passage a la limite dans la relation (1) fournit alors ;

I
Yte [— .!:'..f]. @lt) = fil)+ If ftsinu)du.
0
Le réel x ayant été fixé quelconque, la propriété est démontrée.
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(C) Séries de fonctions
B 7

On considére la suite de fonctions (fn) définie par :

z 2
VYne B, ¥xe R, fnix)= ﬂ

1+n'x!
1) Etant donné (an), € R" et ne N, on pose :
Y] 1
gnlx) = E F,ﬁ. (x - ap).
=il
Etudier la définition et la continuité de gy, .

2) Etudier les convergences simple et uniforme sur R de la suite (gn), .

3) Montrer que (g.), converge uniformément sur [a. b] (a < b) si et seulement si :

Ype M, ape [u_ia].

1) l I s"agit ici, m étant fixé, d'érudier la convergence d'une série de fonctions de la variable x.

1
Posons uplx} = 5p fr [x - ap).

Sachant que pour tout couple (x, ) & m2, on a 2 lxy| = »% + %, en écrivant :

1 noal
'r':- | " <
. 1+ n*s? i 1+n*s?
il vient :
Vxe R, 0=folx)=1+ % =2 donc 0=uplx)< ETI*T .

En conséquence, la série de fonctions continues ¥ up converge normalement sur B et il en
résulte que chaque fonction gn est définie et continue sur B.

2) Pour I'étude de la convergence simple, il faut maintenant fixer x réel, ce qui améne 3 considérer
une sére de fonctions de la vanable .

Posons vpin) = ,Fljjn (% — ap), comme ci-dessus, ona :

1
Vne M, 0= ppin) = Py

ce qui montre que la série de fonctions % vy converge normalement donc uniformément sur iy,
Dans ces conditions, le théoréme de la limite terme a terme donne :

L #Ca0
nll]Pm anix) = n!'ﬂ"m E vpln) = Z rl.l—]rT:lc vpln).
p=0 p=t)
Or, pour x et p fixés :
~six=ap,ona¥ne N, fn(x—ap) = 1 done nﬂrﬂ”j.[x —ap)=1;

~ si x # ap, on a lorsque n — +00, fn(x — ap) ~ ﬁ.dunc lim fo(x—ap)=0;
n X —ip

Pl a0
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on en déduit que :

1
-sixe {ap/pe N}.rtﬁlymgnfx}= E oF Ol On a posé I(x) = {peM/ap=x};

pelixi
—etsixe {ap/pe M}, n_li'ﬂ_:gﬂf"‘h 0.

1
En utilisant la convention E xj = (l on peut écrire dans les deux cas: HETW gix) = Z 2P
e (3 pe Iix)

Finalement, la suite (gn ), converge simplement sur R vers la fonction g définie par :

1
VYxe R gix)= Z 2
p=lix)

La limite g est nulle sur ® {ﬂ.p /p& N} et pour tout pe M, on a g{ap) > 0 donc g n'est pas
continue sur B et puisque les g, sont continues, la convergence n'est pas uniforme sur K.

3) 5l existe pe B tel que ap = [a_ b] . @ M'est pas continue sur [u, h] et la convergence n'est

pas uniforme sur [a. b].

Par contraposition on en déduit que si la suite (gn ), converge uniformément sur [a. b], alors:
{ﬂp,i'ﬂe P} [ﬂ.b] = @

Reéciproquement, il nous faut montrer que si [.1 h] ne contient aucun ey alors (gn}m converge

uniformément vers 0 sur [r.:. !.1] 3 il faut donc majorer |gnlx)| indépendamment de x & [a. b],

La difficulté tient aw fait qu'il se peut fort bien qu'il existe une suite extraite de (“"]N convergeant

vers @ ou b, ce qui empéche de minorer ({x - ap| :IpEH.I par un réel strictement positif ; par
contre, cela reste possible sion se limite & p = py (py fixé). Pour parvenir i notre but, une
méthode naturelle consiste i dv.‘:muprr la somme en deux :

ZZE

P=posl
Pourtout ppe M. ona:
| e 1
gnix) = Z E—pfn{x —ap) + E F‘rﬂ (x — ap)
p=0 p=po+1

donc, compte tenu des majﬂratiuns préi:édenres :

Z Ep— EP"_ +EFI"{I ap)

P=poel

0= gnix) = E Jalx = ap) +
p-ll
1 E g
Etant donné £ > 0, on fixe py e M tel que g1 < geton obtient :

Py
1
Vxe H,U!Egntx}£%+zg—p_ﬁ-.{x—up].
p=D

Four tout pe M, ap n'appartient pas au fermé [a. b| et donc d(ap. [a. b)) > 0.

Posons A = min d{ap, [a. b)), puisqu'il s'agit du plus petit élément d'une famille de réels
=p=py
strictement positifs, on a aussi & = 0,
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Pasons de rnén11;|,|_=m|p{ |x —ap| fxe [n,h],pe ﬂﬂ,pn[ll-,unr.ll'rtil:"l'u: alors :

Vxe la.bl, < Lt
xe la bl fulx—ap) = ——
' 1+.ll'ii'-(1
donc:
o l-l—ri"ap'"a P11« 31 -I-J'I!2|.L2 £
= gnlx) & ——a—g — = W =
1+n*h 2F 2 l+n'at 2
p=i
_ _ 1+r:2p2 L
Puisque lim ————— =01l existe ng & M el que

n—+50 1 4 ntat

1= l+r1.'!J.L1 o
=ry == —3 71 % 71
1+mipt 4
et 1] vient finalement :

Yerhdnge Monz=ng = |1q|r.|||“'m = g

T

ce qui prouve la convergence uniforme sur [a, b,

On dnﬁne xe 0,7,

Soit (un) .. la suite de fonctions définies sur B par :

un ¢ fe= P Vaindax,

1) On pose :

L1
Snlt) =3 ugld).
loeel)

Montrer qu'il existe (P} . . suite de K[X] et Qe R[X] tel que:

L LE3
1
Pali)
F*, : B, Saitls ——-
¥ne Yic H, Sait o0
i ]
2) Trouver lim Snitidt.

| e+ f
- e Sinnx
' 3) Calculer » —
| =1
1] | Le caleul eat classique : on fait apparaitre une somme géométrique,

Avec sinfkx} = Im ™, on obtient, puisque 2™ # 1, quel que soit t & B

r| ) 1 rIIFI:JI.\.
Snif) =Im E TS (o R T o
11—t
k=1

sOIt Assi ;

I{!’.'ﬂ- _ I!J!EI"I'|-l-1I.'l:'-:| |,1 _ “__I—I'.'l.'}

e""' 2reosx+ 1

Sn[ﬂ = ]I'I'I

™ ginlr) = t"sinin + 11x + sin x
Spiil =

12 —2teosx+ 1
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2) Ling majoration élémentaire donne la limite des intégrales :

1 ™ ginnt L " sinin + 1x
5 di et 5 ali
o °—-2teosx+1 o " —2feosx+ 1

sans qu'il soit besoin de recourir aux #gros» théoremes du cours.

Avec t© — 2reosx + 1 =(f — cos x)° + sin” x = sin® x> 0, on obtient ;

b g™ ging ) gl 1
3 dr| = 5 dx = —
o —=2teosx+1 0 sin" x (n+2)sin” x

1 el =
f g1rl )
lim{ x de =0
=4 fo ° — 2tcosx + 1

1 [
(7 smin+ 1y
lim 5 di = 1,
f—t20 iy = Pleosx + 1

d'ol :

et, comme on a de méme

il vient :

) 1 ! BN x
lim Snithdt = = dit
=+ fp o "=3ftcosx+1

¢est-a-dire -

) 1 1 SN x
lim Snitidt = e Ix
I o L= pos x)° + B X
1 - cosx CO8 X
= Arctan + n— .
Sl X SN X
Puisque :
1—co=x x Cos X
_ — t = — —
gin x tan 7 - ain x ta (2 I)’
gl il T TN T .71, il vient finalement :
.111‘4.il=. 'f tEE—lE —E-E IRy 1 | :

1

bim Sn[ﬂd[ = —— .
M=t fo 2

3) En remarguant que :

1 fn 1
/ Saii)dl = ZI 1 sintiee) di
i fe=1 W]

~. sindfoe)

=ZT
k=1

la question précedente montre la convergence de la série :

B0 FLx — sininx) w—X
E : avec E ———= :
n n 2

re=l n=1

306 4 Sujets d'oraux



E est l'espace vectoriel C([0.1].R] muni de la norme uniforme || - || .

Pour f e E, on pose :
H{xlzf(;) J‘(r"’ IJ

1) Montrer que l'on définit ainsi une application linéaire T de E dans E.

2) Calculer N(T) norme subordonnée de T,
3) Majorer |A| ol A est valeur propre de T,

&) Pour xe |0,1[, on pose
O @

1 ™
alx)= Y- — et B ——.

= 8in® wx

Montrer que ni @, ni B, n'ont de prolongement en une fonction de E, mais que o - B se
prolonge en une fonction de E.

En déduire que :
Vxe R\ Z, Z =

sin” mmx

FI_—T!'.

1
et Z7 sont dans [0,1] dong, quelle que soit f e C([0.1]. &),

1) Pour tout x de [0.1], % Iu

Tf est aussi dans C([0.1]. R).
La linéarité étant évidente, on a bien T e C(E).

2) L'espace E n"étant pas de dimension finie, il v a lieu de commencer par prouver que T est continue
et alors, on aura N(T) = sup { "”‘?r"”m Jrf_i‘“ E" {ﬂ}}

Pour tout f € E,onaVxe [U. 1]. | Tf (el = 2| f || s dong || TF || = 2]|.f || + ce qui prouve que
T est continue sur E et que NIT) = 2,

La fonction constante égale a 1 est élément de Evel que || 1] = 1 et [T1)| . = 2, ce qui montre
que N(T)= 2,

Finalement N{T) =

3) Si h est valeur propre de T, il existe f € E, f = 0, telle que :
Tr=Af donc ||Tf[loc = NS lloe -
Alors la relation || Tf |l = NMTI||.f [l donne:
R[S Nloe = NI floc
et, avec || f |lac > 0, il en résulte |A| = N(T) donc [A| = 2.

4) 1l est clair que B est continue sur |0, 1] et que Iin:aﬂtx} = lirnI Blx) = +00. Ecrivons :
X+

1 1 — 1
alx) = —E+ + .
;E Z :I2 zl (x4 n}?
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La convergence normale sur [II}. 1] des séries de fonctions de terme général ;

1 1
[FED :.r:—.'-—? et P | X —
Lx—nJ U-:+r:1|E
résulte de :
3,1} 1 o) 1
" Ly ” = ] el || L I
" fn— 1y HE
et elle assure Mexistence et la continuité sur [II], 1] de :
g 1
-:*::1:.1:HZ—E el n2:x'—rz
ot X = ) =1 {x + n]
Il en résulte que :
X ! ! + gl )+ aslx)
@ N —:_|: LEg | iy
;‘F (ax— 1)

est continue sur |0, 1] et que:

lim el xd = lim ool ) = 400,
el Kl

Ainsi aucune des fonctions a et B n'admet de prolongement continu sur [U. 1].

Considérons maintenant la fonction y = « — B.
- 1 A 1
& Avec ayil) = E — et agll) = E —; on obtient, au voisinage de 0 :
— n=l
o a
1 1 . 1 =
l.l‘l..’l::'=F +EZE+|:H1:I soil alxh= I+ 5 +ollh.

=]

: 2.3
s Un développement limité donne ?”:T—Fx- mx - = ; +o{x*}, donc:
. 2 o4 2 2
BN wx z T X 4 i T OX I
(—_n_—) = x - 7 vo[x') = 1- 5 +::r|,’_.:c""])

puis

2 a ]
™ 1 T X ; 1 =
(mnm-) =g\l rold) ) = e g o,

» O en déduit vix) = ol 1) ce qui prouve qu'en posant (0} = b, on prolenge v par continuité
en (.

o En remarquant que les fonctions :
“ﬂ
¢ r B F —}F.n:--rz —— el P RVE = R x— —
e, L& = gin” wx
sont 1-périodiques, on a de méme, au voisinage de 1, y(x) = of 1) ¢t on prolonge y par continuité
en 1 en posant (1) = 0,

» La fonction v ainsi définie est élément de E.
51k € H nlest pas valeur propre de T, on a
Ker (T—Aldg ) = {0g}.
Done pour prouver que v est nulle, il suffit de montrer qu'il existe A & Sp T el que Ty = Ay,
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1 1 1 1 ;
Pourx=10,0na T*'g.'l:ﬂ'|="|.'|'|]f'+",-(i] = (E) - H(E) = (,—) — O

. g

(1) L s Yo e e o
ol =)= —_— —_— —_— —_—
2 ¥ SEn-10 s l? sy

e 120 = =0 (2n+ 1}
T
Le calcul de z 5 el classique
por (2r+ 1)

LR 1 - I_rE
|£II:+]] 1r1 - .4” 4 B
. 1 a - .
On en déduit o (2) = = et finalement T + (0} = 0. De méme :
Till= ! li= ! =1
il =~ 5 tyli=yig )=l
x K+l X x+1
Pour x e Jﬂ.I[..{‘.l:ll;l']'"fixl = iy (E) + o (T) -B (E) -B (T).I{Jr:
x x+1] — 4
[Ed E =+ T = Z E— Z 5
= (x— (x — 2n)* e (X = (2n = 11)"
L
=4 )

= — 0
X x+1 e ™ 4
et Bl=|+B| —— | — = = 4 [Bix)
2 2 Bel X g TX gIn~ TN

d'oi finalement Ty (x) = 4 vy (x).

— =4 o lx).

Cette égalité restant vraie pour x& {0.1}, ona Ty = 4vy; or, d’aprés 31, 4 n'est pas valeur propre

de T, il en résulte done v = 0.

En tenant compte du fait que la fonction ¢ — st 1-périodique puisque
YWxe ]CI'. 1[., gl ) = el

on obtient :
Ve M F, ¢lx) = blx),

.
Ex 10

00
) . z
1) Soit z & C, montrer 'existence de Fizi= || (1 - ?) :

=i

2) Montrer ensuite la continuité de la restriction de F a K.

1) Dans le cas ol z est réel, il sufht de prowver la convergence de la série :
Z tn (1 - F)
ni()
. . - . ¥ &
ce qui est immédiat puisque (n | 1 — o - —gn quand n — +0c.
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Dians le cas général, z e C, il faut raisonner différernment car on ne dispose pas de fonetion

logarithme complexe,

Pour z € T, posons £ = x + iy avec (x, yl e Re,

£ . .
— = 0 done il existe ng & M tel que

F

Ona lim

L =

= -
n=rig = ‘E”I{]ﬂ

: . . T oW
ainsi pour n = ng on a Re (l - E—?n) = 0 et il existe (pn,fa) 8 B x ] —Hry [ tel que :

| 2 i
- f X - H .
: “1SE T i = 1-— + of g = Arctan L done ¢
Plus précisement, on a pg 1|'|| S o <t o i

1 on = [{1 —a )t e '**";F]% exp [ammn (E"u—_x)]
'

N N
£
Posons alors Py = H (l - @) = exp (z fripn + iZ Hr:).
n=n,

Fi=iy Py

Le problieme, ¢'est-a-dire l'existence de lim Py, est ainsi ramené 4 I'étude de la convergence

I —- 5l
des séries de termes généraux (0 py o1 By .

Avec :

2x xz+y2)l

1
!r1|.-..=E!r1 (I_EW"'?H_

1 - . :
on obtient frnpy = (Eﬁ) ce qui prouve ["absolue convergence de la série E: fnpn.

M=y

. 1 ; :
O a de méme By =€ (Eﬂ o g donne "absolus CONYErgence de la série E thn .

T

Il en résulte 'existence de  lim Py et donc lexistence de Fiz) avec ;

M — 0
my—1 z g — 1 2 i e
Fizi= H (1—?) M]—I;TP-\. Py = l_[ (1— Eﬁ) -EH!:F(E'!IIIJH"PEEUH).
fE=L0 n=(] ="y nR=n,
. i
2) Etant donné a e B, soit n, € M tel que g < L. On & alors :
) | x| x
Ve [ : u.u],n.:-nu = En-{l = I—EH-}U.

done :

F[x|=nHI (1— %) Exp(;lfh (1_%))
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[-ms mx + 4yl — cos nix — y:l]

B2 =

sin oy sin iy =

i
nsin ntde
-

+ 5 1 0 XY
E fln ST SN Ny = = E in f rr i ruf di
2 -
n=1 &=U

=1
lfrfg"-“:-
= = fin 8in Nt di
3] 2

—!'-I' H:I

I
o

on obtient alors :

est-a-~-dire :

X&)

gl yh= % Fiehet.

£—y
Notons qu'il est inutile de vérifier a priori la convergence de la série de terme général :
fiyg SL00FLY B10 1y

puisque celle-ci nous est donnée par lapplication du thétoéme d'intégration terme i terme de la
série Y Lin SUT tout segment [.1' - . x+ i,r] Cependant, il est immédiat de vérifier directernent
que la série de fonctions de terme géndral ;

(A A T L s B R B 1T
2 '
corverge normalement sur B, puisque :

Vix, yle B2, lonix y)| = an.

O peut aussi remarguer que, par parité de cos, ou imparité de sin ou symétrie de g, on a aussi :
b

; 1
Vix gl e RS, glx yh'= Ef Jirhde.

Y=
: . . ; 2
= Supposons maintenant f = 0 sur [0, 7] et soit (x, yhe [0, 7]
La symétrie de g permet de se ramener au cas ol x = y et on a alors ;
D=y—x=u et 0=y+x=2m
a 510 = y+x= m, ECrivons :
L+
g{x.yﬁ=f Jiide;
TR
avec [y - X, _u+.=:] = El-r] la positivité de f sur :I.’?I.'r:] donne glx, y = (&
s SiTecy+rx=2monalsa—x+m—y=nellavec x = y), m— y=m—x donc, en remarquant
que gix, y) = glw — x.w — gh, il vient :

dn—x—y
qlx, y! =f fitrde,
Y

X

ce g, avec [_u— 2w —-x- u = [D.-rr],mumrf que gl y) =0,

- i e 12 -
» Réciproquement, supposons g = O sur (0.7 etsoitx & [{l. 'I'I-'].

[¥aprés a relation :
]

Yivyle H{gﬁx._u]: Ef Jithdr

X=p

la continuité de f sur B montre que g est de classe 't sur B avec:
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ag
X

|'-_|g . _] .
,-,_y':‘"'yj = E{ﬂ-tﬂ-ﬂ—ﬂ!d'—x]'}

i 1
Vix yle B®, —ix.y) = i—,l,'r,r'lx+ ) — flx — yh)

Supposons x e ]U. 11[ etsoith : [U. x| = B, y— gix. y). Cette fonction partielle est de classe ¢!
sur [l},xl avec:

: _ 99
Wiy = #H‘IA. [Ti

Puisque (x, y) e [{I. 11] : pour tout y & !} x] . b est positive sur [D. x] et, puisque hid)=0,ona:

Ri0)=0 Ccest-a-dire ﬁ:x_m = flx) = 0.

ey
En remarquant que f(0) = fiw) = 0 on a finalement montré que fix) = 0 pour tout x & [D. 1':] .

= En conclusion, f = 0 sur [[}I. 1;] équivaut a g = 0 sur [D. 17] E.

(D) Exponentielles de matrices

I
. . A
Soit Ae Mp(C) et fnlA) = (Ip'l- E) .
On suppose que .M,(C) est muni d'une norme d'algébre.

1) Montrer que fniA) tend vers ¢ quand n tend vers +oc.

k—1 1
. J
2) Montrer que Yne M*, Wike [1.n], 1 - r” (1_ ﬁ)

k= 1}
5 — .
2n

g | -"|i
3) Montrer que ||e* - fulA)|| = lﬂ—“ﬁe— .

Rappelons que si|| - || est une norme d'algébre sur MpiClona:
YiA Ble .H;_.EC]E. ||AB]| = || A|l || B
donc :
VAe Mp(ChV¥Vne R,

| A" = 1Al

1)

n
bt ap . : . . _ A
Il s"agit d"une question classique que I'on peut traiter en écrivant (Fp + H) COTME SOMme

d’une série de fonctions de la varable n.

Compte tenu de C:f = () pour k > n, la formule du binéme donne :

n n Kk - k
A mlpr=1)...th=k+1) A ln=1)...h=k+1) A
k=1 L k=1 L

Définissons les fonctions wy = W™ — Mp(C) par:

K A"
Whe M, ¥Yne N, ugin) =, — -
mn
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On oadone

Ve B°, wlnd=Ip

=10, .- n—k+1) A"
(4] - HkF F'ﬁ',"ﬂ"n-E F:a..‘ruklln]= "h: - F
d'on on déduit ;
Kk
A
Yk e M, Wne M7, Jugln|| = Li:‘“_‘
. K
. o L lrAll
s Vice My [lugll . = sup |lugln)]| = —
. riz g k!

LAl
La série numérique de terme général —-— étant convergente, cette majoration prouve la
convergence normale, donc uniforme, sur ™ de la série de fonctions % uy .

hans ces conditions, on a;

A ok e T HO0 ﬂk
Jim, (’*‘ ' ;) = lm D wm=3 ) lim udm=3 gy =et
k=0l k=0 el
2) | Pour n fixé dans M, une démonstration par récurrence sur k semble naturelle.
k—1 |
soms Py = 1 — — |, U'imigalite e g it :
Pasons Py H ( ") . Uindgalité annoncée se lit
J=t
_ Kk -1}
P]._- =] = T (fij._-}

1{1 -1}
(Hy) est vraie puisque, pour k=1, Fy = 1 et 1 - —g— =L

Supposons { Hy | vraie avec 1 = k= n - L

On a alors :

kY Wik — 1) k Kk +1) Kk — 1)
“‘h+1=ﬂ'(1‘;)-‘(1—T)(“ﬁ)=“ T

done Py =1 — ot 1) o qui 1 (H it vra
Ong Pieyy & 1 — —— 0 qui montre que Jn.'+:|]| ¢5L vrae,

Finalement, une récurrence limitée montre que {Hy ) est vraie pour tout k= [1, nll.

k—1 .
j kb — 1)
Wi 1. |1_|| P =
< 11.nl ( 11) n

=i

Alnsi, on a:

Remarquons, de plus, que cette inégalité reste vraie pour k> n puisqu'alors :

k—1 i
I1 (1 - '—) =0,
I
=0
3) Daprés le caleul du 1), on a:

- k-1 .
et~ A=y |1~ (1-

e | =D

dong, avec la majoration du 2}, on a:
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[x2 - v2),

A+ B A =] "
Posons X = exp (%) et Y = exp (—) B (—) d apres le 1) en posant :

o P
Kip)=sup ([ X|.[ ¥}

on obtient :

B
A B
explA + Bl — (exp (E) CXp (E))

Sachant que, pour tout M e Ma{l), ona:

150 k
o I M| M
I = T =l M,
Fo=ib '

il wient :

[| X[ =

A+ B [ A+ 8| Al +]| B[]

X = pX e e— e — = g _—
I p F p b B

oy - Y B

e = |exp [ — exp | —

| P | P

done :

et enfin, en posant Ky = exp f_l All + |ﬂBp|] :

|5 — 7| = piy

On dispose alors des développements limités :

A\ LA 1
BX — | =lg+—+0o| —
P p)] " p

dont on déedut :

et lJ.IZ'I-F]lL' :

hm p

P—l--l- o

= (45%)-= ()=}

Avec la majoration précédente, il vient lim X* — ¥P =0, et donc:

[ %20
A B.p A
lim (HF-E‘F) = g .
Fl—!--l-_‘h

o (2)(2)

K(p»~! = sup (| X171 ¥ PY) = exp (AL + 11 BJ)

o (57) (D))l

‘=ﬂ-

en remarguant que, pour appliquer le 1), il faut faire apparaitre une expression du type :

= || XP - YP| = pKip# 1| X - Y|

Al + B

P

)
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@ Séries entiéres
Ex. 14

. [T = n
1- J -1
Pour x réel, on pose fix) = E —t +E (x ) .

=] :l-l

1) Etudier la définition et la continuité de f.
2) Etudier la dérivabilité de f, calculer " et en déduire f.

Les questions de convergence, de continuité, de dérivabilité sont immédiates dés que l'on a vu
que [ est construite avec la série entiére :
xrl
2z

n=l

0 1
1) Posons F(x) = Z —5» F est la somme d'une série entiére de rayon de convergence R = 1.
nal
De plus, Vx e [ -1, 1] l—x_la!— T donc cette série converge normalement sur [- 1. l] et sa
fonction somme est déﬁme. continue sur [ -1, 1] .
x_fl.
On sait aussi que Z — diverge grossi¢rement pour tout x tel que |x| > 1, I'ensemble de
=1

définition Pde f : x> Fil-x)+F (.r ) st donc caractérisé par :

x—1

S = 1,

NM-x]=1 . x=0

-1
Les deux premiéres conditions donnent 0 < x = 2 et la troisieme se réduit alors d —1 = T

On a donc D = [E-E] et [ est continue sur P comme somme et composée de fonctions
continues.

2) Sachant que F est de classe ™ sur ] - 1.1 [, on obtient que f est de classe ! sur] % .‘3[

Aved :
fixr= —F1 —x}+%.¢" (x; 1)

[1—::}" ! -
-3 e S (5

n=l n=1

.

A ce stade, il est souhaitable de pouvoir annoncer que pour tout x & ] -1.1 [ :

E — = —dnfl = x)

sans avoir besoin de reprendre des ca]culs forcément faits en cours.
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Pour x# 1, on a dong :

1 1 x—1 1
ffx}=me[l—tl—I}]—mﬁ1(l— x )=—Iﬁ11’.

1 . .
La continuité de f’ 5ur] 52 [ permet de dire que cette formule reste valable en 1. Ainsi, on a:

Vxe ]%-E[,J"{xh —;Enx

d'oli on déduit :

flx)=A = é n? x,
Avec (1) = 0 et la continuité de [ sur [% ] 2] on a finalement :

Wxe [%.‘3],_{{:}:—%&121.

1) Calculer A =

— i=1)"

4n+3’
=l

1
2) Exprimer B = f Arctant 4; & taide de 4.
o Vi

1 1."'T 1
3) Hnnuarqueﬁ ! md::u X

1,\ On remangue que :

L 42 gy
n+3 " J
donc, a une permutation prés des opérateurs 3 | et _r, on voit apparaitre une somme de série
géoméirique,

A est la somme d'une série convergente d’aprés le critére spécial des séries alternées.

nl, gk 0ol \ i -
- - A+
- - —— —_ l l.-
Ecrivons A n]‘_'}Tm An avec An TS E (=1} ./; d
k=D k=D

La linéarité de l'intégrale donne :

1rn—1 1 1__{_':4}‘1
.."m:=f Zf—l!k!‘hﬂdt=f et
o i i) 1+1
1 S 1 4n+2
{ nel I
= ‘dr.+L-1] ‘dr..
o 1+t o 1+t

1 !4r1+2 1 1
0= di= | "™ dts —00n,

Avec !

318 4 Sujets d'oraux




onobtient A= lim A =

4 [
b L . ¢
7 di soit aussi, par parité de t —
Pl = A 0 ‘I & |

+
1 2
1 1
A=2-f '—_|'|:I.[.
REYX

Remarguons gue I"'wtilisation des propridcté wsuelles des somme géométriques a permis de

#

1
justifier la permutation de E it f sans recours 4 quelque ggros® théoréme.
w0
n=AF

Une décompaosition en éléments simples donne :

2
t t t
1+ 2v2(F — V2 +1) 2VR(E + V2 1)
i 1 [1 : i [I . 1, ol vient
CIOIE &1 I'l‘:n'l.':l.l'llu.il.l'l l]lJI:' - = if = — —n—————— i, I VIETi
]tl—h-"fﬂ+l . 1|[2+u'-.-"'§+1
i
1 i
A= /- . di
21-*"?—"...|r£—r2+1
sOEE AUIss] :
1 SO TR 1 ! 1
A= [ ; rlr+—f
44/ 1t 2+ 1 4 1

5 di
VIO
r—? +§

= 4%@ [Erl [tz E'#ﬁi-l:l]] ] 4 E:-G ::\:I‘L'l-l.'l.:] [h-'"'i . l'J]I

Compte tenu de v2 — 1 = — et Arctana + Arctan
P V241
facilement :

£ .
= 5 lorsque a = 0, on obtient

2=

1

h 10
1= n{vi-1)+ :
Y AV
2) Avec Arctant - ¢ quand ¢ tend vers 0, on obtient :
Aretan f
lim -

—_— =]
[ =l -.'."'}

i ) Arcian t L. .

done la fonction [ : {— — I est prolongeable par continuité en [0.1] ce qui assure
f

I'existence de ;

3
B =f .
1

1
Le changement de variable déhni par u = +/t donne alors B = 2 [ Arctan u” du.
Ji

Le développement en série entitre de Arctan doit étre connu. C'est cela qui permet d'imaginer,

quiaprés une intégration sur |0, 1] . O Wil VOIT apparaitre une série qui peut se relier facilement
a celle du aj.
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SO0L ALLEsE -
LY 1
—dt=—=.
0 Arctan =]

La liberte du couple (-,,-"T _'?) sert 4 justifier le fait que l'inégalité est stricte.
W

1) Développer en série entiére 3 lorigine les Fonctions :

. 1
- x'_,'],—:u”*r et g x—(1-=x".
Ll — X

i

2) En déduire une expression simple de  (—1)" * [ o .

Fratl
1) Avecu @ x> [ ona:
7 iy I- il .
Vxe | = -1.—1[._II.,~:+= U {axi
+
donc wix) = E x* pour x & ] - 1.1 donne:
k=0
| R
k—mn
— —_——y
- ! Z {k —nt
K=n
#0 +
st flxl = LE: At = L E:::,J: e
k= k=0

Le rayon de convergence commun & ces séries est évidemment égal 4 1.
g est une fonction pobyndme, son développement s obtient en développant (1 — =" avec la

formule du bindme :
ri

Waxe H glx)= EI—I?*EEI*

k=0
ce que on peut aussi corire :
I
glx)= 3 (- 1% (2
k=0
5 . . k
grace i la convention [, = 0 pour k> n.
2) Pourtout x 21, 0na:
Fixhgxh= L
l—x
donc:
Lps
Ve | — 1,1 fixiglei =y x®
k=l
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et en faisant le produit de Cauch}' des deux séries précédentes:

I8 1
3 Z[ T b il I )
ke=() k=0

Par unicité du développement en série entiére de fg on en déduit :

Zf " j[: naj =
“BAr

Soit, pour ne B*, pin) le nombre de chiffres de 'dcriture de n en base 10.

st

) . o .

On pose S = Z] el Etablir Uexistence et calculer S
dv=

Pour l'existence, il faut penser que l'on dispose de I'encadrement @
10871 =y 2 1o
pr)

qui permet de donner un équivalent de plntetde un = ———— -

En utilisant le logarithme décimal, l'encadrement :
10771 = gy 2 P
I'jl.!lJ'I.I'H.' .
legn<pini=1+logn

, , fnn
et done, quand n — +oc, p{n) ~ log n soit aussi pln) ~ 'i"':-rt 1'-'-} .

1 . frin 1
Posons K = nin' on obtient ey, - H:E— doncuq =0 (—g) et la série Z Lip €St COnMVETEente.

ne =1

1 1
mnalon nal™ le terme général d une série télescopique. En conséquence, puisque
sur chaque intervalle [ = [10%1, 10% — 1] pin) est constant, égal & k. les sommes Z .

el
s'explicitent facilement.

Par groupement des termes, on a:

oo 109 -1 o e
pin) 1 1 1
S=), D, mnin= Lk Z ("':ﬁ)zi_f(w—ﬁ)

k=1 p=10k-1 k=l npn=10%F-1
+a0 Eae s
Dk 9 1
< = Y M — ; . - k=1
dong = E 1[Jk = lﬂ"r (lﬂ) aver  Jix) = E ko .
=1 =1

La série entidre Z Jex* 1, de rayon de convergence égal 3 1, est la série dérivée de Z »* donc:
e | F ()

Fic
d
Vxe | - L1, flx) = o (z x")
k=l

¢est-3-dire

e N
To=gm\T-%) "ot
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On en déduit facilement :

89 {10 10
sy (2) 2

Davelopper en série entiére 3 Lorigine f : _x—rf - gt en dEdUITE[ cos*" 1 dr,

.!.EElS !

i [l faut d'abord préciser lensemble de défmition T de [

Pour x< lona¥ie B 1 - xcost > 0 donc:

1
g o —
I = xeos™ ¢

est continue sur

m . .
0. f] et fx) est défini.
Pour x = 1, il existe & [I:I. % [ tel que 1 — x cos” ty = 0
A
f.|'_| TCCOs ".—;—I

et la fonction ¢ présente une discontinuité en ;. Lorsque t; &

o .
0. _‘2] O, du volsinage de Ly

(t} Eﬂ.ﬁ-zh-.. r_'ma"'gq-..
plt) = - ~ - :
eos” fy — cos® § [t — g} sin 2y

et 51 Iy = 0 on a, au voisinage de 0 :

1 1
(i't= Vi ol
\; ] = cos’ I [_:r

Dvans chacun de ces cas, ¢ est non intégrable sur towt intervalle ] ity .l + u[ et f est non définie.
Finalement, ona D = ] . 1

Ainsi [ est définie sur un voisinage de O et on peut se poser la question de savoir si elle est
développable en série entiére autour de ce point.

N est clair que, pour obdenir un développement fusant intervenir les intégrabes de Wallis :

7
Wa, = ] cos?" | di,
Q

1
X =» ﬁ
1 = xecos™
en série entiére puis montrer que I'on peut intégrer terme 4 terme ce développement par rapport
i la variable 4

[Xautre part, on voit que

la méthode consiste a développer :

lim fix) =+
X rlt
i

done, si K oest le rayon de convergence du développement recherché, on a ] - R,R[ =1

cest=a-dire B = 1 et, par la suite, on va supposer [x < L.

Pour x| =1lonaVie R, xcos® ¢ = |xl = 1, done ;

E.ILL'I'E-

]—.a.ms t
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puis, avec les propostions {11 ¢t (2), on obtient :
cnlgi=0sin<0 |, eplgl=ansin=

Le théoréme de Parseval appliqué a la fonction g donne alors la convergence de la série E |an|”

n=i
AVED D
+ 00 1 G P
s 2 S
= I = — H.
Sl = 3 leniof®= 5o [ (e a
=0 = 3
 Soit (an) __,, une suite réelle bornée. On note :
| o L xrl
o m _ .
| Fixi= z anx” et glx)= Z an—; -
i =)
1) Montrer que fix) existe si x< | = 1, 1] et que gix) existe pour tout x & .
1 1 L
2) Montrer que, pour x> 1, —f (—) =[ e Tgitidt.
* 0
1] Pas de complication inutile : l'énoneé ne demande pas de trouver ensemble de définition 'HJ

de f, mais seulement de prouver que Ty n.'l.'lj'lti'.‘.'l"l.!] - 1.1].
Posons A = sup aa|.
e e
| - - t

La majoration m:,.r”| = Alx]” montre que:
E :u..;x"
E

est absolument convergente pour tout x tel que |« < 1.

Le rayon de convergence R de cette série entiére vérifie donc R = 1 et Dy contient | — 1.1.

L)

. X ; .
De méme, sachant gque E — est absolument convergente pour tout x, la majoration :

rei=h
.L'” |.1'|"
tn—y| = .-"L—n!—
.'l.:;t
montre qu'il en est de méme pour Z dn— -
LR Y

Le rayon de convergence de la seconde série entiére est donc +oc et ona Dy = B
Remarquer que 'on ne peut rien dire de plus aw nivean de Ty En effet :
pouran =1 ona R=1 et Ty =] - ].1:.‘

1

our (i = — ona B=1et Dr=|-=1.1];
F ! Ir1+1_llE 4 [ ]

1
pour an = om ona R=2u '-!'J'Jr=:| —2.2[:

1
pour gn = —3 ona R=40c et I"‘_r-=ﬁ-

Ainsi, tous les cas sont possibles,
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2) Vaprésle 1), la fonction g est continue sur B et ona:

aatt i
Vie 0400, gl =AY % = Ae,
n=0

Dong, t —+ e~ %git) est continue sur ['I]- o0 [u:t viérifie :
¥ie [D.+1 |_, e gl = Ae™'F b

elle est donc intégrable sur [0, +oc| dis quex — 1> 0. On a alors ;

MNous nous retrouvons ains face & un probleme de permutation série-intégrale. Lintervalle

d'intégration étant non borné, nous nous orientons vers le théoréme de convergence dominée.

n
I .
Posons tin - Lsan _ye e

Chaque wy, est intégrable sur [D. 0 |_ etona:

¥ | o
i — b
f |1t | [ e T di
ril
0 Jo

P 3
i oo ;
= — e “u du  {en posant u = tx)

niytel il
|ﬂr| - |ﬂ||!
s — Fin+11= —
nix X

o
Avec [an| = A et x> 1 on en déduit gue la série de terme général f |tin| est convergente et le
i}

théoréme de convergence dominée spécial aux séries donne :

oo T o +i
unlthdt = [ tn(F)di
JADCICEED 3 A

=l =)
cest-a-dire ;
L T
r T 1 1
f eMglndt=d o =2f (1)
0 =10

Ex. 21
o
S0it [ix) = E W ox".

Trouver un équivalent simple de flx) lorsque x — 1,

1 s"agit ici d'étudier la somme d'une série entiére au bord de U'intervalle de convergence.

Lorsque I'on dispose d'une série de fonctions de terme général upy @ x == gln, x) o, pour
towl &, a fonction £ @0f &b est positive, décroissante, il est facile d'encadrer la somme de cette

série an moyen d'intégrales, ce qui permet souvent de conclure.

Chapitre 5, Intbgration - Suites et séries de fonctions - Séries entiéres - S&ries de Fourier; » 327



Dans exemple proposé, la fonctiond : £+ /T x' n'est monotone décroissante qu'd partir de :
1
Zinx

valeur qui tend vers +0c lorsque x tend vers 1. Nous ne sommes done pas dans bes conditions

s =

d'application de la méthode évoquée précédemment. Nous allons nous v ramener en remar-
quant gue :

— 1
I_Jn_l=ﬁ+ n— 1

Il est clair que f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence & = 1 et divergente
au point 1.

Pour x [l}. 1 [, formons ;

xflx)= z-.,n"'_ n+l Zx-"rn_:ix.

n=0
puis

e H
(1 - x)fix)= v =vn-1]x —_———

=

A ce niveau, on dispose d'une fonction ;
o
[
t+wit=1

qui est positive, décroissante sur ll. + 00 [ pour tout x & [D. 1 [

Cependant, cette fonction parait ¢ncore un peu compliquée et nous pouvoens simplifier le

probléme en effectuant un premier encadrement.

En remarquant que T T e :., 1 2».-" un obtient alors :
T = L=
-0 Fi] r|
ZE;F; 11—1.1_|"[.=.]"1:+z . (1)

Il faut faire attention au fait qu'une inégalité est vraie pour tout i = 1, alors que "antre nécessite

na=a.
Ty rn
Done, en posant kix) = v 1 vient hixd = {1 — x)ix) = x + x hix).
p 27 )
n=1
1
Puisque la série E —= est divergente, on a ]m’:L hix) = +2¢ (cela va aussi étre prouvé par la
fiel 1‘,:;'\-’|
suite} et l'encadrement précédent donne (1 — x)fix) ~ hixh

K-
| Omneest dong en Gt ramené & 12 recherchie dun daquivalent de Rk

L
La fonction t v 27 est décroissante, positive et intégrable sur |0, +oc[, on a done :
[

i
. r+l x - Pl - r xj
Yrne 5, —— == = —— dt
b

s I:lrl:n: % E_-IF'IIJ:
e di=hix) = f — dt
jl 2./1 o 2V

el en somnmant :
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soit, en posant u = —tfnx =t [fnx :

1 f!!i‘l:. u _] 1 f"ll'!d.'. . 'I
e "u 2du=hix)= ——— e "u %du
2,/[in x )i x| 2+/|tnx] Jo
30 _l 1
ﬁvec] e My Tdu=T 3 = +/m, on obtient :
0

A 1 1 | x| 1
f e My Idu=r|=]- J]r e u 2du
it x| -\ 2 0

done f E_"u_% du=+7+0 (1,.-"|fnx|)
|

i x|

(2)

a 1 a 1 a 1
carﬂ-::f e “u fduif u 5du=2ﬁdﬂnnﬂf e Mu Tdu=0(Va) lorsque a — 0.
0 0 0

De ce calcul, on déduit, lorsque x tend vers 1 :

+00 __1 1 +o0 _'|
;1 f e My Tdu-—— f e "u ?du-~ i .
2/ |En x| S ) 2y/lfnx Jo 2yl -x

. VT
Alors 'encadrement (2) montre que lim hix) = +50, avec hix) ~ et enfin, compte
'i : Wi—x ;

a1
Xl

tenu de (1), 1] vient :

(1 — x1f(x)~ hix)
done :
J-l:I:I - —J-E'-'—E-.
X1 — x)2

1) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére :
nP 5 . .
z x" ol pest un entier naturel fixé non nul.

=i

2) On pose :

0
Jolx) =Y x" pour |x| < R.
=0l
Trouver la limite et un équivalent simple de f,(x) lorsque x <+ R.

3) Trouver la limite et un équivalent simple quand p — +2c de fulx) — x — 1 0l x est fixé
aver |x| = K.

1) 1l s"agit bien d'une série entibre Z ﬂkxk, mais elle est lacunaire : on a
k=0
ap=0sike {nP/nel}eaay=1sike {nf/ne N}
C'est le moment de se souvenir qu'il existe diverses fagons de caractériser le rayon de convergence.

Par exemple :

5 li i"'-=ﬂ .
= sup { |x| IR—ILT:: X ]
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Pour |x| < 1l,ona lim X" =0et pour lx| = 1, ¥ ne tend pas vers 0 donc R = 1.
P b 4 A0

2) Lorsque I'on a affaire 4 une série entiére 3 ﬂkx" i coefficients ay, positifs, de rayon de conver-
genoe B < +00, si cette série diverge au point B, ona:

Clest le cas dans 'exemple proposé.

Il est clair que fp est crodssante sur [l}. 1 [ et d'autre part que :

n+l
YWrne M, ¥Yre [II], 1 [.jpix] = E J..'LJJ.
k=1
n+1
Alors il_r.nl .\:H =+ 1, on déduit L|u1il existe x e [l}, 1 |. el que fplx) = n.
k=1

Ceci étant vrai quel que soit ne M°, la fonction i est non majorée sur [1], 1 [ done, puisqu’elle
st Croissante, on a :
lim folx) = 400,
x—+1
a1
A x fixé, lorsqu'il existe une fonction ¢ décroissante telle que :
Yne B, unlx) = @glnl

il est simple d'obtenir un encadrement de

au moyen d'intégrales et cest souvent une méthode efficace dans la recherche d'équivalents.

Pour x fixé dans ] i, 1 [ lafonction gx : t—=x" = e "% est décroissante (car én x < 0}, continue
et intégrable sur [0, +0c|.

i+l
Onadonc ¥Yne®, x" = nrmr[ gl dt
F1d

Il
el Vel x™ q:-xlnﬁﬁf @l di
n—1

En sommant, on en déduit ;

i i) 5 & W 5
f e T E Q= pix) = 1+J{ el X g,
D o

1
s0it, en posant u = F [fn x| donc t = uP [in x|

1 1 A+ _|__] 1 21 L 1
= i x| p[ e Mul  dusfpix)=1+ - |nx ﬂ[ e fuf du
H 0 p 0

011 ENCOTe
1 LS | 1 21 1
Eitru’l P (E) ﬁjjgtxfl'-;.]+!—j|mx| FF(E)'

Il en résulte, quand x tend vers 1, fpix) ~
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00 O
3) Formons fpix) — 1 - x = Z_‘.n" =% [1 +zr':"p_21.

=2 n=3

Ce qui doit sauter aux yeux est que, dans ce cas c'est-d-dire lorsque p tend vers +oc, x étant fixé
tel que |x| < 1, le terme dominant de la série est le premier P

Il reste alors & prouver que ;

o )
E.t‘npn-ﬂ[xzp}l Ol ENCOTE que Zx"p_zp =all
= n=3

Pour n = 3, la fonction ¥ : t~ n' — 2' est croissante sur [1.+:::1[ car ¥'it)= n"fnn-2'n2
est clairement strictement positif.
On obtient donc :

Vpe [1.+0l,nP - 2P =n -2 puis ™ = x™ T (car|x] < 1).

Il en résulte que la série de fonctions de terme général vy, @ p— X converge normalement

donc uniformément sur [[1, +|:r:I

En conséquence, on a hm z vl p) = E lum vl ph = 0, c'est-d-dire :
rl.—EI-

Ex"p"zp = oi1) quand p = +oc

n=j
et finalement :

Jplxl=1—=x~ ' lorsque p — +00.
(F) Séries de Fourier
B 23

2w
Soit f e CUR.C), 2w-périodique, et telle que f J=0
[

Montrer que || f |12 = b‘*l

Dans le cadre des fonctions continues, 2w-périodigues, la formule de Parseval permet d'exprimer
la norme quadratique d'une fonction | au moyen de ses coefficients de Fourier. En appliquant
ce résultat 3 7, qui est ici continue, on a :

[rreas 8 o)

Le premier membre de l'inégalité annoncée étant lié 4 f, il est bon de se souvenir :

1] que [ est somme de sa série de Fourier ;

2) que l'on sait exprimer les coefficients de Fourier de [ en fonction de ceux de [

D'aprés le théoréme de Dirichlet, on a:

+00

¥Yxe R, fix)= Z r:,.U'JIEh’

M= — O
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et puisque, par hypothése cy(f) = 0, il reste :
Vxe R.f(0= 3 cnlhe™,

med*

Puis, sachant que ¥ne Z, en (") = incalf), on obtient :

Yxe R, Jix)= Z mH} ekl

fed*
Pour évaluer || ||, il faut maintenant majorer |fix)|. On peut, pour ce faire, penser 4 une
inégalité du type Cauchy-Schwarz.
Soit E I'ensemble des familles complexes u = (un ) _ telles que les séries :

E lunl® et Z lu_n|® soient convergentes,
n=( n=(
Avec :

Via.ble C% Ja+ b = (lal + b])" = |af* + 2|ab| + |6 = 2(|af* + |b®),
on vérifie facilement que E est un C-espace vectoriel,

D¢ méme 'inégalité |ab| = é{ltﬂz + b :i montre que la fonction :

+o
¢ : E2 5 C, (nu)— E Hntm

= — o

est définie sur E2, puis on vérifie que @ est un produit scalaire hermitien sur E.

Daprés le théoréme de Parseval, la famille u = (i:n {_.I"‘])

est élément de E et, comme il en
z

i
est de méme pour la famille v = ([’“}.nuz définie par g = D et vn = £ sinz0, l'inégalité de

in
Cauchy-5chwarz donne :

3 enlf)

e &=

2
|
gl v)* = <y 1*-'nU']'|ﬂ' ) -

ne &= ne f-

-

+00
1 &
Sachant que E — = cette inégalité s'écrit :
n
n=1

1 o L P
oot =g [F- 5
donc :

o
Vxe R, [fix)® = gfu 1"

Il reste & passer au sup pour obtenir la formule annoncée.

n

2 +30
. 1
Soit « & B, montrer que E;f eI X e = z -
L]

5
n'ﬂfl'l!]

La question peut faire penser i la formule de Parseval. Pour cela, il faut exhiber une fonction [
telle que [fix)[? = 22008 %,

Soit f @ x—se™ ,onaV¥xe B |fix)] = e ™*, ae R
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Cette fonction [ est 2=-périodique, continue sur H, donc d’aprés Parseval :
1 f* —
- ,_rn.l fde= Y Jenlf.
u =—r
Calculons les coethcients de Fourier de f.
Ho N to0 n iy
Sachant queVze C,e* = % —,onafixi=Yy
] l- nt T L

=il ri=I1l

— + donc :
n!

alin fEby

- 1 - inx
cphfl = 2“1: fixle N dx= 31'[ E dx.

ri=ll
e Eln—phy n
[& L] i ;
— » la convergence de la série numérique :

_“:ITI
E nt

]

Compte tenu de |

- fonctions de terme général :

£l

tp | N ————— .
i !

it E"I:I f—phx

On dispose alors du théoréme d'intégration terme A terme sur 0,27 | ¢

- -E'rl '”“-I'i'
I'rﬂll" TZ ”: jr X

=L
iy
dong, sachamt quf[ e """ dx = 15 n — p=0, on obtient :
{

cph =10 a1 pre )
‘I.'l!II
L']'J':_I.l = F'F 51 H o= D‘

Finalement la formule de Parseval s'écrit :
+ 2

1 i P o
: B eahE X {|.'l|.' -
7| )3

¥
L i

-
=

- =1 r—— — = e —r——— =

. =" .

5

+3a En
Pour x réel, on pose fix) = z —5
=0 [
Trouver un éguivalent simple de fix) lorsque x tend vers +oo.

Commee dans Uexercioe 24, la formule de Parseval permmet de donner une expression de_f1x) sous
forme d'intégrale.
Erl

O note d'abord que le ravon de convergence de la sénie entiere E — est +oc,
nt*
=l

Pour x € B fixé, posons :

+00

. X ik

Gy | B 1,!.' »
.

=l
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gx apparait comme la somme d'une série trigonométriques, normalement convergente sur &,
car:

"

=

1l s"agit done d'une fonction Zx-périodique, continue sur &, dont les coefficients de Fourier

sont !

L]
X

rn{grjl:l.'ﬂriinc:ﬂ . cn{gx}l=ﬁrsir:3ﬂ.
La formule de Parseval donne alors :
-1 | 2 i 9 o -rz.l'l
S BRUTED S PSR DY)
FE=—% = !

Comme d'autre part on a :
n

Vel guf)= E{ :' =
n={

done |gelt)] = & il vient :
o

I 211 -i #
fix)= f e Ty,
ﬁ LI}

Enfin, puisque 8 - et el gy 2r-périodique et paire, on a a aussi ;

i =
f P‘;".\'L‘-uﬂlldu=f ﬂﬂxuwlbdﬁ=ﬁfﬂgﬂxmﬁﬂdﬂ
] T ik

kA5 e
o _ﬁx]:t;f r-.'irxm”di-ll.

Ll

Avant de se lancer dans la recherche d'un éguivalent, on commence par prowver que fla) fensd

Vers o0 ef, en notant e :
b | (3]
Xt P 1
=
Z
reste bornde, on obtient un premier dguivalent de flxl

Pour tout x = 0, il est clair que :

+oo 2n
3 .
_.I"[x]:z = lex donc  lim fix) =+,
o ”_: X —4 50

. m
Sur [E' 1:] on a cos i = 0, donc pour tout x = 0
J

U:er_'ml-! 1 et f :Exm"Hdﬂzu.,-h- [:_ﬂ.:'l:?}l-
il
£

Ainsi la refation fix) = _r[ e T i+ f L eont o 'écrit |
"o

T
1 [% N
fixi= ;f £2 Qh o (20
0
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(G) Convergence dominée

L=l o Tnl

1
Déterminer lim n [ n(1+1")dt.
L

1l est visible que :
1
lim fn(1+1")de=0

M— 40 il
1 1 1
(par mmpl::}ﬂf fn[ln”]d:s:f ("dt =
0 0 n+1
indéterminée oo = 0,

Le premier travail va consister i regrouper ces deux facteurs en faisant entrer n dans I'intégrale
au moyen d'un changement de variable.

} on a donc affaire 4 une forme

Remarquons, de plus, que pour espérer utiliser un théoréme usuel concernant les limites de la

forme lim f_j}. »il faut gue lintervalle I soit fixe (indépendant de n). Le choix du changement

n—+oo [

de variable devra respecter cette condition.

1
Remarquons d'abord que pour tout ne &, f én (1 +t") dt existe en tant qu'intégrale d’une
i)

fonction continue sur un segment el on a aussi :

1
!r.=nf &1{1+:"‘]dl=nf tr (1+1")de
0 Li§]

On se limite maintenant 4 n = 1.

1
La fonction ¢ : west = un définit une bijection de classe ¢! de ] 0. 1] sur lui-méme, on a donc :

il + ul
,n = —l'l.'][L
oy -5

u
Considérons alors les fonctions fn définies sur [0.1] par:

Salu) = w siue ]0.1]

-1
fal0) =0

Chaque fin . n = 1, est continue sur [D. 11 {car {ni(1 + u) " u) et on a donc aussi :

= j;u.llfn ) |u.1|‘lr“-

La suite (fn) _, . converge simplement sur |0.1] vers la fonction [ : u

fnil+u) .
e qui est

continue et intégrable sur ]0. 1] puisque prolongeable par continuité en 0.

fn(l + u)
u

D'autre part, ona¥ue [0.1],0= folu) = done le théoréme de convergence dominée

donne :
lim f fn= N
A=+430 J0.1) Ji11
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E)
E’,tlixbd.\::f lim  Volahda
‘b Fl—* o0

b2

lim [
Pl T . n

i = x
' . : a i
¢ est-a-dire lim E f telxidx = f glxidx.
Fl—s i 0 0
[ 1

- =
. L. 2 z 2
Ceci prouve que la série E v st convergente de somme g, et donc que E L
nai 0 0 a0

€5t COMVETEENTE aVeC ©

o T ™ .
2 ) ) I fnisinx)
5= E fnizin x) sin" xdx = ——dx
i p l—sinx
I'|:|:'|'
Pour conclure, il reste 4 calculer cette intégrale,

Pour 8'en sortic avee un caleul de primitive, il y a liew de faire disparaitre le terme en logarithme.
Une intégration par parties devrait nous pemrettre de réaliser cette opération, mais pour ce faire,
1

il faudrait que I'on puisse reconnaitre dans 3—_—— une dérivée simple, et ce n'est pas le cas |

Pir comtre, si on avait @

"l_—_i'dﬁx au liew de ﬁ avec 1 — cos x = 2sin® ;
On pourrait écrire ;
1 1 | X
e Izk:a;(—mmni).
dain 5

Vil une idée qui doit permettre de débloquer la situation.
Le changement de variable défini par x = % - L donne

E {nisint} E fnicos x) E frfcos x)
S= | ———dt= | ———dx= [T ———dx.
o 1 —sint o 1 = o8 x 0 _ Ef

2
aln 3

Oin sait que, dans le cadre des intégrales sur on intervalle quelcongue, lintégration par parties
doit &re manipulée avec précautions. Pour éviter ces difficultés, nous allons déterminer une

i
primitve F de nicoa X} sur ] i, % [
2.5-in|Ef
a
A 1 e L|-1I tdii - E‘l“-"'-]-t.
'I-Tfﬁ = HI — 0} I'.IE = f]f TWCDB X! = I.'[?H.:I.'1] Y€t &
2 gin® ~
1Tl 2
X g X
; 25in — cos” —
freicos i) X
f—&x=—(n[cﬂsxlcntﬂni— #d_x

o X X
Eﬁirn.":E cos xsin

A 1+ cos x
= — fnicos xleotan — - | ———— dx

o C0s X
o, fradeins xh ™
Une primitve de x — . :-;Ll.r]{l'.-z;[est done :
. a2
2 8in 5
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SO01 ausst :

1 1

n

I.t=nmnf i1- H”d:ﬂtf (1=t ntdt = fnn + mn
9 a n+1

Ol 0N a Pose
1 1
J;;:flil H”-fﬂ!d[:f ' indl = xhda
it i

= et ixl = fni 1 = &), les fonctions u et vsont de classe & sur [r l etona:

]
Jn :[ ',
]

En remarquant gu'au voisinage de 1, ulx) ~ x — 1, on obtient lirr{ wixtixl = 0. Ceci justifie
.

el _

Avec ulxl = —
r+ 1

Vintégration par parties :

1 1 1 ikl
' 1 1 x =1
Jn=f [4U=[u1']n—f u = f — dx
i 0 n+l f, 1—x

y r ! . 1 1 1
donc: "'I"=_r'.|+l 5 |{-]-‘-':'f-l--”-‘-x1.'|'I:LT=_H-|'-1 2 n+l

On obtient Analement ;
f 1 1
I"="m(]+§+”'+m"“‘“)'

A Co niveau, nous vovons apparadire une suite tres classigue dont la limite est s constante " Euler

1 1
v = lim (]+I_+...+——Er|r|].
f—+ 2 rn

En conclusion, ona lim In = —, & compie tenw du 2, 2] vient ;
QL gu s

T
[ e Tinxdx = -y,
o

Exosr S

] +-
| - Fi—1 X
| On pose fix) = E (=107 " in (1 + .

=1
I 1) Montrer que [ est définie, continue, dérivable sur ] 1. +1-..[.

|
' 2) Trouver un équivalent de [ en 0.

1
iU

1
I

3) Montrer que f(x) = — dt.

 3) que f fﬂl+r

i 4) Donner un &quivalent de J en +oo.

‘1] | On applique les théoremes du cours,

Posons pour tout ne ™" ettout x> —1:

X
bl = (10" Lin (1 + ”).
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Quel que soit x> —1, la série Z un(x) est alternée avec :

=1

““‘") six=0 et [unlx) =m(

n
nm+x

hmuH=ﬁ1( )ﬂ—l:xiﬂ

done la suite (|unix)|) e ©5t décroissante. Comme il est clair que :

lim wnix) =0,
[

on en déduit que E un{x) est convergente d’aprés le critére des séries alternées.

n=1
Ainsi f est définic 5-1.|r] —1,+0¢ [
Soit maintenant (a, b) € R? tel que —1 < @ < 0 < b et Ra(x) le restre d'ordre n de la série

z unlx):

+o0

Rnilx) = z el x).

Fe=n1
Puisque (|un(x)]) . . est décroissante, on obtient :

|Rnf)] = |unlx)].
Dong, six e [ﬂ.ﬂ'] :

|Bnlx)| = fn

=
n+x e+ a
etsixe [l].h] .

n+x n+ b
iRn[x]! = fn (T) = {n N

et dans tous les cas :

Ralx) = b —— 4t 0 Cest-a-dire  [Ra(x)] =t ar.
Il en résulte :
IR < tn 52
donc :
lim [|Raf|'“™ =0
B

ce qui montre que la série de fonctions E un converge uniformément sur [a. b].
n=1

Puisqu'il s'agit d'une série de fonctions continues sur [a. b], on en déduit que la restriction &
[a. b] de la somme f est continue sur [a. b| dong, la continuité étant une propriété locale et
chagque réel x & | — 1.40c| admettant un voisinage de la forme [a. b] avec —1 < a < b, il vient
enfin que J est continue su.r] -1, +-::n[.

Les uy sont de classe ' sur ] - 1,+cu:u[ avec :

{_ 1 }I'I.'- 1
n+x
Pour tout x > =1, la série E un(x) est convergente d’aprés le critére spécial des séries alternées
n=1

( lim u,(x)=0 et la suite [| u,',{.tjl“l I décroissante). En posant :

L1 B & gu- ]

Ve M*, ¥x> -1, uyix) =
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ar
n

1 1 m 1 (LT )
- - 1+i—=1F" "
l—lﬁlk 1;"‘”" 1 _ - E :_”k ]d;= —— T
0 0 = 0 1+t

1 i-'l.' 1 tl'H-?l'
=f d:+[—1:””f di
0 1+1 o 1+1
1 !FI*.I.' 1 1
et aw:n:[)‘:.[ di *-':j ' dt = ————, il vient :
1+1¢ o n+x+1

]
1 |:r|-|-.1¢
lim j de =1,
N—++0 f 141
X

m 1 1
[
- _ 1 _qyk=1 Rsx—k —
f ["’J‘,,l’,ﬂg ~[EI|: 15" "t di }rﬂ 1+1dt'
fe=il

r v [
f.} [ et une fonction positive ¢t onac:

o] |

Mo finalement :

.
j'[.x]:f g nem
0

done, s on est dans le cas favorable, Cest-a-dire i 7 est non intégrable sur [D.-H-: |_. nous
obtiendrons un égquivalent de f au voisinage de +20 avec un théoréme d'intégration des équiva-
lences,

Pour tout x > 0, le changement de variable délini par u = 1! donne

. L du Y

= = i

I x+1 A xs+l x+1
] 4+ i+l

_ ) [1 du f LT}
ol on a poss Bk = = - 4
P b 1+ L!I 0] 1+ L[A

: . 1 _ : _
La fonction ¢ : (w x)— T est continue sur ]1]_ 1] = [ﬂ. +-.=-_.[ comme composée de telles

fonctions

1
= L
et elle est dominde par la fonction constante w — 1 qui est intégrable sur ]D. 1]- Done le
théoréme de continuité sous le signe somme avec hypothése de domination globale (valable

pour x e |0.+oc|) donne que @ est continue sur |0, +ac . En conséquence, on obtient :

) _— -
1m . l 7

N— 0

puis :

1
flixh - EIETS quand x tend vers (;,

La fonction
1
R
étant continue, positive sur [ﬂ, +x [L‘t non intégrable sur cet intervalle, le théoréme d'intégration
des équivalences {qui est peut-étre a redémontrer pour étre conforme au nouveau programme )

donne, dans le cas des fonctions positives non intégrables :

* e , ) 1
= - fnfx-+1)  soitausst  fix) ~ = dna
e A

|'.] - .
e g 2t+1lr 2
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(H) Fonctions définies par une intégrale

1

di.
(1 % ¢)

0
Soit [ : H—rﬁ,x-—rf
0

1) Déterminer l'ensemble de définition D de f.
2) Montrer que | est de classe O™ et convexe sur D,

3) Déterminer les limites et des équivalents simples de f aux bornes de .

- 1 : .
1) Soitgx : t— i o’ ¥ est continue et positive sur ]{'.l. +00 [

. 1 _ : :
Au voisinage de 0, ¢l i) ~ X donc g est intégrable sur |0, 1] si et seulement si x< 1.

Au voisinage de +00, @e(t) - o donc ¢y est intégrable sur [1. +oc | si et seulement si x> 0.

En conclusion, ona D = |0, 1],

o Tn
Rappelons que g étant positive, lintégrale f o @ un sens i et seulement s gy o5t intégrable
0

sur B .

2) Si besoin, ¢'est le moment de revair le cours concernant la dérivation sous le signe somme.

On définit une fonction g de classe ™ sur |0.1[ = |0, +oc [ en posant :

F—J‘.’E‘I‘IJ‘

Vix.t)e 10,1 x 0,400, glx ) =

et on a alors ;
—x it

-IJ:I
Vne N°, ¥ix. the 0.1 x | 0.+, —‘Gﬁr;. {) = rﬁl;"unn"in_r.
[

Mous allons montrer, par récurrence sur n, que quel que soit ne W, [ est de classe (" sur ]{?J. 1 [
avec :

4 F i
J‘“'lx3=f _’ qu,r].;u-.
i X
propriété que nous notons (Ha ).

Prouvons (Hy ).

o Pourtout x e ]l}.'.l [ t =+ glx, ) est continue et intégrable sur][}.ﬂx:[ et il en est de méme
pour :

"9 x. 1),
X

. —
I il

. il .,
s Pourtoutte jl].+:=:; [ X ﬁm. t) est continue sur]{l. 1[.

» Pour tout {a. bl e ]'I]. 1[2, telquea< b ona:

. ﬂ_q )
Vxe [ab], Vie |0+, —=(x t)] = gy 1)
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Ol 0N 4 pose :

() = jint| 0 <1 = |Er | o1
¢1;_m3| < | = 3 q‘.i]_li—lju—mﬁ'l}.

Cette fonction ¢q ¢st continue, positive, intégrable sur |0, +0c| car:

bh+1
2

bl

-4:1[[]=-D[:I £ ) quand - 0, avec =1

- 14.—) i
~Flirl=n(: ( - ] quand { — 420, avec 1+§:-1

Ains le théoréme de dérivation sous le signe somme, avec hypothése de domination locale,
donne que f est de classe ' sur tout segment [n_ EJ] = [L‘I. 1 [ Elle est donc de classe sur] 0.1 [
et la formule de Leibniz donne :

Remarquons que le théoréme du cours ne réclame, au niveau des fonctions partielles ¢n £, que
fa continuité par morceaux, o¢ que nous obtenons en observant la continuité : &qui peut le plus,
peut le moinss,

Prouvons maintenant 'hérédité : (“u::l =3 I[H,z. 1 ]I

On suppose f de classe C" sur [0,1], ne W*, avec :

=1 )"
vn]n,1[,_;*"'m=f b ¥

o S By
En posant :
g (=11 )"
anix th = Hﬁix. = T T

le méme raisonnement que précédemment, en remplacant g par gn et o par gy, telle que :

|fII|I|r“-L )
Frppli] = e g8 0zi=1
01+ 1)

g™
el @pep )= =

E‘uill--l-ifl g1 tx1

e
montre que [ ¢ x—s [ gnix. thdt est de classe 01, done que f est de classe ¢ sur [0, 1],
0
avec :
e i+l m+1
(=107 (e}
Ve J0.1[, 1" Vi) =j - dr.
i {1+ 1)
En conclusion, il apparait par récurrence que, quel que soit e M°, f est de classe £, done

gu'elle est de classe O™ sur ]'l'l, 1 [

La convexite ¢st alors une con séquence de la positvie dr:j'" ]

: ()
Vae [0,1, M (x= ———dt.
] 1 g Filsi)
3) Pour x = 0, la fonction @p est non intégrable sur B, ®a couser de la borne oo, Nous allons

donc baser I'étude de [ au voisinage de 0 sur e fait que :

1
gxlth = — quand ¢ = 4o,
¢

e —————— = = = — — = = e ——— e
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La tonction g étant positive sur B ,ona:
T di ol 1 ¥ 1
__|I'|__:|_-|_=:;r x -':-[ TS :I_.[ -:A]I'ﬁ-:* .
g1 il fy 2y dx 2x

lhim fixi= 400,
sl
Azl

done :

Pour la recherche dun égquivalent, quand x = 0, nous commengons par €isoler® 1a borne +oc.

. 1
En remarquant que pour 0 < x = 5, ona:

/' di _/" di Ef[ du =
o i1+ -_|] 1.-"rr-.'l+tl_ il 1~|r1.|:l‘1_E

|
dr ) . 1
done que x —s e gt bornde guand x décrin [0, - |, et sachant que
o CUl+1)

2

0 l.'h.
lim =+,
=0 0y 1+ 8]

flxh /.H 4
L : '
T amn fy Mlan
e de e e dt
Furmnnﬁalnrsf _— - [ o~ =—/ g
ALY L SR fy tH1en

o di e 1 .
Avec O = -7 = —5 = _—.,L:lr:lu|‘.ul:|:.'r:‘l:
1 [ A 1 r x+1

+ 0 dr
———— =01 quand x =+ 0
’: M )

on obtient :

LR dl! i
et, puisque ]lmj; T = +00, il vient :

K=hip [l

e di e = de

= = K o x|
1+t . 1 t
f“* di [““ di

L tilenamnf, ]

Finalement, quand x — 0, on a:
i f dt 1
xl- _—
' A 5 Y A

Pour x tendant vers 1, le probléeme est inverse du précédent : c'est maintenant l'intégrale sur
]I.']. I] qui est dominante et il faut exploiter que, lorsque ¢ — 02
1 1

cil+6

C'est-a-dire

On remarque d abord que :

e b oode 1 ptde 1
= o llen 20, ¢ 21—k

et il en résulte limI Jix) =+,
I.\'-c!
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i 7

1 L= ® dI Al d! + Tal)
Avec, pour X > g, el — e = =, 001 YOI QUE :
P 2 j’; £+ 1) _/; Vi + ) ./; 1+u” 2 |

+o0
x|
1

501+ 1)

di , ..
est bornée au voisinage de 1 et donc ;

- Lo de
N - .
J =1 fp (1410

Formons alors :

fl di f’ de [' di
o s Sy 0 fy T Mlen

Puisque x — " est crofssante (te ]0,1]), on obtient :

dt Loy

1
¥xe ﬂ.l,Dt:f _ = — ={n2.
] ] o e n n L+t

H+!:l

Ainsi, i f est bornée et donc :

f’ dt _f'd:_ 1
p L0 Jy tf 1-x

Finalement, quand x — 1, ona:

1) Soit x e |0, +oc[, montrer que :

2) En déduire la valeur de {
L

t /" dr 1
} - - .
S g Milen l-x

x
e, Arctan(?) X i
j — dl:f 5 i,
] i}

1+t it =1

{rei

di.
I

§

1)

frx

fre
di est une primitive sur ] 0. +o0 | [ de x s F 1

-1

I saute aux yeux que G @ x— f
La méthode est donc claire ;
A
v Arctan [: n )

L} o étucdie la dervabilive de F - .~:-—-f —
'J +f

de et on vérifie que Flix)= G'(x):

2} on compare les valeurs prises par F{x) et G{x) en un point x pour conchare,
En fait, nous allons commencer par préciser la fonction G, car sa définition pose quelques petits

problemes,

Auvoisinage de L,onafmi =il +t = 11~ - 1done:
frt | . i 1
Fop e mgT ey
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Ainsi on déhnit une fonction continue sur & en posant :

1 it
gﬁl]=§ et gﬂl:% pour te By {1}

[autre part, on a au voisinage de 0 :

1
qifi~=intdoncgiti=o (Ej

et g est intégrable sur tout intervalle ]I'J. x] avec x > 0. On en déduit gue :

G .w—~[ g thdi
| ]

est de classe ! sur B avec ¥x e B, G'(x) = gix) et aussi que 11'mLI Gixl =0,
=
a
Areian ( ; )
Soitf @ R x B} =+ B, {xt)— ——pnio,
' ) i i +F!
Il est clair que [ est de classe ' sur B, x I et que pour tout (. the K, = BT :
™

= iy ii= ———
S 2(1+17)

donc pour tout x = 0, { = fix, ) est intégrable sur |0, +2c [ CE Ui assure gue
F o oxes [ Jix, ) dt
. '—'_;

t
1+ 12}{.:;“' + 1)

{1
r_l—‘rlr.?fl

est définie et continue sur K. .

ar -
Le calcul donne bl = done pour tout a> 0 hxé, on a;

= I:L'r.l.ﬁl.' ‘

= : :
ax [1+ !E]ﬂ_u2+ !ET

Vxe [a+o[,Vie R,

La fonction ¢ © ¢

l . - - .
- oSt continue sur [, 400 et intégrable sur cet intervalle
(140 (a” +17) ' -

1
carglt) ~ = donc le théoreme de dérivation sous le signe somme avec domination globale
[=p i)
nous donne que F est de classe O sur [u::.. woo| avec:
i

+ - .|'
Wx e [r1.+"-. [, Flix)= f — & et
0

i
Ceci étant vrai quel que soit a = 0, on en déduit que F est de classe ' sur |0, +00 [ avec:
L

Wxe |0, 0|, Flix) = . 7 i
| t-[ A [‘J+!"}{.1."!+IA:|

SONT Encore

, 1/ du .
Filel= g g (2N posant u = | i
o (1+u{x +u)

On peut maintenant expliciter F'(x).

Pour x # 1, une décomposition en éléments simples donne

1 1 1 1 j
(+uda”+u) x —1\1+u ey
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estoiodi ’ ) T T
Sl-gd=01re = — = —.
ce rl—J-T'u '.-'e;tll" 2 0 1 4 r:"! b |

En conclusion, on a ;
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-?hémes d’etude - Proklemes

4 Calcul d’une intégrale
par prolongement continu

7 1400

Lan
1) Etant donné « = B, on pose Fla) = f dt si cette intégrale a un sens.
i

14"

a) Déterminer 'ensembie de définition D de F.
iy =& 2 2

1 LR i + ]
L+t 1+4¢ 1 1+t
b) Mantrer que pour tout o e n.f —,,dt=[ —,,d!=—f —di.
s 1+t 1 1+t 2 1 1+t

¢} Montrer que F est continue sur I,

2) Soit me M°, ke £, et b= B tel que sind = 0. On pose :
m—1

Amldl = sind +8in 3+ - « « +8002m — 1 = Z gind 2k + 1M
e
=1

Bpld) =cosd +cos Ib+ . . - +cosl2m — 1= Emﬂi2k+lh’r-
ki)

a) Démontrer les relations : 2sind Amidl =1 - cos2md . Zsind Brid) = sin Zmdb,

b) En déduire une expression, en fonction de m. sind. cosd, sin 2md et cos 2md de chacune

des deux sommes :
Fri-— 1l fiv- 1

Crldh) = Z (2 + 1)sin(2k + 1y et Dipid) = Z (2m — 2k — 1)sin( 2k + 1,
k=1l k=il

3) Soit m et p deux entiers tels que 1 = p < 2m.

On considére la fonction R de la variable 1, définie par :

rp-l +r2|.l|.- =1
Rty =

14 <™

Les zéros du polyndme 1+ =™ sont les nombres complexes de la forme :

{2k + 1w

T (ke ).

2l e =

m—1 . y
i . E1IL G 1T Py
a) Demontrer la relation Rit) = — G .
m P = — 2% oS tig + 1

b) Calculer l'intégrale
1 L g
fi2m. p) = 5 f Rty di
i

aprés avoir prouve son existence, et démontrer la relation ;

m
H2m, pl =

2msin (E}
2m

4) Calculer Fa) pour tout o e D.
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@l Solutiohn

1) a) Introduisons les fonctions :
1+
JF ExRL =R (o0 ———

et, pour o réel fixé :

fo : B=R, i fla, 0
I} est clair que, pour tout o & B, f est continue et positive sur BS. Donc, Fla) a un sens si el
seulement s _f, est inlégrulﬂ: sur BT, cest-a-dire si et seulement sioelle est int{'grﬂh]c ST ] 1, '.I]
et sur ['1 00 [
Examinons d’abord les deux cas particuliers : a = 0 et o = 2.

1 1 . 1
R TR i{l + 1) est non intégrable :;ur]{l. 1] car, lorsque { tend vers 0, on a fyft) ~ 52
. i
Elle est done non intégrable sur B3,

O aurait tout aussi bien pu remarguer que_fy est non intégrable sur | 1, +00 ) car, lorsgque ¢ tend

vers +o0, folbh~ g

: 2 . - - .
o llest bien connu que &5 @ 1~ Y est intégrable sur & donc a fortiori sur R,

MNous supposons maintenant a & {0, 2}.
s Ctude de Ihi:ntégrahilhé :-.ur]["}l, l].

Cin donne suivant les valeurs de o un équivalent simple de fi (61 au voisinage de 0, ce qui permet

de conclure avec la régle de Ricmann.

1 . .
Sl =0, j.u]; = done f, est non intégrable sur 10,1,
; | )

.. 1 :
Si0ca<2 fin I'.I - done f, est imégrable sur ]I.']. IJ 1 et seulement 51 2 — @ < 1
! Pi

¢'est-d-dire o > L.

Sl 2, _ﬁ.[ﬂ-{-ﬁ 1 donc f, est intégrable sur ]I:I. l].

En r_'::ln-;:|u:1'inn,lf.'. o | Entégr.lhh: sur - 0, 1] g e seulenient sl o = 1.

« Etude de lintégrabilité sur [1 A [
Sachant qu’une fonction est imiégrable sur ]L'I. L' s ¢t senderment stelle Pest sur :ﬂ- 1] et sur
[l. +0c [, on se limite maintenant i o > 1 et on procéde comme pricédemment par équivalents.

1
SMleo<2, fli} ~ = ce qui, compte tenu de o > 1 donne que f; est int{‘gral}h‘ SUT [1,+f_\; [
(0

. 1 .
Sla=2, flt) - < done f, est intégrable sur [1.+1 [
= [Tl t

| Il reste maintenant a regrouper les résultats,
» En résumé, fi est intégrable sur ]U.+1| si et seulement sia > 1, c'est-a-dire que Vensemble
de définition de F st D = ]'J-+1 [
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. N 1 ... R E— _ . .
b) Lapplication 8 : ¢~ — définit un (! -difféomorphisme de |0, 1] sur [1+2¢[.

1
3 donne :

1 1+i|l—!d 8 1+un—2
f —ad!=f —ndil-
a 1+f N 1+u

Avec la relation de Chasles, on en déduit -

00 | 4 g2 PN el P
-— di = 2 . — =2 —_— .
[“ 14" fu 1+t" _/; 1+

€) La question précédente nous permet de considérer que F est définie sur D par :

]1+!""_2
F o u:—*Ef —_— ],
0

Dans ces conditions, le changement de variable défini par u =

14 1™

Linterét de cette observation tient au fait que Nintégrale sur ][I', 1] ne présente gquun seul
i
Par ailleurs, il ne £'agit vraisemblablement ici que de Vapplication soigneuse d'un théoréme de

continuité dominde, et il ne fau pas perdre de voe guune domination locale permet souvent de
conclure,

aprobléeme d'intégrabilitée alors que l'intégrale sur ] (0}, 4o ! en présente deux |

:r—E
s . t , -
On remarque d’abord que la fonction f @ (a, ) =15 7 €5t continue sur ] 1. +00 'D.l]-

Ce qui assure la vérification des hypothéses du théoréme vu en cours : continuité par rapport a
la variable o et continuité par morcsaus par rapport 4 la variable d'intégration.
Fixons maintenant e, b, réels tels que 1 < a < 2 < b, Sachant que pour tout te ]{!I. ]]. la fonction
x = ¥ o5l décroissante, on obtient
2
1+
Vae(abl. Me]01]. 0< fla.0)= TiE
4 +1

S 1+¢%7F : :
Lafonctiong : t-» EPT.E est continue et intégrable sur |0, 1] car n;m;
+ 1

- avecd—a«< L.
Elle nous donne donc l'hypothese de domination qui, avec le théoréme de continuité dominée,

montre que F est continue sur [e. b

Tout point o < ]]..-H-.: [ admettant un voisinage de la forme [r.:. b] et la continuité dlant une
propriété locale, il en résulte que F est continue sur |1, 0|,

2} a) | Les réponses étant données dans 'énoncé, on peut se contenter de simples vérifications.
me-=1
Formons 2 sindg Amid) = Z 2eindziniZk + 1d
k=01
mi—1
= Z [ cos 2ic & — cos 20k + 11 |
k=0
=1 —cos2md aprés télescopage.
m—1
De méme 2sind Brld) = Y 2sindeos(Zk + Lid
k=01
mi—1
=% (sin20c+ 1 d —sin2kcd |
k=0

=gin2md aprés 'IrE|1:.li::npa|54:.

3680 4 Thémes d'étude - Problémes



b) I Une dérivation permet de faire le lien avec les calculs précédents,

o8 Pt 20 P o cns
= = b= =
Conlb) = ~Binlds Mg 2 sin® b

fr gin 2 & ens d
sind 9”4

D) = E2mAmid) — Cmlidh) =

3) a) | 1l 5'agit bien sir ici de décomposer dans C[X] puis de regrouper les parties polaires relatives aux
phles conjuguds,
Les zéros de 1+ ™ sont les &™%, 0 = k= 2m — 1, avec g ee-1-k = p= i,
m—1
Onadonc Rin= E
Pt t
=1 t‘!m p—1

e Mg

A ——
Sk Linig,

=t [ =

L z -
Avec by = T et @“™ = —1, on obtient ;

il

{__||p 1o - e 1 sy, i
hjp = - —— dol Ap = — — sin puy,

et, en reportant dans la décomposition de R, il vient :

. mi—1

i Bir ey B P
i) = E E - -_;"“’_ I Toig
— — R

n \ETE

m—

Ei1 Elll_f.l'.l.l;,_-
HIH:L-—E J..,-.“ :
—Elcﬂﬁuuh+]

a . a1 r
b) La fonction R est continue et positive sur [0, +5c [

g1 1 -l
et Zm—p+1=2,dong {— l—ﬁ est intégrable
+ |

Au voisinage de +20, Tm " Im—pe
t

sur .:ﬂ,+1-::[ :

!.Erl'l p—1 1 tlm- p—1

de méme Lo et p+1=2 donc [—rlT est intégrable sur [0, +2c .

Ainsi R est intégrable sur [0, +5c [ en tant que somme de deux fonctions intégrables.

La formule du a) précédent permet de décomposer _ﬂ;_.r * Rit}dt en une somme de m intégrales,

mais il ne faut pas oublier de contrdler que chacune d'elles a un sens.

1

= 21 com gy + 1

Chaque fonction ¢ @ = - est continue et intégrable sur lﬂ-+'.'::[ {car

1 . - .
gplt) ~ =) Il vient donc, en utilisant la décompaosition de Ri(f) :
4+ i

iri— 11

) B gin )
I(2m. p) = - Z B0 P mkfu G E— di

CO8 e | + BT w

fe=ll
] s
1% t — COS o,
= — E sin p g | Arctan
B0 g
K=l i)
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Pour0=k=m—1,0onasinw,>0don:

m=1

1 ”

M2m. p)= w [E - Mttan[—mt.ﬂnmkll S Mg .
ki)

. on obtient :

w " T m
En notant que — cotan wy = tan (mk - E) elque wy — 5 & ] -5:3

Arctan { — cotanwy ) = Arctan (t:m [: ubje —%)) = = ;
d o
m—1
2m.p) = — E | 7 = oy | 5in pay
k=0
fri==1 x -
ou encore [ 2m, p) = — (2Zm — 2k — 1)— sini2k + 1lp—
P'= z 2m pﬂm

Fomi}

m P

Done, d'aprés 1hb), H2mp)= T
2msin o
2m
4) Puisque 'on nous a fait démontrer que F est continue sur £, il s"agit probablement ici d'on

probléme de prolongement comtinu. utilisant la densité de £ dans B, Dans un premier temps, il
paralt donc nécessaire d'exprimer JZ2m. p) en fonction de F.

1
Pour tout pe M*, lapplication u+— t = uP est un ¢'-difffomorphisme de B} sur lui-méme,
1 LB . . 1
Done, avec di = ri P du, le changement de variable défini par ¢ = uP donne ;

2
- i — - =12
1 i ‘,p 1 J,.é.lrl =1 1 +00 P 1 2
!'[Er:L;.ﬂ:Ef * — :']J:E— w—zdu=—F =m .
i 1+t PJo =
BN TR

Tout réel o de ]1. +-J-;::r est limite d"une suite [r,,{;'lh“&,i de rationnels, et chacun des rp. admet
— . Ay =2 " .
un représentant de la forme T avec (my. py) & W™ Puisque o > 1, on a aussi r, > 1
K
c'est-d-dire 1= py < Zmy, au moins a partir d"un certain rang k.

Ainsi, pour k = kg, les calculs précédents donnent :

P 21
Filrg) = 2pd(2my. pi) = = -
. T ., W
M. 50 SN —
k 2y, fle L0 i
Par continuité de F au point o, on en déduit ;
2w
Fla)= —
.
a §in —
18
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2! La fonction Gamma :
formule des compléments

1) Soit, pour ne M°

Jr;;,mb:[ 'l ’(1_ l) dt.
Jd 7l

Préciser I'ensemble de défimition T de f, et montrer que :

) aln®
¥xe D fuix)= — -

H[.‘l’ +
p=il

2) Determiner lim frix).

Pl —& -0

3) Montrer que pour un réel x convenable :

1 ’ il .-!.'2
T = = L= |-
pe=l F

%) Montrer gue les polynomes :

w Ep ) ap
X X
Pp'l.."l'l— 1+2_p - 1- E

p—1 P
et @pixr=200]]|1-
=1 apt tan®
pitan” oo
sont égaux.
5) Justifier la formule des compléments :
[x) T(1 = &) = e
BRI T

A Sc]utien

S —————— = . = = = S ———————————

i

: i t . .
1) La fonction gn @ i+~ " (1 - ;) est continue sur |0, n] et au voisinage de 0, ona :
x=1

I.,.-".lz':l'l‘ ol |

Elle est done intégrable sur -l},n] si et seulement si x > 0, Puisqu'en outre elle est positive,
n
l- @n 4 Un sens si et seulement si @p est intégrable sur Jﬂ. I] ceton en déduit = 0, 4+ [
. J

Par intégrations par parties itérées, on obtient :
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1 i f i i
nlxk=— |1 —_ - + 4 —_ - i
fnl i1 11 d
X n x-n fo i1
a
n—1
n . f
= 11— - di
xon fo n
n—17" " n-—i2
|F':x"=; r""] I_i +M f""l ]__i di
S xx 4+ 1n i xix+ Lin® Jo i
L]
n—%
rir = 1} e [
= —If - = di
xx+1in" Jo n
min=—1p...1 "
Jrlxl s —— T f [ ]-EIE
Mx+1li...lx+n-=1n" Ju
. n! 't
x)= :
Jn Mx+1veslx+nl n"
. aln®
st : _Il';ll:xi = - |:.”|
Hf.x + pl
pe=il
2} Une bonne lecture de Ménoncé est utile - le résultar de la question 3) va se déduire de
formle (1) précedente et de lim ol x) En conséquence, cette limite doit étre &tablie & partic
¥ el P

M43
de |'expression initiale de fr . au moyen du théoréme de convergence dominée.

Pour x > 0, introduisons les fonctions g .. définies sur K par :
1]

. { .
enlt) =" '(1- ﬁ) sidet=n
Qenll) =10 sit=n
Chagque ge n est continue, intégrable sur B et telle que

Vxe i, fix) = f genitide.
b oo

DMésguenz=tona:

_q.i'..lﬂfl' = ‘.l. 1!., ] = ‘.l. 1E' Fi i
donc :
lim Gepll) = r-"r"l_
FE—b+1

Ainsi lasuite (gen}  , , converge simplement sur B vers la fonction g« : t—+e”'t" 1 qui est
continue et intégrable sur B
En remarquant que, par concavité de én, on a Vi e B, |genlt)] = genlt) = gelt), le théoreme de

convergence dominée nous donne :

lim jr Q;.n':l']d!=jr gl i
S T | Fill, o]

lim j'nixl:f | e~ 'tV di = Tix) (23
o

¢'est-a-dire :

LB R
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I U a aimnst retrouve la toncton Gamma ¢tudide en cours,

3) Lafonction " étant définie sur BL , Tix) et IT1 — xbont un sens simultanément si et seulement

sz x<s1,

[Daprés (1) et {2), ona pour tout x e 10,1/

n

i
|x+pJH11 — &+l
1

1 {
. = il
— = - = lim ]
yTMixd Tl — x) r—eaer X nlnl X
fl il
’ k] =x 1 H" I-[ F
= lim - x+pi | lip—x
b n { e P P
o=l p=l
t g
. A
= lim 1-— (3]
FE—F 450 IJ_
p=l N

Cho peut done ausst dorive ;

1 MEcRY
xl'nxrj'cl—.a.-fn(]__z :

p=1 F

Vraisemblablement, ce n'était pas fait dans cet énoncé parce que I"étude svstématique des produits

infinis n'est pas au programme de la classe.

I-'l} Pour s"assurer de 'identé de dewe polvndmes de © [h’ |, il sufiit de comparer leurs racines et ['un

i leurs coefficients.

On remarque que Pp et Gy sont des polyndmes de degre 2p ~ 1.

i . ket . .
Il est clair que les racines de @y sont 0 et £2ptan q—; 1= k=p-=1, 800t 2p — 1 racines réelles

distinctes.

Par ailleurs, I'équation Pplx} = 0 n'admet pas - :_p pour racing, elle s'écrit done :

i
wy
T
—=F 1 =1
X
= —_——
2p
En conséguence, on obtient :
ix = i
Ppix)=0 = 3ke [1-p.pl. 1—2—|”=u‘ P ]+E)
= ke [l-ppl. — (1+y Iy ) =l=¢#F
2p
Lorsque k décrit [1 — p. pll on obtient e # = —1 si et seulement si k = p, d'oir
iherr
2Zp 1—eP®
Pplx)=0) = ke lll-p.p—1l,x= TF T
l+e P
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Avec:

ik ik e . fem
1 1—eP e —eip 2 "3 fem
T T el UL
L+e P e 2P 4elp co8 —
2p

on en déduit que les racines de Pp sont les 2p — 1 réels distinets :
KT
0, +2pt , 1=k=p-—1.
P H“E—p P

A ce niveau, on peut affirmer qu'il existe A e T tel que Op = APp.
Remarquons alors que dans Py le coefficient de X est 2i. Comme il en est de méme dans @y, on

5) Manifestement, il faut faire le lien entre les questions 3} et 4).
Il est visible que
. -:'l-}! -1'2
!l]Tl 1 — 7 3 = 1 — ﬂ ¥
P+ 4p” tan [ikn].."f.ﬂf_r:'}l k*w

on peut donc espérer pouvoir démontrer que :

= W IE
lih OQuix)= E'u:]] [
oyl G i P

En tenant compte de 3) et de @p = Pp, il en résultera alors

lim Ppimoxh=2i Ti 1 x At
m | L] —_— =
powne 1 AL ] Twra-—x

Etant donné x fixé dans |0, 1|, commengons par évaluer lim  Rp(x) ol on a posé :
i

—

p—1 o
Rpx) = [ [1- ——
dml 4p2 t.anzk—ﬂ
2p
p-1 2
done -ErIRI_.Lu:I:z{ri 1-
k=1 "'11'-12 MHEE
Ip

Pour étre en mesure d'utiliser les théorémes généraux sur les séries de fonctions, nous allons
écrire £n Ry comme somme d'une telle série.

Il taut prendre garde 4 ne pas se tromper de variable : ce doit &tre p, de facon a pouvoir ftudier
une limite quand p — +o0.

Pour x e II} 1 [ pe M {00 },L-l ke M7, définissons u, j, par:

Bl
x° i
Mpplth=dn | 1 - ——m88— sift=k+1
41° tan® —
24 _
W Ll th=10 sit<hk+ 1
on a alors 3
L
fn Rplx) = Z iy ktp)
k=1
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et, pour tout (x k) :

|_' i i 1 .'I.'2
10 [ = R = —
felpiag ik },|_-3.-|-|-i'2

' X " :
La fonction =~ fn | 1 = = | est positive, décroissante sur I]. 0 |_1.|m'|1.‘, avec tan x = x pour
2
m

I .
out i [ 3

l, on ohtient :

fem
Yie [k- 1'+1['4!EMHET = kom

d'on ;

x X
—fn|1- = — fn l—j.
4 tan® 2 o
an” —
2
Cest-a-dire
.\_'2
el =—fn | 1 - ——
* k'd.-r

Cette inégalité reste vraie pour t & [1.k + 1] puisqu'alors w, (1) = 0.
En conséquence, on obtient ;
2
oc| . 1 A

LT | e = —4dn 3

et, puisque fn | T — —— | est le terme général d'une série convergente, la série de fonctions
™

E iy converge normalement donc uniformément sur |1, 400 |.
framl
Dans ces conditions, le théoréme de la limite terme 4 terme s"applique et donne :

0K 0
lim E by L0} = E limn w40
t—+o =+

=1 =1

+o 4
X
done lim mRpixi=» n|1-
P R =2, (|1 55
ksl
Par continuité de l'exponentielle, il vient enfin :
3 x,.-_' o, 2
. . X
lim Rpixi= H 1 % donc lm Quimx) = :.Er'ﬂT..':'H 1 - ==
D43 kK P+ k
k=1 k=l

Compte tenu de la formule (3] et de Oy = Fp, on en déduit :

1 +50 A.'z 1

. : = l1-— | =-— lim PFglax)
rooTi—w = *11 2 | T Bimpoihe PTX
k=1
SO0L s8]
ip dp
| iTx imx
+ - - —_—
] y 2p ap
[Mix) 141 = x) =|'_|l—1-T-\-._ 2iw
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il ]
Z
Pour z e C, '"étude de  lim (l + H) est une question classique. Voir, par exemple, Pricis
I -3 250

" Aralyse, MP, chapitre 3, Editions Bréal.
ri
. = .
Avec lim (l + —) = &”, on obtient finalement ;
ML= It

[=x —Iis
1 P g TR

_ _ sinwx
MaT -~ Zm =
dong :
Wxe |0.1], T Il -x) = LI
- SN TX

@ Fonctions harmoniques - Principe du maximum
Propriete de la moyenne

Soit f une fonction & valeurs réelles ou complexes, définie dans un ouvert du plan R®, deux
fois contindment dérivable ; le laplacien de la fonction § est, par définition, la fonction, notée
Af, définie dans Vouvert U7 par la relation suivante :

52 -2

if II'- ' .||-

Aflx yh= =i )+ —glx yh
Jlx y EQ‘LH r_ugﬁhl

Une fonction f a valeurs réelles ou complexes, définie dans un ouvert & du plan B, deux
fois contindment dérivable, est harmonigue dans 7 51 et seulement si son laplacien est nul
dans L' :

oF 2

: acf
Afix, yl = —Slx, yl+ i, yl =10,
V= SRty

Exemnple : en électrostatique, le potentiel électrique dans le vide est harmonique,

Le plan &% est supposé muni de la norme euclidienne.

Partie A.
Que]ques EXEMPIES

de fonctions hat‘huniques

1) Démontrer que les fonctions complexes f et gn, ne M, définies dans le plan R* par les
relations ci-dessous, sont harmoniques :

fleyh=™ | guix,yh= (x+ i)™,

2) Déterminer les fonctions u réelles, de classe 2, définies sur la demi-droite ouverte

]D.+:¢[, telles que chague fonction h, définie dans le plan B* privé du point 0 {}-.E2 v [0})
par la relation ci-dessous, soit harmanigue :

hix, ) = uly x% + yf).

Poser si nécessaire : r= /x2 + 2.
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3) Déterminer les fonctions o réelles, de classe (=, définies sur la droite réelle B, telles que
chague fonction k, définie dans le plan B= privé de l'axe v'Oy (8% v'Oy) par la relation
ci-dessous, soit harmonique :
"
o yl=1 (.lf)

Soit la suite {u.n;l " de fonctions définies dans tout le plan B par les relations suivantes ;

g

(xa 1.“_.'”

T ECT) e .
Y (Zn)

4) Soit K un ensemble fermé borné quelcongue du plan E* : démontrer que la restriction
b e la fonction w, au fermé K est le terme général d'une série de fonctions uniformément
convergente,

En déduire que la série de fonctions de terme genéral w,, converge en tout point du plan et
que sa somme, la fonction ¢, définie par la relation suivante ;

gl

g it = Z PR TR

n=i}
est continue dans le plan.

5) Démontrer que cette fonction ¢ est harmonique dans tout le plan &2,

Partie B.
Principe du maximum

Soit_f une fonction réelle harmonigue définie dans tout le plan #°. Soit @ le disque fermé de
centre ¢ et de rayon strictement positif r (r= 0) ; soit @ le cercle de centre O et de rayon r :

B= {ix ) s 4'2}.
€= {lay) | =)

Etant donné un entier strictement positif p (p = 0}, soit o la fonction définie dans &7 par la
relation suivante :
Ly

]".

Sl y) = fix gy +

6) Démontrer Uexistence d'un point My de coordonnées a, et b, appartenant au disque
fermé & en lequel la fonction fp atteint son maximum :

dplap.bp) = oo Splx gl

7} Démontrer que, si le point My appartient & Uintérieur du disque @, les deux dérivées
secondes de la fonction fj,, obtenues en dérivant deux fois par rapport & x ou deux fois par
rapport & y, sont, en ce point My, négatives ou nulles ;

7 i -  f
2l bp) =0 1 —(ap by) = 0.
i dj

8) En déduire, en calculant par exemple le laplacien de la fonction f, que le point My est
situé sur le cercle .
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9) Démontrer qu'il existe un point P de coordonnées a et b du cercle '€ en lequel la fonction f
atteint son maximum sur & @

Ma, b= max flx ylh

e, o 8
Enoncer et démontrer un résultat analogue dans lequel le disque @ et le cercle € sont de
centre A = (x5, wy) quelconque,

10) En déduire que deux fonctions harmoniques dans le plan R*, égales le long d'un cercle
% du plan (de rayon strictement positif), sont égales dans tout le disque & de frontiére .,

Partie C.
Propriete de ]a moyehhe

Soit f une fonction réelle harmonique définie dans le plan R®. Etant donné un point My de
coordonnées x; et uy et un réel p positif ou nul, soit F la fonction définie sur la demi-droite
fermée [II]-+.-;[ par la relation suivante :

A
Fipi= Flxp +peosh, yy + pein) d.
0

11) Demontrer que la fonction F est définie et continue sur la demi-droite fermee D -::.[
12) Démontrer que la fonction F est contindment dérivable, Préciser sa dérivée F'(p).

13) Démontrer que le produit p- F'{p! est égal a la valeur d'une intégrale curviligne d'une
forme différentielle o = Alx, yide +Ble ) dey 8 long d'un arc orienté T ;

p-Flipl= f I{.-"I.[x.gld.x+Elx, y!ldy}.
.
Préciser la forme différentielle o et 'arc orenté I,
14) Démontrer que la fonction F est une fonction constante ; préciser sa valeur.

15) Soit @ le disque fermé de centre le point M, de coordonnées {.:h_yn] de rayon r
{r=0) ; démontrer que lintégrale double I de la fonction f, étendue au disque %, se calcule
simplement en fonction de F{xp . ug | suivant la relation :

[= j]_f[x. yidxdy = vrﬂ_r’l{x;. o).
i

Partie D.
Fonc¢tions harmoniques

bornhees dans le plan

Soit f une fonction definie dans tout le plan, réelle, harmonique et bornée : il existe donc
une constante C telle qu'en tout point (x, y) du plan :

e, gl = .
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16) Soit deux disques fermés @, et %, de centres, distincts Uun de lautre, O et Mg,
de coordonnées respectives (0.0) et [ag. uy). Soit r le rayon commun de ces disques. La
II T - L] - i L & 1

distance d des centres O et M, (égale 3 \’I.-'x,f + _:;;;} est supposée strickement inférieurs au
rayon r {00 < d < r). Soit Ly l'ensemble des peints du disgue 95 qui ne sont pas dans le
diSQIJE "_l"l .

En considérant par exemple un disque contenu dans lintersection des disques %y et Sy,
démontrer que l'aire de Ly est majorée par l'expression wrd.

17) A l'aide par exemple de la question 15), donner un majorant de la valeur absolue de la
différence f(xp, ug} — J10.01 au moyen de la constante ©, du rayon r et de d.

En deduire que la fonction est constante.

‘B Solutich

S —

Partie A.
Exemples de fonctiohs harmonhiques

= N ¥ .|!
1) e @ (x g &Y est de classe O™ done, a fortior, de classe % sur @° eton a:

i)

] .
;'rl:.t_ yl= ) {1, L} = e
X 1!_“
.2 -
il 'jri.?'.'. ) i o :I" »] _{:.1.'1-1”
|'.|.h"e ﬂ!!]"i
dong : Aflx yh= 0.
a g (xyh— (x+ iy est de classe ¢™ done, a fortiori, de classe (2 eton a :
i 1 g =1
—ix, = nix + " —{x, iy = inix + ly)
i x o o Y] + Y
.3 .2
il _q gt il g .
— iyl = nin = Wx+ 0™ %, —leyl=—nin— Dix+i)™ =
| it
done : Aglax, o) = 0,

2) La fonction racine est de classe O™ sur B} done, pour ue ' (B:.R):

Rt e yhe ul o/ xF + g

est de classe C¥ sur B* \ { O} comme composée de telles fonctions et, en posant r = vt
ona:

i X o,
—ilx gl = —uir)
it X r
a*h 1, X , x2 .
Sla yl= —uwird — —_iJHrJ + —uirk
ix” r r r
De méme, h étant symétrique en (x. y), on obtient :

-2 2 2

a“h 1 oo W ooow
eyl = —w'ir) = Spuiri+ Spu'ird

EH? r :r3 r2
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Avec pour tout (x, yle B ettout ne M :

1 -1
Ain nix + iyl il Ly fral x4 I!L‘II‘
LA f=*—]rrl—. —i X )= 1—1"
ax o H (2ni g H (2n)
ELiT. gl — 1Hx+ )" : #*up _ Ll = T+ dy)" e
5. gh=1{—1} e . e (2 ) = (=1
s i2n i ALy (2n
. 2
i Ln nin = Lix+ i)™
gy = (=1 ——
ay (2n)

Un montre, comme dans le 4], la convergence normale sur tout compact K des séries de

fonctions :

":”:‘Il'! ‘e.fu.ll Hn II [].,lg rl' .L|:r|
IR PRI PR PR S

wx { _i]' oax |Il;
=il =i =k} i) =il '”

Les théorémes généraux donnent alors la classe (2 de ¢ sur B avec:

. ity == 3%up - Ll — 1ix+ i)
Vi yle B il.r,y?:Z r\ Yy = Zr—lj —
; ! ki
e r=A) r.\. =3
e g T — meq Tl — 1Hx + 7
—.IA'.L,IP:E-- _-JI_:_'_HJ:ZI 11 —
ii l{! — iy — (2n)
donc :
Agplayl=0,

Partie B.
Principe du maximum

6) Puisque fp est continue sur le compact 9, elle est bornée sur @ et atteint ses bornes. En
particulier, il existe (ap . bp) & 9 tel que :

p I,rnp-l'.:.u] = max fplx gl
(xS

7) SiMp = (ap. hp) appartient 3 &, le compact 9 est un voisinage de Mp et fp € (2 (F*. R)
présente en Mp un maximum local J.lunn;, :

I'rp o lap by = rJﬂ[“rr bp) =

Dy plus, chaque fonction p.wtn:l]:: de fp admet un dc'-clup[.w:m-m limité d'ordre 2

Jplap +hobp) = fplap, be) + :jp{ap FJ-J-_;.II +r.:l[h ]
Jplop.bp+ k) = fplap. bp) + 3 % (ap.bp) + ok '!]'

Sachant qu'il existe « = 0 tel que fplap + hbp) — folap . bp) = 0 pour tout h & ] - r_':.r..':[. le
premier développement donne :

%ﬁi (ap. bp) =
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2
. . ol _rp ) e .
Omn obtient méme o (ap. byp) = 0 avec le deuxitme développement.

8) Le calcul donne

2. g ‘ P . |
Wix, yl e BE, I;'rf;(x. = le "r[.r._n,rfl+ é y :;—!5':;"1& y= %i:{.yh ﬁ
done :
: . 4 4
Afplx ) = Aflx gl + 555

Or, d'apres le 7), ss My = {ap, bp) appartient a4 5, on a Jj'pl[ap.bp} = (), ce qui est en

_— 4 . . . A e
contradiction avec Afplap . bp| = n> 0. En conséquence, le point My appartient & € = & %,
9) € est également un compact de R* done, de la suite I::IIJF]IDE:'-‘ de points de €, on peut
extraire une suite [M‘-,U'Ih_, convergente vers P e Y.

Pour tout ke ™, on a alors -

Wiz, gyl e o, e g+
i fxuy r

En faisant tendre k vers +oc, par continuité de f au point P = {a b) et puisque py tend vers
+o0, on obtient :

g B
. _ . Op +Pp
kllr-[;n':.-rl::apk by, ) = fla bl et .I-:]—.Elﬂ_ e =0

done l'inégalité précédente donne i la limite :
YWix yle W, flx y) = fia. bl

On adone bien fla. bl = max fix y)avec (a. bl e .
Lo g

Dans le cas ol % et '€ sont de centre A =[x, up ) ¢
. ] ] [
9= {|.‘I:’.HH.= H";,."[I—Jm.] + [g—y.n.} =’-'r"”|-
: ¥ 2
€={lxyle B (x-x) #(u-w) = ri}
on considére la fonction :
q: B2 5 R.(x, y) = f [ ag + x up + y)
celle-ci est également de classe C? sur B® et harmonigue car :
Agix, y) = Af (X + x ug + y)-
MNaotons maintenant %q le disque fermé de centre O et de ravon r et ‘€ le cercle de centre O et
de ravon r.

Daprés le résultat précédent, le maximum de g sur % est atteint en un point P = (a, b) de '€
done le maximum de f sur % est atteint en un point § = [In + L, Ly + h]- de ‘€.

10) Pour tout couple (f. g) de fonctions de classe C? sur B* on a A(f = g) = Af — Ag dong, s
[ et g sont harmoniques, il en est de méme pour [~ g et, d"aprés le principe du maximum, il
existe P e € tel que:

FiP) — glP) = max f{M) — g(M).
Me'w

Aldnst, I']'Lj.-'pnthu':.'.'rufi[ = g NOUS donne :
YMe T, fiM)— gMi=10.,
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@ La fonction O de Jacobi
La formule sommatoire de Poisson

Etant donnée une suite (w.) _ de nombres réels ou complexes, on dit que la série :

T
g

Y

Fii= ™

est absolument convergente si les dewx séries :

e} 0
Ellln et ZHI--H'

=1 =1

convergent ; on pose alors

pg

Z Uy = u,n+z [Itn + |:_.1J'|.
fi=—n n=1
Partie A.

Ftude d’uhe fohction
definie pat uhe sePile

Dans cette partie, an se propose d'etudier la fonction © définie sur !IEI +-.=:.'L par la relation :

T

Ml = Z e rnfl.

f=—ac
1) Régularité et variations

a) Etablir la convergence absolue de la série précédente,
b) Montrer que © est continue sur |0, +oa[.

€) Montrer que O est de classe €™ sur |0, +c .

d) Etudier la monotonie et la concavité de 6.

2) Ftude asymptotique ou volsinage de +oc

Four tout entier k= 0 et tout nombre réel 1 > 0, on pose ;
G

R&UJ=EU "nzr.
rsfc
a) Prouver que :
L
0= Rlth= Lk

b) En déduire que © admet une limite en +oc et déterminer cette limite,

¢) Etablir que, pour tout ¢ =1, 0= B0 — [1+2e 7] = 1075,
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3) Calcul d'une intégrale guxtliaire
Etant donné ¢ e ]ﬂ'.+1.[, on note f la fonction définie sur & par la relation :
flxl= L'_"L"I-
Pour tout nombre réel u, on pose :
flul= f Flache™ T g (1)
a) Etablir l'intéarabilité sur B de x — flxle 2™ et calculer f(0). On rappelle que ;
j! E_”# dy = /.

b) Montrer que_]} est de classe F sur ®.
¢) Prouver que [ satisfait 4 l'equation differentielle : ¢'(u) = —2 %L.nm.
d) En déduire la valeur de fiub.

4) Equation fonctionnelle

i

Four tout nombre reel x, on pose : Flx) = Z Six 4 p, (2}
p=—rx

a) Etablir la convergence absolue de cette série et montrer que F est 1-périodique et continue
sur #.

b} Montrer que F est développable en série de Fourier.

+
) On écrit ce développement sous la forme : Fixi = Z Cnet T {(3)
M= — 1%

Montrer que, pour tout entier n, en = f(n). En déduire la valeur de ¢y .

1 1
d) Prouver finalement que, pour tout t>0: €M)= 7 5] (?) .

5) Application o 'étude de la fonction theta

. . . . 1
a) Daterminer la limite de O — r lorsque ¢ — 07,

7

b) Calculer ©'(1) en fonction de €1} et déterminer des valeurs approchées de ces nombres
i la précision 1077,

c) Construire la courbe représentative de la fonction & dans un plan rapporté 3 un repére
orthonormal.

Patrtie B.
Etude d’uhe formule sommatoite

On se propose de géneraliser les résultats obtenus au A.4) au cas ol [ est une fonction
a valeurs réelles ou complexes, de classe ¢ sur H, telle que f, /. /" soient intégrables
sur B (")
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On pose encore :

_,F'tur:[ _f'lr'm"‘r'-'_'”{ix (1) et Fixl= z fix+ph {2)

-,
Enfin, pour toute fonction g & valeurs réelles ou complexes, continue sur B, on pose :
Nl = sup |glx)) 81 g est bornde sur B,

A M

Lk
et NLL;ﬂ:f jgt) de 51 g est intégrable sur H.

8

6) Ltude de la fonction |
a) Montrer gue f est continue, barnée sur F, et que Noo (1= Ny (fh

b) Exprimer f' et /" en fonction de .
FY, R
c) En déduire gque la série Z [fin) est absolument convergente,

fl=—

7) Etude de la fonction F

a) Etablir que, pour tout nombre réel x et tout entier pe 7 :

el K+l
il.\'+p1—[ fisids = [ LI'I'I:.'-::' ds.

W fF xap

0
En déduire que, pour tout nombre réel x, |a série Z filx +p) est absolument convergente.

P+ g
b) Prouver que F est 1-périodique, continue sur B, et gue :
NociF = Ny(f) + Nyl .

c) Etablir que F est de classe (' sur &,

B) Développement de F en série de Fourier

a) Montrer que, pour tout nombre réel x :

X
Fixh= Z _;'lfrilll:’jlmu-. {3}

M= &

En particulier, on a:

+0% too
Z Hip) = Z Jinh {4}
L FL

b) Etendre la relation (3) au cas oil f satisfait 3 I'hypothése plus faible suivante : f est
continue sur B, ses restrictions & [{:I.H-_[ et ] - 1-[]] sont de classe ¢* et les fonctions f,
7' et " sont intégrables sur ® {on indiquera de fagon précise comment s'étendent & ce cas

plus général les résultats établis dans les questions B.2)a), B.2)b) et B.2)c)).
9) Application
On prend :

Jfixh = e”*"% ol g =0,
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a) Expliciter la relation (3) ; en déduire, pour x = [El. l[, la somme :

i‘ easi 2 )
2 z
n=1 T +1

b) Calculer enfin, pour x& [0,1[, la somme :

i

z o8l 2 ar )
—_

n
I'I1-|

4 Solutien

Patrtie A.
Etude d’une fonction
definie par uhe serie

R

il = Z e'_'"":t . E=0

Ml=— 1%

anti

1) On posera un ; te»e

a.'_l Pour tout £ = 0 on a, lorsque n — 400

1 1
Uplil=n| el uU_plil=ao

ce qui assure la convergence des séries ¥ walth et 57 wogin).

b) Quel que soit a > 0, les deux séries :

ZHH of Z“ i

convergent normalement done uniformément sur ﬂ +x [t;ar'. Vi= a0« unlth= unlal
Leurs sommes sont donc continues sur |0, +c [ et il en est de méme pour 6,
) Quel que soit pe A" :
u:.lp:l 1) = (=1 5P p#Pe-=1"1,
Done quel que soit a > 0, les deux séries
E ut et Z u?

convergent normalement donc uniformément sur [a. 00 [ Car:

Vi a0« uin = |t4',f'iﬂl| et wla)=o (r—llg) quand n — +00 ou n — —oe,

. .
Om en déduit, par récurrence, que les deux sommes sont, quel que soit n e P, de classe C" sur
R:.
d} Dapris c) ¢
e

in = E B o |

n= LS

donc € est strictement décroissante.
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De méme ¢

F00
1.'Ir'l';]= Z ‘ITEJ'I: e it .
Fi= '\.,_
donc O est comvexe.
=% L ‘IT*."II'
Lt T : 4.3 2 . e
2} i] Hk[“ - =k JZ . wliprk’— kIt o . i n'z o il done 0= R*_-I,!'J-'“-'-. ——
p=l =l 1-e
b) tMt)=1+2Ryit) et HmRyit)=0 donc lim&Ne) =1,
+= =
P
€) O =1+2e ™ +2R(0) done 0= — (1+2 ™= (=o'
. 2u . ; PPl o
La fonction u— [ o5t croissante 5!.11']'1]. 1! done t—*I —i7 est décroissante sur ]{II.+1[
| T
et :
; - gt
#f&L1.+T[.n=:-'fi|:r|—[1+2F' -}"';' ﬁ-
P40 .
Uine caleulatrice fournit —— < 710" On a done bien :
&
Wes 1, 0= - (142 ™) = 1070,
" . o o
3} i 0, _,f'lJ:'J=-’*_“r'r . il = j .-r":-"-’:'t’_im""" dx (1]
"

a) Avec glxh = flxle "J':'”._r.,l est continue sur & et lglx)| = flx) donc
1
gixl= 0| -] quand x — #~c et gquand x = —nc
&

ce qui assure I'intégrabilité de g sur K.
Le changement de variable défini par y = xv/=t donne :

b) Posons h : B2 o B.iw i fixhe i ) est clair queé
(1) Vwe B x— fixle” “™ a5t continue et intégrable sur # ;

ih T T— . a .
_— SR st continue sur B (en fait, h est de classe

(2} TR B = B (wx) — —2iwxflxie
¢l osur B4y

T T L N .
i3 ¥Wiuwxie® N g iuxl = 2w x fla), et la fonction x— 2 = |x flx) est continue et

o
I
_— 1
intégrable sur B {car x fix} = o ( r,,) quand x — 40 et quand x <= —oc).
=

Done, d'aprés le théoreme de Leibniz, [ est de classe Clsur B avee -

Al - e
- dh o
Yue R. ..rJ'?-l:'=-/ _—[u-x'lrix:—f 2o T TS gy
UL .
e Arties validé e fait e -
£} Une intégration par parties validée par le fait que
miw? Tl
' £ [T . , «° -
lim Ce R e Bimx _ 0
X—+00 1 K — [ i
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F converge sur H et admet pour somme F. Dans ces conditions, on sait ausst que la série de
Fourier de F converge normalement sur B.

1 i o
€) Avec oy = f Fixbe 2% qx il vient cn = [ Z fla+ ple BT gy,
0 0
FIERE.

Pour tout pe Z7 el tout x £ [1}. 1]1 i

|J_|.-"f+p:'l'." EIF.IL'Cl = ,r':'f"'f-}:'l =g FEI.‘I..-i-':.Il" = e =it | - li"l

O en déduit La convergence normale sur 0,1 ] des deuy séries de fonctions de terme générany

2 flx+ ple e el xrs flx — ple Liminy
et on a de ce fait ;
+ox i
Cn = E f flx+ ple SR
g 0
Le changement de variable défimi par y = x + pdonne :
1 ) pel N
flx+ ple "™ dx < / flule™ ™™ dy
i o]
dong:
450 nq..] &0 a
e iy . - I
=y f Slule “'”"dH=f Sighe ™My soit en = finle e L,
—— — R "i'll?
a0 . + T +
d) Ot = g~ o (r) = FI0) = tn donc:
) .
FiE—a MNne—a] Hi Bl
-0 ]
1 w il i 1
Hil= —= e Tt ==—=08]-=].
1'ii'irlgw-. vl (I)

]. = 1Tr
=] = — E * I =
5}'!'] “I "-'an— ‘1.,{

Onadonc:

1
(1 + 2Ry (?) ) (notations du ALZ)).

SN ! - R !
.,‘."r! B -,‘_."r! 1 Pl

] 1 g f
{'EH](!)Q g
l—e f
-

! 1 .E -
Sachant que lim —e © =0, il vient alors:
[ -,,-'"F

-

or, d'aprées A.2)a)

1
lim €¢)— — =10,
=i Vi

b} D'aprésle Ad)d), ona:
! __._1...53 1 — .1_ 3 1
ith= TG, - r—é_ﬁ{- e

1= :IL-EIIII'_

Donc, pourt =1
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(c'est bien une constante). Ainsi § est bornée sur B et la majoration précédente donne :
Noc [} = Ny(J.

h} Puisque f' est E]‘III:‘HF.;[I:]'L‘ sur [, la formule
fix)= jioy +f fMurdu
il

montre que f admet une imite réelle en +00 ¢t en —oo, Comme § est elle-méme intégrable sur
B, ces deuy limates sont nulles,
En conséguence, on a;
] B . i
lim flxie “""™ = lim fixe =™ =0
N -0 X —
ce qui valide I'intégration par parties :

T * 3‘ L - r L N
f' ) =Jr JJ'--":-'*’_'EE“I“ iy = |:|"le-r'_":"‘"t":":|
=

+

" x
+2|'*r'.'uj _,r'i_r]!'_-'“fmdx

- .
s0it

,F’ (U)=2i% u_.j‘-'l (T3 8
En a],':|:|-|iqua|:'|[ ce résuliat f.!lf'r {qui est encore de classe Ly et de dd."riv:id:j"" imé-];rame sur H, on
obtient :

_,r'_"lu.' =Jdiw uf'f.ul
d'on fAinalement :

_fT'i ()= —4 n° ul‘a_;f-ful-

S
Absolue convergence de Z _ﬁrll
Fh=— 0
Yapréslea),ona:
. N '3 Ny
ne 2 II'ri| 4=2r2_.1q££
Cette majoration assure I'absolue convergence des deux séries :

E_hm et ZFI ).

=) =0l

7) a) C'est une question de cours !
Intégrons par parties :

ik xegr] xepel
f Sistds = [—I.t+p+1—.~i]_j"lﬁl _ ! +f (x+p+1=s)fisids
x X

A e
+p N+

dong :

vl -
Fix 4+ pl— [ fislds = —f (x+p+1—sfisds
] W

et I'inégalité annoncée en résulte.
+R
Absolue coMvergence de z x4 ph
=5
La majeration précédente donne :

Y= IZ[,ﬂ:x+pl = Zf

X4

o | Ao g |

ﬂ‘“‘”d”ZJ/ EIE

Xa 3

cest=a-dire :
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&

fi x+n+l xX¥n+1
Zm“pus.;f ;_.I’+f 7]
p=1 x+l x+l

et, puisque [ et f' sont intégrables sur B, il vient :

rl 45 +30)
> L+ p ff Lr:+f |
p=1 Kl L |
S Iftx+ pil,

pal
qui est a termes réels positifs, a la suite de ses sommes partielles majorée, ce qui prouve qu'elle
converge, On montre de méme gue :

Ainsi la série ;

est convergente, d ol fiinalement I"absolue convergence de :

S flx+pl.
p=X

b) F esr 1-périodique. Méme démonstration qu'en A.4)a).
Noc{Fy= Ny(f)+ Ny (7). D'apres le a), ona:

i K+l o
Yxe H.Vne R, Z |j[x+p:|=~:f |_.|’|+L|r'|'i[ ifl*'ifjl
pe—n x=n =
d o :
Vxe R, [Flx) = N+ N
et enfin :

N (FY = Ny Ny(m .

F est contrnne, Dans le but de prouver Ia CONVETEENCE uniforme sur le segment [ﬂ, I]., OO~
dérons les restes

L g | Jn- s
Ry : x-—vZflx+ pl et Ry : x-—-E_.r't:x—pl.
=T it
Toujours avec 'inégalité du a), on obtient :

#x #00
| Rl )] = Z |flx+ p}| = L+ lf"l et |Ff:,lixr| = Z Ulx = pl :;f

p=it K+ =h — i3

+n0 X —FE+

1
U1+ 1r

Pour tout x e |0, 1] Lonadone:
2y

|H,,|xm;-<.f | et |Ruix s:f Lt + |
i

—

Drong :

. e i1 Z—-n
N TR T L TN

1l o
Sachant que ces deux intégrales tendent vers 0 quand n tend vers +o0, on a ainsi prouvé la
convergence uniforme sur [D_ 1| des deux séries

E_ﬂx + p) et Z_.I'ix — pl.

el =0
La continuité de F sur [H. l] en résulte, et puisqu'elle est 1-périodique, F est finalement
continue sur .
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) Le résultat du a) s"applique 3 f* qui est encore de classe (7 :
xxpel
J"[.\'+p| = j 'lj'rl + L,r”|
[

et puisque et 7 sont intégrables sur &, on obtient comme en b) que fes séries :

Z_lf"u.' +pl & E_]‘Jfﬁ.’ -l

gl pih
convergent uniformément sur le segment [{II- 1: :

1 en résulte que F est de classe -l;‘l Sur [D, 'IJ et done sur B du fait de la ]-]1-|,'-:|"Lml:i¢;i||l de

s
X Z Tix+ p,

=—
L

T
Vxe B Flixi= Z Fix+ p.
p=— o

B) a) Puisque F est 1-périodique et de classe C' sur B, on a daprés le théoréme de Dirichlet :

0
VYxe B Fixi= E cne

n= ,

1 ]
€n = f Floke ™™ dy it e = j Z S+ ple™ =7 dy
0 0 pee

dved S

Les séries :
Z_}'u' +pl ot Z_.I"ix - pl
Pl i)

5 . - 1 .
¢tant uniformément convergentes sur le segment [0, 1] et, puisque :

T |+-|.

. Zim . .
E flx + eple” ™™ = i E Hx +gp) (e= %1}
p=mn | p=n

il en est encore de méme pour les deux séries

E_,I"f.x + Ephe e

Fl =it
On peut alors reprendre le caleul de e

oo 1
Cn = Z [ flx+ ple” ¥ gy
[ e i
et on termine comme en A4)c) :
i el . o . .
cam Y f Slyre™ " dy = f Flyte™ ¥ dy = f(n)
= ~ P -

Ainsi le développement en série de Fourier de F donne la formule annoncée,

b) « [ et " sont maintenant continues sur ®E et sur 87 et admettent en 0 des limites 4 droite
et 4 gauche.

» Puisque [ est continue et 1 par morceaux, l'intégration par parties qui fournit l'inégalité

du B.2}a) reste valide ainsi que cette indgalité, On a done toujours Nabsolue convergence de :
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(&) Transformée de Laplace

Ce probleme propose d'établir les principales proprietés d'un opérateur appelé transformateur
de Laplace et noté £ puis de calculer son action sur certaines fonctions.

On définit pour cela un ensemble E formé des fonctions f appartenant 3 l'espace vectoriel
c"(R3.®) et telles que, pour tout réel u strictement positif, la fonction ¢ — f(t)e™*" soit
intégrable sur H .

Pour tout &lément [ de E et tout réel x strictement positif, on pose alors :

EU'HM=[ Fie ™ dt
[+

Partie A.
Proprietes de ]a transformee

de Laplace d’uh element de E

1) Montrer que pour tout polyndme P de BIX], la fonction 1 — Plr) est élément de E.

2) a) Montrer que toute fonction continue et bornée sur BI est élément de E.
b) Montrer que toute fonction continue et intégrable sur K est élément de E.

¢) Montrer que les primitives d'une telle fonction continue et intégrable sur B sont aussi
éléments de E.

3) Montrer que E est un B-espace vectoriel.

4) Montrer que, pour tout élément ; de E et pour tout entier naturel n, la fonction
B: — Bt 1" [t} est aussi Blément de E.

5) Montrer que, pour tout Elément § de E, C(f) est continue sur B3,
6) Montrer que, pour tout élément f de E, C(f) est de classe O™ sur B et vérifie :

L

Vpe M*, Ve RS, (200) Vixi= |—]:l”[ Prine ™ ar,
i
7) Montrer que, pour tout élément f de £, lim L{/Nx) =0,
S e

8) On considére, dans cette question, une fonction h continue sur B, , de classe % sur RS
telle que h et sa dérivée h' soient intégrables sur S,
a) Montrer que hix) a une limite finie quand x tend vers +oc.
b) Montrer que Wx e T, C{h'}{x) = —hi0)+ xL(h)(x).

¢) Montrer que lim xC(hi(x) = hi0) et que lim xCihlix) = lim hith
I elh o I;]U [ .
X
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9) Montrer de méme que, si h est une fonction de classe C! sur By telles que h et h' soient

bornees sur K., on a encore :
Wxe B C(R' )= —hi0) + xC0h(x)

Partie B.
Determinatioh de ]a transformee
de LaPIﬁce de cettaihes fonctiohs

- r -
ET NS S
trs —— B8t h : [~ du sont
t o i

10) Montrer gque les fonchions f @ ¢+ sint, g :
éléments de E et déterminer leurs transformées de Laplace.
11) Soit f une fonction continue sur R, périodique de période T (T = 0) et telle que
fi0) = 0, Soit g la fonction, nulle sur lintervalle [Tt +x[. et définie sur [ﬂ_ T] par :

Vie [0,T], glth= fith.
Montrer que ces deux fonctions appartiennent a U'ensemble E et démontrer la relation sui-

vante :
{ 4]
Wxe RS, £if)x) = ::L”_*ﬂ.
[=4

12) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction f @ ¢+ |siniwi)).
Soit une série entiére :
E fan .\:’".
riazi)

. , . 1
de rayon de convergence R, R> D (s le rayon est infini, on posera B = 0).

13) Montrer que, pour tout réel ¢ strictement supérieur a ]—lq, il existe M tel que :

Yre B, |an| = M-c'".

An g

En déduire le rayon de convergence de la série entidre Z Pl
e

. 1 .
14) Montrer que, pour tout réel ¢ > & la fonction :
aart

_ L
T E — "
n!

il

est continue et intégrable sur R, et que :

L

. PN
b it L2 1 - L
& E -1 df = E .
o n! Prl-rl

sl =l

15) Montrer que [a fonction :
J oo oxe rfgmn{ﬁ:rﬁl]dt
0

est élément de E.
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B Sclution

Partie A

1) On suppose Pe R[X]. Alors¢ @ t+= Pltle™™" est continue sur [0, +00].

Au voisinage de oo, ona P =1 {t“} (n =deg P) donc, avec « = 0, il vient :

" , 1
lim ¢(ti=0 soit npr[[il:ﬂ(—i)-
i

I—++iad

La régle de Riemann donne donc Vintégrabilité de ¢ sur By et a fortiori sur B .
2) a) ll existe M > 0 tel que Vee RS . [fir) = M et pour a > 0, la fonction ¢ —» e~ est intégrable
sur R .
Alors, ¢ : t— fitle ™ est continue sur B et vérifie :
Vie BY, |git)) = Me™™
done le critére de domination donne son intégrabilité sur B3 .
b) Encore le critére de domination avec [fltle™"| = [f(1)].
) Une primitive de f s"écrit :

-t
F I'—-}'L-i-f_ﬁfu]du.
1

C'est une fonction de classe C' sur B et, puisque f est intégrable sur B}, elle admet des limites
réelles en +oo et en 0, elle est donc bornée sur KBS et le a) donne F e E.

3) Il est clair que E est non vide car 0 e E.

Pour (f, g} & EZ et h € W, sachant que I'ensemble des fonctions continues et intégrables sur R

est un espace vectoriel, on obtient que :
s [ Sl + gled)e ™

est intégrable sur BS donc Af + g e E. Ainsi E est un sous-espace vectoriel de {?“{F&: R

. & . s .
4) Pour tout & = 0, la fonction t=» t"e 2 est bornée sur K1 : il existe M > 0 tel que

Vie B:.0< e 2 = M,

iK

. B} . . i . . L.
Puisque § appartient a E, la fonction ¢ = fitle 2 est intégrable sur B3 . Donc en écrivant :

[}
}_rm.:- g

le critére de domination donne 'intégrabilité sur BRI de t — t"flre™™",

|tfite | = |i"e 3t smlrc:]e‘i’
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5) La fonction & @ (x, t)— f{le™ est continue sur R = B .
Pourtouta=0,ona:
YVie B . ¥xe [u. o : Ifu'll.*_”| = it} e™

et par définition de E, ¢ — [f(t}| e est intégrable sur #: . Donc le théoreme de continuité
sous le signe [, avec hypothése de domination locale, donne que £(f) est continue sur R

ﬁ] La fonction 4 est de classe O sur B = BY avec pour tout ne " ;
M.
il ]
—r = e
X
dong, d'aprés 4), quel que soit x & B3, les fonctions :
.-'n'"'!li . .
tsdixtl et t— —pilxflne M,
L.

sont intégrables sur B .

En remarquant, de plus, que pour tout a = 0, on a:

. | 2" | .
Yne M. Wie Bl Vxe [a+x, |_—1_|-|-|-"f. !Jl = " el e ™,

aver L (0] e intégrable sur B, le théoréme de dérivation sous le signe [, avec
hypothése de domination locale, donne que £0f} est de classe O™ sur BL . On a de plus:

. -'.'”':I' +7a
Yne W ¥xe B OO0 M =f ——lx Odt =1 —1]”] " e dr,
e [k {i
?} Considérons la suite de fonctions [ T 'J'lm_ s définie par:
Wrne ™. Yie B .gnlty=|fic))e—™
s les g sont continues et intégrables sur HE,

o lasuite { @n ] . converge simplement sur B vers la fonction nulle,

ree
o d'antre part, il est clair que Ve W7, lenlth = ¢lth,

s donc, puisque ¢ est continue et intégrable sur B | le théoreme de convergence dominée
donne :

LEE g g Pl Tx

lim g = }[ lim gn=10.
Pour tout x = ['l. +ac |, en posant ny = Elxl, onarn,. = let:

hg. 400
[ fitye ™ de| = [ @ -
Jo Jo

hoge san
Or ce qui précéede donne  lim gn, = 0, onen dédunt  Tim [ fitle ™™ de=0.
0

e N il X400

w

B) a) Pour tout a >0, on a hix) = hia) +f Wind:, xe BT

a

Alors l'intégrabilité de h' sur [u. +oo | assure existence de :

X
lim f hiivdr
xssa

et donc de lim  hix) (limites réelles bien entendu).
A—+130

g
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Remarquons que h éant continue en 0 et k' intégrable sur B, en faisant tendre a vers 0, on
obtient :

X
hix) = hil)) + f hirde.
[}

b) Lexistence de lim hit) donne lim hite ™ = 0 et avec une intégration par parties, il

F— 00 [ —#as

vient :
A e i
::[n‘]m:f hitle ™ dt = [hme“’]n +xf hitie ™ di
] 1]}

c'est-d-dire :
L{h)ix) = —hi0}+ xLihKx).

€) s Daprés7)ona lim L£(h')(x)=0d'on lim xC(hiix)= hi0b
W o) X el ol

s Lafonction(x, i) — h'{0ie™™ est continue sur B, = B} etona:
Vxe R, Vie B |h'ige ™| = [W'0).

Sachant que h' est intégrable sur BRI, le théoréme de continuité sous le signe somme, avec
hypothése de domination globale, donne que :

C{h") : x—= [ Wi(0e™™ dt est continue sur Ry,
H:

On a donc, d'aprésleb) :

=l

lim xL{h)ix) = h(0)+ C{h J0) = hil) +f h'{thde
o

c'est-a-dire , d'aprésa) :

L
lim x£ihKxi= lim (h[DH[ h‘[illdt): lim Hhix).
_'r:::ﬂ LT . “ e e 4

.

9) D'aprés 2)a), h et i’ appartiennent i E et de plus on a encore :
lim hitle ™ = 0.

f—b

Donc l'intégration par parties reste valide et donne :
C(h')(x) = =hi0)+ xLihKx) comme en 8)b).

Partie B

10) a) f : t~»sint est continue et bornée sur B,y donc est élément de E d'aprés 2)a).

o e = i 1
Lifixi= Im[ e = Im [ f] =lm—— = —
Q
4}

b} De méme g est continue et bornée sur B donc est élément de E.
D'aprés 6) ona:

5 donc Lighx) =k — Arctan x.
x+1

0
Liglix) = —f e Maintdt=—
0

Alors lim .Eig}[xi:ﬂﬁmm:itk:%.,d'm".n:nﬁn:

T

1
Cighx) = ; = Aretan x = Arctan Fh

(On rappelle que x = B )

- et o mur —wrwe ————
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€) DMapres 2)c), puisque g est un élément de E, il en est de méme pour h.
1] est :,'|;t:«miq|.u: que hit) admet une limite finie :]u.'ma.l Frend vers $oo,
Pour cela, on peut écrire

I .
1=cosu 1~ cos u 1 — cost P11 - posu
—_— + — r.l.“ R ——— —2 d.II
i o Ji T [ Jo 1

hit)=

puis on observe que :

. 1 —ecosu
o U ———

il

est intégrable sur B (continue sur B, prolongeable par continuité en 0 et telle que

2
0 =Wul= — ) pour en conclure que :
[}

) 1 = pos u
lim hif) = —— i,
[ s B L

Drans ces conditions, la formule do 3)b) donne avec b’ = get R0 = 0
1

A

) 1
Lighx) = xLlhix)y  d'on flhhlx'l=zhmta.n

11) (0} = 0 donne f(T) = 0 donc gl0) = g{T) = U et g est continue sur K, .

O a ainsi affaire 4 deux fonctions continues et borndes sur 5y donc éléments de E d'aprés

2ha).
Calculons :

0 e k11T
Ll ix) = [ fite ™ di = Ef Fie™ di
0 o J KT
e i
= E f Flu+ kThe™ T gy
o= ¥ ¥

o v
- E 'P—.!:NT [ g:””,.._ul:dl!
b=t i
L

T
£l = [ gule ™ du g T
i 2

k=i

Cest une simple factorisation et non pas une permutation ¥ 4 l|r

d'ol :

T
[ glude” " du
Cifx) s 20— -
if =y
{on a reconnu une sére géométrigue ), soil encore :
Cighix)
L =
2
12) Soit f : ¢~ Isin =i,
[ vérihe les hypothéses du 11) avec T = 1 donc :

. 1
Lighx) . -xl .
ELI’JEJL'I=% ol EIgHm:f e ™ sinwt di
0

bl -4
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Le changement de variable défini par x = cf donne :

+00 nl |ﬂﬂt
n—ct _
f e Vdt = — F-[!1+1JI-~—'E_-I— donc Un = —— -
0 L [
: 1 .
Puisque =< R, la série de terme général :

Un =f |un| est convergente. (i)
0

Alors, avec (i), (ii), (iii), le théoréme de convergence dominée pour les séries donne que [ est
intégrable sur B {ce que I'on a déja prouvé) mais aussi que :

[ f.q.x__ + 5 f
=] =il
c'est-a-dire :

j-+. _ﬂzﬂnf di "Z f ErdI=+§ n
o ri=i} n={} Emi

15) Puisque (x.t) — cos (/xeost) est continue sur B, x lﬂ- ;] . d'aprés le théoréme de

continuité sous le signe | (intégration sur un segment) donne que :

m
1 .
g x-—-[ cos (/xcos 1) dt est continue sur B, .
L}

Dautre part, il est clair que ¥x & By . | Jix)| = % et.J est élément de E d'apreés 1)a).

Le développement en série entiere de cos donne:
+00 1 2n
t

.'I'." [ 1]
= — n— a
¥xe K. .¥Vte H,nﬂH(ﬁm“} = Z{ 1) i2n

La série de fonction de terme général :
r an
s qnX_cos”
p It [(—1) I
p!

w x . ' :
converge normalement sur |0, 5 | car [unlt)] = Bl {terme général d' une série convergente

quel que soit x fixé dans R, ). Elle est donc uniformément convergente sur ce segment et on
n ﬂ i
Jix) =f E{ 1) {2 J. Zi—lh

obtient
j.! an 4y
=)

soit, d’aprés le résultat dun né en rappel concernant I'intégrale de Wallis :

" 1 }rl ri

Jix) = E
] aZn, 2’
= 23 )

Ce calcul étant valable quel que soit x € F. , le rayon de convergence est R = +2c (ce qui peut
aussi s vérifier directement).

En posant :
o (=1)"
“ 3y
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le résultat précédent s'écrit
L& a
Fl
Jixt= E - x
f:
=i}
O vérifie facllement (par exemple avec d’Alembert) que le ravon de convergence de 3 anx”
est aussi B = +o0 donc le 14} donne :

amb T [—1]”
Wes ﬂ.f {'_ﬂ-:.“.l]d[ = E el ..E- .E|1 rl+1
L e=01 x rl—[ll

c'est-d-dire :

Wa=0, Oldix)= .e_ dx

B s
16) I : _~;-—-[ e~ dt est de classe £ sur B avec :
1 3

&
Wne M*, Mix = f n 07 e T,
0
a) Soit ¢n : BRI — R telle que:

- iyn
gnll) = * l[l—a) silci=n
wnld) =10 s> .

(O a alors pour tout ne &7 :

" " i
]._-. r""{t—ﬁ) ::]1=jl; $n.

{ x est txé gquelcongue dans RI.)
| 9 }n‘_ est une suite de fonctions continues sur HS convergeant simplement sur B vers la
fonction g @ t— 1ok,
De dnll + x} = x pour tout x> —1, on déduit :
Ve K", Ve H;, |enit) = ¢t}

et, puisque ¢ est intégrable sur B3, le théoréme de convergence dominée donne :

+5 L 105
Mxl = / ¢ = f lim @n= lim on
i} i A1 Pl =4~ ik

i iy
IMxl= lim [ gt (1 - —) di.
Fl=—%+T0 u_ T

i i 1
f el di = n”f w1 - W du
0 rt i

puis, par intégralions par parties successives ou par intégration par parties généralisée :

1 [
a1 o n:
iU {1 — ) die=
j; mx+ 1) lx+nk

cest-a-dire -

On pose ¢ = nu, il vient :

d'oi finalement ;

n'n*
Mxi= lim ; i
f—+oo Mx+ 1. - - {x+n) (i)
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En dérivant, on en conclut :

1
Pl —Pixs 1= — .
(a1
1
21) D'aprés 19), Yk e M, Liglx+ k1 = Ciglix+ k+ 11 = T TYET. L done :
(x+k+1)
L .I L 1
Lighx)— lim Cighx+ni= — Cest-d-dire Clghix) = - -
d f—-0 g E (x + k1 g ':L:] L+ Je)®

Avec:

1
i= < 3
gnx — 1} ¥ I+x§ ks

e T -1
la convergence normale {donc uniforme) sur B+ de la série dénvée Z 5 donne que :
ik + x}
. 1 o 1 i [T 1
Wxe E+.¢Ia':x—1y=T+Z . _xz .
e Kb+ x) — Mok )
i) J_
- "'Z ——
':FL+.1.’| h:l’.ilk""{"
dong :
Ea 1
Wi 1 +ao [, B (x) = E L
— Lk + x]
On en conclut :
M i+ 1) I ‘!l.:'+1|

xtl) Rixen

ﬁ La fonction dzeta de Riemann

Uobjectif de ce probléme est d'étudier quelgues propriétés de la fonction L, qui sera définie
dans la premiére partie, et d'établir, pour s réel de intervalle _]1]_ 1 [ I'équation fonctionnelle
suivante :

(E) [{l-s)=2(2m) " (’1;) Fish{is) avec :'m:f et g,
i}

On pose, dans tout le prabléme, pour tout entier naturel non nul & et pour tout réel s> 0 :
n—1 N o
1

N
=11 |
51.5‘":.":':' = E T - Hl'l.":."i:' = z ”—5 . HN'.."” = E m

n=1 n=1 n=1
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Partie A.
Definition et proprietes de ¢

I. Définition de {

1
. . 1 L de
Soit 5 = 0, n un entier naturel non nul. Posons : uaisl= — —j e
| n

1) Montrer que 0 = unls) = —g -
o

2) Prouver que la série de fonctions de terme général u. converge simplement sur |0, +oc |
et que sa somme, qui sera notée U dans la suite, est une fonction continue sur |0, +oc]

l-
3) Prouver que, pour s« |01 !L"" J 1, 4nc [, la suite de terme général :
l=—5
Hytsh—

1-=s
posséde une limite, notée {{s) que l'on exprimera a 'aide de Li(s).

4) Prouver que la suite de terme général : Hy(1)— fn N admet une limite strictement positive
notée 4 dans la suite du prabléme.

II. Autre expression de [

1) Soit s un réel strictement positif ; prouver que la série de fonctions de la variable réelle s :

|

i—1F
e

]

définit sur |0, +oc] une fonction de classe ' qui sera notée f dans la suite.

2) Exprimer Spyis) & Laide de Hay(s) et Hyls). En déduire, 5ise [0.1[w]1, 4000 :

: 1

3) En déduire, en décomposant autrement Sgyis) que, pour les mémes valeurs de s, la suite
de terme général :
1—x&
Kyls) — g
bR
a une limite gue ['on exprimera i l'aide de {(s).

I11. Calcul approché des valeurs de

Dans cette guestion on négligera les erreurs d'arrondi.

1) Donner un algorithme de calcul approché de fis) 3 une précision & fournie. Lappliguer au
calcul de gi1/21a 101 prés,

2) Proposer un algorithme de calcul de Sg.(s) fondé sur la relation suivante, dont la vérifi-
cation n'est pas demandée :
2N -1 1
Hyplsi = {1+ 27 % Hanls) — 27 % Hyls) + T —
ix | | Hay NS z Ene 1"

e,
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s—1

V. Soit s = 0 et x> —1 ; prouver |'intégrabilité, sur |0, +oc| de t+— :
&+ X

On désignera, dans la suite, par ['(s) la valeur de Uintégrale correspondante pour x = 0
{cf. préeambule).

V1. Dans cette question, x est un réel tel que lx| < 1 et s est un réel strictement positif,

1) Démontrer la relation :

I

. J,:1-'[ A X
f —dt=Tis)) (-1" -
{i 2+ X in+ 1)1

=l

2) En déduire la relation :

0 %=1
t .
[ ; dt = I'(s) fis).
¥

e ow ]

VII. Dans cette question, x et s sont des réels de lintervalle 10, 1[. On fixe s et on définit
une suite { vn ) de fonctions définies sur Uintervalle |0, 1] par :

wylth= ¢
(0= (=D = ] sin=1

1
1) Calculer f valthdt. Prouver la relation :
{1

0 K 1
i ™
dt = — :
0 1+ BN TX

2) Soit a un réel strictement positif. Calculer les intégrales :

40 r:i 0 a
II:.L.H]=f 5 zd’ . -Hﬂ.sl=f ! Arctan | — | di.
g a”+t 0 .

Partie C.
Equation fohctionnelle de ]la fonction (

I. Ou I'on obtient (E)

Dans cette guestion, s vérifie toujours 0 < s< 1. Pour x>0 et N & W, on pose :

1 Mol 2

hiylx) = ——— + -
e +1 E’ x* +(2n+ 1Pa°

3) Etablir les inégalités ;
~ Arctan (M) = dyix) = 1 Arctan (1.2"'_+_1r_")
w x = -

4) En déduire l'encadrement
(2N - 1)% ( w ":i) (2N + 17

P - Kyl — 5l = 7w~ *cos I'(s) fis) = — g~ Ky(l — 5)

puis l'équation fonctionnelle (E),
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3) Ona:
N

n+l df
Hyls} -Z o Zur.[sHZf

s ] sl s

dt

N+l
= Unis) +[ 3 f = ol on a pose Uyls) = E tigl s}
s

N+l
= Unlsi+ (u"u' "‘—1)+ E
I — 5 a r-"
donc:
,‘..] % 1 N+l di
Hyls) = T-s - 51 + Unls) +L l—x-.
Avec ) = — = —, on obtient  lim — =0, donc:
» b N- |1 S Y [
l—%
li Huilsh — = Ti s},
_-.'_1.T1 L 1-=5 5—1+{|5]
Ui pose (is) = — + L 5), (2]

4) Comme en 3):
N+1
N

ol L= Upl1) 4 N + fn

En conséquence, lim Hy(l)—{nN = L1k

T e o

Remargue. On vient de retrouver la constante d’Enler.
I1. Autre expression de {

1) Posons :
(= 1]n41

g . S T

Pour tout s > 0 la série 3 vals) converge daprés le critére des séries alternées, la fonction f est
done dehnie sur |0, +o0 .
Sur J0, +5cl, tw est de classe ¢ 'avec :

vhis) = (-1 fnne~5Mn,
On en déduit comme en 1.2} que la série 3 v}, converge normalement done uniformément sur
tout intervalle compact [a. b] inclus dans R,

I en résulte que [ est de classe Cleur |0, +0cf avec -

in n

Vse B, flisi= Z: 1"

re=1

Remargue. En fait 3 ), converge normalement sur tout intervalle [a. +oc[ avec a> 0.

r'.l

N

1
2) WV = 1, Soplsi= Z—— Zm Hg,\-isl—FHmsJ.

=] =1

l—% l=s5
ey N . (2
DVapres L3}, on a Hyls) = =" {(s) + ol 1) donc aussi Hap(s) = 1 i

On en déduit Sopls) = [{(s) (1 251_ I) + ol 1) d’oh fis) = {(s) (1 = E’LI)

+{{s) +o{l)
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N N
- 1 1
3 W5l = —_—+ —_—— = — — Hpl g5+ Kal 5h,
) S z 2n)® Z i2n+1F° g5 M A

n=1 n=l

Donc :

hl'i 1 ."III -5
” —_ = i —
H_ﬂ,':s.:' m ::!E_hll.-SF+ '21. HI'..I[EF i—=

ef:
=35

N 1 1
lim Kyl — =filsl+ = {i(5l= [ 1— — | {is)
M4m0 " 271 = 5) T 2° " ( 23) -

I11. Calcul approché des valeurs de (

1) [Vaprés le théoréme des séries alternées

I8} — Syisl| = :
st = Syisl| = s

@) s (D)o ()

. 1y . : 1y,
Avec 1+ /2 = 2.5, pour obtenir { (E) i la précision 1071 il suffit de calculer f (2) ala

Dapres L2} :

précision 4 - 107%,

. 1 4 . :
On détermine done N tel que ——— =4 1072 ; il vient N + 1 = 25% donc N = 624,

(N +1)2
Avec Maple on obtient alors
1 : , : :
{ (ﬁ) =—1,4: evalf{sum((-1)""n/sqrt(n)n=1.624)"{1+sqre(2} | );

Remargue. A 5. 10" *onag ( %) = —1, 460 {valeur fournie par Maple qui connait la fonction £,

2) On obtient :

age—1 _

Sor = Hi ! =(1- L)k L b lel
2 = EF_ETT -1 = ~ g% Jp—l_EF op-1 * zr"m
n—ln--

En se contentant d'une approximation de la somme :
2|: '|__ i

. 1
= D G

fi=2p—1

. . : 1 : T
on abtient une valeur approchée de Sy 4 partir des - avec 1= n =271 Cest-a-dire avec

deux fois moins de termes que dans
:HI

< —1" 1
P = E — =
FI?‘
n=1
Lapproximation de X, peut étre réalisée au moyen d'intégrales

I 1
! dr

fEII : L!! . f—
—_— 5_'}_;:'-_' S
P T T P T T
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2) Daprésll.1},ona:

LR

frn
f=) =1

n=1

Remarquons que du V.1, avec :
1— 2% =1—¢ VML s _Nin2,

on déduit que lorsque 5 tend vers 1 :

1 i . 1 o .
Jish = (1 2:1) {(g)~(s=11n2 = p— et dong fil) = in2

{ce qui est par ailleurs un résultat bien connu j,
En développant a I'ordre 2, on a:

1 is— 1% | .
1—2?1-=l5—1Hr1‘2— . 5 I 1'::‘2'3+n[[5—11‘a]

done ;

=1 . . .
Fis) = [mz- -E-m‘*zq-us n] [1+3(s = D+ols— 1))

in2
=mZ+i{5-1) ﬂr—T 24+ ols =1}
1 en résulte :
e & fis)— fil} n2 2
(= —_— — )
d a1 s—1 LA

En comparant les deux valeurs trouvées pour 111, on a la formule annoncée.

Partie B

I. Coefficients de Fourier de v
il st pain: donc %n e B, byl = 0 et on trouve an ik = oy .
W est continue sur B, 2« périodique et ¢! par morceaux, donc d’aprés le théoéréme de Dirichlet
elle est somme de sa sérte de Fourier :
+ T
Yie [, % + Z fin cos e = bix)
=1

L'lpnurxe[—'rr.ﬂ]: s b ) )

Ly i _ v A
?+Em;tﬂ$ru‘ 2 .

=1

II. Za, est absolument convergente

§ étant continue et O par morceaux, on est en effet dans les conditions du théoréme de
comvergence normale.

[IL Calcul de @+ a et S o,
=1 =il

En appliguant la formule du 1. en 0, il vient :

g
!g'r - Eﬁ" = d‘llu] l':-!I:l
=1
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et en appliquant en = :

46
: e () + il —m)
7YV .

n=1
En retranchant ces deux égalités, il vient :

e b0 dim)+dl-m)
Zuﬂnﬂ = =

2 4 L6}
rysil
T
. 3 ™ - 1 ri Eﬁ-
qu. HiEE-F1m—E+Z[—1:‘ m i?]
=1
Vxe @) 1 = 2y ®
x g . _.-"-_ = -
e +1 2 ! X+ (2n+ 1P
Avecd @t e, si ke i, il vient :
(=11
: A _ =k
L = = | o [ 5
perey )
et la formule {5) se Lit :
T il
= 1 (—10"M
e +
{ ) 2rm p_— w{hg+n2}|

d'ou la formule (7) avec h = ix (et A€ £ correspond a x & £).
En appliquant la formule {6}, il vient :

{Eh-—. _ E.—h.—-'] i — i 1 E'"I +e LE
2 a2n4+1 2 4

Eis
re=ill

, X, . - : e
donc avec x = Am (e = = on a pour tout x réel k& 157, les apn,p sont bien définis comme

ci-dessus, of on obtient :

0 ‘ % % 1
Z _-l'!-..r _ i —
z E 3 X T
= ¥ 4 (2n+ 1w 2(p§+¢?_f) 2{e* +1)
x  _x
{on remarque que 2 — ¥ — e = (e _ g ?]2] et enfin :
N
1 2x 1
g7 {B)

- K 20+ 1¢ T et 41

=]

V. 550, > -1. Intégrabilité sur |o.+x[ de 14—

[N 2 '
Ko |

La fonction hey : t— ——— est continue, positive sur ]D. +00 [
& 4 X

Au voisinage de 0
s—1
hﬁl_r:!] = m
donc hsx est intégrable sur [0, 1] si et seulement si 1 — s < 1 c’est-a-dire s > 0 ce qui est vrai
par hypothése,

i . .
Au voisinage de +0c, hy ) = u(a' 2) done hg . est intégrable sur |1, 4+0¢ .
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Avec %1 = ]f.l. l[ on peut appliquer la formule {11) et il vient :

) mat ! o
N, g) = =
) 541 5
e | w Qeon | —
Remarg e, [.l-ill.'i[.'lji.l_":lli{:lll ;
F
2
I =
3
L

est une bijection de classe " sur |0, +oc [ sur lui-méme. Dans ces conditions, I'intégrabilité sur

]l.'r. +oc| de:
541
— =1
T
L
1+ u
donne celle de -
t.*i
{— 2' |
a4 -

ce qui dispense d une vérification par ailleurs sans difficulté,

a
i

« Pour Jia. s), on commence par prouver que i : t~ % ! Aretan ( ) est intégrable sur

]EI,+’J-:.[:
» i est continue positive sur |0, 400 ;

: T oge]
-lnrsquez—}ﬂ,dn-?l ets—1%-1;

il
o lorsque t = 400, ilt) -~ = el 2551
Pear

Rem 'Jﬂ.ll.l LTS & | LS CLE 2

IE
lime“Aretan | — | =0 & = {]

§ =t P [ i

lim

L
¢ Aredan | —
—— I

a o w . . . . -
(car Arctan ToFese 1}, Vintégration par partie est done valide et il vient :

+ [

1 a a ™ ¢

M, 5} = —.t"ﬁrctan - +—_[ Jdg

= f . sl a“+1

i
. el ma
o0 oL sh = —_I':u-:il=
= 9 wE
5 00

i

Partie C
L.

1) DVapres la formule (8) du B.IV. ona:

1 L @y
bMD =53 —

i 3 0
e X w1 e”
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La décroissance sur B, de la fonction ¢ —

2x
5 7 donne, pour tout r =1
T

ril Dy Dy I Dy
. 2 2[]!==- ] k'] ‘*:E 2 Edl
R 2+ 1% Jaop 2 +20+ 1P

e Px o D
- — dt = JZ = ” 7 dt
NoooXx +1Et+1] 1: . .,..xz+[£1n+l] -1 x” #i2t+ 11w

done :

s0il encore ;

1 IS 1 A
- lmm LT = 3= thyis) = 1 [ﬂrnmn
o X m

(D¢ + nnl o
X
=

i=N=1

On en déduit ;

1 /=
= (E = Arcian

d'oi la double inégalité annoncée.

(DN & 'lh'r) 1

1 N-— 1
= ow — Pyl = ol (E - Arﬁmlu)

[ 5=

2) Lindgalité précédente donne successivement

1 L 2%
~* 1 Aretan = +E 3 .
T t e +1 T+ (2n+ 1)
oL 2N+ 1w
™ [
fif=1

1 [~ (2N + 1= #ox
—f ¢ ]Arﬂtﬂn—di’-?f dt+2/ di
L f 0 e 41 +I:2r:+-l]'2'n

I 12N + 1
= —f t*~1 Arctan — di
i

k1

d’oil compte tenu des questions B.VL2} et B.VIL2) :

. ': r‘i— 5 5
(2N — 1F=" -F15:I_J'I3]+Z w (2n+1 _£2N+]]1'r

9 s
5005 ——
2

s eos — r=0
2

et I'encadrement souhaité en résulte.

Equation fonctionnelle. Avec la formule (3) du AUL2), Uinégalité précédente donne :

(2N -10% . . msh o 1
——— = 27 Kyl — s) = 2270 o | —— | FsH[1 - —— | {8
52 2 2

AN+
< e — 2 "Ky(l-s)
done ;
2N - 1" 1
: —alesp 1o s - (1 {5
_!_52 Nl 5} ( % [)*-"'I."‘I

1 TE
= (1 - :3_1——) [Ei&n} maTl (&) L1{s) - .;[.91]

2N+ 17 1
":',-T—E HN':I—!-FJ— I_E.'F_l l:_':.'i]‘
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Dapris ALY, pour s= ﬂ 1 I' onal —s>0etdong:

Hm Ku(l—s)— ¥ ) 1 ! ()
1m ' —_— g — = —_— —— 5
I =5 N "1-21 A 21 -] I:

C'est-a-dire :
7o

N
215l — s) =

I al o =
- *2 1) 1s)+ o1k

5 1 ' .
Avec (2N — 1% = (2N)F (1 S — +ﬂ(—)) = (2N ¢ ol 1} (car s < 1}, il vient ;

TN N
(2N - 1Y N°¥ (2N — 1" 1
——gF— =5+l done 2V %Kyl - s) = S (1- = ]).;u-nmn

On a ainsi prouve que :

L L 1
lim ———e— =2 Kyl =8~ [1~- Lis) =10
M w2 o !

(n a de méme :

2N E1F l—s 1
limy —————— e = BT KL = &) 1 - [is)=10,
2

Nesarx g2TE *

En faisant tendre N vers 400, I'encadrement précédent conduit donc & Uéguation (E).

IL. Etude de { au voisinage de 0

1} Lafonction ¢ - (s, ¢ ¥ La=t sat de classe ! sur 10, +0c = 10, +0c ],

Pour tout s& B, f— 1" \

Ona:

e estin Légt.:tl‘.l!:: sUr ]E}. +oc|.

.l'f
¥ s 0= t5 Vente !,
s

donc pour tout 5 € [u- J'.J] avec a, bréelstels que D < a < by ot a

1
Yre B :Tf_-[s.{] =t}

ot s est définie par &6 = 1" [ni]si0<t= letditi= " Ténte 'sit = L

Cette fonction & &tant intégrable sur ]'I]. +ou [. il en résulte que I est de classe (! avec :
+ 5
|"'|a']:f ¥ le T rde
fl

Considérons la suite de fonctions [f) telle que :

Fl
. t _ )
Y e .H',{-f""“ (l ”j frn i il = =p

falti =10 sit=n
Les fi, sont continues et intégrables sur ]ﬂ. 00 [
La suite | fn ) converge simplement surjl}. +0x :vc'n-; latonction F : r—¢™ " €n t qui est continue
et intégrable sur ]l}. +ox

Par inégalité de convexité, ona¥ne W*, Vie |0, 4+ [. 0 < fpitl= e " int donc le théoréme de
convergence dominée donne :

lim f Jn =f lim fi
Rl T PR b4 |
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n
n i o
¢est-a-dire him [ ('I - —) inede =f e Vintde = 17(1),
Fl—+ 5 ' n 0

.
2) En posant u = . il vient :
n i " n 1
n
In =f 1 - — fntdt = f’nn+r|fﬂ_—ub freeedun,
0 f n+1 0

1 1
Jn = r:f {1 =u"tnudu= nf Ml — xhda,
[} ]

Posons ;

011 A Auss ¢

L Jiam
Jn=— f n—dx
.11 E P

{en utilisant le développement en série entiére de x = fn(l — x)).

[

étant convergente, le théoréme de convergence dominée pour les séries donne :

La série de terme géndéral :

n&p

X It

dy =2 ———
* Hp+n+1)

L]

i

+ % xr|+p + n
r_; - = 1} ———— d_;[' - e
" zfl.{IJIl P Hp+n+l)
p=l L p=l

En écrivant :

f n 1 1
pp+n+ll n+llp pen+l [’
la somme de cette série s'obtient par téléscopage -

N i 1 1 1
e B e R v o B

Finalement :

41 l
_on Rk Wivn 3 _
In= —3 (!n g Z lc) ee M= .-.l_{TL!" = =Y.

fom |
3) D’apres le 2) lorsque s tend vers 1 :
l'sl=1+(1l = s}y +0il -~ 5}

(c'est la formule de Tavlor: Tist = {1 +is = LY (11 + ols = 11}

[¥autre part, d'aprés A.5.1): {(s) = +y+ollh

5= 1

Léquation fonctionnelle { E) donne pour = ¢ [D. 1[

(1 — 5= 20291 L sin (Eil - .r.m) Iisii(sh

e R L S R p——
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3) Prouver que S est continue sur [0, +oc .

&) Soit ne M et 1= 0. On pose :

L g
Rulf) = Z L),
1

kwria

a) Etablir que :

Ru(t) = r g ((n+ Lit) + E r],,(np{{k-r 13t) -q,u-;:r).
k=ns1l

;Hn':I]I = By (1 +f |'i.'lr|:.”| d.l') "
0

c) Prouver que S est continue sur [0. +oc].

b) En déduire que :

Partie B.
Pseudo-detrivee secohde

On note B, l'espace vectoriel des applications continues de B dans R.
Pour f € E; et x e [, on note :
Dyfix) = lim 1 f..h].J"ﬂf-E'_—j-' ) - Artx)
ks h
lorsque cette limite existe. On dit alors que Dgfix) est la pseudo-dérivée seconde de f en x.
On note Ex Uensemble des applications = E; avant une pseudo-dérivée seconde en tout point
de R. Pour f & Ez, on note Dgf Vapplication x = Dy fix) de & dans R.

8) Verifier succinctement que E; est un sous-espace vectoriel de E; et que lapplication
Fr= Dof de E; dans B est linéaire.

6) Soit f une application de classe C* de K dans . Montrer que [ & Es et que Dyf = f".

7) Soit [ & E; et x € H. On suppose que f admet un maximum local en x; . Etudier le signe
de Daf(xg).

B) Soit f & E;. On suppose que Vxe B, Iy flx) = 0.

a) Soient a et b deux réels tels que a < b, Notons h l'application affine de & dans R vérifiant :
hial= fial et hib) = fib)
F = h posséde-t-elle un maximum local ? Etudier le signe de (f — hix) lorsque x ]n.h[.

b) En déduire que f est convexe.
g} EﬂitJ'E Ea.

a) Montrer que [ est convexe si et seulement si W e H, Do fix) = 0,
2
Indication. On pourra poser _fuix) = fix) + % .

b) Montrer que Duf = 0 si et seulement si J est affine.

¢} On suppose que Dyf est continue. Montrer que | est de classe ¢? et que /" = Dyf.
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16) On suppose dans cette question que f est continue.

Montrer que G est de classe C° et trouver les coefficients de Fourier trigonométriques de G",
En déduire les coefhicients de Fourier trigonomeétrigues de f.

17) On suppose que :
#OK;
Yxe R, ? +* E {:.r.r. eoalny )+ by sin[n_r]] = [},
I'I=1
Montrer que les an et by, sont tous nuls.

Lne fonction Zn-périodique peut-elle &tre la somme {au sens de la convergence simple) de
deux séries trigonométrigues distinctes ?

M Sclution

Partie A.
Cohtinuite de ]a somme
d’uhe setie de fohctions

1) 11 est acquis que ¢ est de classe C' sur |0, +0c| et continue en 0. On sait done que pour

prouver qu'elle est de classe € 'sur [l:l. +00 [ il suffit de s"assurer que ¢" admet une limite réelle
en 0.

Formons :
tio 2gint(icont - sint)
gligh= = 3 .
Dres développements limités de sin et cos en 0 donnent
2 \ e . (A ;
Feos it —sinid = {1 — 7 + okt 3 —{t— 7 o ) = —g +oll’)

d'on:
i . . ]
it~ puis lim ¢ (th=0
TP v
ce qui assure la conclusion.
¢ est intégrable sur [0, +5c . Clest une conséquence du fait que ¢’ est continue sur [0, +oc | et
que :
2i+1) 4
. i . -
Wi (1, 00l |-4: l!!ll = T L F
2) Pour t = 0, Un(0} = ugn et, par hypothese, 3 un est convergente.

. . A .
Pour t > 0, la convergence de % Unlt) résulte de |Un(f)] = —g OU 0N a posé A = sup |un
ot ng f*

{la suite (uq) 1 bornée puisque convergente).
Remarquons que, ne sachant rien de la série 3 |up), la majoration évidente |Unit)] = | ne

permet pas d'aboutir.

3) On a affaire 2 la somme d'une série de fonctions continues sur ][':l.-l-":-'..[ qui CONVErge

normalement donc uniformément sur tout intervalle compact n = ] 0, #00 [
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En eftet 1 2 a =0 donne :

0 A
Ldpih = = s
1 zﬂz

-ﬁ-'_l a} Supposons ¢ = (. Alors wp = Fu—-1— T donne :

LR - &

sin” ki

Hall) = E {J'j._- 1 r;,:l —
H=n+] k-t

La suite {rn )

. st convergente (de limite 0, elle est done bornée ; posons B = sup |rmi.
e

L

(O obtient alors :
B I
Whe B°, |re g (Rt = et (reo @ikl = =
2z @ =2
ce qui assure la convergence des deux séries 3 e g Uth et 3 g @ Ukt

On peut donc écrire :

+ +
Ryitl= E e [+ 1) — E Fi o |:h1]
k=i k=n+1

e
g (ln+ 1) + Z rk[q: {{k + 1)t) —~;[Icr}]
fe=r]

Bour ¢ = 0, la formule reste vraie.

b] Par définition, ¥k = n k| = &n doie -

|Ralt)] = en (I+ z (ke + 1it) — (Kt} )

Kapel
O ;
m+l K+l
eftic+ 10t) — (k)| = f "'r"""f |¢'
Ik k
dod :
i h g =
|R|‘||!i‘| == En (l-ul-j{ |ll'-l:) = i (] +f Iq_'l)
ri+ 1 0 I
c) Posons :

T
H=l+f q:'l.
{1

- s [
| By 10+ = Kp,y done  lim || Rq ™™ =0

A— 4+

[Yaprésle b), ona

et la série de fonctions 3 Un est uniformément convergente sur |0, +2c | ce qui assure la
continuité de sa somme S en 0.

Partie B.
Pseudo detivee secohde

Eq = CYH, B}, Es est Uensemble des [ & By admettant une pseudo-dérivée seconde en tout
point x ¢ R
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o 51 Dgf = 0alors, daprés a), f et = sont convexes, Donc [ est affine.
c) = Analyse
Sife CHR.BE)LonaDyf =" done:

X [
,rm:f (f_,r'"‘luidu)d!+m.’+b avec  a = f'i0), b= fl0)
1 L]

x i
_.ff.x|=f {f Ile_r'fu]du)dr+f1v+h.
] n

Do f étant continue sur B, la fonction g définie par

gt:r]:f fﬂfu:]{lu dit
u { K - )
¥

est de classe C° sur B avee g''(x) = Iy fix) done Dog = Do

puis :

s Synthese

1l en résulte Dolf — g) = 0 et, d'aprés b, h = F — g est affine, En conséquence, /' = g+ h est de
classe {%en tant que somme de deux fonctions de classe (° et, dans ces conditions, on a déja
vu que ' = Dyf.

Partie C.
Theoteme de Cah’tci"—l..e]aesgue.

Snlxh = prcos {nx + 8 ) Lfa ), converge simplement vers 0.
On suppose que pn ne tend pas vers O,

10) pr o Osetraduit par: Jo=>0, Vne ™, Tp = n |pp | =
Omn construit {fr)) o py PT réCUrrence en posant fi0) = py et, pour tout ne Fa, in+ 1l = progns
on obtient ainsi une suite vérifant ;

'|!.|'r|'| =R,

11) Ona:

1 1
|cos (fnx+ by, )| = m Wirlx)| = — Um0},

doncde lim fuix)=0et lim jin) = 400, il résulte que :
Fl—F 4% M—50

lim cos {finix+8,,) =0.
Flle 470 -
12) Les fonctions gy @ x— cog® Lirth x # B, ) sont continues sur I[I- 2 -r et on vient de voir
que la suite (gn ), converge simplement vers 0.
[Yautre part on a ¥x & [0.2=], |gnix)| = 1. La fonction constante, égale a 1, étant intégrable
sur [0, 2], le théoréme de convergence dominée donne
i
hm ﬂr|[.\'|dx=ﬂ-

Ll R = o 0
Par ailleurs, pour tout pe MW" ettoutbe B, ona:

1 + cosi2px + 26)
2

anHIpx+ Hi=
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done :
2 ,
ms‘!lpx +Hidx ==
0

et la suite de terme général :

In
[ gnixhdx
o

esl constante, égale 4 =, ce qui est évidemment contradictotre avec :

2w
lim f grlx)dy = 0,
FE b =T ':'

On a ainsi démontré, par labserde, que lim  pn = 0.

LB Ll

Partie D.
Uhnicite du dévelnppemeh’t

eh setie ’crigcnométrique

L e

. g .

Yxe B, [ixi= 5 +Z{m—,mﬁr‘u’+hﬂﬁmmﬁ
n=1

13) Pour (aa, b ) # 0, 0N a an cos ix + ba sin nx = p, cos (e + 0,) avec pn = /ai + b et Bn

tel que :

L . = hI'I
s Hyy, = —F— el sinHg = 3 o
l'Illl|I arl + bﬁ] arl + 'bf'l

Pour an = by = 0, cela reste vrai avec pn = 0 ¢t 8, quelconque .
Pour tout x € R, la série de terme général fiix) = py cos I:nx + I-]n}l est convergente done :

]im Jl;;-':.'l" = ﬂ.

Fl—= #03

[Yaprés le C., on a alors :

lim pn=0 donc lim an= hm by =0.
P b = a2 W i-sie M Fl== %00

14) Etant convergente , lasuite {pn ), . est bornée - il existe Me By tel queYne W°, 0=pr=M.
On en déduat :

iy 0K N 4+ b Sin | - 5|
= T 3
ne T

Yrne W™ Yxe H,

ce qui prouve la convergence normale, donc unitorme, sur B de la série de fonctions de terme
oy b
général —fn.
LE
Les fn étant continues sur B, la somme —G de cette série est continue sur B et il en est de méme
pour s

[1 est clair que G est 2=-périodique puisque les i le sont.
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Les coethcients de Fourier trigonométriques de G sont déhnis par :

1 s ,l}.txlmspx
AG = — i iy = — =
gl G ?I'j,; L hoos po f E
n=1
dw s ¥ -

1 ,rn[AJsmpA
bplGl = — f Gix)sin prdx = ——j E —dx,

T Jo

Aveg:

nlxicospe| M [fond ) mim e
——— s 3 ¢t ———— % .,

Tl Il il

fi=1

rl

M

on voit que les séries de tonctions correspondantes sont encore normalement done unifor-
mément convergentes sur [, et a fortiori sur [0, 27], ce qui autorise l'intégration terme 4

terme :

'1 N 1 ﬂﬁ
aglGl = — — [ Jnix)eos prdy,  bylGl= —— — [ Tl ) min oo do.
P E ¥ - Z 2 I

r=

Compte tenu de

st 0
j cod e oos poda = {
i v

on
f nncsinpeax = {
sin nx sin py dy =
" T

En
et f sin rxeos prdx = 0,
i

on obtient :

(G =5-22% ot/ BuG)=
ﬂp ] ——q [ = nLrd =

p.

15) Formons :

=l

8l nap

si n=p

s nzp

i n=p

COE {nlx+ My B ) 4 cos | nlx = Jl:'+ﬂ_|:::| — Zeos (nx + b

= 2cos (nx + By | cos (nh) — Zeos (nx + by

= 4008 | + By | sin®

on en déduit :

w0

h
1=

1
— I:Gl'x+ M+ Glx — h) = 2G{x)) = z pin c08 |+ Hr.:l —
il

AVEL Ly = p CO5 {n_b:+lElr.] = Elpy OO rL+ By 20 ro, 1a série E tip est convergente par hypothése.

nz=]

On retrouve ainsi les conditions du A et, avec les notations de cette partie A. :

1 — h
P (Glx+ h}+ Glx — h) — 26Gix])) = 5{5]

On a v que Sest continue en 0 ce qui donne :

| €y
Jim — (Glx + b+ Gix = h) = 2G(x)) = S0} = flx) - 5

]
0

donc G est élément de E avec DG = | — % :
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Su}'els d’otaux

(A) Equations différentielles linéaires

Soit a et b dans CY(R. R) telles que :

=0, Vxe B, alxi=A>0, Im bxl= lim bixi=0
N—h N — 5

et (E) ['éguation différentielle :
y' +alxiy = bix)

1) Montrer que toute solution de (E) sur & est de limite nulle en +oc.

2) Trouver les solutions de limite nulle en —noc.

Pour tout {xy . ) € R, on sait écrire, au moyen d'intégrales, une expression de la solution au

1)

probléme de Cauchy en (X0 . up).
L'unique solution de (E) telle que f{x;) = yp est la fonction :

I x-—rmexp(—f r,:) 1-‘[. hit) exp (—f n) dr.
e Ep o f

Avec alu) = &, on obtient :

.
fﬂ{u}du':‘-—"h[x—.m] pour tout x =

- (- fﬂ) < exp (- A(x- x))

L]

donc :

et puisque & > 0, on en déduit :

Jim o (- [ o) =o. v
' X

I 1l reste ainsi & prowver que le deuxieme terme tend vers () également.

Ecrivons :
i

f Bit)exp (—[ u) dt=f§i:r[tlexp (—f a) d:+f bit) exp (—f ﬂ)l‘lL (2)
X [ X i i i

Puisqu’elle est continue sur B et de limite nulle en +ac et =oc, la fonction b est bornée sur B, ce
qui assure |'existence de :

IBl[2, = sup [bix).
el

[Yautre part, avec ||£7||['1";j*'“""’I = gup |bit)|, I'hypothése lim b = 0 nous donne :
=x 20

lim || bk =0,
=000
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De (2) on déduit alors pour tout x = x;

® * " -'i [%.-rm.[ x
[ bit)exp (—f ) di| = || b|1% f e " dr4| bllx f e Ml dy
AL ! A %
' i — K- 1 —:‘-£ & - 1 —.'l.£
puis, avec - e i IR
a0 A A

X -
fx 1 Y- 1
el E'_;'"A_”-I:l[ = =] =g :"':-." £ =
X A A
2

on obiient ;
.1 AL | -l —J._i -I [E‘i T[
[ birrexp (—f u) [Irli-i|'h!|iw E +I||h-|1
X I |

X &
lim f hitiexp (— f n) dit =0 (3)
¥ Y i

d'on finalement, avec{1) et {3) :

ce qui donne :

lim [ixj=10,

X—r4”

2) Ecrivons maintenant :
X i i
fix)= exp (— ] a) (_:m - f b thexp (f n) d[).
E i) & X

Avec all) = & =0, x < a donne ;
m "
f a = hfag'— x)
X

Ly N
B[ (—f u) = MM E gy lim exp (—j u) = O,
£ S Xy

dong :

Pour que f tende vers 0 en —a0, il est done nécessaire que :

L - f
him f bt exp (f n) di = .
E e fels 5 W A

Par ailleurs, pour ¢ = ag, ona:
[
Ay

[
done ¢ — exp (j uj est intégrable .-.-ur] - '::'_-..1.'1'_.] et, puisque bt = all) quand t = <o, on
Ay

Htlexp(fx:ﬂ) =a(r’*""-"~'"}.

[
Done ¢ — bit) exp (f n) est également intégrable, ce qui assure Vexistence de :
A

LT} I X [
limn j ) exp (f u) di = f bt exp (f r::) o I
A——z o x.. e “
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Finalement, il ¥ a au plus une solution de lomite nulle en —oc, il s'agit de

e X
I: .w-—-] B t)exp (—f :1) di.
= |

Par construction, cette fonction est solution de {E) sur B, 1l reste donc, pour conclure, a vérifer
qu'elle est de timite nulle en —oc.

X
o ([
i

=] = i b ||l f Atox) g,
— L3

Pour tout ¢ = x, ona:

donc :

cest-d-dire :
1 : ;
[Mlx}| = Il f-’|lj-x o,

Or lim fit)=0donne lim || b'2™™ =0etdonc lim fix)=0.
== Tl

t—— o iy —c

Fooxes . jmexp(—f a)d;
— K] r

est I'unique solution de (E) de limite nulle en —~c.

-

En conclusion :

On considére 'équation différentielle :
af — 2|yl = . (E)

1) Montrer que (E) n'a pas de solution sur B.
2) Trouwver les solutions de E sur RS .

3) Trouver les solutions de E sur B* .

En pTEIimEn gire, on résoud les dquations

P

xy -2y =x (Ey)

1yJ+21;=x [Eﬂ

La solution générale de (E; ) sur B ou BR® est définie par:

x=hx- —x, AheR,
et pour (Eg), il sagit de :

X N
xrrx—E+E, he B,

1) Pour préciser une soluion f de (E, il est évidemment essentie]l d'ovoir connaissance du signe
de [ et, d'autre part, i est fréquent que le signe d'une fonction se déduise de 'étude des ses
variattons. Ce sont 13 deux remargques qui vont guider le raisonnement.

Pour cette premidre question, la méthode est claire © on suppose que (E) admet une solution

sur K et on essaye d'exhiber une contradiction.

e S —
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Si f est solution de (E) sur B, f est dérivable sur B et :
Yxe B, xf(x)—2|[fix)] =x (1)
d'ol, en particulier, f10) =0 et :

Vxe Bi.Mix)i=1+ éLr’[x][:-ﬂ.

On en déduit que f est strictement croissante sur [0, +00] et done que:
Yx>0, fix)> fi0) C'est-d-dire filx) > 0. (2)
Alors (1) donne :
Vxe [0.+0c], x'(x) — 2fix) = x
et, d'aprés le résultat préliminaire, il existe » & H tel que:
Wxe [D, +|I-[._,|"l[x] = At = x.

Dong, lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures, on a fix) ~ —x ce qui est bien sir en
contradiction avec (2),

On a ainsi prouvé, par 'absurde, que (E) n'a pas de solution sur H.

2) Remarquons que les théorémes du programme ne nous permettent pas de dire s'il va des solutions
sur B} (pas plus que sur B* ). Nous allons done procéder par analyse-synthése. Dans 'analyse,
on donne une description des solutions possibles, et dans la synthése, on détermine quelles sont
parmi les possibilités fournies par 'analyse celles qui donnent effectivernent des solutions de ( E).

s Analyse
Si f est une solution de (E) sur ]ﬂ. +|:-;:[ on montre, comme dans le 1), que f est strictement

croissante sur B} et on a donc trois cas de hgure i considérer : f> 0 sur B, f< 0 sur B},
f s'annule une fois et une seule.

Comme dans le 1), on voit que le premier cas est a rejeter.

Dans le deuxiéme cas, il existe A & K tel que:

Yxe ]ﬂ,+r:-::[,‘,|"{x!= ;}; +;

"‘" 1 r £} = 7 5 v
d'ol fix) - 3 ce qui est contradiction avec < 0 sur BZ . Ce cas est donc également a rejeter.
L]

[Dans le troisiéme cas, [ étant strictement croissante, il existe a & KX tel que:
Six)eOsur|0a , flad=0 , fix)>0sur]|a +o0].

Sur |0.a[, on a 4" (x) + 2f(x) = x. [l existe donc A € R tel que:

kX
Yee (D.al, b= *
x [ [ Jix .1‘1 5
E.3 .1'3 - l:la
et, avec lim fix) = 0,1 vient A = — - donc fix) = .
ann g doncfix)= ——

L

Sur |a +o0o[, on a xf'(x) — 2fix) = x. Il existe donc p e H tel que:
Yxe ]a,+m[,_ﬂx]= |.|..rz—x

. o 1
et avec }Eﬁgﬂﬂ' 0, il vient p = = donc fix) = — - X

=i

Pour a décrivant B, on a 1 les seules solutions possibles de (E) sur |0, +0c ],
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s Synthése
Etant donné a & R, sont fig la fonction définie sur ]ﬂ, 0 [ par:
P B

_35_ pourl < x= a

Jalxh=

pourx =a

0
x* — ax

. [#

prour x> a

L'étude des équations ﬁE1] ct { Ex | montre que f,n,q €5t solution de (E} sur ]{}. a [ tandis que
Jalja.escl €5t solution de (E) sur |a, +oc .

[ étant évidemment continue en a avec fnia) = 0, la relation :

. . 2
¥Yxe B {a}..vr,:[x] =< [falx)l + 1
montre que :
J‘Iri_lali}r_,I"',_;Lu'b = __}::}L Jalxi=1
L] Aty |
et on en déduit que fa est dérivable en a avec fzla) = 1, et en fait de classe ¢! sur ] 0, o [ puis
quie_fa est solution de (E} sur ] 0, #00 [

&
M
|
|

Soit f une solution de (E) mr] — 2, ﬂ[. Envisageons encore Lrols cas.

Prevmer s : Wxee B, fixl =0,
Alors W e | — o0, 0[, ' (x) — 2f(x) = x. Donc il existe k & K tel que:
Vxe B, fix)=Ax" - x.

2 . , : . -
De plus, en notant que pour b 20, flx) ~ Ax", on voit que Fon a nécessatrement & 3 (),
= )

Dewxigme cas - ¥xe B, fixi= 0.

Alors¥Wxe | — o0, 0, 5 (x) + 2f(x} = x. donc il existe » e & tel que:
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refations que nous écrirons plus simplement
(1) A +ge=0
(21 2x™ — o’ — pax’ + " = 0.
En effectuant sur ces éguations la transformation symbolisée par (3} = (1) = x +(2), on obtient :
(3) x®+ga=0
ce gui donne une premiére condition :
Vie B, git) =0 (i)

Puisque g, x et x" sont, an moins, de classe Y, 'équation (3) donne
i)

. ; . " x
2’ x" + Q' g+ g’ =0 soit 'ix; (T+q)+q'=ﬂ' i4)

Or (10 5" éerit auss: ¢
g

— +q=-p
2 i

. : x : N X .o
d'on, avec (4), —2p— + 4 =0 et, puisque d'aprés (3), =% il vient hnalement :
-

I
X
X

2pg+ g =0 (ii)

o Condition suffisane
On suppose maintenant que p et g vérifient (i) et {ii).
En regardant (i) comme une équation linéaire du premier ordre en g, il vient que si g s'annule
en un point &y « B alors g est identiquement nulle. Il v a donc deux cas a considérer :
Yie R, gith =0 e Yie R glo=0.
« Premier cas : g est identiguement nulle.

Alors les fonctions constantes sont solutions de (E) et, quel que soit k & 7, le couple (x; . x)
constitué des fonctions constantes égales 4 k et " vérihe bien apxm = 1.
« Deuxieme cas : g ne s'annule pas sur B, donc, d'apres (i), Vie B, gt < 0,

Drans 'étude des conditions nécessaires, une équation &t particuligrement intéressante, ¢'est (3)
car elle est du premier ordre et permet aisément dexpliciter x.

Posons

I
“l“=f Vegidl et Wiee R0 = e x i) s e
1]

xp et x_ sont solutions de ™ + g® = 0 avec:
Wie B, qitia_qifi=1.
Pouree { — 1.1}, 0na:
sith= " done k(6 = eu' (e = '=m!ﬁ-it]

et, puisque g ne sannule pas
[

— g Lk}
K= 2010 — i gl 1),
E;F—q{ﬂ
Avec g = —2pqg, on en déduit ;
e plt)glt)

i = ﬁmn — il xlt) = — & plthy/ —githa ) — qlfhxeli)
— i)
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et enfin :

N pleheie) + qlthx(t) = 0.

Ainsi x; et x_; sont solutions de (E) telles que xyjx_q = 1.
En conclusion, une condition nécessaire et suffisante est :

g=0 (i) cl q +2pg=0 (ii).

On peut remarquer que (ii) donne g = ke " avec A & Ret

P t-—*[ piad.

Les conditions (i) et (ii) sont donc équivalentes a ;

¢
q=he *F a=0, P: Ir—'-fp.
i

Trouver toutes les fonctions [« CY(R. R telles que :

x
Yxe R, fix)— Exf fiticoslx — ()dt = 1.
i

Dans ce genre de situation, il est utile de commencer par constater que, s f est solution du
probléme, alors [ est de classe O™ sur B,

Ceci étant fait, une démarche usuelle consiste a déterminer une équation différentielle done f est
solution. Dans certains exemples, il sera plus facile d’exhiber une équation différentielle vérifide
par une fonction F apparentée (simplement) & [, et ¢'est le cas ici avec :

i x-—rf fiticosix — t)dt.
¥

s Sif est solution du probléme, on a pour tout xe R

X

X
fix)=1+ Exmsxf f[nm-s.rdHExsin.r[ Jitisintdt
0 [}

donc, sachant que lorsque u est de classe C"™ sur R, x - f ulthdt est de classe ¢, on obtient
0

que f de classe ™ implique_f de classe C"*1,

En conséquence il vient, par récurrence, que f est de classe C™ sur R,

» Ftant donné [ e C™(H, B} introduisons F - x-—-[ fitheos(x = r)dt.
]

En écrivant, comme précédemment :

X X
F[x]:c-usxf _,I'H}mstdnsinxf Slthsin tdt,
0 0

on voit que F est de classe ™ sur B avec pour tout x e B ;

X X
F"[x‘.l=J'{x‘J—Einxf ffnl:mtl:lexf Jithsin o dit
i 0
x 9
F"{x‘l:ffx}—mﬂxf j[ﬂma!df—ainxf Jitgin t dt
i} 0

A
=_j"{x}—f Sfitycos(x — ()dt = f(x) — Flx).
il
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0
Alors, en posant S(x) = E apx’ = Z g, (2) devient ;
n=(} ]
Yre B, 8 (x) - 2x5(x) = Sx)=0
et, avec ap = 0, a; = 1, on retrouve S0 =0, 50 = 1.

Ainsi, par unicité au probléme de Cauchy pour I'équation (E} au point {0, 0, 1) on a finalement
S = F, et en conclusion :

+0
Yxe H Plx)= z E.LE,.“J;E"”
=0

0
donc : J'1x1=1+2'£ g1,

n=1

Equations différentielles non linéaires

[
Snithelﬂ.fi],

¥
. . [k}

I 1) Montrer quiil existe k>0 tel que Vie H, k>, + o
+1

2) Soit (1) la solution maximale du probléme de Cauchy :
iy
KID=A+ —, W=D
Ot At e WP
a) Montrer que f est impaire. On pose alors [ =] ~ a.a.

b) Montrer que ¥ie |0, al, At = fit) < ki,

¢) Montrer que I = H.

i
bt b=
1) Posons ¢it) = k — A — ﬁ- - La fonction ¢ ainsi définie est paire et telle que :
L
i) = - LEIE
(14

elle est done décroissante sur By et, compte tenu de ¢{0) = k — A et rlirﬁ ¢lt) = k—h—k*, on

L -

obtient
elR) =l —h— k= A

En conséquence, la proposition ¢(R) = B} équivauta k — » - k* = 0, c'est-a-dire

1-+1-4h = 1+v1-—4k
i —k+A=0 ouencore —y—— S kE ——
1 1—+1—4n
Remarquer que A = 5 donne 1 = 4 & =0 ¢t A > 0 donne — =1,
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En conséquence, si Z; est non vide, on a quatre possibilités :

i1} :-;'L:-;l,- est find ;

Zr={xp. .- Xn} aVEC X< Xppi
(2} silZy estinhni minoré et non majoré :

Zy={x/ie N} avec x<xgpet lim xn=+400;
. Pl

TR
(3} s1Zpest infind majoré ¢ noen minoeré

Zr=qa/ie M} avec xyp<xet lim xn=—no;

FL= 0

{4) si Z¢ est infini non majoré et non minoeré :

.Er:{x”'iEEI avec x<axq et lim xg =400, lim xp = —oc.
[k o T T

3) D'apres le 1), le cas Zr = & est impossible car, lorsque f solution de (E) ne s'annule pas
sur [, lintervalle I n'est jamais ¢gal a H.
Il nous reste done, pour Zr , les quatre cas précédents. En tenant compte du 1) on exhibe les

solutions f possibles.

Lorsque Z; est minoré, si xy est le plus petit zéro de f, :'-ur] - 30, X [ on 3 nécessalrement :

_,f'ixl:f—;:;h(m“ [.1.:.—.1:']) o mf'l.:'1=z.|-,.{.\'1—x}, F:,-,E{—].l}.

Pour la suite, nous poserons
,- T CICRR)
el L A — g X — X1,
d— eyl | g (X
B el - XX — X

De méme, lorsque Z; est majoré, si xx est le plus grand zéro de f, sur ]xu A0 [ on a nécessai-
rement :

Fixh = en fpeneix) ou  fix) = ey gnsociixh Er|'l'=‘i l--l:'

) 1
o m—sh{mn {A‘—.m]l) et Gnam | X=X — Xn.
L4

Enfin, si Card Z; =2 et six, Xy 5001 deux zéros conséeutifs, sur ] X . Xieg [ On & nécessamrement :

Fix) =gy fisilx) epe { - 1.1}

. . 1 o
ol on a posé fiog @ x—s o gin (mg {x - J.'|]} AVES = EL_—_I} .

En fixant arbitrairement Z¢ de I'une des quatre formes dégagées dans le 21, on obtient toutes
les solutions sur B par raccordement des fonctions précédentes.

On peut constater que, quel gue soit le choix des constantes £, on a affaire a des raccordements
continus en chaque point x. Par contre, pour que la fonction f ainsi définie soit dérivable
en x , il est nécessaire que wy = —w,;_y . Ces conditions étant réalisées, il reste des fonctions f
deux fois dérivables sur B (en chaque point xi, f'{x) = £1 et /" {x) = 0} et solutions de (E)
siir R,

Donnons ci-aprés les diverses courbes intégrales.,
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¢} Zp n'est ni majord nl minoré,

A ces courbes, il convient d"ajouter leurs symétriques par rapport a Ox.

(C) Dérivées partielles - Différentielle - Gradient

Soit f & C™ (R, R) telle que Yxe R, flx0)= 0.
Montrer quiil existe ge C™ (R, R) telle que :

Yix yle }-EE,fix. Yyl = gyl

Pour x fixé, flx y) = flx y) — Flx, 0) sinterpréte comme 1'accroissement sor [, y] de la
fonction partielle ¢ — fix ). En ce qui concerne la définition de g, on est ainsi ramené & un
probléme de fonction d'une variable réelle.

_ , i _ ;
Motons h la dérivée partielle :'—{‘ h est de classe O™ sur B*,

La continuité de ¢ — hix, t} permet d'écrire :
T

Wix y e f-EE,_.I"ix_yu_r'[x.y:—j'ix.[.'l]:f. hix, t)dt.
0

Pour y# 0, le changement de variable défini par t = uy donne alors ;
1
flxy = yf R, g d,
0
En remarquant que cette &galité reste vraie lorsque y = 0, on obtient finalement :

1
Wi yle E"!._ﬂx. yr=gyolxyl avec gay= f hix. vyl due.
f

Il reste & démontrer que la fonction g ainsi définie est, quel que soit ne M®, de classe C" sur R

Une démonstration par récurrence s’ impose.

La fonction (x y, u) — hix uy) est de classe ¢! sur B dong, l'intervalle d’intégration étamt
compact, en corollaire du théoreme de dérivation sous le signe somme, on obtient que les

fonctions partielles :

1 1
x-—-f hix uyldu et l_.l'—*f hix, uyldu
i o

sont de classe ¢! sur ¥ avec :

. 1 . . 1.
il g ih i ih

— )= —ix, —x = — L2, gy ) du.
Fraeal [ﬂ Hxlﬁx uhdu et dyix [T fn 7] ﬂyix e
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L'espace E étant de dimension finie, cette seule relation montre que @u) est inversible avec :
)~ = Blu),
Omn sait cependant que 'algebre Bolie] des polyndmes en it est commutative et on pourrait donc
écrire Blu) o Qlu) = Qlu) e Blu) = Idg ce qui donne inversibilité de £¥w) sans recours 4 la
dimension finie.

3) 1 est clair que ¥, est linéaire ce qui en fait un endomorphisme de CIE): ¥, & C(L(E)).

N'oublions pas la dimension finie : dim C(E) = f® ! Pour prouver I'égalité Ker ddy, = Im ¥y,
il suffit par exemple d'établir linclusion Im Wy, = Ker ddby, puis de raisonner sur les dimensions.

Pour @ & Im ¥y, il existe ve C(E) tel que w = uo v — vo u et alors, quel que soit ke K, on a
aussiw = (u—Aldg ) e v—ve (u—Idg ). Il s'ensuit :

P oi-1 P
dﬂTu[mJ:Z]]{u-ﬂk[dE}n [I{u—gl-]dE]au—uu{u—m[dg}]n H I{u—uk[df_-}

tm] kwl k=i+1
P p
=EH|{u—ak[|:Ig}u:.rn H (u—aylde )
i=1 k=1 k=i+1
p -1 p
—E (10— aIdg ) nuuH{u—nt]dE]
i=1 k=1 k=i
p-1 | P
:Hu]ﬂu+ZH{u—uk]dE-:|auu [I (u—akldg] —vo Plu)
i=]l k=1 k=(+1
p i1 p
"EH{“-ﬂkIdE]ﬂl‘GH{u—ﬂkIdE}-
i=2 k=1 k=i
Dong, puisque P{u) = 0, en posant j = { — 1 dans la deuxiéme somme, il vient :
p—1 i P
dd’u[m]:ZHI{u—ﬂkldE}uua H I{u—ﬂk[dg}
fm] k=l kemis1
p-1J P
‘ZH{U"EJ:ME]‘?“‘" H {u—ukIdg}=ﬂ-
J=1 k=l k=js1

On a ainsi prouvé que Im ¥y = Kerddy, .

Pour comparer les dimensions de Im Wy, et Kerddby, , il suffit, compte tenu du théoréme du
rang, de comparer celles de Ker Wy, et Im dby, .

Si ve Ker ¥y, v permute avec u dong aussi avec tout polyndme en u et on obtient :

rop
d¢u1u]=:mz H (u—agldg) = veo Piu)= Plulo .

i=l k=1
k=i

Puisque P est i racines simples, on a P A P = 1 et d’aprés le 2), P'(u) est inversible d'oi :
o= .F"'I[L.L]l_:I odday, (e,
Sachant que u o P{u) = P'{u) o u, on obtient ;
Plulou=uoPluw?
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Soit q la forme quadratique définie par :

n 3
qlx) = E z el X

i=1 j=1
pourxz0,ona:
qix) = || x|*q (ﬁﬁ) e €S
o 5 désigne la sphére unité de B". 5 étant un compact de B" {fermé borné) et g étant continue
sur S {fonction polynéme), il existe v e Stel que:
qlul= Tta;r. alxh,

g est définie-négative donc giv) < 0 et il existe a e HI tel que glv) = —2a, ainsi :
Vxe R, glx) = —2al| x|

]
: a : _
Chaque fonction 9% est continue en 0, donc il existe ry; > 0 tel que :
2 2
i-f A°r
Ixll<ny = |55 Elx'[ x) = El.t'eﬂx'{ﬂ} ET
et il en résulte :
2
G al
”Jl.'"-c: Fij = Yie [U. ] Fh.t'! FH:' ——{ix} = = ;E-
E
n posant r = 1111[1‘!1" rijonar>0et:
l=f=n
= Wiijle [1.n] = §1.n), ¥ie [0.1 v (tx) =2
Ix|l<r ifie 11.nl = B1.nd, E[]W —ay| =g

donc:

[ 1 EJ-

llxl|<r = xq.lj[ ( [I‘.ril—u._;)dt :E‘_EZZI'“"H'E‘“”'I”
o | *adxg
=1 J=1 i=1 =1
lal | 2
{mzzmﬂ-nxu }:Z T Tx | = n?||x|1*).
i=1 j=1

Finalement, pour || x|| < r, ﬂnaglxlué—uﬂxll{
2) Il est raisonnalble d’espérer pouvoir utiliser le résultat du 1) et, pour ce faire, on va essayer de

maontrer que wit)e B0, r) quel quesoitf e B, .

1d y
O a g{u{ﬂ] = {grndfum| u{!}} - (uf“}| u{!}> =3 m“ u'[l}“f.
I On va donc s'intéresser aux variations de ¢+~ || wle) ||

Soil A = {-EI.E He: f¥iLe [ﬂ,u],{u'{!]-| u{!}} = 1]}.

s A est non vide car {u’tm | u[IT.I} = gl{u{m} = —al| ul0}]® <0,

s Supposons A majoré, Alors il existe ye H., y=supA.

Par continuité de 1— {u‘:] | um} ona {u'f-p]-| uly)) =0, et:
Ve [0.], (u'to | ult) = 0,
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Ainsi ¢ — || u(t)||? est décroissante sur [0.+], done || uly)|| = || w0}]| et uly} e BIO, r); puis, par
continuité de w, il existe n > 0 tel que:

Yie [1.'f +1',|], ult)e B0, r)

(B(0,r) = {xe R", || x| < r} est ouvert) donc

Yie ['El. Y+ 11], {:u'(t}| u{t}} = —al| ult) ||2 =
ce qui donne v + m € A, qui est en contradiction avec y = sup A.
En conséquence :
s A est non majoré et done A = Ry ;
e 0+ || uit)]| est décroissante sur ;. donc admet une limite en +oc ;
» Wie Re,ult)e BO,r), g(u(t)) = —al ult) ||

i
On a alors || ult}]|® — || wlO)]® = 2 f g ulg))de, donc :
0

f
[| uit) ||2 = || u(0) ||2 - Euf | u(g) HEEU:
i

et, en posant lj.m [| wiEd|| = € = 0, on obtient :
=]

VEeR,,||uE)] =¢
donc
Vie Re, ||ult)]® = || ul0)|* — 2até?,
ce qui nécessite £ = 0 ¢'est-d-dire lim wit)=0.

[

R* est muni de sa structure euclidienne canonigue.
Soit f une application de classe ¢! de R* dans H, minorée.
Montrer qu'il existe (xn ) —— suite de R* telle que :

lim gradf(xn) = 0.

M= 4030
Indication. Pour ne M*, considérer :

1
gn : BY 5 R, x—fix)+ ~llx|

et montrer qu'il existe x, € B* tel que ||gradf(x.)| = % .

Remarquons que si grad f(xn) = 0,0n a:

|gradi{xn)| = (B’"“df[x"]' | ‘"%) = <F“df|:x'"} | “}

grad | xn
grad f(xn)

de [ au point xpn suivant le vecteur w, d'ol aussi ;

S (%0 + tu) = fxn) _
i

(o0 on a posé u = | donc ngad_,l"{xn] I| = df, (1) et on reconnait la dérivée

d = lim
|grad s (xn) | = tim
On va donc relier la question 4 un probléme d'extremum et, plus précisément, de minimum
puisque [ est supposée minorée,
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On suppose que Vx e H, grad flx) =0, sinon le probléme est évident et on introduit les fonctions
gn données en indication.

Puisque [ est minorée, il existe m = infkﬁx} et pour tout x & B*, ona:
xR

1
gnix)=m+ n||x |
Done gn est minorée et on a my = inkfgr. = m.
R
] On se heurte ici 4 une difficulté car on n'est pas certain que cette borne inférieure soit atteinte.
Considérons r e B tel que r> n[my — m) et posons By = {x € R* /x| = r}.

Pour tout x & B* tel que||x||>rona:

o
gnlx) = flx) + %Hx]l =m+ % donc it]t:& Gnix)=m+ = >m

xcR
et en conséquence :

Puisque la boule By est compacte, gn étant continue sur B* done sur cette boule, il existe xn & Br
tel que :

xn) = inf gnlx) = inf gnix).
Qn{ rt]' Eﬂrgn “Rkﬂn:
Alors pour tout x e B*, ona :
1 ) 1
__,r'{xn]-+ﬁ||,::.1||'€-.“flx]+ HH.I"
donc :

104 _ 1
S{xn) = S0+ 5 (e = amll) =00 + — [lx = -

Pour ue R¥, tel que ||u|| = 1 et t & B, 'inégalité précédente, avec x = xq + tu, donne :

1 : 1
Slan) = fxn+ )+ —|t] soit flxn) = f(xn+tu) = —]t|.
Imposons de plus t < 0, cette derniére inégalité devient

Slon) ~Slomrm) 1 e t) ~Sle) _
| n i

1
=
En faisant tendre ¢ vers 0, avec ¢ < 0, on obtient alors :

El
1 —
n

ﬁ[ﬁn[m&% clest-a-dire {gmd_.l"l{xn}

Il reste a prendre :
gradj'[x"}

l= ||E|-Hd1f|:1'n}||

pour obtenir :

1
Jerads ) = 5-
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1) Soit f une application de R dans R de classe ¢! et minorée.
Montrer qu'il existe {xn) _, = "™ telle que :Hm [ {xn) = 0.

2) R est muni de sa structure euclidienne canonique.

Soit f une application de B dans 7 de classe 2 et minorée.

Montrer qu'il existe (xn) . e | Rk }F' telle que nl—iTﬂ-. grad f{x,) = 0.

Indication. On pourra considérer une solution maximellle de I'dquation différentielle ;
, grad fix)

X = ﬁ—[l grad 19| (E}
Remarque. LUexercice précédent propose une autre méthode, applicable dans le cas od f est
seulement supposée de classe C't.

1) 5'il existe a = H tel que f'{a) = 0, la suite constante telle que ¥n e M, xn = a convient. Sinon
J' conserve un signe constant donc [ est strictement monotone. D'autre part, puisqu'elle est
minorée,  admet une borne inférieare :
- %1 [ est croissante, m = :iEf'J' =limf ;

— )

— &1 f est décroissante, m = inff = lim [,
= amt ¥

Supposons f décroissante, alors :
n+l
" i . .
Jim [\ Bm (e D) =0

Or, puisque 7 est continue, on a

n+1
inf f'= f f'= sup f
r

Im.nmsl) [rrs1]

et d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x, € [n. n+ lj' tel que :

n+1
f I = {x),

donc la suite {x.-.jl ainst obtenue convient.

s

Le cas ol [ est croissante se raméne au précédent en introduisant la fonction g @ x— fil—x).

2) Sl existe a s B tel que grad f{a) = 0, la snite constante telle que ¥n e R, x4, = 0 convient.
Sinon la fonction :

grad fix)
~ [Trad [T

On se trouve done alors dans les conditions d’application du théoréme de Caochy-Lipschitz
pour I'égquation différentielle autonome x' = Fixl, (E)

F:x est de classe ('} sur R*.

F étant de classe ' sur R®, on sait que pour tout i = R et tout xp € RB¥, il existe une unigue
solution maximale g de (E), définie sur [ intervalle ouvert de B et telle que glia) = x5.

Puisque || g'(¢1]] = 1, la fonction g’ est intégrable sur tout intervalle borné. On en déduit que |
nest borné ni supérieurement, ni inférienrement et done que I = R

Sinon g serait strictement prolongeable par une solution g de {E) ce gqui est contraire i son
caractére maximal.
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Alors h = [ & g appartient 3 CYR. R) et elle est bornée inférieurement donc, d'aprés le 1), il
existe [un}"EN e B telle que ;

JHim ' (un) = 0.
)=t () = i) )
o sy )
done W (u) = s (a(ue)) |-

Ainsi, en posant xn = g{un ), on obtient une suite {xn ) _— de B* relle que ;

lim grad (xn) = 0.

L i

(D) Extremums

Soit f une fonction de classe O™ de B dans B et pour tout (x, y) e B2 :

Jlxh = fiy)

Sixzy Mey = T

1) Montrer que :

bix, y) = Llf{{l — tix + ty) dt.
En déduire que & est prolongeable en une fonction de classe ¢ sur R,
2) Calculer :
Jpg = j:u — % dt.
En déduire la valeur des dérivées partielles de & sur la diagonale de B2,

3) On suppose ici fix) = sinx. Tracer 'ensemble (E) d'équation dix y) = 0. Déterminer les
extrémums de d.

1) Pour x# y,ona:

1 - =1 i B
ff{fl—rk+:y]d:=[j{[ m“‘”}] =M=¢,[my]..
o =l

y=x =i

En corollaire du théoréme de dérivation sous le signe somme, puisque l'intervalle d'intégration
est compact, le fait que la fonction :

G, e )= {1 — th + ty)
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soit de classe 0™ sur R¥ x [0, 1] donne que

1
P nx.y;—:-f Sl = thx+ ty) dt
0

est de classe ™ sur B°,

On a ainsi prolongé & en une fonction ® de classe ¢ sur R,

Pour tout pavé compact [u. I:r] X [-::. d] de RZ, les fonctions :
(e (1= tf" (1 - Ox+ty) et Coythtf"((1— thx + ty)
sont dominées par des constantes pour (x, y. ) € {t:L b] " [E. d] ® [ﬂ. 'l]1 Ce qui permet

d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme, avec domination locale, et ainsi
obtenir I'existence de :

dir i

Tx % Ty
Les mémes dominations locales donnent ensuite la continuité sur B2 de ces deux dérivées
partielles, done la classe Y de @,

On termine par récurrence : en supposant @ de classe O™ sur HE. le mémie ralsonnement montre
que chaque dérivée d'ordre n est de classe ¢! donc que P est de classe ™ cur B2

Toutes les dérivées s'obtiennent par dérivation sous le signe somme

P !
Yip q) e B&, ¥ix y) e R, WEL y) =f {1 — P Igerasll ({1 = the + ty) de.
L1}

2) Une intégration par parties donne pour (p. gle MW" x M :

' (el 1 p 1 p
Jp.q=fn{1—rlpt"'d{= (11—t + Au—r}*"lt‘f“ldt=?¢1p_l.q+z

g+ 1 k g+ 1 q
d'od:
B p!
A= Gy qe pop
1
1
_ Py g _ T .
et, aved Jo pag ﬁr dt P+q+1.||-.r|¢nt.
Pl gl
Jra= gt
On en déduit :

L;'P+Q',¢,, 'J_Jipﬂ'q"l*lrl: WJ _J'ﬁﬂ"qﬂl'l[ ) F! qll
e R T T L
3) Pour tout (x, y), on a:
sinx — siny
T ox—-y
Pour x=y, ®x y) = 0 équivaut i sinx = sinydonca y = x+2kwavec ke £, ou y = w—x+2km,

1
Ell{x.y]l=f cos (1 — thx + fy) de et six=zy My =
0

avec ke E:tx#%+ﬁm.

Pour x = y, ®ix, x) = 0 s'écrit :

1
fcmxdt:ﬂl Cest-a-dire  cosx=10
0

ce qui correspond 4 x = %+h"ﬂﬂ\"f¢ ke Z.
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En résumé, ®ix, y) = 0équivantdy=x + 2kmavec ke S ouy=w—x+2kwavec ke L.

L'ensemble (E) est donc constitué de deux familles de droites paralléles, de directions (y = x)
pour I'une, (y = —x) pour l'autre.

Recherche des extremiims

Avec Pix +w, y + ) = Plx, y), on peut s¢ limiter & (x, yl e [—%;E] = M

et avee Pl—x, —y) = Px. y), on se limite d (x, yle lﬂ. ;] = H.

Les points critiques sont donnés par le systéme :

o e
(5 : e yl=10, ﬁ-y—l:x, yl=0.
Quel que soit {x. y), ces dérivées partielles s'écrivent :
adh 1 )
E[.r. Yl = ﬁ —(1 — t)sin ({1 — thx + ty) dt,
adp !
—ix, yl=[ —tsin ((1 -t + ty) dt
dy 0
etpour x# IJ:
atp (x — ylcod x — 8in x + 8in y
—ilxyr=
(x — g}i
adp {y — x)cos iy — 8in iy + 8N X
—(x y) = 3
dy ix =y

Dans le cas x = y, le systéme (S) équivaut i sin x = 0 ce qui, avec 0 = x = = /2, donne un seul
point critique : (0, 0).

Dans le cas x # y, le systéme (S) équivaut a:
{x = ylecos x = 8in x — sin y C08 X = C08 i
donec a
(x = yleos y = sin x — siny (% = yloos x = sinx — siny

cosx=cosydonney=x+2fmfeFfouy=-x+2fmfe .
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Poury=x+2f +,0naginx = giny donc {x — yloos x = 0 et, compte tenn de x = 1, on obtient
eos x = 0. Avec la condition 0 = x = = /2, les points critiques correspondants sont :

mw _—
(§|E+2[ﬂ'), '.F.. .

Pour y = —x+ 2 { 7, on a sin y = —sin x et la seconde équation devient (x — fwicos x = sinx
qui équivaut a x — {m = tan x.

. L : ™ oW
Quel que soit € € £, cette derniére équation admet une solution x ¢t une seule dans | — 7

telle que :

o,

k2 =

Xy € lsi!-*.ﬂ.xn=[l et A:;E]—%J}[sjthl}.

" y. 4 ;o pgn m
Seul le cas £ < 0 nous donne des points critiques vérthant x £ y et lx gyl e [U. i] x .
. . . T
Finalement, les points critiques de la bande l[l. ‘El » H sont :

(0, 0, les points ('ﬁ o Ekn), kee £°, etles points {x . 287 — xp), {e I% .

2'2

Il reste a déterminer quels sont parmi ces points ceux qui correspondent effectiverent a des
extremums.

L'expression :

|
'Iﬂix.yjzf eos ((1 = tx+ ty) de
0

donne :
Vieyle BE [dleyl=1 et ®O00=1
donc, en (0, 0}, @ atteint son maximum {absola),

Ona v prér.'édl:mmﬂ]l! que les points (% . ; + 24 ':IT) JAe £, appartiennent & I'epsemble (E) :
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Pour savoir i l'un de ces points est ou n'est pas un extremum local, nous sommes done ramends
a l'étude du signe de O dans son voisinage,

Lorsque (x, y) tend vers (;E +Efr).x—ytend vers —2 f w20, 0nadonc:

BNy — sinxy 20y - sinx
y=—x 26w

Px yl =

Tout voisinage de (E : E +2£ 'n.') contient :

des points (;u) avec O« y-%-!hr <7
. ™ m
et des points (x.E+EE1r) avec D<|x—gl<m
. N iny— 1 | |
et, dans le premier cas smgf:mx = EL;? est non nul, du signe de -, tandis que

- 1- )
dans le second cas ig—rw T est non nul, du signe de £.

Ainsi tout voisinage de (% : ; +2¢ '.rr) Javee fe 7°, contient des points (x. y) tels que dix, y) > 0

et des points («', ') tels que &(x', y') < 0: 0on n'a pas affaire 3 un extremum, ¢’est un point col.
Pour les points (x; .2 € 7 - x;), £ € Z° , dans leur voisinage, on a x = y donc :

sinx — sin iy

Y=
bix y —y
e - COSX  SIinx — SNy
ax T x—y ix - yP
aﬂt:ht ) gin x 08 X Eainx - giny
—z A== - %+
ax* xX=u (x—y? (x - yr
it CO8 X CO8 I ginx — giny
()= =5 + 2 T
dx dy (x =yl (x =yl (x =y
et symétriquement :
ﬂi-:btxl )= = siny mayg . ﬁin‘l"_ﬁi;'x.
EII? y=x (y— x) {y—x)
sin g

Au point (xg.2 €7 — x;) onacosxg = P dong, avec les notations de Monge :

BiT g 8in ay 8in Ay B sin Ay

2 7)) 2g-tn)’ 2(x-€x) 2x—fw)

Bin Xy Bim Xy
&= — = 3-{]
2(x —(m) 2(x — 7))

On a alors :
. 3
nogte SN g
4 —Em)
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or |[fly + v) = fly)| = k|v| = k|| H|| donc, compte tenu de |u| = || H || :
| = [y + v) = flyl| = [[H] = K| H|| ={1 -k} H| =0
ainsa ;
| FIX + HI — FIX}|| ={1 - Kk)j| H||.
Dans lescas || H || = |v| ou || H|| = |wy. on obtient l¢ méme résultat en partant de :
|FIX + Hl = FUX) 2 |v+ flz+w) — flz)

oude [FIX+H) - Fix)| = |w+flx+u)=flx).

Puisque 1 — k > 0, cette inégalité montre que H=0 = F(X + H) - F(X) =0, donc que F est
injective,

A ce niveau de I'étude, puisque F est une injection de classe ' dont la différentielle est inversible
en tout point de B*, on sait que F( e J est un ouvert de B* et que F est un ¢l-diffeomorphisme
de R sur cet ouvert,

= Montrons maintenant que F{ B ) = B,

Une possibilité est d’exploiter la connexité de nt.

Soit (Yn) _, = {F‘[K.—.])nm une suite de F{ B® ) convergeant vers V (donc Ve F[ B2 )).

Puisqu'elle converge, la suite (Yn) . est de Cauchy, et:
Win p)e W%, ||Yn — Yol = [|F(Xn) — F(Xp) [ = (1 - K |1X: — Xl
montre, avec 1 — k = 0, que I:In]mh est également de Cauchy donc convergente (R est

complet).
Posons U = lim Xg, par continuité dé F en U an obtient :

L ES R Juwl

lim F(Xp)=FL) cest-d-dire”  lim'' ¥y = F(U) ouencors V=F(L).

Al— 455 I —b
On en déduit Ve F{ B ), et, par caractérisation séquentielle, F( B ) est un fermé.
Finalement, F{ B ) est non vide, ouvert et fermé. Donc, B étant connexe, on a F{ BY ) = B
et F est un C'-difféSomorphisme de R? sur B,

On munit E = B" de sa structure euclidienne canonigue.
Soit  une fonction croissante de R dans B, de classe ¢! et telle que f10) = 1, £'10) = 0.
On pose Fix}=f{|| x||)x pour tout x de E.

1) Montrer que F est de classe ' et exprimer sa différentielle,
2) Montrer que pour tous x, h de E, |[F'(x)- k|| = 1 ([l x|} k|,

3) Montrer que F est un (!-difféomorphisme de E sur E.

1) Pour montrer que F est différentiable en . il suffit d'exhiber une application linéaire
L: h=L-h Le FE)eleque:
Fix+hl=Fixl+L - h+olh)
On remarque d'autre part que la différentielle de F en x est ici notée F'(x),
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(F) Equations aux dérivées partielles

1) 5ﬂilU={iu.u]E [Ezfu—uz-ﬂ} et - U—}EE,[LL.L"JH{L:E+L:E,L[+LI}.

Montrer que & est un (*-difféomorphisme de U sur un ouvert Vv 3 préciser.

2) Déterminer les applications f e C*(V. R) telles que :

2
Wiy eV, E[QF x}—E[x y)+ 2y f

S y]+—qi{.t.y]~—{y3 x)=0 (E)

1) Déterminons V = d{L7).

Ix yhe Vsiet seulement si il existe (w vie U tel que:
x=ul+r?, ymu+n

Avec u® + v* = (u + v)® — 2up, le systéme précédent équivaut 4 ;
L = i, 2uu=y2—.r.

Ainsi, on a (x. yle V si et seulement si I'équation :

rEyTrL’_z-E—fn

admet deux solutions réelles distinctes done s ot seulement si
-4 (ii__"‘) =0 soitaussi 2x—y  =0:V = {(x e FEE.-"E.-:—_UQ::-D}.

Pour tout (x, y)& V, les couples (u, v)e B tels que (x. y) = M vl sont (a. bl et (b a)otaet b
sont les racines distinctes de

y yT+£i_:f=ﬂ

Un seul de ces deux couples est dans U, done & est injective, et finalement ¢'est une bijection
de U sur V,

Formons la matrice jacobienne de & :

Jb (1, ) = (3“ 2”),

1 1
on obtient :

detJ & (w, v} = 2(u — v)= 0 sur U,
Puisqu'elle est de classe C* et que son jacobien ne s'annule pas sur U, la bijection @ est un

C2-difféomorphisme de U sur V.

Remarquons que, dans ce cas, on peut exprimer b1 e qui permet de vérifier directement que
cette application est de classe % sur V.

2) Pour f e C3 V. R), on pose g = [ od donc:
Yiw e U,g{uu}:j[u2+u2,u+u]-
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Cn obtient alors pour tout (i, vl e 7

fig r-l_f' ¢ ¥ o ' ;i
— v = 2u— |'Lu'£ FU° U+ v} + — |:u£ +u° U+ )
i ox iy
o af = . : . af = . i .
—glr..l.. ) = Py [ud T )+ — I:u‘j'l T (&}
ait dx iif '
L3 i L.
L ) il -r F F it _|| I T
e | 1, EF) = AL} _-[ud o0, o) # {21+ 20— -{uj+ l"z.u+l'.:|
LRI At i g
-"r.d_l'- . :
+— |'|e£+r.1‘£.u+ v
dy”
- - i - i
i o [ a”
=E{y‘!—x]—2|x.yi+:2y _ lx yt+ —lxy)
X o X it b il

Done f est solution de (E3 sur V si et seulement s1 -

.-'r. g
Wi vie L, — L el = 2o,
e

Puisque Lf est convexe, il vient :

bep . .
(ool = +alul, he CHE )

(1) &= Wiw e L, -

LT
2 2
L i i} T
= Wiuwwe U gluv= 5 +Alu)+ Blp), (A Ble ONH RS

(1

et finalement, [ est solution de (E) sur V si et seulement si il existe A et B dans CH®, 1) tels

que:

1., 3 ST N -
Wix, yhe y’,_flx,yrzﬂiy!- x],’_,_ﬂ(-”* f{; H)Hj(_u u’zt' q-i)

. . 1 1
Soit & : BS xﬁl—}E"t,'ix.!jh (1, 1) = ('T'l_j_f)'

1) Montrer gue & est un ¢! -diffeomorphisme de 23? sur un ouvert 3 préciser.

2) Trouver les fonctions f & ¢! (R1* . R) vérifiant

2 2df a df o .
Wi e BLE, xzﬁ[x.y]+szylj..yl =[x iyl [E)
1) On commenee par rechercher Imd = & 2 ).
et I 1 ¥
UEXER Y TETY donne Sl s
avecx=0ety=0 avecu=0et 1+ ue=0
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Réciproquement :

u [ x
X=u et y= x=zu et lédape= =
1+1[I'.:' d[]nr“.- 1
avecu=UOet 1+ uw>0 [ avec x> 0et y =0
[ 1 1
HU=Xx el P = = =
done 4 P X
[ avec x> Dety >0

Ainsi & induit une bijection de U = R:® sur :

V= -{liu-i.'}E R Ju>0,14+up= U}.
V est un ouvert de B¥ en tant qu'image réciproque de B:? par "application continue :
o B2 o B (wwhes (i 1+ ue

DY autre part, les applications

1 1 L
b olx (Ia - ;) et &1 () (u. 1+IEL'|)

sont évidemment de classe ¢ sur U et V respectivernent. Ainsi & est bien un ¢! -difféomorphisme
de L7 sur V.

2) Etant donné f e clivm, posons g=fed ! tonage CHV.R) avec [ = g & &, c'est-A-dire

S X

1 1
Wix, yhe LF,jf.u.yr:y(x. - = )

O en déduir -

o o lagf 1 1

dong, f est solution de (E) sur [T si et senlement i

, oadgf 1 1Y)
Wiz yle U, x H(.\:E—‘I—} = [T, gyh (1)
Clest-a-dire :
o
Yiuvie V, “éTi'“' el = gl v (2)
s0it encore :
r'rg 1
Wi vie F,Tuili,ljb— :Eglfu, =¥ i3
et enfin ;
Viwvle v, [ -3 L gt ) et =0 (
wrle V, H—“[u.r.l—;fglu.t,] gt =1, 4}
Cette derniére équation s écrit :
il I_ i
Wi, vhe V, E(Fu giu, vl} =0, (4)
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En remarquant que, quels que soient (uwy.v) et (up.v) éléments de V, le segment

[(1.v). (ug . v)] est inclus dans V, on obtient que (4} équivaut & l'existence de h e cYR.R)
tel que:

1
Yiwuvie V, et giw vl = hiv
soit finalement :

Vix yle U ) = '%n L.
xy el flxyl=e Tl &

y

-

7

@ Intégrales doubles - Intégrales curvilignes

Trouver les fonctions § : B* — B, continues sur B? telles que :

. e i
Yix yle R, Sy = f [ Sl vddude.
o Jo

Comment aborder cette question ¥

Une idée naturelle est de remarquer que si | est solution, alors elle est de classe % avec :
atf

ax dy

e qui constitue une équation dont on ne sait pas tirer grand'chose !

Yix, ye B, La, yh =l y)

Cette premiére piste n'étant pas la bonne, on peut alors se proposer d’étudier le probléme
analogue relatif aux fonctions de B dans H : trouver les fonctions [ CHR, B telles que:

X
¥xe H,ﬂx]l=f Sitvde.
0

Si [ est solution, elle est nécessairement de classe O et vérifie :
Yxe B ix) = flx)
ce qui, avec f(0) = 0, donne [ = 0 (fonction nulle).

Ainsi, on peut avoir idée de montrer que la seule solution du probléme est la fonction nulle et,

pour ce faire, on opére par majoration.

Pour tout (x.y) € R®, le pavé Dix.y) = [0.x] x [0,y est un compact de R? ce qui, avec la
continuité de f, assure "existence de :

Mixyl= sap |flwuv].
o ehe Doy
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Avec [ix. y) = f S vidude, on obtient alors :
AT

[fix y) = Mix, y) |x] |-
Pour tout (e, vl e Dix, y), on a M, vl = [ﬂ. u} X [I}. u] = Dix, ) donc Miu, v) = Mix. i) et

e vl = Mix. yb [ul [of

puis  [flx y)| = Mix. y:lﬂ Jug] || dude = Mix. q}ﬂ%,
Dix.y)
Etant donné k & ™, en supposant :
k k
ix y)| = Mix, leEt!- |—i1!-
on obtient de méme :

luf* o
L,r'{x,y]ls.[,;ummmuj = Tdudu

= Mix, }[[ |H| -|:I duv
R k!

ksl ksl
| x| ™

=My e+ 1

et on a ainsi prouvé par récurrence :

¥ne M, |f(x yl = Mx, yl—,— M.—

Etant donné que —,— ﬂ |_!ﬂ|_ sont les termes généraux de séries convergentes, ils tendent vers 0

quand n =+ +oc et on a donc fix. y) = 0.
Ceci est vrai pour tout (x. y) & R?, donc [ =0.

a e B, prouver l'existence et calculer :

+ 05 b
J'=f e " (f cosixsin A} I:Iﬂ) dx.
0 0

Omn a affaire ici & une intégrale double sur un pavé non borné, C'est le moment de revoir dans le
COUrS :

1) les conditions d'intégrabilité d'une fonction continue sur un tel pavé ;
2} les conditions d'application du théoréme de Fubini.

La fonction (x, #)— cos(x sin #) est continue sur B x [0, =], donc, l'intervalle d'intégration étant
compact, le théoreme de continuité sous le signe somme nous donne que la fonction :

I xr—-[ coslx 2in 6) di
0

est continue sur B, et il en est de méme pour x v~ e ™ f(x).

On a de plus, pour tout x € |, ie‘ _,|"l[.~:b| = we ™¥, or x — ™ "* est intégrable sur [[Il-l-::-:u'[
(d'aprés I'hypothése a = 0), il en est donc de méme pour x — e~ " fix). Dans ces conditions,
on sait que F ¢ (x. 8) — e~ ¥ cos(x sin ) est intégrable sur P = [0, +5c[ x [0.w] etona:

!:[LF
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De méme, on vérifie que G @ (x 8)— ¢ ™ ginlx sin @) est intégrable sur P. Ainsi, H=F +1G
est intégrable sur Petona:

r=Reff H=Rej]e“‘“”‘““]dadx.
P P

Pour tout # € [0, 7, la fonction x — gt s oot continue et intégrable sur [0, +0c [ car:

|E.=.'|‘.—u+|!u.'inlﬂ

De plus, la fonction 6+ ¥ ~2*1#0% et continue sur [0, 7] et il existe ¢ : x—» e~™¥, continue,

=& ™ (et o = 0).

intégrable sur [0, +2c | telle que::
Vée[0.w],Vxe R, |s.r’“ —etlEn B o )

donc le théoréme de continuité sous le signe somme avec domination globale donne que:

e il .
q: H-—-f g o Ein g g o et continue sur [0.4].
0

Le théoréme de Fubini nous donne alors :

j].EJi-&iinin-ﬁ'ldde= J{‘-WE-M ([= Ef.rudnlldﬂ) d,ﬁ!-':fﬂ (‘[H’L Ex'lui-ru'mllldx) do
F 0 0 ] ]

A i Exl’—::-nninm .o 1 H+!Eiﬂﬂ
Dnnc.awcf P PO = — = —————, il vient :
0 —a+ isnf . o —ismmb 5% 4 ein” B
fﬂ S da
I= R
o a°+sin’e
Ol ENCore :
5 de , o
i=2a - [car =il = =inls — 8))
0 o +s5in B
™
T 1 dih o di
=2‘:'f 3 — =2"f ] 5y 2 \(t=tanf)
0 o 2 cos” 0 0 o ﬂ+!j+!
5 + tan” f
cos B
+oc
L *o0 di 2 iy at + 1
= — = Arctan — .
a” +1 Jo 2. L Vvoi+l = o
u?+l

o finalement ¢
™

I= .
;u2+l

#00

1) Prouver l'existence de I = f e du.

—

2) Calculer I en considérant les intégrales :

[[ e"‘j'”idxdy et j] e 2 -"'Rdxdy
Ca 3y

ol on a posé pour ae B, @
Ca=[-aa|x[-aa] e Du={lxyle Ez.-"xz+y2='=ﬂg},
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.5.1

1) Lafonction f ; x==¢™* est continue sur K et paire.

X

g
L'existence de f Sflacddx est donc équivalente & celle dcf Fixidx
- B

()

ce qui assure l'intégrabilité de f sur [0, +oc [,

Lr, au voisinage de 400, 0na

iR +
L'existence de f fixbdx puis celle dcj fixldx en résulte.
0 %

2] I resulte du 1) que -
a
I= lim Jix)dx
= #0
—ifL
el coette intégrale se relie facilement i :
Ja = [[ e = dxdy
L
cependant, nilune ni Faotre ne se caloule au moven des primitvies usuelles, On peat alors penser
i encadrer Ja par des intégrales du type
Ky = -[[ -L-_J"ti_-l"J dady
1cd
pour lesquelles on dispose d'un calonl simple (par les primitives) griice i un passage en coordon-
niées polaines,
AVEC :
e

le théareme de Fubin nous donne -

. i . il . a . s
Jg = [[ e Kyl d.\'dy:] 'l r.!xf el dy = (f e dr)
S50 - —i1 —il

et, puisqu il s agit de réels positifs :

£l .
r.u Zf IE'_I_ dx = '\I.nl-l.Irl '

=]
-,
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La double inclusion Dy = Ca = D, 5 et la positivité de (x, y) — e~* =¥ donnent alors

ﬂ- e-"’-f.ixdysaff e-*j-f.ixdyss_[[ eV dxdy
n, . D, .3

Ka=Ja= K, 5 (i) ﬂﬂnnnmﬁ%:ﬂ e_ﬂ_y:dxdy.
i,

Effectuons le changement de variables défini par :
x=rcosf, y=rsinf, 0=r=a, 0=08=27

il vient :

Hﬂ=‘/] re™" drdd  avec Ag = [D.:.:] x [H.Eﬂ]
A,

Dy 4] 1 =
Kﬂ=f dﬂf rt-_'radrlﬂ'rr |:-§E_'j:| ='|:{_'l-e_"2].
1] il 0

dong :

L'inégalité (i) devient alors :
=l - T )= dg= w(l- e~ 2

et on en déduit lim Jy = w, d'oi0 finalement :

[r Bk o u)
1= Lim +Jg =7
o —k+0

Soit a> 0 et Da = {(x W) e B* / x* + 2ay + 2y° = a”. x = 0.y = 0}. Calculer :
fn I:f[ [EKJ "'ﬁ-"‘.'é"’y;};_a ME'F]_K?”EJF]dxdy‘
[

En écrivant x° + 2xy + 2 = (x + y)* + 4, on constate que la forme quadratique :

q: {x.y]r—i-r2 +2.1y+2y2
est définie-positive.

De plus, le changement de variable linéaire défini par X = x + y, ¥ = y induit une bijection de

D sur :
Aa={iXVeR¥ /X 4+¥i=a’ X -v=0.v=0}

DIXY) 11 1] _ DNx.y) S
ﬁmm_h} 1|-1:tdﬂncm—1,ﬂnubt|¢nt.

Ia = f (2x% + Xy — 2v%) e~ dx ay.
' , +

Y] %
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B —a O a b ox

On vérifie d’abord que w, qui est visiblement de classe O sur U= B® 1 {10,000}, est fermée sur
cet ouvert.

Avec w = Pdx +Q dy, on obtient pour tout (x, yre I7:

i 7 {._FI' . . i B . ¥
T{x, W= = [ [=xsinx+ yeos x ~ cos xix” vy} - Lxysinx + Emesx]
W (F )
—y
a e . . . ; .
,—Ql.t'. P —s [—xEin x4 [yens x + 608 x:ll:.\"'; + _Lf:l = Zxyeinx = 23 pos x|
X (A_ﬂ - “#]
d'ou:

o il

— iyl — r.—ﬁi.r. yl =10,

Ay ax

I est inclus dans P'ouvert V = B (0, y) /4 =0} et il est facile de montrer que V est étoilé par

rapport @ tout point A = (L, A} avec h = 0,

En conséquence, par application du théoréme de Poincare, o est exacte sur Vet f w =10,
r

2% En abservant gque I est 2 réunion dos quatre arcs vy o ve , Y, %e DRrameirés par
| l ¥1s VW2 YoV

vy : = {beost bsint), #e .:,1_]
ve o x=ix (), e _ b, _u]
v3 1 Be=lacost asinf), #He .,- [;.]
Yo @ are=lx0) . XE i“'h‘:

on obtient :

" L L B —aelan b SITLX
W= P sl Boeos G de — g cowsl er e B do +2 T i K
I 0 i 4

dong:

o L m

BiN X - )

EJI — dlx =f -"'”"'"Hmnlnmﬂmdﬂ—/ e BFN Y ot b cas B .
@ ™ i i

Y oginx

s |
Puis, sachant que I'intégrale f dx est impropre convergente, on obtient :
1

+ 0 1 b - .
210 X BN X
i![ dy=lim 2[ dx
1] x o il

a—0 x
'I.:'_""‘\-\.

= lim e PEOY slacns A dA— lim e P i heos B e (i)
a—+0 fiy B e i

Chapitre 6. Equations différentielles - Calcul différentiel et intéaral - Géométrie différentietle . » 473




Une majoration évidente donne :

f e BENE e b eos 8)d0
]

r . ¥ .
if E_Mmﬂdﬂ'=‘3[ E—hunﬂdﬂ
i 0
il

. ) : . . 2
et la concavité de sin sur [ﬂ. 2:| fournit sur cet intervalle sin & = ;ﬂ, donc :

™ T
5 ) ] _ b +00 2be
Efae_“""ﬂdﬂﬁ-ﬂf e = dﬂﬂﬂf e T do= -
0 0 o b

L1
f e PENE sl boos B) dB
o

puis :

" -
T o lim f e DERE e (boos #)d = 0. (ii)
b e 0

En remarquant que la fonction de deux variables :
(e, B) — &~ 25 ana(a cos B)

est continue sur B x [0, 7], le théoréme de continuité sous le signe somme avec un intervalle
d'intégration compact donne que :

2
a:n—-rf g G BN B'-E'I:I'H-{EME i di
{i

est continue sur B, Donc ;

limf e-“i““msmmmdhf dé = . (i)
L] L]

a=sil

En conclusion, les propositions (i), (ii), (iii} donnent :

j‘u*‘x sl.i-:_rdx': g_
(H) Géométrie différentielle

Dans le plan rapporté & un repére orthonormal & = [ﬂ. TT} soit € la courbe paramétrée
par :

x=32& | y=ﬂt3.

Quel est le lieu des points du plan d'od l'on peut mener 3 € trois tangentes dont deux sont
orthogonales ?

On forme I'équation #en t» caractérisant les points de ‘€ on la tangente passe par un point

Mix, i) donné. 1 reste alors & traduire que cette équation posséde deux racines réelles telles que
les tangentes a € aux points correspondants soient orthogonales.

La tangente au point Mit) de la courbe € a pour équation :

oy : Lt‘-y—.[ﬁr'l].
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Les tangentes a la courbe € passant par le point P de coordonnées (x ) correspondent aux

parametres ¢ solutions de ;

i - xt o+ i = 0.

Cette équation a trois solutions lorsque 4x7 — 27y > 0 (on reconnait I'équation de €).

Les tangentes &y, et 9p sont orthogonales si et seulement $i :

ue+ 1 =0 (produit scalaire de vecteurs directeurs de 9y et 5 ).

En conséquence, si par le point Plx y) passent trois tangentes 9y, 9, % 3 € dont deux sont

orthogonales, ona:
a4 el = uMdt — ot —ud et uwr=-—1,
d'ou on déduit: w=yu+v= —get win+ vl +ur= —x, puis ¥ —x—1.
Réciprogquement, ¢n supposant _rg"! =x =1, on obtient :
T g = - (1 +;J"""]-r+ 7]
=li—-yHr+yi - 1)
Done I'équation ¢ — x + y = 0 admet deux racines réelles u et v vérifiant up = <1,

L'ensemble cherché est done ¢

(E) est une parabole tangente 3 € aux points ;

< I | 3 -1
(z3) 1t er (@)
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On trouve 2y # 0 et 2, — 325 + 225 = 0 c'est-a-dire :
=1 ou #Z=L

Iy a donc deux solutions au probléme posé :

o le plan tangent en My(1, 1. 1), qui & pour équation :
x+y—3dz+1=0;

w le plan tangent en Mz = (4.2, 2), qui a pour équation :

X+dy—6Gz+d =1L

Former une équation du cone €, de sommet O, circonscrit 3 La surface £ d'&quation :
X — A+ =0

— = —+

i.j.k

}.

dans un repére & = (O,

Le cone € est engendré par les droites passant par O et tangentes 3 X, c'est-a-dire aussi les droites
{-CI'M] telles que M décrive Pensemble des points de X en lesquels le plan tangent passe par O,
O est done ramend a chercher les plans tangents 3 £ qui contiennent O.

Il convient d'obtenir le contour apparent T de la surface £ vue de O, c'est-a-dire le licu des

points My = {xp. tg. 2y ) de £, non singuliers, en leguels le plan tangem Tl passe par O,
F.qu ation du ]J-ian tangent 1 :
(355 — un) x — By + 2 — (325 — 3y ) o + Sxgun — 2 = 0.

O viérifie facilement que My ¢3t non singulier sur X si of seulement si My # O,

Equations du contour apparent [":
X = dxy+z=10, 3" —Bayy+z=0, (x g 2)=0.0,0]
ou A dxy+z=0, .m'I:-Ex.! -3yl =0, (x gy z2)=(0,.0,0).
Ainsil=Tyulgavec Iy =X {0 nfx=0retly =20 {0} N (2x° = 8y = 0).
Iy a pour équations x =0, z=0, y210, crest axe Oy privé de 0,

2'.3
EJ

I'y prut s¢ paraméirer parx =1, iy = L E = !"'. e

Laxe Oy, c'est-d-dire Uy { O}, est tracé sur X, c'est une partie du cone cherché. Uautre partie
du cdine, notée €, de courbe directrice s, peut se paramétrer par :

[
- a4 2
B2 = B (bt x= ALy = 7 A 0%, 2= at,
L1
En éliminant les paramétres b et {, une équation cartésienne apparait ;

0 —da=0

et on reconnait un cone du second degré,
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. — —
¢ 5 se projette orthogonalement sur ke plan (O, ©. j

le repére (5. T _f] :

1 en le cercle de centre 5, d'équation dans

Pay=at e b4l
€5 est donc une ellipse du plan Tlg dont le centre (15 est le point de g se projetant en S, Les
coordonnées de (15 dans 3 sont donc (a. b, ¢) avec ¢ = a* + b° + 1, et 'ensemble des centres (15
des ellipses €5 est le paraboloide de révolution déquation = % + * + 1 dans le repere .

1
»
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done la fonction continue ' est intégrable sur [:.:. +r:-.-.[ par application du critére de domina-
tion.

t
Par suite, I'identité ¥t = a.yr[rj=5|’[n:|+[ H“fx?d_x montre qu'il existe lim H'[t]:l'".
a ol s

b} En remplagant gt} par gl th — £, on est ramené & démontrer le résultat dans le casoi £ = 0.
O oaalors lim g’l,!fl =0 done :

[ =2

Ye>0,3T>a,Vi=T, |y"[!:l| < %
el

. o B e e . .
[efdd — AT = (4 “i avec I'inégalité des accroissements finis.

On en déduit pour ¢ = T ;

YO = [T+ [18) — WT)| = AT + (- T

et donc:
IWiTY e
W e .
[ e . ta
. WT) T
Avec r lim — = 0, on obtient Nexistence de Ty = T tel que :
el ]
i T e
¥i=T, i = 5

d'on finalement :
Ye>0,4Ty >a,Vi=1T), i) =&
En conclusion :

lim J(fh=1).
f=r e

‘2 Etude des zéros des solutions
dey”+f(t)y=0

Preliminaitres — Notatiohs

Toutes les fonctions intervenant dans le probléme sont 3 valeurs réelles,
51 f est une fonction continue sur un intervalle I, on lu associe l'équation différentielle
(E y" oy =0,
On appelle solution de (£, ) toute fonction w deux fois dérivable sur I telle que :
YWiel u'it)+ f{tuit)=0,
Soit u une solution de (£, 17 :
~onditqueaestunzérode usiae [ et wlia) =0 ;
- on dit gue (a b} est un couple de zéros consécutifs de u 51 a et b sont deux zéros de u,
a<h, et Vie |ab[, uit)#0;
- on dit gu'une suite |ty ), indexée par M ou Z, est une suite de zéros consécutifs de u si
pour tout entier N, [!,\- .1Ine1 ) est un couple de zéros consécutifs de w.
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Quelles sont toutes les fonctions ¢ de classe O™ sur B, telles que ¢(0) = ¢'(0) = 0, et
solutions de {F) sur B 7

d) Montrer gqu'une telle fonction ¢ admet dans chaque intervalle lf'hr- N +; [ Ne M, un
unigue zéro xy défini par @ relation :

xy = Arctan oy + N7,

T . . 1
Donner un développement limité 3 U'ordre 2 suivant les puissances de ok de sy — Na.

Partie B

Dans cette partie, [ est une fonction continue sur un intervalle I telle que :
Yie I, fiti<0
u désigne une solution de (£ ) sur 1.

1) Montrer que &'il existe a et b, éléments distincts de I tels que wia) = ulb) = 0, u est la
solution nulle sur 1.

2) On suppose que I est non majoré et a e |,

Montrer gue si wla)=0et lim wii}=0, u est la solution nulle sur 1.
§ =

3) On suppose que I = &,

a) Mantrer que si, ¥re B, ult) >0, u est non majorée sur K.

b) Montrer que si, 3ac B, wlaj=0et ¥ic ]c:. 0 [.. wit) = 0, u est non majorée sur B,
c) Démantrer que la seule solution de (£, /), bornée sur ®, est la solution nulle.

d) La conclusion de c) est-elle encore wraie si I est un intervalle [a.+] ?

Partie C

1} On suppose que [ et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I de B telles que :
Yie I flt)=glt)

u est une solution de (£, g} admettant un couple de zéros consécutifs (a. b) dans 1.

v est une solution de (£, F) ne sannulant pas simultanément en a et b.

a) Montrer que si :
"h"rE]ﬂ..h[- pitl=0, pal=D0 8t wvibh=0
alors wibil by = u'laifa) <0

b) Montrer que si Wie [a.b|, ulth=0 et «(t) =0, la fonction (u'v— w') est crofssante
sur [a. b,

c) En déduire que v admet un zéro dans |a. b|.
2) Retrouver le résultat du B.1) a aide du résultat duw C.1)c).

3) On revient au cas general d'une fonction § quelcongue continue sur un intervalle I,
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Montrer que si u est une solution de (£, f} admettant un couple de zéros consécutifs, toute
autre solution de (£, 1) non proportionnelle admet un zéro dans [ b).

4) On suppose quiil existe deux réels » et p tels que :
D<A =fi)=p* pourtoutiel
Soit 1 une solution non nulle de (£, f} sur 1.
a) Démontrer que tout intervalle, fermé de longueur % inclus dans I, contient un zéro de w,
b) Demontrer que si a est un zéro de u, u nadmet aucun autre zéro dans lintervalle

T o
a— —.a+— |,
M e

5) Pour o réel, soit équation différentielle défime sur 57 ¢
(B) W'+ (1 . i‘.}) y="0.
;
Dans cette gquestion on suppose de plus o = 0. So0it u une solution non nulle de (E.).

a) Pour tout réel a = 0, montrer U'existence d'un plus petit zéro v de u dans linter-
valle [:1.+':-.'.[-

b) Montrer Uexistence d'une suite iy}, N e M, de réels strictement positifs telle que :
(i) vive M, {ty .ty ) est un couple de zéros consécutifs de w ;
|:'ii:| YWNelMO0<iy,g =ty=7;
(ni) lim oy =+
I e
(iv)] lim iy, =ty =
N = oo
6) On reprend la question précédente dans le cas ol « = 0.

a) Montrer l'existence d'un plus petit zéro v de « dans B3 .

b} Etudier les zéros de u en précisant ce que deviennent dans ce cas les résultats du C.5)b).

A Solution

Partie A

1) a) D'aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz lindaire, si u'(a) = 0 comme on a déja wial = 0,
u est la fonction nulle sur I, Done hypothése w20 donne u'(a) 20 et la continuité de v’ donne
I'existence de a = 0 tel que Vi€ I [a — a,a +al, u'(1) = 05 w'ta)> O et w'(1) < Osiw'(a) <D,

Ainsi u est strictement monotone sur [~ g — a.a + u] o O qui assure que a est le seul #éro de

v st ot irervalle of done ;

Yie In [u — i, {1 +-:::] R AT ES I
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b) Soit Z l'ensemble des zéros de u dans 1. Supposons Card Z = +oc, alors il existe (an ),
suite de points deux & deux distincts appartenant a Z, donc aussi a I, L'intervalle [ étant borné, le
théoréme de Bolzano-Weierstrass montre que 'on peut extraire de {ﬂ.-,::l,%I une suite Iin,:,“,}

convergente. Puisque [est fermé, onaa= lim ay, e I et par continuité de u :
N

neh

wia)= lhm u[ﬂ.Fm.:I=l].

ML= 2

Ainsi a est un zéro de u dans I et pour tout a = 0, il existe ng & M tel que :

n=Eny = g E70 [ﬂ: — i, @+ ||]-
Les a1 étant deux & deux distinets, ceci prouve que CardZnln [a —a. a4+ = +oc et Cest
contradictoire avec le a), On en déduit que Z est fini.
c) Sia est intérieur i [ en reprenant le raisonmement du a), il existe o > 0 tel que :a — i, a+u] (o |
avecVie [a—o.a+al, w0 =05 u'la)>Det u'(t) < 0siu'la) < D,
Pour u'ia) = 0, u est strictement croissante sur [u — 0, i+ u] , donc avec wia) = 0, on obtent
uli) < 0 sur [n — o, nLul ulth=10 !-i'l.lr}ﬂ.ﬂ: + u]-

Pour w'{a) < 0, u est strictement décroissante sur [ﬂ — o, 1+ u] , donc wlt) = 0 sur [a -, u[
ct Hl.!f'{ﬂsurjﬂ.ﬂ+u].

2} a) C'est une question de cours. 5i y est solution, on a :

i ¢
¥ie [n. +':-.:[.. yit) =f Bislexp (j .-"I.I:i.:]du) ds.
L2 g =

b) Les hvpothéses se lisent maintenant :
§ € L’l{:u.+x[.ﬁ].¢iaj=_ﬂ,'h'te Ea.+rr:,[, ()= Alt) @ () + Byl i)
avec By continue sur [n:. S {t"l By = R,

D’aprés le a), on obtient :

b ¢
Wre [u.+'.~.'.[.q:[[lzf Hy{shexp (f -"ltu]du) ds
a 5

|
et aver Hyl(s) = [Bs) et exp (f AMJdL:) =0, il vient :
X

I d
¥te [{).+:.;[..:me-.f B(s)exp (f m:udu) ds

1
c) E’u:nsunsp”:f ud shul 5) ds. Puisque w est positive, ona:
a

I
Wi e, wleln) = i)+ u{rlf sl shd 5,
i
¢'est-a-dire -
WioE e (1) = wilthgit)+ ol i)

Or @ est de classe {‘1 sur [, 400], avec glat =0, done le b) donne ;

t t
Wi a il f—f A shid s} exp (f w[u]du) ds,
@ 5

et avec wit) — with = i), il vient finalement :

Wiz, i) v[n+f

t t
LL‘ESMS?EHP([ Lﬂiu]du] ds.
L] L

488 4 Thémes détude - Problémes



Hidden page



Hidden page



r

™ ) . .
."u'TT.N"I".’+E | la fonction £ ¢+ tant — ¢ est strictement croissante

(£'t) = tan® 1) et on a &N=) = =Nwm, lim E() = 4ac ; en tenant compte de I'hypothise

Sur l'intervalle Iy =

, . i ™
N >0, £ a donc un zéro et un seul xy sitaé sur l No.Nw+ 5 [

. g . § ) . .
 L'équationtani =t le l Nw, N+ 5 [ est ¢ncore équivalente 4

= |

tanit — Nwi=Li—Nwe |0, ,—[ doncid ¢ — Nw=Arctan i, t € [

=]

i
Ainsl agy est caractérise par ;
Xy o= N o+ Arctan xy {1}

- - v - L]
s xy > Nmdonne lim xy = +oc et done  lim  Arctan xy = 5 On en déduit en tenant

T I e

compte de (1} :

.1'_~.;=N1:+:E_'+4:H1
Alors :
m 1 1
Arcltan oy = = = Arctan — = — - Arctan
2 Xy 2 1 1
N = l+f+r.:u 5
1 1 1
= 3 = Arctan 3 i._ .‘ﬁ.+u F
d'on :

=N = 1 1 1
Xy = 11'+E—E+m—+ﬂ F.

Partie B

1) Supposons u non nulle.

[Yaprés le AL, le nombre de zéros de uw sur 1ot segment s de B est find, on peut donc se
FUMENer au cas ol a et b sont deux zéros consécutifs de w, a < b

Alors, au besoin en remplagant w par —u, on peut supposer wit) = 0 sur :n,h[ et, d'aprés le

ATl on obtient w'la) > Get w'ib) < 0.

£ f

Orlacondition Vee I u" (6 = = flthul ty donneWre I, &' {(t) = 0, u' est donc strictement croissante
sur [a. tr] setona u'(b) = u'lal, ce qui est évidemment contradictoire. En conséquence, u = 0.

Remargue. On a la méme conclusion avec j{t} = 0 sur [,

Chapitre &, Eguations différentielles - Caloul différentiel et intégral - Géométrie différentielie- | m-491



2) Supposons u non nulle.
[apres le 1) ci-dessus, u n'a alors pas d autre zéro sur I et, au besoin en remplagant u par —u,
ON peut supposer :

Vie |a+oof, ult) = 0.

Dans ce cas, on a w'ia) > 0, (cf. A.l)c)), et Vi e ]a,+::cu[. u"(t) > 0 donc ¥t e ]ﬂ.-l--:l::-[,

u'in) > w'ia) Onen déduit :
"

H!E]a.+::u[.um=um—um]-:f uidh =it — adu'la) donc  lim wi(t) = +0c

[=+#om
4 ]
C'est contradictoire avec I'hypothése ;Iim u(t) = 0 ; en conséquence u est la solution nulle
0
sur [,

3) a) Ensupposant Vie K, uit) > 0 on déduit comme ci-dessus que u' est strictement croissante
sur i, u' n'est donc pas constante et il existe a € R tel que u'(a) = 0.

[
o pour u'lal>0,ona¥it>a, ult)— ulal = f u'(dh = u'lalt — a) done lim () = 400 ;

- [ 3

t
s pour u'lal<0,onaV¥i=<a, uf!}—u{u]=f u'(dA > u'lalt — a) done lim  ul(t) = +o0c.

o fb =0
Ainsi u est non majorée sur H,
b) ula) = 0 et uit) > 0 sur | +=c | donne u'{a) > 0 et u’ strictement croissante sur |a. +oc .,

Alors Vi > a, ult) = ult) = uia) >t — alu'la) donc lim w(f) = +20 : u est non majorée,
[—+400

¢) Soit u solution de (£, f) sur K.
Supposons u non nulle, d’apres B.1), u sannule au plus une fois sur B

= si une sannule pas, ona:
* soit wli) > 0 sur B et alors u est pon majorée dlaprés le a) ;

* soit ult) < 0 sur B et alors (—ul(t) = 0, or —u est solution de (£, /) donc d’aprés le a), —u
est non majorée ce qui donne u non minorée ;

« 5 us'annule en un point a,ona:

* soit Wi > a, ult) = 0 et d'aprés le b), uest non majorée ;

* soit Wi > a, ult) < 0 et d'aprés le b), —u est non majorée donc u est non minorée.
Dans tous les cas on voit que u est non bornée.

d) Le résultat du c) est faux lorsque I = [a.. +00 [ En effet, t — e~ " est solution bornée sur
[ﬂ.-b:x:[ dey" —y=0.

Partie C

1) a) ula) =0 et ult) > 0 sur |a. b[ donne u'(a) = 0 et donc —u'(a)la) = 0;

ulb) = 0 et ul(t) > 0 sur |a. b[ donne u'(b) < 0 et donc u'(Bhib) = 0.

L'une au moins des inégalités précédentes est stricte car (vla), v{b)) = (0. 0) donc finalement :
u'(blulb) — u'la)ula) < 0.

b) De u" = —gu et v" = —uf on tire {u"u— l..I.Ll‘llr = u"v—w" = (f - gluw.

Puisque l'on a f = g sur I, u = 0 et v= 0 sur | a b[, on obtient (u'v - w')' =0 sur | b et

donc u'v — w' est croissante sur [a. h] .

€) Au besoin en remplacant u par —u, on peut supposer wit) = 0 sur ] f, b[_
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Jannwle Pis sur |a, IJ[ alors :
sﬂ"-‘f v e «t, b dong, par continuité, v{a) = 0, vib) =0, et, d'aprés a) :

P“E"Dn
q'u? o W7 0 Wbk < wiahda)
o I]m-". d'aprés b), u'ibi(b) = u'la)via), ce qui est contradictoire : ce cas est
mpossible ;
_cas, vlt) < O sur ]a. n[, on se retrouve dans le premier cas avec —u : ce cas est également
.‘_H / impossible.

Conclusion : v s’annule au moins une fois sur }ﬂ-. h[

2) Considérons les équations (£, f) @y +fy=0,f =0surfet(£.0) : y"' =0.

Supposons que u solution de (£, ) sannule deux fois : en a et b zéros consécutifs, alors la
fonction constante v : x+— 1 qui est solution de (£, 0) s"annulerait sur ] . b{ : Cest absurde, u
admet donc au plus un 2éro,

3) Soient u et v solutions non nulles de (£, f), non proportionnelles : (u, v} est alors une base
de I'espace vectoriel des solutions de (£, f).

Supposons w{a) = 0 (ou vib) = 0), toute solution Au + pu de (£, f) s"annulerait en a (ou en b),
¢'est contraire au théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, donc vlal= 0 et vib) =0,

On applique alors le C.1) avec g = F : v s'annule au moins une fois sur ]ﬂ. h[.

4) Yie 1.0<A® = ()= p®,

a) Soit a e I tel que

w
a.a+ I] < I, alors :
x=+5inhix— al
u .
est solution de " + A%y = 0 admettant a ¢t a + 3 comme couple de zéros consécutifs.

u étant solution de " + fiy = 0 avec ¥t e I, fit) = 0, d'aprés le B.l) u ne sannule pas
simultanément en a et b,

Alors, avec ¥t e I, fit) = A2, on déduit du C.1) que w sannule sur [41. a + ;l .

b) On suppose ulal = 0.

. . ; *:r T .
v : x—+ginpix — a)est solution de ' + p°y=0;a - o aeta+ i sont des zéros consécutifs
de v

v {a}, d'aprés C.1), v s'annulerait sur ] e, bi-

. . T m
Siusannulaiten be [{1 - i—‘_.-:l + m

C'est contradictoire, d'od la conclusion.

5) a) OnaVie RS, 1+ % =1donc d'aprés C.4), tout intervalle [a, a+%], avec a > 0, contient
t

au moins un zéro de u.
D'aprés A.1) le nombre de zéros de u dans [n. i + -rr] est fini, le plus petit élément v de cette
famille est donc aussi le plus petit élément de la famille des zéros de u dans [a, +0o].

b) Prenons pour & un zéro quelconque de wsur [1,+00],

Sur [tp.+x[,onals= 1+% = 1+ done si i) est le 2éro consécutif de i, a droite de g, on a
d'apriés C.4) :
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3 Etude d'une équation de Ricatti

On considére Uaquation differentielle :
o =-'~'E+'|'z {F"I}

ol y est une fonction réelle inconnue de la varable réelle x.

Partie A

1) Montrer que pour tout (xy.up) = B® il v a unicité au probléme de Cauchy relatif a
l'dquation (E;} en ce point.

2) Soit ¢ une solution maximale de (£} et | son intervalle ouvert de définition,

a) Montrer que ¢ est strictement croissante.

b) On suppose qu'il existe g < I tel que ¢|a) = 0. Montrer que, pour x = x; et xe I, ona:
KLY

En déduire que lintervalle T est majoré,

€) Que peut-on dire de I 54l existe x = | tel que (x| <07

d} Montrer que I est borné.

e) Déterminer l'image de I par .

f) Combien existe-t-il de solutions maximales impaires ?

3) On fixe un réel o ; pour tout B, on note Hp) Uintervalle de définition de la solution

maximale verifiant ¢ln) = j5.

Comparer les bornes des intervalles I{ By ) et 7{ P2 ) lorsque By = Be.

4) On désigne par i Uensemble des points (1. ) de B* pour lesquels il existe une solution ¢
de (E; | telle que :

all= v et ¢"lul=0.
Dessiner succinctement H en précisant son asymptote ainsi que les points od la tangente est
paralléle a 'un des axes de coordonnées.

5) On fixe un nombre réel ¢ et on note ¢, la solution maximale s'annulant en t. Déterminer
la courbure de ¢; au point (, ().

Partie B

On désigne par ¥ Uensemble des fonctions réelles £, définies sur &, de classe ¢ ot satisfaisant
4 l'dguation différentielle :

Y aty=0 (Es)

1) Préciser la dimension de ¥,
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2) a) Déterminer les séries entidres dont la somme est solution de {Es ). Calculer leur rayon
de convergence.

b) En déduire 'expression comme somme d'une série entiére des fonctions fi et i de &
définies respectivement par :

HO=1et fio)=0 , f(0)=0etZ0) =1,

c) Soit f une fonction de . Exprimer f en fonction de jj. f; et des nombres a = Ji0),
b = (0. Etudier, suivant les valeurs de a et b, la position du graphe de f par rapport 4 sa
tangente au point (0. a).

3) Montrer que f; est strictement positive sur l'intervalle | —2,2].
(On pourra commencer par étudier la somme des guatre premiers termes de la série.)

Partie C

On désigne par ¢ une fonction de classe ¢! définie sur un intervalle 1, par & une primitive
de ¢, et on pose :

Sixt= "™ pour tout x e 1.
1) Quelle condition nécessaire et suffisante doit satisfaire ¢ pour que f soit solution de [Eg] ?
2) On suppose ici que ¢ est solution maximale de |[£|] et on appelle I son intervalle ouvert
de définition.

a) Déterminer la limite de jix) lorsque x tend vers L'une ou l'autre des bornes de I en restant
dans I,

b} On suppose ¢ impaire. Que peut-an dire de [ 7 Calculer la dérivée ¢'™(0) lorsque n n'est
pas de la forme 4ic+ 3.

3) Soit [ une fonction de ¥ non identiguement nulle.

a) Soit x; un zéro de f. Montrer gu'il existe un wvoisinage de x; sur lequel § ne sannule
gu'en .

b) Montrer que l'ensemble f—° ({0}) des zéros de f n'est pas borné ni supérieurement ni
inférieurement.

c) Comment varie | entre deux zéros consecutifs ?

“ Solution

Partie A

1} La fonction (x. y) »s X 4 ”.2 ost de classe lsur v done, d'apn':.t le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, pour tout point (s, wy) € B il existe une unique solution maximale (I, ¢) de (E)
vérifiant ¢ ) = yy. Uintervalle I est ouvert.
2) a) ¢ est strictement crofssante, On a en effet ;

Yawe [N ll_]l},q:’l.ﬂ = x4 =),
b)Y On suppose qu'il existe x5 & I, q:[x,}] = {0,
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Tangente paralléle & Oy :en O

V2 cos 20 3
Tangente paralléle & Ox: y = 1..-"_ v—sin2h, y = ﬁ,—_ﬂ% sannule pour 6 = —-, ce qui
= 5N

V2 W2
A= (—TrT)1

Un second point convient, il s’agit de A’ symétrique A par rapport a 0.

donne le point ;

5) La courbe représentative €, de ¢ est paramétrée par :
— i —
X+ DOM=x 1 +¢ix) ] , xe L
Onaalors¥xe I:
-'}.l = ¥ = = ! 2 =* _l'!'r . 2 =+
Mixl= § +¢ix)f = i + I[x"! * q:rl[x:f] Jj. Mixl= E[x + -4:1{.J::II'{.|¢:'E +r.p;l.ﬂ}] s

d'ol, au point (£, 0):

oM =i t, M=T+27, Mﬁlﬂ'-lt_l

La courbe étant orientée dans le sens des x croissants, la courbure en ce point est donnée par :

TR
[MHLM [IJ}

4

C'=
F
M)

On obtient dong :

E :
| .
T (e (1)

Partie B

1) Le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire permet d'affimer que les solutions de (Ez) sont
définies sur R et que dim F = 2,

2) a) Soit 3 anx™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.

Si sa somme S est solution de (E; ) sur ] — R. R, on a nécessairement :

+ia #00
Yxe| - R R, znin— llu.-..x"_z-lnzur.x"#:ﬂ (1)
n=2 =il
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3) Posons uy = ay,x"", il vient :

4
Uy X

| S TAntaNans® - 8

16
T pour |x| = 2etn =1,

donc la série vérifie le critére des séries alternées et :

o
i—1 Irl_":_-:lrl

L1
n=l g [ 4k - 1

k=1

4 A.H .J'.'] 4

fixl= 1+

cest-a-dire  f[ix)=1-

A%3 3x8%8=7 4xdxB8x7=x12x11

| _1'H x1
X

.
I‘nwnsgfr]=1—4xg+4xgxaxif'Ix:'!xﬂ

T=12 = 11~

i x_' xll ~
3 dx3x7 4xdx8x7 w1l

,1.“( o o )
b 1_ 7 = + r; ]
a4 dxd=T7 d=d=xsxi=11

hix)=1 A T L TR R TR T H=x11

x'l 0 16 ] 0<] 14' |
Beil- | "B=11 ‘4R RAEy
- 4 4
X X
] ’4:&3&?(1 E-x_l_)c]ﬂ'l[
.t'd 0 16 0 x" 1
ixded Mawagwd| Tt ax3xT

donc hix) » 0, done g'ixt = 0 pour x & [0.2] : g est décroissante sur 0.2].

[Yautre part, g est paire, ainsi glx) = gl2) pour x < ‘i!i&]

2-1 EH 2”
M= - Y %3 x8x7 Axdx8xTxi2x1l
LA, B 32
d =T S8xTxad=1l
20 a2
=]_3"7_32xi’x11
B 32+ 3 w20 =11
T A uten
G4
=l—ﬁ}ﬂ.
1

Done YWx e | 2. 2] Lilxd =

i qui assure i (x) = 0.
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Partie C

1}‘;':.3 't'hl"" = =g mhr“ = f. —1,|:'I-'I~-L|:-2}E_ItI dong :
T+ x2flx)=0 = - +¢7 )+ x5 =0 = ¢'[x) ="+ g2(x)
Ainsi [ est solution de (Ez) si et seulement si g est solution de (£ ).

2) a) « D'aprés A.1),onal = |a, b avec a et b finis, ¢{I) = R, et ¢ est strictement croissante.
» Les solutions maximales de I'équation linéaire [E;] sont définies sur B donc [ solution de
(Ez) sur I est prolongeable en une solution de (E; ) sur R.

Notons g ce prolongement. g est de classe C sur R :

ihix) - )

gibl= lim fix)= lim & gibi= lim ffix)= lim — ¢ (x)e
X=ih X=b by Xowb by )]

by X xly ey
On sait que Hm @lx) = +00 done existence de :

L]
xe

lim glxle ™ exigeque lim e " =0

x—+ph x—+b
xaf xel

donc glb) = 0 c'est-a-dire :
lim fixh=10.
=F

De méme en considérant gla) et g'(a) avec }T‘l] wlx) = —oc, on abtient :

pal

lim f(x)=10.
K—+g
xel

b} I est ouvert et symétrique par rapport a 0.
X
0 & Idonc on peut prendre & tel que dx) = f gliddi ce qui donne ;
0

fi=eM™ =1 donc f=f.
Sflx)

Alors glx) = i

O [_1}“_1_"“—]

+0 ‘-_l}ﬂx'lﬂ
fxo=Y" = C Al=14Y = :
neb 9230 %n — 1t [ [k - 1 Sl | CUESY
k=1 k=1

Tout développement limité de ¢(x) ne contient que des termes de la forme x*"~1 donc, pour
toutne {4k+3/ke M} ona¢™0)=0.

3) a) ['(xp) # 0 sinon par unicité au probléme de Cauchy, f = 0. Donc f est strictement
monotone au voisinage de ;.

b) Supposons que /=" ({0}) soit majoré, alors puisque f~'({0}) est un ensemble de points
isolés, f~1({0}) admettrait un plus grand d'élément x; .

Sur |xg . +oc[,onaf>0ouf<0.

Au besoin en remplacant J par —f, sur ].:q.,+::-:u [., on peut supposer | > 0, alors avec
Mxl= - fnfix)ona:

I{x} = E'ﬂ'h[.l.’l
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M Sc]ution

1) Soit M & € de coordonnées (x, y) dans R.
M2 =ix 2P+ . MFP=ix+ P 2/
Me [Te) &= (tx=nF+ i) (x+enF s f) =42
At {xz+y!+hz—Exhj[12+yr+}.2+ﬂxh}=4h2rz
= (e +27) - = an®
= {x‘! T JLI"!'J'IH =4 3" Ilr.n:"! +-r""t] est une équation cartésienne de | I'c )

2) a) Soit {p.® un couple de coordonnées polaires d"un point M de &, alors
®=peosh
y=psind
Me (Te) = (pP+2%) —aa? pPeos’n=ar?
= pt+2p" M1 - 2cos® B} +a - 4nP P =0
2

= |.14+2p2h cos 20+ nt —4aft =0

X = pE

X% — 20" (cos 200X + A7 (A% —4c") = 0
Etudions I'équation du second degré :

X* = 2207 leoa ZBIX + 25 A% —4c7) = 0. ()
Le discriminant réduit est :
A'=ateos® 20—t saa®
=n¥{4e® — \¥sin20)

Comme le discrimant dépend de 8, pour ¢tudier I'existence et le signe de cette équation, nous

allons associer 4 I'étude du signe de A', le signe du terme constant {qui est ici le produit des
racines} :

P=22 A% —aet),
e 1"cas:0<ch<2 & P<0

Donc A" > 0 et {+) admet deux racines X et X , non nulles, de signe contraire :

X =h*cos 2 8 4 A '|.-""l4|:"‘4 —~aZgin® 0

X =2 20828 —h v 42 - aZgin’ 26
Xo = Xy, donc Xy >0, Xg <0, et ;
p? = 2Zcos#28 + & /4c2 — A2 sin? 26,

s 2cas k=20 = P=1{)

Et &' = 4¢® 2% cos® 26 = 1% cos? 20 ; (+) admet deux racines, |'une est nulle, 'autre est positive
si et seulement si cos 2 6 =0, et alors ;

p° = 2 A% cos 26,
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w 3cas:ih=2¢ &= P=1D
Si{#) admet des racines, alors elles sont de méme signe ; or {+) admet des racines si et seulement
si A' = 0, donc (+) admet des racines si et seulement si :
_ 2c
|sin 28| = T

) ) 2e
Bien sir = & » 2o d= 5 < 1.

Le signe (commun} de ces racines est alors donné par le signe de leur somme :
5= 21" cos 20
et donc est positif si et seulement si cos 2 8 =0 et, dans ce cas, on a

pr = A eos 20+ A Ve — aZsin® 20

pt = A e0s 26— h v/ 4c2 — 22 zin® 20

']] a A= D
Posons :
qlh) = '|L|-"Ir1'.2 cos2 04, 1.‘,-"'14{'E ~ w2 gin® 28
alors p = £g(6 et f I'e ’,l =11 wl'e ou Ty {resp. I'z) est la courbe dont une équation polaire ¢st :
p = aplih) {resp. p= =gii)).

Comparons 'y et Iy
Soit M e Iy de coordonnées polaires (8. gl61), ce méme point M admet aussi pour coordonnées
polaires | 8+, —gif].
Or la fonction g est périodique de période = -

@B = glf + 7.
Ainsi le point M de Iy, de coordonnées polaires (8. g;rfEHl] » admet aussi pour coordonnées polaires
[ 8 +m. —gif + .-r]]|. donc M est un point de I'y et ceci pour tout M e Iy, done I'y = I 5 de fagon
analogue, 'y = Iy donc I'y = Iy et { |'¢-:I admet pour équation polaire :

p=gil) Cest-d-dire p= A cos28 4+ v def — A2 sin 20,
Remarguie. D'apris al, 5i A < 20, g est définie sur 5 ; 5i & = 2c, g est définie si et seulement si
cos 2 =0,
g est de classe 1 sur son ensemble de définition, sauf en les points o0 cos 26 5 annule {¢as o
A= 2c).
s b 2c
|'.!'|. NOUYEAL, POSOTS

/ ¥ P
b= 1“’ M eos 20 + & v 40 — AEsin® 20

et hig)= 1..-"IA'-5 cos X 6 — h v/ 4% — A% gin® 26

. . de
dans le cas ol cos 2 8 =0 et |sin 26| = .

Par un raisonnement analogue au précédent, on montre alors que { I'c | est ka réunion de Ty et
I's ou I'y et Ty admettent pour éguation polaire :
[y cp=gt et 'y @ p=hib).

Ce sont deux arcs de classe L,
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¢) Déterminons les points de { Ie | of la tangente est dirigée par le vecteur 7', puis ceux ot la
tangente est dirigée par J . Soit :
f . a3 i I i
Fix.y = IIA."! +y‘! + h‘!} — 43" {.x"! + -:“E:I

F est de classe (™ sur B et ( I'c ) a pour équation cartésienne Fix, y} = 0. En les points Mix. y)
de v oit le vecteur de coordonnées :

daF ) ﬁFI__ }
HT'I;' X, EfP . -.|'-T|_.|| Lo ¥

n'est pas nul, il dirige la normale & la tangente (c'est-a-dire la normale a ['.).

\ . . i i1
Etudions les points M de [ en lequels (Tx"“ . %ﬂix.y]) =10,

aF . i 7
i !;J:#xl[.t‘g+yz—1‘2] . H—H'I'I,HJ=4MIE+H2+LE}
41‘(1":+_Lf+h":}=ﬂ x=1 x=10 g =10
) i} ) S LY . . i
’1-_t.l[_rj+|_f+h‘!}|=ﬂ y=0 x1+yz+i\2=ﬂ' .x'2+y2—}|.2=

x=10 x=h x==M
= ol o
y=0 y=0 y=0
Or les points F{i, 0) et F'i=k, 0) ne sont pas des points de | Iz |, donc il ¥ a au plus un points

de | I'c } en lequel la normale n'est pas dirigée par le vecteur :

ar : i ¥ aF . " .
r_l—xlx._lﬂ=-1.x{-1"£ +y‘3--;~. ] " Tylx,g}=dy{x3+y . ]

C'est le point 000, 01 ; or ce point est un point de [ T | si et seulement si A = 2c et alors, en ce
point, il y a deux tangentes dont les équations polaires sont :
™
H= — ——g—
i 0"

L = =+ . .
or elles ne sont donc pas dirigées par  ou j . Ainsi

(i) la tangente en un point est dirigée par le vecteur T si et seulement si :
ah
——Xx =1);
ol i HJ

on est donc amené a résoudre le systéme :

Rew=10 {xu+yz+h3']d—4hz I:.r"'3+;_'3]=l.']
T3 A P
H[.\'. yh=10 al.:r{Jr‘J‘I +y‘£ - i".":] =1
{;ﬁﬂlzc-m X =at - f
— Ol
x=1 x"':+_|."ﬂ = )*

d'oin la discussion :

—si A = g, il v a deux points en lesquels la tangente est dirigée par T, Ce sont les points de

cordonnées |

(0, —aZe—x))  (0,+/M2c - N)) ;
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Alors h = f o g appartient 2 CHUR, ) et elle est bornée inférieurement done, d'apres le 1), il

existe () . & B telle que:

FEF

lim h'(u.) = 0.

Or: o
W {un) = d.f_;,..,...[:H’{un]) = {mnd.r{n{uu}l:l | (un))
et o (un) = Hﬂd-f'{ﬂ[un]}
|g‘:‘ad_r’(g[|:r.])”
done :

h'(un) = |ETHd.J"(!T[“ﬂ]:]||-
Ainsi, en posant xn = g{un ), on obtient une suite {xn ), de R* telle que

lim grad f{x:)| =0.
T — 5

@ Extremums

| Soit § une fonction de classe O™ de & dans & et pour tout (x, i) e B :

. Fixh = flg)
1 M X, = —
5 x ey, ) X— U

1) Montrer gue :
|
b, ) =[ F{il-nx+ f.lI} dt.
i

En déduire que & est prolongeable en une fonction de classe €™ sur 82,

1
I-"p.-e,':f (1= e de.
1

| En déduire la valeur des dérivées partielles de & sur la diagonale de ®°.

| 2) Calculer :

3) On suppose ici fix) = sinx. Tracer 'ensemble (E) d'équation dix, y) = 0. Déterminer les

¢ extrémums de 4,

1) Pour x# g, ona:

_ =1
S —tx +!!-},'|] _ M = &l x;, .

1
f_,l""l{-:]—!:-.r+ry]{tr=[
i =X L= X

En corollaire du théoréme de dérivation sous le signe somme, puisque l'intervalle d'intégration

i=ii

est compact, le fait que la fonction :
(o g, thes 1101 — dx + ty)
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soit de classe O™ sur B = [l!fl. 1] donne que :

1
o (x _tﬁ--—rf FHL— tha + ty) dt
., ]
est de classe O™ sur B*,
On a ainsi prolongé & en une fonction & de classe O™ sur B2,
Pour tout pavé compact [n. h] s [-r'. d] de B=, les fonctions -

(g th= (1 — 8 (1 — i+ ty) et (xoy thes g f7 (11 — o + ty)

obtenir extstence de;
ot i

- L —_ -
ol a oy

partielles, done la classe ot de @,

que chague dérivée d'ordre n est de classe ¢! done que § est de classe oo B

II.'HJTE'S |.E5- d.E'!]'i'lu"'El“E'E- Slﬂbtifl'l memnt |.'|4'.I.r CIIZI'Ti.'I-"II.[iUTI SIS h' .‘.i-'igﬂl.‘ SOIMIT ;
-l fiy® -] R* Gl ] II:I — ¥ q.l"lp'q'llllil - 1} ]d
imagls  Wilx yre B, — — e,y = e x4 L L.
P i _F, iy H f L

2) Une intégration par parties donne pour (p, ghe FY x B

g2+

| 1
. P ~ p
Jog= ] (1=0PFdt= |1 =ppfPie | 6= | 1=-0P 1M g = .
i fu J'F|vaa~+1 \ q+1£ g+ 1P lar

d’ol :

il
i 1 '-II:I.]'J--rr
g+ 1k--.-ig+p}

L-Ir]'r,q =

1
et, aved Jo peg = | Pl = —. il vient :
Jreiq L o+ g+ 1
plog!
dpa= eI
On en déduit
l_.rF-I-":I.L-]J, . ) . pl q'|
! 4= FErl _ flpegel) L
ﬂm[.ﬂi’..&]—lf [.?fup.q -..r [J‘."]m .

3} Pour toul (x, gyl ona

gim.x — &in i

1
I=I='[,=|;.5.|Jl=)(‘ cos ({1 -t + tu) dt ety six#p Byl = ———
o o

sont dominées par des constantes pour (x, . £) € [ﬂ, bl = [r.', n!] b [ﬂ, 1], ce qui permet
dappliguer le théoréme de dérivation sous le signe somme, avee domination locale, et ainsi

Les mémes dominations locales donnent ensuite la continuité sur B2 de ces deux dérivées

O lermine par récurrence : en supposant @ de classe " sur E"E. le muémie ratsonnement montre

Pour x#y, P gy = 0 équivauta siny = sinydoncd y = x+2kwavec ke £ ou y = w—x+2kmw,

- m
avec ke ;":‘TA*:EHW,

Pour x = y, Pix, xi = 0 s5'écrt ;

1
fcus..fdt=l2] cest-a-dire ecosx =10
0

. \ Ll
ce qui correspond a x = 5+ kmavec ke £.
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