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Présentation de la collection
“Mathématiques & I'Université”

Depuis 1997, cette collection se propose de mettre & la disposition des étu-
diants de troisiéme, quatriéme et cinquiéme années d'études supérieures en
mathématiques des ouvrages couvrant 'essentiel des programmes actuels des
universités frangaises. Certains de ces ouvrages pourront étre utiles aussi aux
étudiants qui préparent le CAPES ou 'Agrégation, ainsi qu’aux éléves des
grandes écoles et aux ingénieurs désirant actualiser leurs connaissances.
Nous avons voulu rendre ces livres accessibles a tous : les sujets traités sont
présentés de maniére simple et progressive, tout en respectant scrupuleu-
sement la rigueur mathématique. Chaque volume comporte, en général, un
exposé du cours avec des démonstrations détaillées de tous les résuliats es-
sentiels, des énoncés d'exercices ou de problémes.

Nous sommes heureux d’accveillir dans notre collection Fouvrage de Madame
Josette Calais, Professeur. W avait été déja publié en 2002 aux Presses Uni-
versitaires de France; mais cette édition est aujourd’hui introuvable. Aussi
avons-nous décidé de le rééditer dans notre collection. Il peut servir d'intro-
duction au nouvel ouvrage sur les extensions de corps et la théorie de Galois,
que Madame Calais publie aussi dans cette collection.

F’anneau Z des entiers rationnels est utilisé par les enfants dés leurs années
de collége. C’est dire & quel point la structure d’anneau est fondamentale en
mathématiques. Madame Josette Calais en fait dans ce livre une étude appro-
fondie, Aprés avoir introduit les concepts de base (notion d’idéal, factorisation)
et en avoir déduit certaines propriétés fondamentales, elle étudie les impor-
tantes constructions utilisant la structure d’anneau : localisation, modules et
algébres sur un anneau, algébres des polynémes a une ou plusieurs indéter-
minées et algébre des séries formelles. Le second volume, qui traite des exten-
sions de corps et de la théorie de Galois, utilisera ces résultats, en particulier
les propriétés des polynémes symétriques présentées dans le dernier chapitre,
De nombreux exercices permettront au lecteur de mieux se familiariser avec
toutes les notions introduites,

Charles—Michel Marle Philippe Pilibossian
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Préface

La notion d’anneau fait partie des concepis fondamentaux de 1’ Algebre et elle intervient de fagon
naturelle, en Théorie Algébrique des Nombres et plus encore, en Géométrie Algébrique.

L appellation anneau (ring, en langue anglo-saxonne) est probablement due au mathématicien
allemand David HILBERT (1862-1943).

Un anneau est un ensemble muni de deux lois de composition internes, dont 1’une lui confére une
structure de groupe (additif) abélien. Les régles de calcul dans les anneaux dépendent donc, en
partie, des propriétés axiomatiques des groupes abéliens ([11]).

Ce livre ¢’intéresse, principalement, aux anneaux unitaires et commutatifs. Cependant, certains
exemples d’anneaux ron commutotify 8’ imposent, tels les anneaux de matrices carrées ; d’ ailleurs,
I"évocation du cas des anneaux non commutatifs permet, parfois, de mettre en évidence 1'impor-
tance du role joué par la commutativité, lorsqu’elle est présente (Cf. Ch, 3),

Un cas particulier trés important d’anneau est celui de corps, Les corps de nombres classiquement
connus, , &, C, sont couramment utilisés dans I’ensemble les disciplines scientifiques ; de plus,
la structure algébrique de corps, qui est, en particulier & la base de la notion d’espace vectoriel,
intervient, 4 des degrés divers, dans pratiquement tous les domaines des mathématiques.

Une étude plus approfondie des'eoips et des Extensions de corps, conduisant & la Théorie de
Galois, scra faite dans un prochain volume. Mais déja, dans ce livre, plusieurs propriétés des
domaines d’intégrité (Ch. 5) et des poltynbémes (Ch. 4 et 8) sont préliminaires 3 I’introduction des
Extensions de corps.
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Introduction

Ce volume comprend huit chapitres et deux appendices (A et B).

Le premier anneau rencontré par un étudiant scientifique (en 17 cycle ou méme plus tt) est
celui des entiers, noté Z ; ses propriétés arithmétiques sont rappelées dans |’ Appendice A, qu'il
est conseillé de lire, avant méme d’aborder le chapitre 1, car 'anneau Z servira de référence,
pratiquement tout au long de ce livre.

Les chapitres 1, 2, 5 contiennent les propriétés fondamentales des anneaux unitaires et commu-
tatifs, essenticllement issues du concept d'idéal (Ch. 1 et 2) et du principe de fectorisation (Ch.
35). Ces propriétés conduisent & définir, en particulier, les anneaux dits principaux, noethériens,
euclidiens, factoriels (Ch. 2 et 5).

Les notions de module et d’algébre, directement lices a celle d’anneau, sont définies au chapitre
3, en vue de la construction des algebres de polynémes (Ch. 4) et de séries formelles (Ch. 7).

Le chapitre 6 fait naturellement suite au chapitre 5, car [a localisarion des anneaux unitaires, com-
mutatifs généralise la construction du corps des fractions d’un domaine d’intégrité (Ch. 5).

Dans le chapitre 8, nous revenonsisus ks polyndmes & plusieurs indéterminées pour étudier les pro-
priétés des polyn8mes symétrigues gt gertaines de lenrs applications (Résultant, Transformations
d’#quations polynomiales).

Plusieurs résultats de ce dernier chapitre seront exploités dans un prochain livre concernant les
Extensions de corps.

L’introduction du Produit Tensoriel de modules et d’algébres motive I’ Appendice B et représente
une ouverture en direction de domaines plus élaborés de ' Algébre, ou le Produit Tensoriel est
souvent primordial (tel, par exemple, 1’ Algebre Homologique).

D’autre part, le Produit Tensoriel est préliminaire au Calcul Tensoriel abondamment employé en
Géométrie Différentielle, ainsi qu’en Mécanique classique ou relativiste,

Dans ce livre, le Produit Tensoriel est utilisé dans les chapitres 3 et 6.

Tout au cours de ce volume, pour chaque construction d’un nouvel anneau (resp. module ou al-
gébre) faite 4 partir d’vn ou plusicurs anneaux (resp. modules ou algébres) donnés, I'utilisation
systématique de la Propriété Universelie garantit I'unicité, 4 un isomorphisme prés, du nouvel
objet constmit, ce qui, mathématiquement, est trés important.

Par ailleurs, Ia considération d’anneaux (tels que les anneaux de polyndmes, de séries formelles
ou les localisés d’anneaux) construits A partir d’un anneau possedant des propriétés algébriques
intéressantes , améne i se poser la question du ¢ransfert de ces propri€tés au nouvel anneau. Ce
type de probleme sera réguligrement examiné dans les chapitres 2, 5, 6 et 7.
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Chapitre premier
Structure d’anneau

Les notions de loi de composition interne, de groupe et en particulier de groupe abélien,
sont supposées connues, ainsi que leurs propriétés élémentaires ([11]).

1. Notions Fondamentales

A. Anneau

Définition 1.1. On appelle anneau tout ensemble non vide A muni de deux lois de com-
position internes, généralement notées 1'une additivement, I’autre multiplicativement, vé-
rifiant les trois axiomes suivants :

(A;} : (A,+) est un groupe abélien dont I'élément neutre est noté 0,

(A,) :La multiplication est associative : quels que soient x,y,z,dans A,
x(yz) = (o)z.

(A;) : La multiplication est distributive A droite et 2 gauche par rapport 2 1'addition :
quels que soient x,y,z, dans A,
(x+y)z=xz+yz et x(y+z)=xy+az.

Cas particuliers : A étant un anneau,

a) A est dit nul, si A est réduit a {0}.

b) A est dit unitaire, s'il posseéde un élément neutre pour la multiplication, appelé élément
unité de A et noté 1, ou 1, 8’il n’y a pas d’ambiguité.

¢} A est dit commutatif, si la multiplication de A est commutative,

Dans toute la suite, on note N I'ensemble des entiers naturels ;
N={0,1,2,...}

et Z I'ensemble des entiers positifs, négatifs ou nuls, que nous appellerons ensemble des
entiers rationnels (on dit aussi entiers relatifs), On pose

N*=N\{0} et Z*=Z\{0}.
On suppose connues les propriétés de 1"addition et de la multiplication des entiers ration-
nels, impliquant que Z est wn anneau unitaire, commutatif ([42]).
Les propriétés arithmétiques de 'anneau Z sont traitdes dans I'Appendice A de ce livre.

B. Régles de calculs dans les anneaux

Ces régles résultent des propriétés élémentaires des lois de composition internes, ainst
que des axiomes (4,), (4,), (A44).
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Proposition 1.2. Tout anneau A vérifie les propriétés suivantes :
1) Pourtourx€ A, Ox=x0=0.
2} Quels que soient x,y dans A
(=x)y =x(—y) = —xy.
3) Quels que soient x,y dans A erndans Z :
(nx)y = n(xy) = x{(ny).
4) Quels que soient m et n dans N*, x; et ¥ dans A, avecl <i<met

1<j<n:
(Y =Y »)= ):Jf.):r

1€i<m 1< jsn

5) Quels que soient x € A et (m,n) € N* x N*:
xR = gt =X et (A7) =™

Prenve .
1) En utilisant I’axiome (A} et la régle de simplification dans Ie groupe (4, +), on ob-
tient :
O+0x=0x+0x = Ox=0x+0x = Ox=0.
On montre de méme que x0 = 0.
2} D’aprés 1), on peut écrire

0={x—x)y=xy+(-x)y, doit (—x)y=—xp.
O=x(y—y)=xy+xi—y), dou x(—y)=-xy

3) 8in =0, le résultat découle de 1); sin > 0, la distributivité A gauche et A droite de la
multiplication par rapport 2 1’addition impligue !
(nx)y = n{xy) et x(ny) =n{xy).

Sin<0,onposen=—n', avec n’ > 0; alors nx = (—n')x = —(w'x) implique

(nx)y = —(n'x)y = —(n'xy) = (—=n')xy, d'od  (mx)y = n(xy).
On obtient de méme x(ny) = n(xy).
4) est conséquence de I’axiome (A,).
5) est conséquence de I’axiome (4,). 0O

Remarque 1.3. :

a) Pour n € Z et x, y dans A, on pourra écrire nxy  la place de n(xy).
b) Dans un anneau A unitaire, non nul, on a nécessairement 1, # 0.
Un anneau unitzire quelconque sera, par convention, supposé non nul,
¢) Dans tout anneau unitaire A, pour tout x € A\ {0}, on pose x* = 1.

Proposition 1.4. A érant un anneau unitaire, commuiatif, guels que soient x,y dans A et
n dans N*, on a

(2+3)" = Lpcren Cix*y* ™, (1.1)

. _nn—=1)...(n—k+1)  n!
b = %l D

avec la convention : 0! = 1,
La relation (1.1) est appelée formule du bindme.

Preuve : Notons B, la relation (1.1) écrite pour x et y donnés dans A et » fixé dans N*. La
formule B, se démontre par récurrence sur n.
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Pourn=1, B, s’écrit: x+y =y+x; B, est vérifiée, puisque (A, +) est un groupe abélien.
Supposons n >> 1 et B, _, vérifiée ; calculons (x-+y)" .

G+y)" =+ Ha+y)

= (ZOSJCR 1€ 1xj)’"_1_j) (x+y)

=EDSJ‘£H—IC lx,H-l n—1— J+EO{J(H lC nyn J
En posant : k= j+ 1, on peut écrire :

):Ogjgn lC lxﬁ_lyn = zl<k<nck lxkyn—k_
On obtient alors :
(x+y)"=Cx" +215k5n,1(cﬁ:} +Co_ )RR CY
d’ol1 la relation B, compte tenu des Egalités (a vérifier) :
Cli=Ci=1, G=C_ =1, C1+C=Cx O

Remargue 1.5, Soit A un anneau unitaire, non nécessairement comrutatif.

a) Quel que soit n € N*, on peut écrire la formule du bindme B,,, pour deux éléments x et
yde A, si et seulement si xy = yx (autrement dit, si x et y commutent),

b) Pour tout x € A et tout n € N*,

(B 13 = ):MK,,C,':x" (1.2)
dob MM e 0Te L Ol 2" (1.3)
et x=-1= Ty (- Dtk =0. 1.4

C. Eléments inversibles dans un anneau unitaire - Corps

Soit A un anneau unitaire, non nécessairement commutatif. Si un élément non nul x de A

possede, dans A, un inverse 2 gauche x’ et un inverse 2 droite x”, alors ¥’ = x”. En effet :
(¥x=1 et xx'=1) = Y(x") =& =Fa}" =x"

On dit alors que x est inversible dans A et I'élément x' = x” est Pinverse de x dans A ; il

est généralement noté x ™!

Définition 1.6. :

a) Un anneau unitaire, non nécessairement commutatif, dans lequel tout élément non nul
est inversible est appelé : annean a division ou corps gauche,

b) Un anneau unitaire, commutatif dans lequel tout élément non nul est inversible est

appelé corps commutatif.

Remargue 1.7. :
a) Tout corps, gauche ou commutatif, a au moins deux éléments O et 1.
b) Dans toute la suite, un corps commutatif sera appelé un corps.

Notations : Pour tout anneau non nul A, on pose A* = A\{0}.
Pour tout anneau unitaire A, on notera U, I'ensemble des €éléments inversibles de A, qui
sont aussi appelés les unités de A,

Remarque 1.8. Dans tout anneau unitaire A, on a U, # 0, car 1 et —1 sont dans U,.
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Propaosition 1.9. Dans tout anneau unitaire A, U, est un groupe, relativement & la mul-
tiplication de A, appelé groupe des éléments inversibles de A, ou groupe des unités de
A

Preuve : D’aprés la remarque précédente, ona U, #0et1€U,.
D’ autre pan pourxetydans
ylrtby=1= (xy)~ 2 =y Ix71; doty, (x,y) €U, x U‘,l=:-xye U
ylr=1= @) '=x donc xclU,=x"'€l,,
d’ot le résultat énoncé. O

Remarque 1.10. :

a) Le groupe U, est abélien si et seulement si I’anneau A est commutatif.
b) Pour I’anneau des entiers Z, ona Uy = {-1,1} .

¢) Si K est un corps, gauche ou commutatif, alors U, = K*{= K\{0}).

D. Premiers exemples d’anneaux et de corps

Exemple 1,11. Anneaux et corps de nombres 1) On a rappelé plus haut que, muni des
opérations usuelles d’addition et de multiplication, I’ensemble Z des entiers rationnels est
un anneau unitaire, comrnutatif,
2} On suppose connues ([42]) la construction et les propriétés €élémentaires des corps
commutatifs ¢, R et C des nombres, respectivement, rationnels, réels et complexes, tels
que :

ZCRCRcC.

Exemple 1,12, Anneau des classes de congruaences modulo n

La construction de I’'annean Z /7. des ¢lasses de congruence modulo un entier n € N est

faite dans I’ Appendice A de ce livre. Pour n > 0 I'anneau Z/nZ est fini de cardinal #. On

peut supposer # > 1 et en adoptant les notations définies dans 1" Appendice A, on écrit
Z/mZ={0,1,...,n—1}.

D’autre part, on rappelle ([11], Ch. IIT) que le groupe (Z/nZ,+) est cyclique et qu'un

élément k est un générateur de ce groupe si et sculement si k est premier avec 1 (Ecriture

symbolique : kAr =1;Cf. App. A, Déf. 0.27.}.

Le cardinal de I’ensemble de ces générateurs est donc égal au nombre d’entiers & tels que

1<k<n—-1etkAn=1;cenombre est noté€ ¢(n); la fonction numérique ¢ est appelée

Fonction d’Euler ([47]).

Le Théoréme de Bezout (App. A, Th. 0.24.) permet alors de démontrer le résultat suivant,

Proposition 113, Pour n > 1 dans N, le groupe G, des unités de l'anneau Z/nZ est
formé par I'ensemble des générateurs du groupe cycligue (Z/nZ,+); donc G, est un
groupe multiplicatif abélien d’ordre @(n).

Preuve : Compte tenu de la définition du groupe G,,, on a

ke G, <= K €Z/mZ twlque kK =T
— WeZ telque (k&'~-1)cnZ
= IK,9)€ZxZ telque kk' —ng = 1.

D’apres le Théoréme de Bezout,
_ kW —ng=1 <= kAn=1,
donc k € Gy, si et seulement si X An =1, d’ ol le résultat énoncé. (]



§ 1. Notions Fondamentales 5

Corollaire 1.14, L’anneau Z/pZ est un corps si et seulement si p est un nombre premier.

Preuve : D'aprés la proposition 1.13., Z/ pZ est un corps si et seulement si tout entier X tel
que I <k < p—1 est premier avec p; ce qui équivaut i dire que p est un nombre premier
(App. A, Déf. 0.5.). O

Exemple 1.15. Anneau des endomorphismes d’un groupe abélien
Soit End G I’ensemble des endomorphismes d’un groupe abélien (G, +}. L' application

EndG x EndG — EndG
(f,8)— f+g,

telle que

VxeG, (f+8)(x)=f(x)+gx),
définit une loi de composition interne dans End G.
On vérifie que End G est alors un groupe additif abélien dont 1’élément neutre est ’endo-
morphisme nul de G.
En considérant 1a loi o de composition des endomorphismes de G, comme une multipli-
cation dans End G on montre que (EndG,+,0) est un anneau unitaire, en général non
commutatif (id; est I’élément unité).
Le groupe des éléments inversibles de cet anneau est le groupe des automorphismes de

(G, +).

Exemple 1.16. Les exemples déerits ci-dessous supposent connues les notions et proprié-
tés élémentaires de I’ Algebre Linéaire,

1) Anneau des endomorphismes d’un'espace vectoriel

E étant un espace vectoriel sur un corps K, on note Lz (E) I'ensemble des endomor-
phismes K-linéaires de E. Comune dans l'exemple 1.15., on définit une addition dans
L ¢ (E) par I’application :

L (E) X Ly(E) —> Ly(E)
(f,8) — f+s,

telle que

Vx€E, (f+g)x) = f(x)+g(x).
(Lg(E), +) est alors un groupe additif abélien, dont I’élément neutre est 1’endomor-
phisme nul de E.,
D’autre part, la composition des K-endomorphismes de E, notée o, définit une seconde
loi de composition interne dans L, (E), admettant id, comme élément unité et telle que
(L4 (E), +,0) est un anneaun unitaire, non commutatif en général.
Le groupe des éléments inversibles de cet anneau est le groupe GL,(E) des automor-
phismes K-linéaires de E.
2) Anneaux de matrices carrées sur un corps
Soit n € N* et M,(K) I'ensemble des matrices carrées d'ordre # sur un corps K ; muni de
I’addition et de la multiplication des matrices, M,,(K) est un anneau unitaire, non commu-
tatif en général ; I’ élément unité étant la matrice carrée unité 1,
Le groupe des unités de I'anneau M,,(K) est le groupe GL,(X) des matrices inversibles de
M, (K)}.

Exemple 1.17. Corps gauche des quaternions dans M, (C)
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Dans I’anneau M, (C) des matrices carrées d’ordre 2 sur le corps des nombres complexes

H - x_ - ; (x v) E C X C 3
y X ’

ol ¥ et ¥ sont, respectivement, les imaginaires conjugués de x et y dans C.

Connaissant les régles de calcul dans C et dans M, (C), on vérifie que H est un sous-
anneau unitaire, non commuiatif de M,(C).

DY autre part, pour toute matrice

A= ( —xy ; ) non nulledans H, ona

det(A) = x5+ y¥ = |x|* +|y|* #0,

donc A est inversible dans M, (C). Montrons que A~! € H.
On rappelle (voir un cours d’ Algébre Linéaire) que
ATt =A-1Z,
olt A =det(A) et A est la matrice adjointe de A, ¢’est-d-dire, la transposée de la matrice
des cofacteurs des éléments du déterminant de A, dong

« (X -y 1 A"y —Aly
A_(? x) el A _(A‘ly Alx. J°

AR} OR par suitd AT! @ HE
On en conclut que 1 est un corps gauche ou anneau a division (DEf. 1.6.).

Une étude déraillée de ce corps gauche, appelé corps des quaternions, sera faite au
Chapitre 3.

Exemple 1.18. Soit E un ensemble non vide et A un annean. On note A€ I'ensemble
des applications de E dans A et on vérifie facilement que AZ est muni d’une structure
d’anneau, grice aux deux lois de composition internes définies par :

AE x AE —, AE
{(fig)—f+zg
(f,8)— fg

telles que, quels que soitx € E,
(f+8)(x)=fx)+8(x) et (fg)(x)=f(x)g(x).
L’élément neutre pour I'addition est I’application nulle de E dans A.
On vérifie que :
a) A unitaire = AF unitaire.
L'élément unité de A% est alors I’ application € telle que, pour toutx € E, (x) = 1.
b) A commutatif = A commutatif.

Cas particulier : si I'on considére 'intervalle fermé [0, 1] de R, d’aprés ce qui précdde,
R%! est un annean unitaire et commutatif.
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E. Diviseurs de zéro - Anneaux intégres

Définition 1.19. Dans un anneau A, un élément x est un diviseur de zéro a gauche (resp.
a droite), si x #~ 0 et s’il existe y # 0 dans A tel que xy = 0 (resp. yx = Q).

Dans un anneau commutatif on parlera seulement de "divisenr de zéro".
Exemple : Dans Z/6Z, 2 et 3 sont des diviseurs de zéro.

Remarqgue 1.20. :
a) Si un anneau A, non commutatif, n’a pas de diviseur de zéro A gauche, il n’a pas non
plus de diviseur de zéro a droite (et inversement).
En effet, si x est un diviseur de zéro a droite dans A, alors il existe y 7 0 dans A, tel que
yx = 0; par suite y est un diviseur de zéro & gauche dans A.
b) Pour un élément x # 0 d’un anneau uniraire A, on a
xinversible == x non diviseur de zéro.

En effet, xy = 0, avec y # 0 dans A, implique

2 xy) =0=(x"'x)y=y, d’ohune contradiction.
Conclusion : un corps, gauche ou commutatif, n'a pas de diviseur de zéro.

Définition 1.21. :
a) Un anneau est dit intégre s’il ¢st non nul et sans diviseur de zéro.
b) On appellera domaine d’intégrité tout anneaun unitaire, commutatif intégre.

Remarque 1.22. Pour x et y dans un annean intégre, on a
D=0 = x=0 lou-y=0.

Exemple 1.23. :
1) Tout corps (gavche ou commutatif) est intégre.
Tout corps commutatif est un domaine d'intégrité,
2) Z est un domaine d’intégrité.
3) Z/nZ est un domaine d’intégrité si et seulement si n est un nombre premier et dans ce
cas, on sait que Z/nZ est un corps (Cor. 1.14.).
En effet, pour tout entier k divisant # et tel que 1 < k < #, k est un diviseur de zéro dans
Z/nZ on en déduit que :
Z/nZ noninttgre <= n> 1 etnnon premier.

Proposition 1.24, Tout domaine d'intégrité fini est un corps.

Preuve : Soit A un domaine d’intégrité fini.
Sicard(A) =2,A={0,1}; A est un corps.
Supposons card (A) =n > 2 et posons : A= {0,1,a,,...,a4}.
Soita; € A, tel que 3 < i < n; considérons :
aA = {0,4,,a0,0,,...,a,0,}.

(3<i<n)=(a;#0 et a,#1).
A ¢tant integre, on a 4,4, #O0quel que soit j(3 < j<n)etdeplus,pour 3< j<net
3<k<n,

a6;=aa, = a{a;—a,))=0 = a;,=aq,,

¢’est-a-dire que a;A contient n éléments distincts, d’oti ;4 = A,
On en déduit qu’il existe (3 < j < n), tel que aa;=1.
Ainsi tout élément non nul de A est inversible, donc A est un corps. O
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Remarque 1.25. On peut noter que la commutativité de A n’intervient pas dans la dé-
monstration précédente. Dans le Volume 2 (Extensions de corps), nous démontrerons le
résultat suivant (Théoréme de Wedderbum) :

"Tout anneau & division fini est un corps commutatif”.

Définition 1.26. Dans un anneau A, un élément x est dit nilpotent, s’il existe n € N* tel
que x® =0.

Exemple : dans I’anneau de matrices M,(R) :

01\ _ /00

00 - 00/
Remarque 1,27, Un élément nilpotent non nul est nécessairement un diviseur de zéro
dans A.

Définition 1.28. Dans un anneau A, un élément x est dit idempotent, si x% = x.

Exemple : dans I'anneau M, (R), la matrice ((1) {1)) est idempotente.

2. Sous-anneaux

A. Notion de sous-anneau - Propriétés élémentaires

Définition 1.29, A étant un anngau, bne partie non vide B de A est un sous-anneau de 4,

8i:

i) B est un sous-groupe de (A, +);

ii) B est stable pour la multiplication de A ; ¢’est-a-dire que pourx et y dans A, on a
{(x,y)€EBxB = xy€B.

Remarque 1.30. D’apres la définition 1.29., pour démontrer qu’une partie non vide B de
A est un sous-anneau de A, il suffit de vérifier que pour x et ydans A, on a:
(x,y)€EBxB = (x-y)eB et xyeB.

Exemple 1.31. :

1) Dans tout anneau non nul A, (0) et A sont des sous-anneaux.

2} Pour tout entier n € N, nZ est un sous-anneau de Z et tout sous-anneaun de Z s’écrit
sous cette forme, de fagon unique.

En effet, nZ est stable pour la multiplication des entiers et d’autre part, pour tout sous-
groupe H de (Z,+) il existe un unique » € N, tel que H = nZ ([11], p. 31).

3)  A={a+bV2;(a,b)€ZxZ}

est un sous-anneau du corps R des nombres réels, noté Z[v/2].

4) A={a+ib; (a,b) e Zx Z},

ol i est le nombre complexe tel que i = —1, est un sous-anneau du corps C, noté Z[i] et
appelé anneau des entiers de Gauss.

5) L'anneau R défini dans I'exemple 1.18. contient plusieurs sous-anneaux intéres-
sants en Analyse, en particulier : I’anneau des fonctions réelles bornées (resp. continues,
continfiment différentiables) sur I'intervalle [0, 1].

Définition 1.32. A étant un anneau, on appelle centre de A, I’ensemble :
Z(A)={x€ A ax=1xa,Va c A}.
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Proposition 1.33. Pour tout anneau A, Z(A) est un sous-anneau de A et

ZAY#A <= A non commutatif.
Vérification laissée au lecteur.
Remarque 1.34. :
a) Un sous-anneau B d'un anneau unitaire A ne contient pas nécessairement 1’élément
unité 1,. Par exemple, pour tout entier 2 > 1, nZ est un sous-anneau de Z ne contenant
pas 1.
b) Un sous-anneau B d’un anneau unitaire A peut étre unitaire et tel que 15 # 1, (Voir
Ex. 8, Chap. 1).
¢) Etant donné un anneau unitaire A, nous conviendrons d’appeler sous-annean unitaire
de A, tout sous-anneau de A contenant 1,.
d) Tout sous-anneau d’un corps gauche ou commutatif est intdgre,

Proposition 1.35. Dans tout anneau A, lintersection d'une famille quelcongue de sous-
anneaux de A est un sous-anneau de A,
Vérification laissée au lecteur.

Remarque 1.36. En général, la réunion d’une famille de sous-anneaux de A n’est pas un

sous-anneau de A .
Par exemple, dans I'anneaun Z, 3Z U5Z n’est pas un sous-anneau de Z, puisque ce n’est

pas un sous-groupe de (Z,+) .
On a cependant la propriété suivante :

Proposition 1.37. A érant un anneow, si {A },., est une famille de sous-anneaux de A
totalement ordonnée par I’inclusion, alors [ ), A, est un sous-anneau de A .

Méme démonstration que dans le cas des groupes ([11], p. 31).

B. Sous-anneau engendré par une partie non vide d’un annean

Définition 1.38. Soit § une partie non vide d’un anneau A ; notons B, I’ensemble des
sous-anneaux de A contenant § et posons :

<8 >=(pez B

< § > est un sous-anneau de A (Prop. 1.35.) appelé sous-anneaun de A engendré par S.

Remarque 1.39. Dans I’ensemble des sous-anneaux de A ordonné par I'inclusion, < § >
est le plus petit sous-anneau de A contenant S.

Proposition 1.40. S érant une partie non vide d'un anneau A, on a:

<S>={ ¥ X o Fy s RE N".x,-j € Sou —% € SVi(1<j<m}.
(i) sl }ENE
Principe de 1a démonstration :
i) Désignons par §' le second membre de la relation ci-dessus ; on remarque que S C §',
ii} On démontre que &' est un sous-anneau de A ; on en déduit que & appartient a I'en-
semble B des sous-anneaux de A contenant S, d’ob
<§>C¥.
D’autre part, tout sous-anneaun de A, contenant S, contient nécessairement tous les élé-
ments de S ; par suite ' =< § >.

Exemple 1.41, L'anncau des entiers de Gauss, Z[i], est le sous-anneau de C engendré par

(i
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3. Notions d’idéal a gauche, a droite, bilatére

Définition 1.42. Soit A un anneau.

a) Une partie non vide L de A est un idéal & gauche de A, si

i) L est un sous-groupe de (4,+);

ii) Pourtoutx € Lettoutac A,ax € L.

b) Une partie non vide R de A est un idéal & droite de A, si

i) R est un sous-groupe de (A, +);

ii) Pourtoutx ERettouta € A, xa € R.

¢) Une partie non vide 7 de A est un idéal bilatére de A, si  est A a fois un idéal & gauche
et un idéal & droite de A,

Remargue 1.43, :
a) Tout idéal d'un anneau A est un sous-anneau de A,
b) Dans un anneau commutatif, tout idéal est bilatere.

Exemple 1.44, :
1) Dans tout anneau non nul A, (0) et A sont des idéaux bilateres de A.
2) Les idéaux de I’anneau Z sont les nZ pour n € N (App. A).
3) Soit S une partie on vide d’un anneau A. On pose ;

Ann,(S)={acA, ax=0,Vxe S}.

Ann(S)={a€A xa=0,Yx€ S}
Anng(S) (resp. Ann,(S)) est appelé Pannulateur A gauche (resp. & droite) de S dans A.
On vérifie que, quelle que soit la partic non vide S de A, Anng(S) (resp. Ann,(S)) est un
idéal & gauche (resp. a droite) de A,
Si I’anneau A est commutatif, on appelle annulatenr d une partie non vide S de A4, 'idéal
noté Ann(S) tel que :

Ann(S) = Anng (5) = Ann (S).

Définition 1.45. J étant un idéal & gauche (resp. A droite ou bilatdre) d’un anneau A4, on
dira que J est un idéal 2 gauche (resp. & droite ou bilatere) propre de A, siJ#A .

Remarque 1.46. :
a) Dans tout anneau non nul, (0} est un idéal propre.
b) Dans un anneau unitaire A, pour tout x € A\ {0}, I'idéal Ann,(x) (resp. Ann,(x)) est
un idéal & gauche (resp. & droite) propre de A et
Anng(x) = (0) <= x estnon diviseur de zéro A droite dans A.
Anny(x) = (0) <= x estnon diviseur de zéro a gauche dans A.

Proposition 1.47. Soir A un anneau unitaire. Si J est un idéal & gauche (& droite, ou
bilatere) de A, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1) J#A.

2y 1¢J.

3) InU, =0

Preuve : On suppose J idéal A gauche de A.

1) ==2) : 8i 1 € J, alors, quel que soit a € A, a1 = a appartient 3 J, d’oil J = A, ce qui
contredit ’hypoth&se 1).

2)=>3) : Supposons x € JNU,; alors, x"'x=1 = 1€ J, ce qui est contraire a
Phypothése 2).
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3) => 1) : L'hypothése 3) implique 1 & J; d’ol J # A. O
Corollaire 1.48. Un corps (gauche ou conunutatif) K n'a pas d'autre idéal gue (0) et K.

Ce résultat découle du 3) de la proposition 1.47., puisque Uy, = K*.

Les propriétds des idéaux d’un anneau seront émdides dans le Chapitre 2,

4. Morphismes d’anneaux

A, Définitions

Définition 1.49, A et B étant deux anneaux, une application f de A dans B est un mor-
phisme d’anneaux si

i) f est un morphisme de groupes de (A,+) dans (B, +).

i) f(xy) = f(x)f(y). quels que soient x et y dans A.

On notera Hom(A,B) I'ensemble des morphismes d'un anneau A dans un anneau B,
Un morphisme d’anneaux est aussi appelé un homomorphisme d'anneaux.

Un morphisme d’vn anneau A dans lui-méme est appelé un endomorphisme d’anneau.
L'ensemble des endomorphismes d’un anneau A sera noté End(A).

Remarque 1.50. Si A et B sont deux anneaux wnitaires, [ € Hom{A,B) n’implique pas
nécessairement f{1,) = 15 (Ex..5, Ch. 1), ce qui justifie la définition suivante :

Définition 1.51. A et B étant deux anneaux unitaires, on dira qu’une application f de A
dans B est un morphisme d’anneaux unitaires, si
f€ Hom(A,B) et f(1,)=1g

B. Propriétés des morphismes d’anneaux

Définition 1.52. Soit A et B deux anneaux et f € Hom(A, B) ; alors,
f(A) = {f(x); x € A} est appelé image de f ¢t noté Imf,
FH0)={x €A f(x) =0} est appelé noyau de f et noté Kerf.

Proposition 1.53, Compte tenu des hypothises et des notations de la définition 1.52., on
a

1) A’ sous-anneau de A — f(A') sous-anneau de B.

En particulier, Imf est un sous-anneau de B.

2) Si A est unitaire, alors Imf est un anneau unitaire dont Iélément unité est f(1,); de
plus, si x est inversible dans A, alors f(x) est inversible dans Imf et (f(x))~' = f(x~1).
3) B’ sous-anneaude B = f~(B') sous-anneau de A.

4) 8i J est un idéal & gauche (resp. a droite, bilatére) de B, alors f~1(J) est un idéal &
gauche (resp. & droite, bilatére) de A.

En particulier, Ker f est un idéal bilarére de A,

5)VneZ, VxcA, flnx)=nf(x).

6) VneN, VxcA, fx")=(f(x))".

Vérification laissée au lecteur.
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Remarque 1.54, Si L est un idéal & gauche de A, alors f(L) est un sous-anneau de B,
mais n’est pas en général, un idéal & gauche de B. Cependant, f(L} est un idéal a gauche

dans 'anneau Imf.
La méme remarque est valable pour un idéal i droite ou bilatére de 4.

Définition 1.55. Un anneau B est dit image homomorphe d’un anneau A, s'il existe un
morphisme surjectif de A sur B.

Remargue 1.56. A et B étant deux anneaux, soit f € Hom(A, B).

a) Si A est unitaire et si f est surjectif, alors d’aprés le 2) de la proposition 1.53., B est
unitaire et 15 = f(1,) ; donc f est nécessairement un morphisme d’anneaux unitaires.

b) f € Hom(A,B) implique que f ¢st un morphisme de groupes de (A,+) dans (B, +),
par suite, f est infectif si et seulement si Kerf = (0).

Exemple 1,57, :
1) Soit A’ un sous-anneau d’un anneau A ; alors I’injection canonique

i:Al—A

X — X

est un morphisme injectif d’anneaux.
2) A et B étant deux anneaux, I’application

A— B
x —.0.

est un morphisme d’anneaux, appelé morphisme nul et noté 0.
Pour f € Hom(A,B),ona: f =0 <= Kerf =A.
3) Pourn > 1 dans N, !a surjection canonique de Z dans I’anneau Z/nZ (Exemple 1,12.) :

n:Z —Z/nZ

xX— X
est un morphisme surjectif d’anneaux unitaires tel que Ker® = nZ.

Proposition 1.58. Soit K un corps (gauche ou commutatif) et A un anneau; alors tout
morphisme non nul de K dans A est injectif.

Preuve : Soit f € Hom(K,A), f # 0, donc Kerf # K. D’aprés le corollaire 1.48., K n'a
pas d’autre idéal que (D) et K, d’ot nécessairement Kerf = (0), donc f est injectif (Rem.
1.56., b)), O

Corollaire 1.59. Soit K un corps (gauche ou commuiaiif) et A un anneau unitaire ; alors
fout morphisme d’anneaux unitaires de X dans A est injectif.

Preuve : Rappelons qu’un anneau unitaire quelconque est supposé non nul ; par suite, si
f € Hom(K,A), alors f(1,) =1, implique f # 0, donc f est injectif, d’apres la propo-
sition 1.58. 0

Proposition 1.60. Soit trois anneaux A, A’ , A", alors

(f € Hom(A,A") et g € Hom(A’,A")) = go f € Hom{A,A").
De plus, si les trois anneaux sont unitaires et si f et g sont des morphismes d'anneaux
unitaires, alors go f est un morphisme d’anneaux unitaires.



§ 4. Morphismes d’anneaux 13

Vérification laissée au lecteur.

Définition 1.61. Une application f d'un anneau A dans un anneau B est un isomorphisme
d’anneaux, si f € Hom(A,B) et s'il existe g € Hom(B,A) tel que :

gof=id, et fog=idg

Proposition 1.62. Soit deux anneaux A et B,

1) f étant une application de A dans B, alors

f isomorphisme de AsurB < f € Hom(A,B) et f bijectif.
2) f isomorphisme de A sur B = [~ isomorphisme de B sur A.

La méthode de démonstration est semblable 2 celle utilisée dans le cas des morphismes
de groupes ([11], Prop. 1.66.).

Définition 1.63. :

a} Deux anneaux A et B sont dits isomorphes, s’il existe un isomorphisme d’anneaux de
I'un sur I’autre ; dans ce cas, on écrit : A~ B,

b) Un isomorphisme de A sur lui-méme est appelé un automorphisme de A. L’ensemble
des automorphismes d’un anneau A est noté Aut(A).

Proposition 1.64. Pour tout anneau A, Aut(A) est un groupe relativement & la loi o de
composition des morphismes.

Preuve : Des propositions 1.60: et 1.62., on déduit que Aut(A) est un sous-groupe du
groupe symétrique (S,,0) formépar les bijections de A sur lui-méme. O

Exemple 1.65. Soit L, (E) I’'anncau des endomorphismes d’un K-espace vectoriel E
de dimention finie n et M,,(K) I'anneau des matrices camrées d’ordre n sur X (Exernple
1.16.); on suppose n = 1,

A toute base b = {¢|,e,,...,¢,} de E sur K, on peut associer I’application

Mb : LK(E) -— M, (K)
w— My(u),

ol M, (u} est la matrice de I"endomorphisme # dans la base b, c’est-a-dire la matrice
carrée d’ordre n, dont les colonnes sont respectivement formées par les composantes,
dans la base b, des vecteurs (e, },u(e,),. .., u(e,).

On démontre en Algebre Linéaire que, pour toute base b de E, M, est un isomorphisme
d’anneaux unitaires.

C. Caractéristique d’un anneau unitaire

Proposition 1.66. A érant un anneau unitaire, il n'existe qu'un seul morphisme d'anneaux
unitaires de I'anneau des entiers Z dans A. Si l'on note § ce morphisme, alors ¢(n) =nl,,
guel que soitn € Z.,

En effet, d’aprés le 5) de la proposition 1.53. :
¢()=1, = ¢n)=nl,,VneZ
¢ sera appelé le morphisme canonique de Z dans A.



14 Chapitre premier. Structure d’anneau

Proposition 1.67. Soit A un anneau unitaire.

1) Pour tout n dans Z, nl , appartient au centre de A (Déf. 1.32.).

2) PourndansZ: nl, =0 <= (nx=0,Vx €A).

Autrement dit, Kerd = {n € Z; nx = 0,Vx € A}, ¢ étant le morphisme canonique de Z
dans A,

Preuve :
1) D’aprés le 3) de la proposition 1.2, pour tout x €A :
(nl)x=n{l,x) =n{xl,}=x(nl,}.
2) Nl est immédiat que : (nx=0,Vx €A) = nl, =0.
Réciproquement, sin € Z etnl, =0, alors :
Vx €A, (nl)x=n{l,x)=nx=0. 0

Rappetl : Pour tout idéal J de I'anneau Z, il exisie un unique £ € N tel que I = &Z;
d’autre part, le noyau d'un morphisme d’anneaux est un idéat bilatere (Prop. 1.53.), d’oit
la définition suivante :

Définition 1.68. A étant un anneau unitaire et ¢ le morphisme canonique de Z dans A, on
appelle caractéristique de A, 'unique entier £ € N tel que Ker ¢ = kZ. On écrit alors ;
carA=k.

Remargue 1,69, De la notion de caractéristique d’un anneau unitaire, on déduit les rela-
tions suivantes, dans lesquelles n est un entier :

carA=0 & {(ex=0,¥x€ A) <= n=0} (1.5)
carA=k>0 %= {(nx=0,YaeAd) <= ncii} (1.6)
carA=k>0 < k=Inf{neN", X =0,Vxc A}. (1.7

Exemple 1.70. :

1) L’anneau Z, ainsi que les corps QQ, R, C sont de caractéristique 0.

2) Pour n > 1 dans N, I’annean Z/nZ. est de caractéristique n.

En particulier, si p > 1 est un nombre premier (App. A, Déf., 0.5.), le corps Z/pZ (Cor.
1.14.) est de caractéristique p.

Remargue 1.71, A étant un anneau unitaire, si B est un sous-anneau unitaire de A, ¢’est-
a-dire que 1, € B, alors
carB =carA.

Propasition 1,72, Soit p ur nombre premier, alors dans tout anneau A, unitaire, comniu-
tatif et de caractéristique p, on a, guel que soit (x,y) €A x A,

(x+y)P =2 +y7 et (x—y)P =xF + -1}y (1.8)
Preuve : D’aprés la formule du bindme (Prop. 1.4.),0ona
(X+9)7 = Locpe , CFYP ot (230 = Egpe, (—1)P*ChabyPH,

avec ol
=—"" <k<p)
G fp—pi T rOsk<p)
Par suite, C},’ =Cf =1et pdivise Cf, dans Z, pour tout k (0 < &k < p); d’ou les relations
(1.8), puisque p est la caractéristique de A.
On remarque que si p =2, on a —1 =1 et les relations (1.8) sont alors identiques. O
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Remarque 1,73, Les relations (1.5) et (1.7) permettent de définir 1a notion de caractéris-
tique pour un anneau non nul A, non nécessairement unitaire :

A est dit de caractéristique 0, si {(nx =0,¥x € A) = n=0}.

A est dit de caractéristique non nulle, s'il existe #n € N* tel que nx = 0, pour tout x dans
A.Lentier k=Inf{n€N*; nx=0,Yx €A} estalors appelé la caractéristique de A.

5. Produit direct d’anneaux

A, Produit direct de deux anneaux

A, et A, étant deux anneaux, on considere I’ensemble produit direct
A=A xAy={{x1,%,) ; x, €A, x, €A}

On vérifie que A est muni d’une structure d’anneau, grice 4 ’addition et 4 la multiplication
respectivement définies par les applications suivantes :

AxA A
((x13%9), (P15 72)) ¥ () +31,% + 22)-
((xlixz)i(yliyz)) — (xlyl !x2y2)‘

Définition 1.74. L'anncau A, x A, est appelé anneau produit direct des anncaux A, et
Az-

Remarque 1.75. Compte tenu des motations ci-dessus,
a) A| X A, est unitaire <=> A, et A, sont unitaires.
(1}1l , 1‘42) est alors I’élément unité de I’anneau A, x A,.

b} A| x A, estcommutatif <= A, et A, sont commutatifs.

Remarque 1.76. L'anneau produit direct de deux anneaux n'est jamais intégre. En par-
ticulier, {'anneau produit direct de deux corps n’est jamais un corps.

En effet, A; et A, étant deux anneaux non nuls, soit x; 5 O dans A et y, # O dans A, ;
alors (x,;,0) (0,y,) = (0,0), donc A, x A, n’est pas intgre.
En particulier, si X, et K, sont deux corps dont les éléments unités sont, respectivement,
1, et 1 , alors anneau K x K n’est pas intégre, car

(15,,0)(0, 1 ) = (0,0).
Définition 1,77, Au produit direct de deux anncaux A, et A,, on associe deux couples
d’applications :
a) les projections canoniques p, et p,, telles que :

PLiA XA, — A et pyiA XA, — A,
(x),%5) — x; (x),Xy) ¥ X,

b) les injections canoniques g, et g,, telles que :

g:A —A XA, et ¢,:A;, — A XA,
x, — {x,,0) Xy > (0,x,).
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Proposition 1.78. (a vérifier par le lecteur)
1) p, et p, son: des morphismes surjectifs d’anneaux.
De plus, si les anneaux A, et A, sont unitaires, alors p, et p, sont des morphismes d’an-

neaux unitaires.
2) g, et g, sont des morphismes injectifs d’anneaux.

3) pjogq, = id"‘l’ P20g, = iddz.
4) Les restrictions surjectives de q, et q,, c'est-a-dire les applications :
A — A x{0)=Imq, e A, — (0)xA,=Img,
x, — (x;,0) Xy > (0,x,)
sont des isomorphismes d’anneaux; par suite, 'anneau A, X A, contient au moins un

sous-anneau isomorphe & A| et un sous-anneau isomorphe a4 A, .
5) Pour x = (x1,%;) € A| X A,, on peut écrire :

x = (p,(x), p,(x)) (1.9)
et x=gq,(x)+q,(x). (1.10)

B. Produit direct d’une famille quelconque d’anneaux

Soit I un ensemble non vide, quelconque et {A;},; une famille ¢’anneaux indexée par 7.
Comme dans le cas I = {1,2} considéré ci-dessus, on munit

A= [ligrde= {(x)ic; s %, €A, ViET}
d’une addition et d'une multiplication, grice aux applications :
AxA — A

((ier icr) — (x+9ier

(dien Odier) — Gidier
On vérifie que, relativement A ces deux lois de composition, A est un anneau.
Définition 1,79, L'anneau A = [];. /A, est appelé anneau produit direct des anneaux A,,
icl

Pour tout § € I, on définit ;
a) la projection canonique :
b lier A _’Aj
()i — x j

b) I'injection canonique :
q;:A; — IliesAs
telle que pour tout x; € A, ¢,(x;} = {x;);¢y, 0t x; =0, si i # j.

Remarque 1.80. Pour tout i € 1, la projection (resp. I'injection) canonique p; (resp. g,)
est un morphisme surjectif (resp. injectif} d’anncaux.
Comme dans la proposition 1.78., pour tout{ € f,on a

piogi=id, , Img=A, et VxelliA, x= (p(x));
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Cette demnigre relation généralise le relation (1.9). Par contre, la relation (1.10) ne peut
étre généralisée que dans le cas o I’ensemble non vide I est fini, puisque dans le groupe
(A,+). seule la somme d’un nombre fini d’éléments a un sens. Ainsi pour
I={1,2,...,nh,ne N* et x = (x;,%3,...,%) €[]} c;cpArrON A

x=ElSiani(xi). (1.11)

C. Propriété universelle du produit direct d’anneaux

Théoréme 1.81. Soit I un ensemble non vide, {A;},c; une famille d’anneaux et {p;},., la
famille des projections canoniques associées & I'anneau produit direct [];c/A;.
Etant donné un anneau B, alors quelle que soit la famille {f,},c; de morphismes d’an-
neaux telle que, pour tout i € 1, f; € Hom(B, A,), il existe un unique morphisme
h € Hom(B,Tl;c/A;) vérifiant :

p;oh=f;, quel que soiti € l.

La démonstration de ce résuitat se fait exactement comme dans le cas des groupes ([11],
Th. 1.91.).

Remarque 1,82, La propriété universelle (Th. 1.81.) exprime que pour tout i € I, le dia-
grarmme suivant commute

et poh=f, Viel <= hx)=(fi(x)ip Vx€B
Dans le cas ot / = {1,2}, la propriété universelle se traduit par le diagramme commutatif ;

h TN
+

A A x A,

A,
donc poh=f), pyoh=f, et h(x)=(fi(x),£x), VYxeB

6. Exercices

1) Soit G un groupe additif abélien, non réduit 2 {0}. On définit dans G une multiplication par
I'application :
CxG— G
(x,y) — 0.

Vérifier que G est alors muni d’une structure d'anneau.
Cet anneau est-il commutatif ? est-il unitaire ?
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2) Soit A un anneau unitaire, commutatif et a,,4,,...,a; des €léments de A, 5 > 2 dans N.

Démontrer que pour tout entier 7> 2, ona;

——ala?.. .df
il gt V2 T

(a,+a+---+a)" =)

obla somme ¥ est prise pour tous les s-uples (Z,,4y,...,is) EN’ telsque i, +iy+-+i;=n
{Faire une récurrence sur ).

3) Onpose:

Ziv5) = {a+ibV5; (a,b) € ZX 2},
Qliv3l = {p+igV5; (p.g) €QxQ},

oi1 i = —1 dans le corps des nombres complexes C.
Vérifier que Z[i1/5] est un sous-anneau unitaire de C et que Q[i+/5] est un sous-corps de C.

4) Scitdeux anneaux A , B et f € Hom{A, B). On suppose A unitaire, B intégre et f £ 0. Dé-

montrer que f{1,) est élément unité de B.

5) Plongement d'un anneau non nul et non nécessairement unitaire A dans un anneau unitaire

B.
1°) On suppese A de caractéristique 0. On considire le groupe additif abélien :
B=ADZ.
On rappelle ([11], Ch. VIIl) que B = {{a,m);a€ A, me Z}
et que Paddition dans B est telleique ;
(a,m)+A{b,n) = (a+b,m+n), ¥((a,m),(bn))eBxB.
On définit dans B, une "multiplieation” par Papplication :

BxB — B
((a,m),(b,n)) — (ab+na~+mb,mn).
- Prouver que B est ainsi muni d’une structure &' anneau uritaire, de caractéristique Q.

- Montrer que B ¢st commutatif, si et seulement si A est commutatif,
- Wérifier que

f:A—B
ar— {(a,0)

est un "plongement” de A dans 8, ¢’est-3-dire un morphisme injectif d’'anneaux,

2%) On suppose A de caractéristique k # 0. On considere le groupe additif ab€lien
B=A®Z/Z.

On note 7 la classe modulo kZ d’un entier m € Z,

- Démontrer que la comrespondance :

H:BxB — B
{(a,m),(b,m)) — {ab+na+ mb,7m)

définit une loi de composition intemne dans B, que 1'on appelera "multiplication”, 1l faut
vérifier que

(W' =m et n=n) = p((am),b,7))=p((a,m),b,n)))

- Montrer que B est alors muni d'une structure d'anneau unitaire, de caractéristique k et
qu’il existe, comme dans le 1°), un plongement de I’'anneau A dans I’anneau B.
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3°) f désignant le plongement de A dans B (défini dans le 1°) ou le 2°)} , vérifier que si A
est unitaire, on a f(1,} # 15 ; autrement dit f n’est pas un morphisme 4’ anneaux unitaires

(Déf. 1.51.).

6) Soit Z1’anneau des entiers.

1°) On note End(Z,+) 'anneau des endomorphismes du groupe additif abélien (Z,+)
(Exemple 1,15.).
A tout k£ € Z, on associe |’application

fiZ — Z
x — kx

a) Vérifier que f, € End(Z,+).
b) Montrer que quel que soit g € End(Z, ), il existe un unique k € Z tel que g = f;.
¢) Démontrer que I’application

fF:Z — End(Z,+)
kv— f,

est un isomorphisme d’anneaux unitaires.
2°) Pour n > 1 dans Z, on considére I’anneau Z/nZ des entiers modulo n (Exemple 1.12),
ainsi que I’anneau End (Z/nZ,+) des endomorphismes du groupe abélien (Z/nZ, +).
A tout k € Z/nZ, on associe la correspondance
f; :Z/nZ ~—— ZinZ
b SIS

a) Démonirer que Jf; est une application, ¢’est-a-dire est indépendante du représentant de
I’élément k et prouver que f; € End (Z/nZ,+).
b) Montrer que

J:Z/nZ — End(Z/nZ,+)

k —s fF
est un isomorphisme d’anneaux unitaires,
3°) A éwant un anneau unitaire quelconque, on considere 1'annean End(A,+) des endo-
morphismes du groupe abélien (A, ).
A tout a € A, on associe 'application

FarA— A

X — ax.

a) Vérifier que f, € End (A, +).
&) Montrer que

f:A — End(A,+)

a— f,

est un morphisme infectif d’anncaux unitaires .
Quelle conclusion générale peut-on en déduire ?
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7

8)

9)

10)

11)

12)

On considere 1’anneau M, (IR) des matrices carrées dordre 2 sur le corps des nombres réels

R. On pose :
A-—_{(; z) ; (x,y)eRxR},

={(54) ¢ ren) @ e={(58) © ren)

1°) Vérifier que A, B, C sont des sous-anneaux de M, (IR).

Sont-ils commutatifs ? Sont-ils unitaires 7 (préciser, le cas échéant, I"élément unité).

2°) Montrer que "anneau A a une infinité d’éléments unités 2 gauche et aucun élément
unité A droite.

3°) Prouver gue B et C sont des corps isomorphes A R.

Dans 'anneau M, (Q) des matrices carrées d”ordre 2 sur le corps des nombres rationnels (@,
on considére I'ensemble, noté M, (Z), des matrices 4 coefficients dans I’anneau des entiers
Z.

1°} Vérifier que M, (Z) est un sous-anneau unitaire de M, ().

2°} Pour tout n € Z, on pose M{(n) = ( 2’: g)

-Montrer que A = {M(n) ; n € Z} est un sous-anneau de M, (Z), isomorphe a Z (ne conte-
nant pas la matrice unité de M,(Z)).
-Trouver d’autres sous-anneaux de M,(Z), isomorphes 2 Z.

A étant un anneau non nul &t © le corps des nombres rationnels, soit f et g deux morphismes
(d’anneaux) non nuls de @ dans'A.
On note respectivement, f A etg A les restrictions de f ct g 3 I'anneaw des entiers Z.
Démontrer que

f, =8, = f=¢&

Soit A un annean non nul ; on suppose que pour tout ¢ # 0 dans A, il existe un unique b€ A
tel que
a = aba.
Démontrer les propriétés suivantes :
i) A est integre.
ii) Pouraetbdans A : a = aba —> b = bab.
iif) A est unitaire.
iv) A est un anneau 3 division (ou corps gauche).

Soit Z(A) le centre d"un annc¢an non nul A (DEf. 1.32.). On suppose que pour tout x € A, on
a: {x%—x) € Z(A).

Prouver que, quel que soit {x,y) € A X 4, on a {xy +yx} € Z(A).

En déduire que I’anneau A est commutatif,

A étant un anneau non nul, vérifier les propriétés suivantes.

1°) Si x est un élément non nui et idempotent de A (DER. 1.28.), alors x n’est pas nilpotent
dans A (Déf, 1.26).
2°} Si A est unitaire et intégre, alors Q et 1 sont les seuls éléments idempotents de A,
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13)

14)

15)

16)

Soit A un anneau vnitaire, commutatif.
1°) Montrer que pouraet bdans A ona :

(aetbnilpotents) = a+b nilpotent.
2°) En considérant, dans I’annean de matrices M, (R), les éléments :

01 I -t
a_(OO) et bz(l _1),
montrer que la propriété du 1°) n’est plus vraie dans un anneau son commuiatif,

Dans I’anneau RO (Exemple 1.18.) , on considere le sous-anneau A des fonctions réelles
continues sur [0,1] (Exemple 1.31., 5)).
1°} Soit f et g dans A, tels que :

0 si 0<x<3 —x+3 si 0<
X = ' Xl =
) {x——% si g<x<1 8(x) { <

Montrer que f et g sont des diviseurs de 0 dans A.

2°) Démontrer qu'un élément & € A est un diviseur de 0 dans A, si et seulement st I’en-
semble des x € [0, 1], tels que A{x) = 0, contient un intervalle ouvert.

3°) Déterminer les éléments idempotents, les éléments nilpotents et les €léments inversibles
de 4,

Soit E un ensemble non vide et § = P(£), I'ensemble des parties de E.

Pour A et Bdans S, onpose A\B={ac 4 ;0¥ B}

On définit, dans §, deux lois'de'compositicn intemes, notées respectivement additivement
et multiplicativement, telles que :

Sx8: — 8§
(A,B) — A+Bi=(A\B)U(B\A)
(A,B) —— AB:=ANBSB.

1°) Montrer que S est ainsi muni d’une structure d’anneau commutatif et unitaire ; préciser
I’élément neutre de I’addition et I'élément unité.

Vérifier que ’anneau § est de caractéristique 2 et que tout élément de § est idempotent.

S§ est appelé I’anneau de Boole des parties de E.

2°) On suppose I'ensemble E de cardinal infini. Soit T = F(E), 'ensemble des parties
finies de E.

a} Montrer que T est un sous-anneau de S.

b) Vérifier que T n’est pas unitaire et que tout élément "non nul” de 7' est un diviseur de
zéro dans T

¢) Prouver que dans I’anncau §, tout éiément "non nul” et différent de 1"€élément unité est
un diviseur de zéro.

Soit A, B deux anneaux et f une application de A dans B.
1°) On dit que f est un monomorphisme d’anneavx de A dans B, si f € Hom(A,B) et si
pour tout anneau R, ona:

(uetvdans Hom(R,A) et fou= fov) => u=v.
a} Montrer que si un morphisme f € Hom(A, B) est injectif, alors ¢’est un monomorphisme
de A dans B,
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&) Réciproquement, on suppose que f est un monomorphisme d’anneaux de 4 dans B. Soit
x et X’ dans A, vérifiant : f{x) = f{x).
En utilisant les morphismes d’anneaux u et v de Z dans A, tels que :
uin—x" et vin—x”,

démontrer que f est injectif.
2°) On dit qu'une application f est un épimorphisme d’anneanx de A dans B, si
f & Hom(A,B) et si pour tout anneav R,on a:

(uetvdans Hom{B,R) et uof=vef) = u=w
a) Prouver que si f € Hom(A,B) est surjectif, alors ¢’est un épimorphisme de A dans B.
b) Soit j P'injection canonique de Z dans Q et R un domaine d'intégrité (Déf. 1.21.). Soit
u et v deux morphismes d"anneaux unitaires de Q) dans R tels que : uo j =vo J.
Démontrer que j est un épimorphisme de Z dans Q.
Quelle conclusion peut-on tirer des résultats ci-dessus 7 (Conclusion que l'on pourra com-
parer i celle obtenue dans le cas des morphismes de groupes (Cf. [11], Prop. 1.80)).



Chapitre 2
Idéaux d’un anneau

La notion d’idéal & gauche (resp. & droite, bilatére) a ét€ introduite dans le Chapitre 1
(Déf.1.42.).

1. 1déal engendré par une partie d’un anneau

Définition 2.1. Soit § une partic non vide d’un anneau A. On appelle idéal & gauche de
A engendré par S, I'intersection de tous les idéaux 2 gauche de A contenant S.
On définit de méme l'idéal & diroite (resp. bilatére) de A engendré par S.

On notera, respectivement, (S),, (5}, et (S) les idéaux & gauche, a droite et bilatere de A,
engendrés par §.

Remarque 2.2. D’aprés la définition (2.1.), (S), (resp. (S),. (S)) est (relativement 2 I'in-
clusion) le plus petit idéal & gauche(resp. a droife, bilatére) de A contenant S.

Proposition 2.3, Soit A un annequeunitaire ef S une partie non vide de A, alors :

(S)g = {Elg{max meN*, Vi(1<i<m), g €A,x €S}

i

(8)s={L1cicmXit; s meN", Vi(1<i<m),a,€A,x €8}

a4

= L) cicm@ib; s mEN*  Vi(1 < i<m), (a,b) €EAXA,x €5}

Preuve : Démontrons, par exemple, la premiére égalité; désignons par L son second
membre. On vérifie aisément que L est un idéal & gauche de A et que S C L; or, (),
est le plus petit idéal 2 gauche de A contenant S, d’oir : (5), € L.

D’autre part, tout idéal 4 gauche de A contenant S, contient nécessairement tous les élé-
ments de L, on a donc L C (§), et par suite (S), = L. O

Remarque 2.4. L’anneau A étant unitaire, si S = {x,,%,,...,%:}, n € N*, alors,

8)g ={L|cic, 03 Vi(1 i< n),a, €A};

i

les éléments des idéaux (S), et (S} s’écrivent de fagon analogue.
Cas particulier : S ={x},oux€A:

(x)g ={ax; a € A} estnoté : Ax

(x); ={xa;acA}estnoté: xA

(x) ={L,cjcmXb; s meN*, Vi(l <i<m), (a,b;) €AxA}.

Définition 2.5, Soit 7 un idéal & gauche (resp. a droite, bilatkre) d"un anneau A,
a) 1 est dit principal s’il est engendré par un seul élément.
b)1 est dit de type fini s’il est engendré par un nombre fini d’éléments.
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Remarque 2.6, ;
a) Dans tout anneau unitaire A, les idéaux bilateres (0) et A sont principaux (!’idéal A est

engendré par 1,).
b) Dans P'anncau Z, tout idéal est de la forme nZ, n € N, dong tout idéal est principal (Cf.

App. A).

Définition 2.7. : a) On appeliera anneau principal, tout anneau unitaire, commutatif,
dans lequel tout idéal est principal.
b} On appellera domaine principal, tout domaine d'intégrité (Déf, 1.21) dans lequel tout

1déal est principal.
Z est le premier exemple de domaine principal (Cf. App. A).

Remarqgue 2.8, Dans certains ouvrages, ce que nous appelons domaine principal est ap-
pelé anneau principal.

2. Opérations sur les idéaux d’un anneau

A. Intersection, réunion d’idéaux

Proposition 2.9. Soit {1, }, . une famille non vide d'idéaux & gauche (resp. & droite,
bilateres) d'un anneau A, alors I =, o, I, est un idéal A gauche (resp. & droite, bilatére)
de A.

Vérification laissée au lecteur.

Remarque 2.10. Les hypothéses étant celles de la proposition précédente, |, ., I, n’est
pas, en général, un idéal A gauche (resp. a droite, bilattre) de A (Rem. 1.36.). On a cepen-
dant le résultat suivant :

Proposition 2.11. Si dans un anneau A, {1, }, ., est une famille non vide d’idéaux &
gauche (resp. & droite, bilaréres) totalement ordonnée par Uinclusion, alors |, ., I, est
un idéal & gauche (resp. & droite, bilatére) de A.

La preuve est la méme que pour les sous-anneaux (Prop. 1.37.).

B. Somme d’idéaux dans un anneaw unitaire
1. Cas d’une famille finie d’idéaux

Soit {L}, ;<. # € N*, une famille finie d’idéaux 3 gauche (resp. & droite, bilateres) d'un
anneau A. On pose

Licicnti = {Licicn ¥ V(1 i< n), x, € 1. (2.1)
On vérific facilement que ¥, ..., /; est un idéal & gauche (resp. & droite, bilatére) de A.

Définition 2.12, L'idéal T, .., I; défini par la rel. (2.1) est appelé somme des idéaux a
gauche (resp. A droite, bilatéres) I, (1 <i<n).
On pourra écrive Yy ;e ;=5 + 5+ +1n

Proposition 2.13. Soif {1}, <., une famille finie d’idéaux & gauche (resp. & droite, bila-
teres) d'un anneau unitaire A ; ¥ <;<p I; 5t alors Uidéal & gauche (resp.a droite, bilatere)
de A engendré par |} <icn ;-
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Preuve : Démontrons la propriété dans le cas des idéaux 4 gauche et supposons »# = 2,
Notons (I; UL,) I'idéal & gauche de A, engendré par I; U/,.
h+5L ={x+x,; x, €I;,x, € I,} implique

L+1, C ([ UL,). 2.2)

(fulL) = {f_lgjgmajxj smeN", Vj(l1< j<m),a;€A,x;€l, UL}

Dans I’expression ci-dessus m décrit N*, par suite, tout z € (; U/, ) peut s’écrire sous la
forme ;

Vme N, (m,m)eN"xN", 1<m <m 1<m,<m, et
Vil j<m),a;€A,x;€l), Yk(1<k<m,) b €A,x €l
Onendéduit quez =z, +z,,0uz €l etz, €L,d'0n

(L, UL) CL+L; 2.3

Les inclusions (2.2) et (2.3} impliquent I, +1, = (f; UL,).
Pour n > 2, on démontre la propriété par récurrence sur 2. O

Remarque 2.14. Les hypothéses étant celles de la proposition 2.13., quelque que soit
J(1<j<n),ona
I; € Licicat;:

2. Cas d’une famille quelconque d’idéaux

Soit A un anneau unitaire et {I, }, ., une famille d’idéaux & gauche (resp. & droite, bi-
lattres) de A, A étant un ensemble non vide quelconque, donc éventuellement infini. On
définit I’ensemble

Liaalh = {Zlgjgmxlj smeN', Vi(1<j<m), 2._,- €A, xlj Ellj}.

La proposition 2.13. se généralise comme suit :

Proposition 2.15. Compte-tenu des hypothéses ci-dessus, L, ., I, est l'idéal & gauche
(resp. a droite, bilatére) de A engendré par | ), _\ I, ; il est appelé somme des idéaux &
gauche (resp. a droite, bilareres)I,, A € A.

Remarque 2.16. Avec les notations précédentes :

a) Pourtoutpp € A,ona I, C L, 1.

b) Si A estde cardinal infini, alors x € L, I, si et seulement s’il existe une parvie finie
{A;;1<j<m}deA,mcN' tellequexc Els;‘s»n!lj'

On powra cependant écrire, d'une fagon générale,

X=Y3ea%s

oi il est entendu que les x; € I, sont "presque tous nuls”, C’est-a-dire "nuls, sauf un
nombre fini d’entre eux”.
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3. Somme directe d’idéaux

Définition 2.17. {I,}, ., étant une famille non vide d’idéaux 2 gauche (resp. 2 droite,
bilatéres) d’un anneau unitaire A, on dit que ¥, _, I, est somme directe des 1,4 € A, si
toutx € ¥, ., I, s°écrit de fagon unique

x=215jgmx1; oume N*, Vji(l<j<m), lj EAetxlj € ".11-

Danscecas L, .1, estnot€ @, 1.

Proposition 2.18. Les hypothéses étant celles de la définition 2.17., les conditions sui-
vantes sont équivalentes ;

1) Lasomme Y., .\ I, est directe.

2) Lyea¥s =0 =Vi€A x =0

3) VueA, IMﬂ):,,he‘,\.\{’u}!’1 = (0).

Preuve

1) = 2) : Si la somme ¥, I, estdirecte, alors 0 s'écrit de fagon unique, I, ., X;,
d’ob x, = 0, quel que soit 4 € A.

2) == 3) : Soitx € Iy () Lyep (3 fa s 81 % 70, on peut crire

par suite, Xy — X< jsm¥a, = 0. L’hypothése 2) implique alors : x; =0, donc x=0.
3) = 1) : Supposons x € ¥, -/, tel que

¥=Xiea*s = LaeaVar (24)

ol les x, etles y, sont presque tous nuls dans 7, .
S'il existe 4 € A tel que x;; # y,, on obtient, A partir des égalités (2.4) :
Y= = LDyeayuya — %)
I’hypothese 3} implique alors x, —y; = 0, d’oui une contradiction. On en conclut que
dans (2.4), quel que soit A € A, x; =y,. O

C. Produit d’idéaux dans un anneau unitaire
1. Cas de deux idéaux

Définition 2.19. Soit I},, deux idéaux & gauche (resp. 2 dreite, bilatéres) d’un anneau

unitaire A. L’idéal i gauche (resp. & droite, bilatére) engendré par I’ensemble
S={xx,:x,€l,,x, €L}

est noté 1,7, et appeié produit des idéaux i gauche (resp. a droite, bilateres) /; et I, (pris

dans cet ordre).

Proposition 2,20, Avec les hypothéses de la définition 2.19., on a
xell, < x= ):ﬁm.exfl.t:i2 s x4 € I, %, € I, (2.5)

La relation (2.5) se déduit de la prop. 2.3.; elle exprime que x € 7, , si et seulement ¢’
existe deux parties finies non vides N, N, de N telles que
x= z(il.fz)eleNzxflx‘z’ ol Y (iy,i;) € Nyx N,, x; € j’l,x,.2 € I.
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Proposition 2.21. Dans un anneau unitaire A :

1) L,,L, idéaux & gauche = L\L, CL, et L,L, CL,.
2)R|,R, idéaux & droite =—> RR, CR| et RyR| CR,.
3) I, 1, idéaux bilateres = LL, CI Nk et LI CI N,

Preyve : Dans le cas des idéaux 3 gauche par exemple, L, L, est engendré par I’ensemble
§ des produits x x,, oux; €L, etx, € L, ; or, L, estun idéal a gauche de A, d’od SCL,;
par suite L, L, C L,.

Onade méme L,L, CL,. 0O

2, Cas d’un nombre fini quelconque d’idéaux

La définition 2.19., ainst que les propositions 2.20. et 2.21. se généralisent, de fagon na-
turelle, 2 un nombre fini quelconque n d’idéaux & gauche (resp. & droite, bilatéres) d’un
anneau unitaire A.
Si I'on considére, par exemple, une famille finie L;,L,,...L,, d’idéaux 2 gauche de A,
alors I’'idéal 4 gauche engendré par 1'ensemble

S={xxy-x,3Vi(1<i<n), x, €L}
estnoté L,L,---L, etappelé produit des idéaux & gauche L,,L,, - ,L, (pris dans cet
ordre). Ona;

Ly Ln={Ege% %, %, Vi(1<j<n), X, € L}

et LiL,---Ly, CLyL;- Ly G-+ C L.
En particulier, si f est un idéal 2 gauche (resp. A droite, bilatére) de A, pour toutn € N, on
note I* I'idéal & gauche (resp. & drotte, bilatére) de A enpendré par ’ensemble

§={Bfs 3% V(L Sisn), x; €1}
Onall=ITetVneN*, I"CI.

D. Propriétés des opérations sur les idéaux

Désignons par J, (resp. J,;, J) I’ensemble des idéaux a gauche (resp. i droite, bilatéres)
d’un anneau unitaire A.

L'émde faite dans les paragraphes précédents montre que intersection, 1a somme ct le
produit des idéaux définissent des lois de composition dans les ensembles Jg, 1, J; ces
lois vérifient les propriétés suivantes :

Proposition 2.22. A étant un anneau unitaire, quels que soient 1,J.K, dans I, (resp.
Jpdhona

NInJ=Jni e I+J=J+1I

2YINn{JINK) = (INJINkK.

NI+ (J+K)={I+J)+K.

4) 1(JK) = (INK.

SYIHJ+K)=IJ+IK e (I+N)KX=IK+JK.

Démonstration proposée en exercice (n°3, Ch. 2).

Remarque 2,23, :

a) La proposition 2.22. exprime que dans J, (resp. J,, J), les opérations “intersection”
et "sonme" sont commutatives [Cf. 1)] et associatives [CE. 2) et 3)]; le "produit” est
associatif [Cf, 4)] et distributif A droite et & gauche par rapport & la "somme" [Cf. 5)].

Le "produit” des idéaux n’est commutatif que si 1’anneau A est commutatif,
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b) L'associativité du produit des idéaux implique que pour tout idéal 4 gauche, 3 droite
ou bilatere, I de A et tout 2 > 1 dans N, I'idéal I* est défini inductivement par
Ir=m-t=pr-r

Proposition 2.24. A érant un anneau unitaire, pour x € A, notons respectivement Ax,xA
et (x), les idéaux & gauche, a droite et bilatére engendrés par x; on a alors, quels que
solentx et ydans A :

Axy CAxAy; xyA CxAyA; (xy) C(x)(y). (2.6)
(xy) = (x)(y) <= A est commutatif. )]

Preuve : L anneau A étant unitaire, on a xy € AxAy et xy € xAyA, d'ou les inclusions (2.6).
Sil’anneau A est commutatif, alors tout z € (x)(y) s’écrit z = axby, ol (@,b) €A x A, d"ou
7 = abxy € (xy).

Si I'anneau A n’est pas commutatif, un élément de I’idéal bilatere (x)(y) n’appartient
pas nécessaiement & 1idéal bilatére (xy) (voir un exemple dans M,(C)); on en déduit
I’équivalence (2.7). ]

3. Anneaux Quotients

A. Notion d’anneau quotient

On suppose connues la propriété de compatibilité d’une relation d’équivalence avec vne
loi de composttion, ainsi que la notion de loi de composition quotient ([11], p. 80).

Proposition 2.25. A érant un anneau, soit I un sous-groupe du groupe (A, +); alors, la
relation d'équivalence R,, associée & I dans le groupe abélien (A, +), est compatible avec
la multiplication de I'anneau A, si et seulement si I est un idéal bilatére de A.

Preyve : On rappelle ([11], Ch, IT) que la relation d’équivalence R, est définie dans A par
xRy = xk-yel (2.8)

et qu’elle est compatible avec I’addition de 1'anneau A.
Si 1 est un idéal bilatére de A, alors
(x-x)elety—y)el = xy—xy =pl-y)+x~-2)lek
par suite, R, est compatible avec la multiplication de I’anneau A.
Réciproquement, supposons la relation R; compatible avec la multiplication de A et mon-
trons que le sous-groupe I de (A,+) est alors un idéal bilatere de ’anncau A. Quels que
soient x € I et @ € A, on peut écrire :
aRia et (x+x) R, x
En appliquant I'hypothése, on obtient :
a(x+x)~ax=axecl et (x+x)a—xa=xacl,
don¢ 7 est un idéal bilatére de A. 0
Sachant que dans le groupe abélien (A, +), toute relation d’équivalence compatible avec
I’addition est du type R;, ol1 / est un sous-groupe de (4, +) (Cf. [11], Ch. II), 1a proposi-
tion 2.25. implique :

Corollaire 2.26. Dans un anneau A, toute relation d’équivalence compatible avec 1'ad-
dition et la multiplication est du type R,, ou I est un idéal bilatdre de A.
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En conséquence, pour tout idéal bilatére I d’un anneau A, on peut définir dans ’ensemble
quotient A/T = A/R, une structure d’anneau, induite par celle de A.
Désignons par % la classe d’équivalence "modulo I™ (¢’ est-a-dire modulo R,) d’un €lément
quelconque xde A;F=x+I={x+a,acl}et

A/T=A[R, ={Z;x€ A}.
La compatibilité de la relation d’équivalence R, avec les deux lois de composition internes
de A implique que les correspondances :

AfTxA/l — A/l et A/IxA/T— AJI
(Zy)—x+y (%,3) — X7

sont des applications définissant dans A/7 une addition et une multiplication, telles que :

X+¥=x+y et Xy =3y (2.9
On vérifie que, muni de ces deux opérations, A// est un anneau.

Définition 2,27, L'anncau A/, défini ci-dessus, est appelé annmeau quotient de I’anneau
A par I'idéal bilatere /.

Remarque 2.28. T étant un idéal bilatére d’un anneau A, on vérifie facilement les pro-
priétés suivantes :

a) St A est commutatif, tout idéal de A est bilatere et touf anneau quotient de A est com-
mutatif.

b) Si A est unitaire et si J 3% A, alors A // est unanneau unitaire dont 1’élément unité est
1, 1 étant I'élément unité de A.

¢) La surjection canonique

m:A — AfI

X — X

est un morphisme surjectif d’anneaux et s1 A est unitaire, & est un morphisme d’anneaux
unitaires.

d) SiI=(0),A/(0) s’identific & A, car pour tout a € A, on peut écrire &(a) =a. Sil=A,
A/A est I'anneau nul, car quel que soit a € A, z(a) = 0.

Premier exemple d’anneau quotient : Z/nZ, pour n € N (Exemple 1.12.).
Pour n > 1, I’anneau Z/nZ est commutatif, unitaire et fini, de cardinal » (Voir App. A).
On peut écrire :
Z/nZ= {01, ,a=T)
o, pour toutk € Z, % est la classe de k modulo n.

Proposition 2.29. Si I est une partie non vide d’un anneau A, alors I est un idéal bilatére
de A si et seulement s'il existe un anneau A’ et un morphisme d’anneaux f de A dans A’'
tel que Kerf=1.

Preuve : Si A’ est un anneau et f € Hom(A,A’), on sait que Kerf est un idéal bilatere
de A (Prop. 1.53.). Inversement, si £ est un idéal bilatére de A, en prenant A’ =A/I, on a
I = Kerx, ol © est le morphisme canonique A — A/ O



30 Chapitre 2. Idéavx d’un annean

Remarque 2.30. :

a) Le résultat de la proposition 2.29 montre que dans un anncaw, les idéaux bilatéres
jouent un role analogue 3 celui des sous-groupes normaux dans un groupe ((11], Ch. IV).
b) La relation d’équivalence R, associée a un idéal bilatére 7 d’un anncau A, est appelée
relation d’équivalence modulo 7. Pour x et y dans A, tels que x X, y, on dit que : x est
Sguivalent & y, modulo I, et on écrit

x=y (mod 7).
B. Propriétés des anneaux quotients
1, Propriété universelle de Vanneau quotient
Théoréme 2.31. Soit I un idéal bilatere d'un anneau A et T le morphisme canonique :
A — A/l; alors, quels que soient I'anneau B et f € Hom(A,B) tel que I C Kerf, il

existe un unigue morphisme @ € Hom(A /I, B) tel que
ponr =f.

La méthode de démonstration de cette propriété est exactement la méme que celle utilisée
dans le cas des groupes quotients ([11], Ch. 1V); elle est ici proposée en exercice, (n°4,
Ch. 2). Le résultat s’exprime par la commutativité du diagramme suivant :

== e g

\' e

c’est-d-dire: Vxe€ A, o(x(x))=f(x).

Corollaire 2.32. Les hypothéses étant celles du théoréme 2.31,,
a) f surjectif = @ surjectif.

b) I=Kerf = ¢ injectif.

¢) (f surjectif et I = Ker f) = @ isomorphisme.

Vérification laissée au lecteur.

Remarque 2.33. Comme dans le cas des groupes, la "propriété universelle” énoncée dans
le théoréme 2.31. est une propriété du couple (A/1, 7).

Théoréme 2,34, Premier théoréme d’isomorphisme
Pour tour morphisme f d’un annean A dans un anneau B, on a
Imf ~ A/Kerf (isomorphisme d'anneaux).

Preuve : On considere la restriction surjective f, de f, définie par

fi:A — Imf
x— filx) = fx).
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Kerf| = Kerf donc (Th. 2.31.), il existe un vnique morphisme ¢ € Hom(A/Kerf,Imf)
tel que le diagramme suivant commute :

A—T0 AfRerf
|3!
1 =@
¥
Imf

c’est-a-dire que @om = f; alors
{(Imf, =Imf) => @ sutjectif et (Kerf, =Kerf) = @ injectif,
par suite, @ est un isomorphisme de A/Kerf sur Imf et
Vi=n(x)eA/Kerf, ¢X)=f(x). 0

2, Sous-anneaux et idéaux d’un anneau quotient

Théoréme 2.35. Soit I un idéal bilatére d’un anneau A et & le morphisme canonique :

A— A / I

1) Tout sous-anneau (resp. idéal & gauche, & droite ou bilasere) de A/I est 'image par

d’un unique sous-anneau (resp. idéal & gauche, & droite ou bilatére) contenant I. Plus

précisément, si J est un sous-annedu (resp. idéal & gauche, 4 droite ou bilatére) de A/,
T=a(N), el J=n"YHDI ainsi T=J/L

2) 8iJ, est un sous-anneau (resp. idéal & gauche, & droite ou bilatére) de A tel que 1 € J,,

alors I+ J, est le plus petit sous-anneau (resp. idéal a gauche, & droite ou bilatére) de A

contenant [ et T(J, ) = (I +J,}/1.

La démonstration du théoreme 2.35. est la méme que celle faite dans le cas des sous-
groupes d’un groupe quotient ([11], Ch. IV); elle est proposée ici en exercice (n°4, Ch,
2).

Exemple 2.36. Pour » > 2 dans N, les idéaux de Z/nZ sont les kZ/nZ, tels que k divise
ndans N ; ce sont aussi les seuls sous-anneaux de Z/nZ.

3. Deuxiéme et troisiéme théorémes d’isomorphisme

Lemme 2.37. Soit deux anneaux A et A’ et deux idéaux bilatéres I dans A et I dans
A’; alors, pour tout morphisme f € Hom(A,A") tel que f(I) C I, il existe un unique
morphisme f € Hom(A/1LA'[I'} tel que

fom=a'of,
oi 7 et o' sont les surjections canoniques A — Afl et A — A'JT.

Preuve :
FINCP <= I1CfYI';
d’autre part, on vérifie que Ker(n' o f) = f~1(F).
D’aprés le théorgme 2.31., la condition 7 C Ker{(a' o f) implique P'existence d un unique
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morphisme d’anneaux f € Hom(A/I,A’/I') tel que le diagramme suivant commute :

A Al
fr i
.
AfI - -E!"f--A’/I’
donc for=x'of. 0

Remarque 2.38. Comme conséquences du corollaire 2.32.,0on a :

a) Si #' o f est surjectif, alors f est surjectif.

On notera que 7’ ¢ f peut étre surjectif, sans que f le soit (voir Th. 2.39.),
b) SiKer(n'of) =1 (<= f~Y(F)=1I), alors f est injectif.

Théortme 2.39. Denxiéme théoréme d’isomorphisme
Quels que soient les idéawux bilatéres I et J d’un anneau A, ona :
HanJy = g+n/7J {isomorphisme d’anneaux).

Preuve : Soit o I'injection canonique de I dans 7 4-J; alors,

c(InJ)=INJCJ;
d’apres le lemme 2.37., il existe vn unique & € Hom(1/INJ,(I4+J)/J) tel que le dia-
gramme suivant

{——i+J

bia i

1anD 2% a0

commute : €o% = A’ o, ol & ¢t &’ sont les surjections canoniques.
moa)=a'N)={I+1)/J,

donc 7’ o @ est surjectif (bien que o ne le soit pas) ; on en déduit que & est surjectif (Rem.

2.38., 2) ). D*autre part, &~ (J) = INJ, donc T est injectif (Rem. 2.38., b) ) ; par svite &

est un isomorphisme, 0

Remarque 2.40. :
a) Les hypothéses du théoreme 2.39. impliquent aussi :
JANT) ~ (I+D/L
b) Silasomme I +J estdirecte, on a7NJ = (0),d’ot
Jo> (I®N/I et I~ (Teoh)/J.

Théordme 2.41. Troisiéme théoréme d’isomorphisme
Quels que soient les idéaux bilatéres I et J d'un anneau A tels que 1 C J, on a
AlT =~ (A/D/(J/D (isomorphisme d’anneaux).

Preyve : Soit ¢ la surjection canonique A — A/I.
Ic] = go(N)=J/L
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Il existe alors un unique morphisme & € Hom(A/J,{(A/1)/(J/1)) tel que le diagramme
suivant commute (Lemme 2.37)

A/l

i1 4

Jfo

AT - - (A/D)/(I/T)
done, Toa=a" o0, ol & et &' sont les surjections canoniques,

'oo  surjectif = & surjectif,
Ker(o6)=J = @ injectf;

denc @ est un isomorphisme., il

C. Idéaux bilatéres copremiers (ou étrangers)
1., Idéaux bilatéres copremiers dans un anneau unitaire

Définition 2.42, A éant un anneau unitaire, deux idéaux bilatéres 7 et J de A sont dits
copremiers (ou étrangers), si
I+J7=A,

Remarque 2.43. Deux idéaux uon nuls mZ et nZ sont copreniers dans Z, si et seulement
si m et n sont premiers entre eux (App. A, Prop. A.28.).

Lemme 2.44. Soir {1 j}ls < 1 2 2 dans N, une famille finie d’idéaux bilaeres d'un
anneau unitaire A; alors les idéaux 1 1< j<n sont deux A deux copremiers si et
seulement si, pourtout j(1 < j<n),

A=L+ () & (2.10)
1<k<n ket j

Preuve :
a) Supposons les idéaux bilateres 7., 1 < j < n, deux a deux copremiers; quel que soit
(j:k)s J % k dans {1}21 T 1"}1 ona

A=I+1.
Si n = 2, la relation (2.10) est vérifiée. Pour n > 3, on raisonne par récurrence sur 2.
L’anneau A est unitaire, donc en tant qu’idéal bilatere de lui-méme, il vérifie : A> = A.
L’hypothese de récurrence permet d’écrire :

A=TI +agen1 i}
par suite, A=A%= (I + e T + ).

U+ Machgnr Z) U +n) ST+ (Mpcign i I
C I+ (Macken—1 ) Niws

d'od A =1 +{ <<y On a ainsi prouvé la Rel. (2.10) pour j = 1, on la démontrait
de méme pour tout j{1 < j < n).
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b) Réciproquement, si la relation (2.10) est vérifiée quel que soit j, (1 < j < n), alors
pour tout couple (J,1) tel que j # ¢ dans {1,2,.--- ,n} :

A=+ Mhianprshe S+
implique A = I; +1), donc les I, (1 < j < n), sont deux & deux copremiers. ]

Proposition 2.45. Soit {I;},<;c, n = 2 dans N, une famille finie d’idéaux bilateres
d’un anneau unitgire A, deux a deux copremiers; alors, quels que soient les éléments
Ay18y,++ ,0p de A, il existe un élément b € A tel que :

Vil1<j<n), b=a; (modl). 2.11)

De plus, si ¢ € A vérifie la méme propriété que b, alors
c=b (mod nlgjgn]j)‘
Preuve :D’aprés la relation (2.10) du lemme 2.44., quel que soit
JAgj<n)ilexistex; €1 eth; €Ny hy, (1 <k <n), tel que
a; =X; +b I
donc b;=a; {(modl},
et b;=0 (modl), Vk#]
Par suite, en posant b = b, + b, + - - + b, on obtient
Vilsjzna), b=a; (mod Ij).
SiceAecsttelque Vj(l<j<n), c=a; (modl},
alors, Vj(1<j<n), b=c (mod Ij),
d’oi b=c (mod (;¢jeuf;)-
O
Proposition 2.46. Soit {I;}, . ;,, une famille finie d’idéaux bilatéres d’un anneau unitaire
A, (n > 2 dans N). On considére Iapplication
0:4— IlycjcnA/;

ar— (Jrj(a))lgjgn
ott, pour tout j(1 < j < n), x; est la sutjection canonique A — A/l

0 surjectif <= I,L,,...,I; deux d deux copremiers,
8 injectif <= ligjcnd; =0
Preyve .
a) Supposons les idéaux bilateres I;, 1 < j < n, deux & deux copremiers.

Soit (7;(4;)}, < j<n un €lément quelconque du produit direct [, . j(nA/Ij.
D’apres la Prop. 2.45., il existe b € A tel que : -

Vi(1£j<n), m{b)=m{a;), d'ox (,rj(aj))[sj'gn = (”f(b))ISJSn = 6(b),
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donc 8 est surjectif,
Réciproquement, si & est surjectif, il existe, en particulier, b € A tel que :

8(b) = (ﬂ'j(b))lgjgn = (Tj’ . '16);
donc b=1 {(modl) e Yk(2<k<n),b=0 (modl).

Par suite il existe x| € [, tel que b— 1 =x; d’autre part, b € nnggnIk d’on:

b—x=1= I+ [ I,=A
2<k<n
La relation (2.10) est donc vérifiée par les idéaux {7 j}ls < DOUT j = 1 ef on montrerait
de méme, qu’elle I'ai pour tout j(1 < j < n); les idéaux I;,1 < j < n, sont alors deux a

deux coprerniers.
b) La définition de 8, implique Ker@ =), jendpy d’ollle résultat énonce, O

2, Cas de 'anneau Z

Théoréme 2.47, Théoréme des restes chinois
Erant donné m et n premiers entre eux dans Z*, pour tout couple d'entiers (a,b) € Z X Z,
il existe x € Z tel que

x=ag(modm) e x=b (modn).
De plus, siy € Z vérifie la méme propriété que x, alors

y=x (mod mn).

Preuve ; 1l suffit @’ appliquer la proposition 2.45. dans le cas des idéaux mZ et nZ, sachant
que 7 et # sont premiers entre eux'si ef senlement si mZ N nZ = mnZ (App. A, Prop.

A28) O
Une autre démonstration de ce théoréme sera proposée en exercice (n° 6, Ch, 5),

Proposition 2.48. Théor¢me des restes chinois généralisé
Soit my,m,, ... my, des entiers deux & deux premiers entre eux dans Z*,n > 2 dans N;
alors quels que soient a|,ay,.. ., ay, dans Z, il existe x € Z tel que
Vi(l<i<n), x=g; (modm;).
De plus, si y € Z vérifie la méme propriété que x, alors
y=x (mod JT)¢c, ).

Ce résultat se déduit des propositions 2.45. et A.28.,App. A.

4. Idéaux premiers - Idéaux maximaux

Remarques préliminaires : Soit 7 un idéal bilatére d’un anneau unitaire A et 7 la surjec-
tion canonique A — A/l

a} On sait que si x est inversible dans A, alors #{x) est inversible dans A/f ; mais la réci-
proque est fausse. En effet, Z n’est pas un corps, cependant, pour tout nombre premierer
P,Z/ pZ est un corps (Cor.1.14.),

b) Si x est non diviseur de zéro dans A, on n'a pas nécessairement Z(x) non diviseur de
zéro dans A/1.

En effet, Z est un anneau intégre, mais, pour tout entier s > 1 et non premier, Z/nZ n’est
pas intdgre.

Dans ce qui suit, nous allons caractériser les idéaux I d’un anneau unitaire et commutatif
A, pour lesquels A /I est intégre ou A/ est un corps.
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A. Idéaux premiers d’un annean unitaire et commutatif

Proposition 2.49. Pour un idéal propre P d’un anneau unitaire commutatif A, les deux
conditions suivantes sont équivalentes ;

1) ((x,y)€AxAetxyeP) = x&PouycP.

2) (letJidéauxdeAetl] CPy = ICPouJCP

Preuve :

1) == 2} : I et J étant deux idéaux de A, supposons IJ C Pet! € P;il existe alors x € 1
tel que x & P. D’autre part, quel que soity € J, on axy € 1J, donc xy € P et, par hypothése,
(xyePetxgP) = ycP, dou JCP

2) == 1) : Supposons xety dans A telsque xy € Petx & P.

Soit (x) et (y) les idéaux de A, respectivement engendrés par x et y. La commutarivité de

'anncau A implique (xy) = (x)(y) (Prop. 2.24.) ; par suite,
xyeP=>(x)(y)CP,dautrepart, xgP= (x) L P,

alors compte tenu de I"hypothése 2) on obtient ;

(()y) CPet(x)ZP) = () CP, doncyeP O

Définition 2,50, Dans un anneau unitaire et commutatif A, un idéal P est dit premier, si
i} P est un idéal propre de A.
ii} P vérifie I’une des conditions équivalentes de la proposition 2,49,

Remarque 2.51. Dans un anneau unitaire, non commutatif A, on peut définir une notion
d'idéal bilatére premier :
Un idéal bilattre propre de A est dit premier , si
(TetJidéanxdeAet]JCP) — IC PouJCP
A n’étant pas commutatif, ceiic condition i’est plus €éguivalente & la condition 1) de la
propotion 2.49., car en général (Prop. 2.24.),
WEP &= (X)) CP

Théordme 2.52. Dans un anneau unitaire commutatif A,
I est un idéal premier <= AJI est un domaine d'intégrité.

Preuve : Supposons I premier ; alors
I#A = A/I non nul.

A/I est un anneau unitaire commutatif, montrons qu’il est intdgre,
Notons % la classe modulo 7 d'un élément x de A. Soit X,5 dans A/7, tels que X7 = 0.

iy=0 <— =0 < axyel

I étant premier : xy€l = x€l ou yel;
parsuite : Xy=0 = X=0 ou y=0, donc A/] est integre.

On en conclut que A /T est un domaine d’intégrité.
Réciproquement, on suppose que I'anncau A/7 est un domaine d’intégrité ; nécessaire-
ment, A/I est non nul, donc / est un idéal propre de A. Soitx ety dans A tels que xy € 1.

DansA/I: 35=0=%=00uy=0;
parsuite : xy €l = xclouyel,
donc / est premier . 0O

Corollaire 2.53. Si A est un anneau unitaire et commutatif, alors A est inrdgre si et seule-
ment si (0) est un idéal premier.
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Exemple 2.54. On sait que Z/nZ est intégre si et seulement si # =0 ou n est un nombre
premier ; on en déduit que les idéaux premiers de Z sont (0) et les pZ, pour p premier.

Proposition 2.55, Soit A un anneau unitaire commutatif, P un idéal premierde A etn > 2
dans N.
1) Pour des éléments x,,%,,...,Xn de A, on a
XXy xn €P = {1 <i<n)telquex; € P.
2) Pour des idéaux I, I,,.. I, de A :
L, L CP==3i{l1<i<n)telquelCP.

Preuve : Démontrons la propriété 1) ; supposons
XXy Xy =Xy (X 2x) EP.
L’idéal P étant premier, onax; € Poux,...x, € P
Six; € P, la propriété est démontrée .
Six; € P, on réittre le raisonnement précédent a partir de x, . .. x, et de proche en proche,
on en déduit qu’il existe nécessairement § (1 < i< n)telquex; € P
Par le méme processus, on démontre la propriété 2). O

Corollaire 2.56. P étant un idéal premier d'un anneau unitaire commutatif A, pour tout
neN*

1) (x€A et xX"eP) = x€P

2) (lidéaldeA et "CP) = ICP

Proposition 2,57, Soit f € Hom(AgE), un morphisme d’anneaux unitaires commutatifs.

1) Quel que soit l'idéal premisr Q' de B, f~'(Q) est un idéal premier de A contenant
Kerf.

2} Dans le cas oit f est surjectif, guel que soit U'idéal premier P de A contenant Kerf,
F(P) est un idéal premier de B.

Preuve :
1) Q étant un idéal de B, on sait que ' (Q) est un idéal de A, contenant Kerf, car 0 € Q.
Il reste & vérifier que
Q premier dans B == f~!(Q) premier dans A.
Soitxy € f~1(Q) ; alors, f(xy) = fx)f(y) €Q et

((f(x)f(y) € QetQpremier) => f(x) €Q ou fY)€Q
done, xyef~HQ)=xef Q) ou yef Q)

2) Si f est surjectif et P est un idéal premier de A contenant Kerf, alors f(P) est un idéal
de B=Imf (Rem. 1.54.). Montrons que f(P) ¢st premier.
Soit f(x) et £{x’) dans B tels que f(x)f(x') € f(P). ll existe alors a € P, tel que
Sax') = f(x)f(x') = fla); parsuite,

((xx' —a) € Kerf, Kerf CPetac P) => x¥ € P.
On en déduitque x € Poux’ € P, d’ou :

f&)f(x) € f(P) = f(x) € f(P) ou f{x}) € £(P),
donc f(P) est un idéal premier de B. O

Corollaire 2.58. Soit I un idéal propre d’un anneau unitaire commutatif A. Notons 7 Ia
Surjection canonique : A — A/I, alors, P est un idéal premier de I'anneau A/I si et
seulement si B~ L(P) est un idéal premier de A contenant I.
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Ce résultat est une conséquence directe de la propositiont précédente, puisque T est un
morphisme surjectif et Kerz =1,

Définition 2.59. L ensemble des idéaux premiers d’un anneau unitaire, commutatif 4 est
appelé le Spectre de A ou plus précisement, le Spectre premier de A et noté Spec(A).

B. Idéaux maximaux d’un anneau unitaire
1. Notion d’idéal maximal

Définition 2.60. / est un idéal bilattre maximal d’un anne¢au 4, si

£) I est un idéal bilatdre propre de A.

if) (Jidéal bilattre de AetICJCA) = J=1 ou J=A.

On définit, de la méme fagon, un idéal & gauche (resp. A droite) maximal de A.

Remarque 2.61. La définition 2.60. exprime qu'un idéal bilatere I d’un anneau A est
maximal, si ¢’est un élément maximal dans I’ensemble des idéaux bilateres propres de

A, ordonné par 1’inclusion.
La méme remarque peut étre faite pour les idéaux maximaux & gauche, ou & droite de A.

Théoréme 2.62. Dans un anneau unitaire et commutatif A, ona
I est un idéal maximal < A/l estun corps.

Preuve : Si A/I estun corps, on a nécessairement [ # A. D'autre part, supposons J idéal
de A tel que I & J; alors J/I est un idéal non nul du corps A/I, donc J/f = A/I, (Cor.
1.48.) . Par suite J = A, donc 7 est un idéal maximal de A,

Réciproquement, soit J un idéal maximal de A, alors-A/f est non nul et ¢’est un anneau
unitaire commutatif ; la maximalité de / implique que A /7 n’a pas d’autre idéal que (0) et
A/I, donc A/T est un corps (Cor. 1.48.). a
Remarque 2.63. Dans tout corps K, (0) est le seul idéal maximal.

Corollaire 2,64, Pour un idéal I d'un anneau unitaire commutatif A, on a
I maximal = I premier.

Ce résultat se déduit des théorémes 2.52. et 2.62., puisque
A/I estuncorps = A/I estintegre.

Remarque 2.65. La réciproque du corollaire 2.64. est fausse.
Par exemple, dans Z, (0) est un idéal premier qui n’est pas maximal.

On a cependant le résultat suivant :
Théoréme 2.66. Dans un domaine principal (Déf. 2.7.) tout idéal premier non nul es?

maximal.
Preuve : Soit I un idéal premier non nul d'un domaine principal A. 1l existe a # 0 dans
A, tel que I =aA.

Supposons J idéal de A tel que J & J; il existe alors & non nul dans A tel que J = bA et
bel

aAd CbA => IxcA twlque a=bx

(bx € aA, aA idéal premier et b & ad) = x € aA.

On en déduit qu’il existe y non nul dans A tel que x = ay, d’oll a = bay. L’annean A étant
commutatif, unitaire et intégre, on a

a=bay => a(l-by)=0 = by=1.
b est donc inversible dans A, d’olt J = bA = A (Prop. 1.47.).
On en conclut que P'idéal I = gA est maximal dans 4. [
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Remarque 2.67. Z étant un domaine principal, les idéaux maximaux de Z, sont les pZ,
pour tous les nombres premiers p.

2. Existence des idéaux maximaux dans un anneau unitaire
Le résultat fondamenial de ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 2.68. Tout anneau unitaire a au moins un idéal bilatere (resp. & gauche, @
droite) maximal.

Nous rappelons, ci-dessous, la notion d’ensemble inductif et 1’Axiome de Zorn ([11],
p.162) qui seront vtilisés dans la preuve du théoréme 2.68.

Définition 2.69. Un ensemble £, non vide et partiellement ordonné, est dit inductif, si
tout sous-ensemble non vide et totalement ordonné de E a un majorant dans E.

Axiome de Zorn : Tout ensemble non vide, partiellement ordonné et inductif, a au moins
un élément maximal.

Preuve du théoréme 2.68. : Soit A un anneau unitaire.
Notons B I’ensemble des idéaux bilatéres propres de A, Ona (0) € B, donc B #£0et B
est particllement ordonné par I’inclusion.
Soit {7, }, . une famille d'éléments de B, totalement ordonnée par I’inclusion. On sait
que dans ce cas, I =, ., [; estun idéal bilatere de A (Prop. 2.11.). De plus, par hypo-
thése, pour tout A € A, I, est unidéal propre de A, par suite

(V&A1 g} = Lgl
On en déduit que I est un idéal propre de A, donc € B; ainsi B est inductif, car f est un
majorant de la famille {7, }, _ . En vertu de I’ Axiome de Zorn, on en conclut qu’il existe
au moins un idéal bilatére maximal dans A.
On prouve, de la méme fagon, I’existence d’un idéal a gauche (resp. & droite) maximal,
dans I’anneau unitaire A. O

Corollaire 2.70. Tout anneau unitaire commutatif A a aw moins une image homomorphe
(Déf. 1.55.) qui est un corps.

En effet, A a au moins un idéal maximal M ; le morphisme canonique :
A —> A/M est surjectif et A/M est un corps (Th. 2.62.).

Corollaire 2,71, Dans un anneau unitaire A, tout idéal bilatére propre I est contenu dans
un idéal bilatére maximal de A,

Preuve : I #A = A/I 5 0. L’anneau A /] est unitaire, donc d’aprs le théoréme 2.68.,
il existe un idéal bilatere maximal M dans A/I. On en déduit qu’il existe un unique idéal
bilatére M de A, tel que (Th. 2.35.)
ICMeta(M)=M=M/I,

oll 7 est la surjection canonique de A sur A /7.
Vérifions que M est un idéal bilatere maximal de A. Soit J un idéal bilatere de A tel que

ICMCJCA
Dans A/I, ona: M/ICJ/ICA/IL
La maximalit¢ de M = M /I dans A/I implique alors
JiI=M{IouJ/I=A/I;doncJ=Moul=A. O
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Corollaire 2.72. Dans un anneaw unitaire commutatif,
a) tout idéal propre est contenu dans un idéal maximal.
b) tour élément non inversible est contenu dans un idéal maximal,

La propriété a) est justifiée par le corollaire 2.71.; la propriét€ b) s’en déduit immédiate-
ment, puisque qu'un élément non inversible engendre un idéal propre.

5. Notion d’anneau local

Définition 2.73. On appellera anneau local tout anneau unitaire commutatif n’ayant
gu'un seul idéal maximal.

Remarque 2.74. D’aprés la remarque 2.63., tout corps (commutatif) est un anneau local,
mais nous rencontrerons plus loin des exemples d’anneaux locaux qui ne sont pas des
corps.

Proposition 2.75. Si M est I'unique idéal maximal d’un anneau local, alors M est l'en-
semble des éléments non inversibles de A.

Preuve : Tout élément non inversible de A est dans M (Cor, 2.72,). Inversement, si x € M,
alors I'idéal principal (x) est inclus dans M, ¢’est donc un idéal propre de A, d’ o x non
inversible (Prop. 1.47.). 0

Remarque 2.76, En général, dans un anneau unitaire commautatif, I'ensemble des é1é-
ments non inversibles ne forme pasvn idéal. Par exemple, dans Z, 'ensemble Z\{—1,1}
des éléments non inversibles n’est pas un idéal.

Théoréme 2.77. Un anneau unitaire commutatif A est focal si et seulement si I'ensemble
de ses éléments non inversibles forme un idéal de A, c’est alors l'unique idéal maximal
de A,

Preyve : Désignons par (€) la condition :
"Dans A, l'ensemble des éléments non inversibles forme un idéal.”
D’apreés la proposition 2.75., tout anneau local satisfait 4 la condition (C).
Réciproquement, supposons la condition (€) vérifiée par A et notons /7, 1'idéal de A formé
par les éléments non inversibles. On remarque que [ est nécessairernent un idéal propre de
A (Prop. 1.47.). Si I’on suppose I non maximal, alors d’aprés le corollaire 2.72,, il existe
un idéal maximal M de A tel que
TCMGA
Par suite, il existe x € M telque x € I; or,
xeM = xnponinversthle =— xel;
d’ob une contradiction. En conclusion, f est maximal et ¢’est I’'unique idéal maximal de
A, puisqu’il contient tous les éléments non inversibles de A. O

Définition 2.78. Si M est I'unique idéal maximal d’un anneau local A, le corps A/M est
appelé le corps résiduel de A.

6. Notion d’anneau commutatif noethérien

A, Condition maximale - Condition de chaine ascendante

Définition 2.79. Soit E un ensemble non vide, partiellement ordonné.
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a) On dit que E vérifie 1a condition maximale (C.M.), si tout sous-ensemble non vide de
E contient au moins un élément maximal.

b) On dit que E vérifie la condition de chaine ascendante (C.C.A.) si toute suite stricte-
ment croissante d’éléments de £ :

X <Ey < L Xy Xy e est finie. (2.12)
autrement dit, si toute suite ¢roissante d’éléments de E ;

XXy S Sy Sx S est stationnaire. (2.13)
On rappelle qu’une suite telle que (2.13), est stationnaire s’il existe un entier I > 1 tel
que x,, = X;, quel que soit 7 > /.

Proposition 2.80. Dans un ensemble partiellement ordonné la condition maximale est
équivalente a la condition de chaine ascendante.

Prenve . Soit E un ensemble non vide partiellement ordonné.
1°) Supposons la C.M. vérifide ; soit
N <Ey < Xy <Xy <
une suite strictement croissante dans E. Posons :
X ={x %, ., Xn ...}
X est un sous-ensemble non vide de £ ; la condition C.M. implique gqu’il contient au moins
un élément maximal ; celui-ci est nécessairement un plus grand élément, car les &léments
de X forment une suite strictement ¢roissante. On en conclut que la suite des x,,n € N*,
est finie, donc la C.C.A. est véfifice,
2°) On suppose que E vérific la {.C.A., mais ne vérifiec pas la C.M.; il existe alors une
partie non vide X de E ne contenant pas d'élément maximal.
Soit x; € X, x| n'étant pas maximal dans X, il existe x, € X tel que x| <x,.
L’élément x, n'étant pas maximal dans X, il existe x, € X tel que x, < x;,d’ol:
Xy < Xy < Xy
On peut ainsi construire une suite strictement croissante infinie d’éléments de E, ce qui
contredit 1a C.C.A. ; on en conclut gue nécessairement la C.M. est vérifiée dans E. O

B. Anneau commutatif noethérien

Définition 2.81. Un anneau unitaire commutatif est dit noethérien, si I’'ensemble de ses
idéaux, partiellement ordonné par 1’inclusion, vérifie la C.C A. (€quivalente a la C.M.).

Théoréme 2.82. Un anneau unitaire commutatif A est noethérien si er seulement si tout
idéal de A est de type fini (Déf. 2.5.).

Preuve : Supposons A noethérien. Soit 7 un idéal de A; si /= (0) ou I = A, alors [ est
principal, donc de type fini. Dans ce qui suit, / sera un idéal propre, non nul, de A.
Notons J, I'ensemble des idéaux J de A tels que :

J estde type finiet JC I
On a J#0, car (0) € J. A étant noethérien, I'ensemble des idéaux de A vérifie la C.M.,
donc il existe un élément maximal J, dans J.
Supposons J, # I, donc J, G 7; il existe alors x € 1, tel que x & J,.
L'idéal J, étant de type fini, soit {@,,4,, - - ,a,} une famille génératrice finie de J,, r € N*.
Notons J Iidéal de A engendré par {a,,a,, - ,ar,X}; on a alors :
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Jed et J,GCJCH,
ce qui contredit la maximalité de J, dans J. Par suite, J, = I, donc [ est de type fini.
Réciproquement, soit A un anneau unitaire, commutatif, dans lequel tout idéal est de type
fini ; montrons qu'il vérifiela C.C.A. Si

LehG ehel, & (2.14)

est une chaine strictement croissante d’idéaux de A, alors I = [, . fx est un idéal de A
(Prop. 2.11.}. Supposons [ engendré par {a,,a,, - ,ar}, r € N*.

Quel que soiti (1 <i<r), il existe n; €N, tel que a; € 1, Soit m= sup{n;1<i<r};
pourtouti (1 <i<r),onal, Cly d’ob {a),a, - ,a,} CInetparsvite, I C 1,

Mais I = U,y In implique I, € I, donc T = I,; ainsi la chaine (2.14) est finie et A est

noethérien, =
Remarque 2.83, :

a) Tout corps (commutatif) K est noethérien, puisque ’ensemble des idéaux de K est
réduit & {(0),X}.

b) Tout anneau principal est noethérien, en particulier, I’anneau Z est noethérien.
Des exemples d’anneaux noethériens non principaux apparaitront dans les chapitres sui-
vants.

Proposition 2.84. Un anneau unitaire et commutatif A est noethérien si et seulement si,
quel que soit l'idéal propre I de A, A/I est noethérien.

Preuve : Supposons A noethérien. Soit [ un idéal propre de A et

TNRE ST ST v (215)

une chafne strictement croissante d’idéaux de 1'anneau unitaire et commutatif A/f. Pour

tout n € N*, posons J, = 71(J,.), ot & est le morphisme canonique de A sur A/7 ; alors
I1ICHGChLG - GChG G

est une chaine croissante d’idéaux de A, donc elle est stationnaire. Par suite, la chaine

(2.15) est finie, d’oit A /I noethérien.

Réciproquement, si quel que soit I'idéal I # A,A /T est noethérien, alors A = A/(0) est

noethérien. 8

Théoréme 2.85. Un anneau unitaire et commutatif A est noethérien si et seulement si tout
idéal premier de A est de type fini.

Preuve : Si A est nocthérien, alors (Th. 2.82.) tout idéal premier est de type fini ; démon-
trons la réciprogue.

Tout idéal premier de A étant, par hypothese, de type fini, supposons A non noethérien ;
I’ensemble X des idéaux de A qui ne sont pas de type fini est alors non vide ; de plus X est
partiellement ordonné par 'inclusion. On vérifie alors facilement que X est inductif (Déf.
2.69.) et I'"Axiome de Zom implique I'existence d’au moins un élément maximal P dans
X (voir la preuve du Th. 2.68.).

Compte tenu des hypotheses, P n’est pas un idéal premier, donc il existe a,b dans A tels
que abcPa¢ P,b¢ P

Ona PG P+(a), P& P+(b) et Pmaximal dans X, par suite les idéaux P+ (a) et P+ (b)
ne sont pas dans X, donc sont de type fini.

Soit {x; + ay;} <<, une famille génératrice finie de I'idéal P+ (a); n € N* et pour tout
i{1<i<n),x,€Ry €A
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Soit J:={z€ A, az € P}; ona P CJ et on vérifie que J est un idéal de A; alors,
{(PCJetabeP) = beJ = P+(b}CJ

On en déduit que J ¢ X, donc J est un idéal de type fini. Supposons J engendré par
{zy,23,.+.,2r}, r € N* et démontrons que I'ensemble {x,,...,%s,az2,,...,az } engendre
I'idéal P.
Soit p € P, afortiori p € P+ (a), d’ob

P=Licicn Oi{x; +ay;), OUVI(1 <i<n), o, €A;

P =T cicn O +a(E1cicn 0Y) = a{L1cicn WY} E P,
alors, L) ¢, %Y; € J, donc il existe des B; € A,1 < j < 1, tels que

P = Licicn 0% + D gy Bilaz):

Ainsi P est de type fini, ce qui contredit le fait que P € X. On en conclut que A est
noethérien. 0

7. Nilradical et Radical de Jacobson

Dans tout ce paragraphe, on ne considére que des anneaux commutatifs, unitaires.

Proposition 2.86. Dans un anneaw commutatif, unitaire A, I'ensemble N des éléments
nilpotents forme un idéal de A et I'anneau A /N n'a pas d'élément nilpotent non nul (DEf.
1.26.).

Preuve : Par définition, N = {x € 4 ; In € N” tel que " = 0}.
N n’est pas vide, car 0 € N. Soit'x,y dans N ;il ‘existe m et n dans N* tels que x™ =0 et
y' =0, alors

(=97 = (1" =0 et GF+)™" = EopcpemenChp®y™H" 7 =0
et quel que soit a € A, (ax)™ = a™x"™ = 0. Par suite, N est un idéal de A.

Notons X, la classe modulo N d'un élément x de A. Supposons ¥ nilpotent dans A/N; il
existe m € N* tel que ¥ = 0; alors

=0 & =0 << el
X"eN < JpeNtelque (x")P =x""=0
et =0 = xeN, douzx=0.
Ainsi A/N n'a pas d’élément nilpotent non nul. O

Définition 2.87. Dans un anneau unitaire commutatif A, 1'idéal N formé par I’ensemble
des éléments nilpotents est appelé le nilradical de A.

Théoréme 2.88. Le nilradical N d’un anneau unitaire commuiatif A est 'intersection de
tous les idéaux premiers de A.

Preuve : On rappelle que I'ensemble des idéaux premiers de A est noté Spec(A) (DEf.
2.59.).

a) Soit x € N; il existe n € N* tel que x* = 0. Or, quel que soit P € Spec(A), O P
implique x" € P et par suite x € P (Cor. 2.56.), d’ol

XeN = x€ nPeSpec(A)P' (2.16)
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b) Démontrons que six & N, alors x € (. Spec(A) P,
Etant donné x € A \ N, considérons I’ensemble X des idéaux / de A tels que : quel que soit
neN" x"¢glI
L’ensemble X est non vide, car (0) € X; d’autre part X est partiellement ordonné par
I'inctusion, on montre alors (voir la preuve du Th. 2.68.) que X est un ensemble inductif
(Déf, 2.69.). On en déduit, en appliquant I’Axiome de Zorn, qu’il existe un élément maxi-
mal dans X, que nous noterons F,.
Montrons que F, est un idéal premier de A. Soit aet b dans A\ F; on a

PyGFPy+(a) et PG Py+(b),
donc les idéaux Fy + (a) et P+ (b) n’appartiennent pas & I’ensemble X. On en déduit
qu’il exite m et n dans N* tels que

mEPR+(a) et X"eEFR+(b);
alors x™*" € Py + (ab) ; par suite, F + (ab) n’appartient pas & X, donc ab ¢ F,. Ainsi F,
est un idéal premier tel que x & F, ol x & ﬂpespecm) P
Compte tenu de 1"implication (2.16) ci-dessus, on en conclut que
N=pepP: O

Remarque 2.89. Si A est un domaine d’intégrité, alors son nilradical est nul,car (0) étant
un idéal premier, {7, Specid) P = {0); mais la réciproque est fausse.

En effet, si N est le nilradical d'un anneaun unitaire commutatif A, d’aprés la proposition
2.86., le nilradical de I’anneau A/N est nul; cependant A/N n’est pas nécessairement
intégre, car I'idéal N n’est pas nécessairement premier.

Définition 2.90. Soit A un anneau unitaire cormmutatif, on appelle radical de Jacobson
de A, Uintersection des idéaux 'maximaux de A
Nous désignerons par J(A) ce radical.

Les éléments de J(A) sont caractérisés par la propriété suivante :

Proposition 2.91. A étant un anneau unitaire commutatif, si U, désigne I'ensemble de
ses éléments inversibles, alors
re€dA) <= Vyed, (1-n)el,.

Prenve
a) Supposons x € J(A) ety € A tels que {1 —xy) &€ U,. Le corollaire 2.72. implique
I’existence d’un idéal maximal M de A contenant 1 — xy et d’apres la définition de J(A),
x€dAd) = =xye€J(A) = ayeM.
[(1-xy)eMetxyeM] = 1€ M,
ce qui est impossible ; donc (1 -xy) € U,.
b) Soit x € A\ J(A) ; il existe alors un idéal maximal M de A tel que x ¢ M. On en déduit

que M+ (x) =A.
Par suite, il existe a € M et y € A tels que a+xy = 1; mais (1 —xy) € M implique
(1-ay) ¢U,, d ol le résultat énoncé. a

Corollaire 2.92. Dans tout anneau unitaire, commutatif A, on a
N(4) € 3(a},
o N(A) désigne le nilradical de A.

Preuve : Quel que soit x € N(A)\ {0}, il existe un entier n > 1 tel que x* = 0; on en déduit
que 1 — x est inversible dans A. En effet,
(1=x)1+x+x2+.. . N=1-x"=1.
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Par suite, N{A) étant un idéal de A,
YxeN(A), VyeAd, (1—xy)el,:
d’olt N(A) C J(A), d’apres la proposition 2.91. 0.

Définition 2.93. Dans un anneau unitaire, commutatif A, on dit qu'un idéal  est un nili-
déal si tous les éléménts de I sont nilpotents.

Remarque 2.94. La définition du nilradical de A et le corollaire 2.92. impliquent que
pour tout ailidéal I de A, on a T C N(A) C J(A).

8. Anneaux booléens

Définition 2,95, On appelle anneau booléen, tout anneau unitaire dans lequel tout é1é-
ment est idempotent (DEF. 1.28.).

Remarque 2.96. :

a) La définition 2.95. implique que tout sous-anneau unitaire d'un anneau booléen est un
anneau booléen.

b) L’anneau de Boole P(E), des parties d’un ensemble non vide £, étudié dans I’Exercice
15, Chap. 1, est un anneau booléen, qui joue un rble fondamental, puisque nous montre-
rons dans ce paragraphe, que tout anneau booléen est isomorphe & un sous-anneau d’un
anneau de Boole du type P(E).

Propaosition 2,97, Si B est un anneau booléen, alors

1) B est de caractéristigue 2.

2) B est commutatif.

3) Tout x € B\ {0, 1} est un divisenr de'zéro dans B.

4) Tout idéal premier P de B est maximal et B/ P est un corps & dewux éléments.

Preyve :
1) B étant un anneau booléen, B est unitaire, donc B # {0) et pour toutx € B, ona x% = x;
alors pour tout x # 0 dans B, on a

(x+x2=x4x=2 =3 MP=dx=21 = 2u&=0,
d’oi car B = 2. Par suite, pourtout x € B, onax = —x.
2} Soit x et y non nuls dans B,

F=xY =y x+y=x+y) = y+m=0;
alors yx=—-yxr = xy—yx =0,

donc B est anneau commutatif.
3) Pourx€B, »=x < x(x—1)=0;
par suite, x # 0 et x # 1 implique : x diviseur de zéro dans B.
4) Soit P un idéal premier de B; 1’anneau quotient B/P est alors intégre (Th. 2.52.).
Pour tout x € B, notons %, la classe de x modulo P;

(x(x—1)=0, dans B) == (¥(¥—1)=0, dans B/P),
ol x=0oux=1
On en déduit que B/P est un domaine d’intégrité A deux éiéments, c’est donc un corps
isomorphe & Z./2Z (Prop. 1.24., Cor. 1.14.), par suite I’idéal P est maximal (Th. 2.62.). O

Remargue 2.98. :

a) Le corps Z/2Z est un cas particulier d’anneau booléen.

b) Les notations étant celles de la Prop. 2.97, la condition : x*> = x, pour tout x € B
implique gqu'un anneau booléen n’a pas d'élément nilpotent non nul (Déf. 1.26.). On en
déduit que le nilradical de B est nul (Déf, 2.87.),
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Proposition 2.99. Un anneau B est booléen si et seulement s'il est isomorphe & un sous-
anneau unitaire d’un produit direct de corps tous isomorphes a Z/27.

Preuve : SoitA =[], A;, ou ! estun ensemble non vide tel que pour touti €1, A, ~ Z/27Z;
alors tout élément de A est idempotent, donc A est un anneau booléen et tout sous-anneau

unitaire de A est booléen (Rem. 2.95.).

Réciproquement, soit B un anneau booléen. Compte tenu de la remarque 2.98,, a), suppo-
sons B % Z/2Z.

Soit {P;} ;., la famille des idéaux premiers de B; B étant un anneau unitaire, cette famille
est non vide (Th. 2.68., Cor. 2.64.}. Pour tout j € J, notons 7; la surjection canonique
B — B/P; et considérons

8:B —> [l;,;B/F;
x = (7)) ;e

8 est un morphisme d’anneaux unitaires et Keré = ¢, P;. On en déduit que Ker@ est le
nilradical N(B) de P'anncau B (Th. 2.88.) ; or N(B) = (0) (Rem 2.98., b)), ce qui entraine
B ~ Im@. Ainsi B est isomorphe & un sous-anneau de []; jes B/ ol pour tout j & J,
B/P ~ Z/2Z (Prop. 2.97.).

On remarque que si B n’a qu'un seul idéal maximal, alors d’aprés ce qui précede, celui-ci
estnul ; dans ce casona B~ Z/2Z. ]

Théoréme 2.100. Tour anneau booléen est isomorphe & un sous-anneau de I'anneau de
Boole des parties d’un ensemble non vide,

Preuve : Soit B un anneau booléen. Considérons, comme ci-dessus, la famille des idéaux
premiers de B et en reprenant les mémes$ notations que dans la démonstration précédente,
posons
E:={m;};c;, et Yx€B, Ec:={m€E;mx)#0}.
Montronsque = E; =0 <= x=0. Eneffet, quel que soit j &€ J, %; est un morphisme
d’anneaux, donc 7;(0) = 0 et d’aprés ce qui précede,
(Viel, ch()='ﬁ)=‘,»a|:6[']&F (0).
D’autre part, quel que soit j € J, ona ,(B) = B/F; =~ Z/2JZ donc il existe x € B tel que

#;(x) # 0. On en conclut que
E = UxeBEx-
Vérifions 1'injectivité de 1’application
$:B — P(E)
x v+ E,.

Supposons Ex = E,, non vide ; alors, quel que soit 7; dans Ey, ona
mi(x) = m;(y) =1,d’0d
VY, €Ey, (x—y) € P;=Kerx;.
De plus, pour tout ; € E'\ Ey, 7: 1 (0) = m;(y) =0, par suite
(x—9) Eﬂ_,eJr = (0}, doncx=y.
Vérifions que ¢ est un morphisme d’ anneaux unitaires de B dans I’anneau de Boole P(E)
(Cf. Ex.15,Ch.1). On a

E, =0 <= ¢(0)=0 dans'anneau P(E)
E,=E < ¢(1)=1 dansannean P(E).
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D’autre part, pour tout j € J, B/ P; est un corps a deux €léments, donc pour x et y dans B,
7;(xy) = =;(x)7;(y) implique

w;(xy) = 1 <= 7y(x) = Tet m(y) = 1.
On en déduit que : Ey, = E;NEy, cequiéquivaut a

O(xy) =¢(x)¢(y) dans'annean P(E).
De méme :rrj(x +y)= nj(x) + Jrj(y), implique

mi(x+y) =1 <= {(m{x) =1, 7,(y) =0) ov (7;(x) =0, ;,(y) =)}
ainsi, E, ., = (Ex\ Ey) U(Ey\ E;) est équivalent &
¢(x+y) =¢(x)+9(y) dans]’annean P(E).

Linjectivité du morphisme ¢ impligue B ~ Im¢, donc B est isomorphe a un sous-annean
de I’anncau de Boole P(E). O

Théoréme 2.101. Tout anneau booléen fini B est isomorphe & Uanneau de Boole F(E)
d'un certain ensemble fini E et il existe un entier k > 0 tel que card(B) = 2*.

Preuve : B étant un anneau booléen fini, soit {F;}, ..., la famille, nécessairement finie, de
ses idéaux premiers.

Démontrons que B est isomorphe a I'anneau [], ., B/F;. Comme dans la preuve de la
proposition 2.99., on considére le morphisme

0:B — nlgfng/Pi
x — (%) e

On sait que 9 est injectif et que tout P, 1 <.i <.k, est.un idéal maximal de B tel que
card(B/P;) =2 (Prop. 2.97. et 2.9%.).
Si k > 1 dans N, on suppose naturellement que pour i 7 j, on a F; 5 P; alors, pour tout
couple (i, j), 1 <i<k, 1< j<k,

i#j = F+P;=B
Les idéaux F;, 1 <i <k, sont donc deux & deux copremiers (Déf, 2.42.),
Le morphisme @ est alors surjectif (Prop. 2.46.), par suite 8 est un isomorphisme, d’od

card(B) = card(I1, ;. B/P) = 2*.

D’autre part, posons, comme dans la preuve du théoréme précédent

E:= {7‘5}151‘5&-
E est un ensemble fini de cardinal &, alors card(P(E)) = 2% ({151, t.1), par suite le mor-
phisme d’anneaux

¢:B — P(E)

X — By,

qui est injectif, d’aprés la preuve du théordme 2.100., est ici bijectif, puisque B et P(E)
sont des ensembles finis de méme cardinal ([2]); d’ou B ~ P(E). [}

9. Exercices
1) Soit f un idéal & droite ¢’un anneau A. On pose

J={x€A ax=0,Vacl}
Montrer que J est un idéat bilatére de A.
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2

3

4

5)

6)

N

8

Dans I'annean M,(R) des matrices carrées d’ordre 2 sur le corps des nombres réels R , on

pose
R={(3 z):(x,y)GRxR} : L:{(; g):(x,y)eRxR};

— £ ¥y,
S—{(O z),x,y,zdansR}.

Montrer que dans I’ammeau M, (R) :
R estun idéal A droite ; L est un idéal & gauche ;
§ est un sous-annean qui n’est ni un idéal a droite, ni un idéal & gauche.

1°) Démontrer les propriéiés des opérations sur les idéaux d’un anneau, énoncées dans la
proposition 2.22.

2°) Soit n > 1 dans Net {I;}, ., unc familie d’idéaux bilattres d’un anneau A. On pose
8 =¥, cica1- Montrer que la somme S est directe (Déf 2.17.) si et seulement si § est iso-
morphc“aﬁ produit direct des anneavx [;, 1 <i < n (Déf, 1.79.),

Démontrer les théorémes 2.31 et 2.35 (Voir [11), ChIV).

Soit A un anneau knitaire ; on note Z(A) son centre (Déf.1.32.).
On suppose qu’il existe dans A un élément nonnul e tel que e # 1, €® =e¢, et e € Z{A). On
dira que e est un idempoteny central de A,
1°) Vérifier que 1 — e est aussi un idempotent central non nul de A.
Montrer que eA et {1 — ¢)4 sont des idéaux Bilateres de A tels que
A=eAD(l-e)A
2°) Soit I # (0) un idéal bilatere propre de A.
Démontrer que ies trois conditions suivantes sont équivalentes :

i} I existe un idéal bilatdre J de A tel que

A=1I@J.
if) I est un anneau unitaire, d’€lément unité ¢ # 1.
iify I = eA, ol e £ 1 est un idempotent central de A.

Soit A un anneau unitaire et commutatif. On suppose que A contient un idéal maximal M tel
que
1+M:={1+x,xeM} CU,,
o U, est le groupe des éléments inversibles de A.
Prouver que A est un anncau local (DéEf. 2.73.).

Soit A un domaine d’intégrité et U, le groupe de ses éléments inversibles. Pour tout x € A,
on note (x) 'idéal de A engendré par .

1°) Vérifierque: (x) =(y) <= Juc U, telque y = ux.

2°) On suppose que (x) et (y) sont des idéaux premiers, non nuls de A.

Montrerque:  (x) C{y) = (x) =(¥).

Soit A un anneau unitaire, commutatif, dans lequel on suppose que tout idéal propre est
premier. Le but de cet exercice est de prouver que A est un corps,

1°} Vérifier que A est intdgre.
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9)

10)

11)

12)

2°) On suppose A\ U, # {0},U, étant le groupe des €léments inversibles de A. Démontrer
que quel que soitx # O dans A\U,,ona
(x) = A\Uj,
ol1 (x) est I'idéal de A engendré par x.
En déduire que A est un corps (Utiliser I’exercice 7 précédent).

Soit B un anneau booléen (DéEf, 2.95.).
Démontrer que tout idéal de type fini de B est principal,
(Faire une récurrence sur le nombre # de générateurs d'un idéal de type fini, en considérant

d’abord le cas n = 2).

Soit A un anneau unitaire et commutatif. On dira qu’une partie non vide S de A est une
partie multiplicative de A, si
HleSet0gs;
i{a,b)eSx8§ = abes.
19} Soit P un idéal propre de 4. Démontrer que S\ P est une partie muitiplicative de A si et
seulement si P est un idéal premier de A.
2°} Soit § une partic multiplicative de A. On désigne par 8 ’ensemble des idéaux [ de A
tels que $N7 = @. L’ensemble 8 étant ordonné par 1’inclusion,
i) Justifier P’existence d’un élément maximal dans S.
i} Démontrer que tout élément maximal dans 8 est un idéal premier de A.

Dans un anneau unitaire, commutatif, A, on dira qu’une partie multiplicative § (Cf. exercice
10 précédent) est safurée, siguel que soit x € §, ona

{yc AT et ylx) = y€ES.
1°) Vérifier que dans A, I’ensembie, noté 5, des non-diviseurs de zéro est une partie mul-
tiplicative saturée,
2°) Soit S une partie multiplicative saturée de A.
a) Montrer que : x € A\S = (x)NS =0, od (x) est I'idéal de A engendré par x.
b) Pour x € A\ 8, on note 8, I'ensemble des idéaux 7 de A pour lesquels,

xeletinS=0.

- Montrer que 8, ordonné par I’inclusion, admet au moins un élément maximal, que I'on
notera P,.
- Prouver que P, est un idéal premier de A.
3°} Utiliser les résultats précédents pour démontrer que les conditions suivantes sont équi-
valentes :
i) S est une partie multiplicative saturée de A.
if) A\ S est la réunion (ensembliste) d’une famille d’idéaux premiers de A.
4°) a) Quelle est la plus petite partie multiplicative saturée de A contenant I'élément unité
de A?
b) U, étant 'ensemble des €léments inversibles de A, démontrer que A\ U, est la réunion
de tous les idéaux maximaux de A.

Soit A un anneau unitaire, commutatif et # € N*,

1°) Soit {1}, <;<, une famille finie d’idéaux de A et P un idéal premier tel que [ <z, §; S P.
- Prouver qu'il existe i(1 <i<n) telque , T P

- En déduire que si P =1y, f;, alors il existe i(1 <i<n)ielque P=1.

2°) Soit {F},;c, une famille finie d’idéaux premiers de A et 7 un idéal de A tel que
¢ UlSt’Sn R
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13)

14)

15)

16)

Démontrer qu’il existe i(1 <i <n) el que ! C P,

Soit A et B deux anneaux unitaires, commutatifs et f un morphisme d’anneaux unitaires de
A dans B.

1°} Seit f un idéal de A ; on rappelle que f{f) n’est pas, en général, un idéal de B. L'idéal
de B engendré par f(I} est appelé extension de I par [ ; on le notera I°. Comment s”écrivent
les éléments de I°?

2°) Soit j I'injection canonique de Z dans Q. Si P est un idéal premier non nul de Z, quel
est I'idéal P?, extension de P par j?

En déduire, qu'en général, 'extension /¢ d’un idéal premier I de A par un morphisme
S € Hom{A, B) n’est pas un idéal premier de B.

Pour tout idéal I d’un anneau unitaire, commutatif, A, on pose
VI:i={xcA;neN"cl}.
1°) Montrer que v/7 est un idéal de A, contenant 7.
L’idéal /7 est appelé le radical de 7.
2°) Soit 7 la surjection cancnique A — A/l
N(A/I) désignant le nilradical de I'annean A/I (Déf, 2.87.), vérifier que
VI=rz"1 (N@A/D).
3°) Quels sont les idéaux +/0 et +/A? En déduire que dans A, v/ est un idéal propre si et
seulement si 1 est un idéal propre.
4°) Soit f € Hom(A, B) un morphisme d’anneaux unitaires. Comme dans I'exercice 13 pré-
cédent, on note J°, I'extension par f d'un idéal [ de A. Démonirer que

(VDS VE.

Dans un anneau unitaire, commutatif A, un idéal ¢ est dit primaire si
)O#4
iV, y) €eAxA, (e Qyg Q) = 3neN* ¥ Q.

1°) Vérifier que dans A, tout idéal premier est primaire.
2°} La notion de radical d*un idéal ayant été définie dans ’exercice 14 ci-dessus, prouver
que si P est un idéat premier de A, alors, quel que soit m € N*, /P7 = P,
3°) Démontrer que si Q est un idéal primaire de A, alors /0 est un idéal premier de 4 et
c’est le plus petit idéal premier de A contenant O (La réciproque est fausse ; voir exercice
5, Ch. 4).
4°} Déterminer tous les idéaux primaires de I’annean Z.
5°) Démontrer qu’ur idéal Q de A est primaire si et seulement si Q # A et tout diviseur de
zéro dans A/Q est nilpotent.
6°) a) Soit M un idéal maximal de I’anneau A et soit x € A\ M. Prouver
qu'il existe 7 € A tel que (xz— 1) € M (Considérer I’anneau quotient A/M).

b) Soit 7 un idéal de A tel que /7 est un idéal maximal de A. On note ¥ la classe modulo /
d’un élément x de A.
Montrer, & V'aide du résultat a) ci-dessus, que dans I'anneau A /1,

T#0 == Xnilpotent on inversible .
En déduire, en utilisant la question 5°), que dans A
/T idéal maximal == I idéal primaire.

Dans un anneau unitaire, commutatif A, un idéat J sera dit irréductible si quels que soient
les idéanx J,, J,,
J=h0Jy = J=J ouT=J,
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17)

1%} Vérifier que pour un idéal J de A

J, idéal irréductible dans A <= (0), idéal irréductible dans A /..
En déduire que tout idéal maximal de A est irréductible.,
2°} On suppose ’anneau A noethérien.
Le but de cette question est de prouver que tout idéal propre de A est Uintersection d'un
nombre fini d’idéaux irréductibles de A.
On suppose qu’il n’en est pas ainsi, c'est-2-dire que I’ensemble, noté I, des idéaux propres
de A qui ne sont pas intersection d'un nombre fini d’idéaux irréductibles est non vide,
Justifier I'existence d’un élément maximal /, dans |'ensemble I, ordonné par I’inclusion,
Démentrer qu’il existe des idéaux I et I, de A tels que [ = 1, N L.
En déduire une contradiction et conclure,
3°) On suppose, comme dans la question précédente, A noethérien.
En utilisant le 5°) de I’exercice 15 précédent, ainsi que le résultat de la question 1°) ci-
dessus, démontrer que pour un idéal propre J de A, on a

J iméductible = J primaire.

Indication : étant donné X et ¥ dans A/J tels que X7 = O et 7 #£ 0, on démontrera, en consi-
dérant la chafne croissante d’idéaux de A/J

AnnE C Amm@ C --- )

qu’il existe # € N* pour lequel () N (&) = (0).
En conclure que, dans un anneau commutatif, noethérien, tout idéal propre est intersection
d’un nombre fini d’idéaux primaires.

1°) Soit E un ensemble non vide et partiellement ordonné.
On dit que E vérifie la condition minimale (C.m.), si tout sous-ensemble non vide de E
contient un élément minimal.
On dit que E vérifie 1a condition de chaine descendante (C.C.D.), si toute suite strictement
décroissante (resp. décroissante) d’éléments de E est finie (resp. stationnaire).
Bémontrer que les conditions (C.m.) et (C.C.D.) sont équivalentes.
2°) On dit qu’un anneav unitaire, commutatif est artinien, si I'ensemble de ses idéaux,
partiellement ordonné par I'inclusion, vérifie la C.m. (équivalente A la C.C.D.).

@) Vérifier que tout corps est un anneau artinien.

b) Montrer que I'annean des entiers, Z, n*est pas artinien (alors que Z est noethérien, car
principal).
Indication : considérer la chaine strictement décroissante des idéaux de Z, de la forme 2"Z,
pourn € N.
N.B. : On peut démontrer que tout anneau commutatif artinien st noethérien ([33]).
3°) Prouver qu’un anneau unitaire, commutatif, A, est artinien si et sculement si, pour tout
idéal propre I de A, I’anneau quotient A/f est artinien.
4%y Montrer que tout domaine d’intégrité artinien, A, est un corps.
Indication : pour a non nul dans A, considérer la chaine décroissante des idéaux principaux
(@), neN,
5°) A étant un anneau commutatif artinien, soit J(A) son radical de Jacobson (Déf. 2.90.).
On pose J := J(A).
Le but de ceite question est de prouver que 1'idéal J est nilpotent, ¢’est-a-dire qu’il existe
un entier m > 0 tel que J* = (0).

a) En considérant la chaine décroissante des idéaux J?, pour r# € N, justifier ’existence de
m & N* tel que, quel que soit Uentier n > m, on ait J* =J".
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) On suppose J” & (0), montrer qu’alors, I’ensemble, noté X, des idéaux f de A tels que
ICT et 1Jm#£(0)
est non vide et contient un élément minimal, que I’on notera .

Prouver I, = (0) ; en conclure que J™ = (0).

18) Spectre d’un anneau unitaire, commutatif ; Topologie de Zariski.
Cet exercice suppose connues les notions élémentaires de Topologie Générale.

Soit A un anneau unitaire, commutatif. On rappelle que le spectre de A est I'ensemble des
idéaux premiers de A, noté Spec(4) (Déf. 2.59.). Pour toute partie non vide E de A, on pose

V(E) = {PcSpec(A): ECP} et D(E)=Spec(A)\V(E).

Si E = {x}, oh x € A, on éerira V(E) = V(x) et D(E) = D(x).
1%} a) Quels sont les ensembles V(0) et V(1) ?
Pour toute partie non vide E de A, on note I I'idéal de A engendré par E. Prouver que

V(E) =V(lg) =V (/T),

ot /T est le radical de I'idéal I (CF. Exercice 14, ci-dessus).
b) St {E;},; est une famille non vide de parties de A, prouver que

V{Uier B = Nier V(E)-
c) Démontrer que, quels que soient les idéaux /et Jde A, ona
VAN )=V () = ¥ (HUY{).

2°) Montrer que les ensembles V(E), pour E décrivant I'ensemble des parties non vides de
A, vérifient les axiomes des fermés d’un espace topologique.

En conclure que Spec(A) est ainsi muni d’une topologie, qui est appelée Topologie de
Zariski, dont les ouverts sont les D(E), pour E décrivant I'ensemble des parties non vides
de A.

3°) Démontrer que pour toute partie non vide £ de A, ona

D(E) = Uyep D(»)-

En déduire, pour tout P € Spec(A), un systéme fondamental de voisinages (Cf. [17]).



Chapitre 3
Modules et Algébres

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau unitaire.

1. Notion de A-module

Définition 3.1, A &antun anneau unitaire, on appelle A-module & gauche, tout ensemble
non vide M muni

a) d’une loi de composition interne notée, en général, additivement et telle que (M, +)
est un groupe abélien ;

b) d’une loi de composition externe A opérateurs dans I’anneav A :

AXM — M
(@,x) — ax

vérifiant les conditions suivantes :
DVxeM,V(a,b)ecAxA, (a+blx=ac+bx
i)Vxe M, V{a,b) €A xA, albx)= (ab)x, noté abx,
Yy eMxM, YacA, alx+y) =ax+ay.
iviVx e M, 1x = x (1 étant I’élément unité de A).

On définit de méme un A-module & droite (la loi de composition externe est définie sur
MxA).

Définition 3.2. A et B étant deux anneaux unitaires, on dira que M est un A-B-bimodule,
si M est & Ia fois un A-module 4 gauche et un B-module & droite vérifiant la condition
VxeM,V(a,b)cAxB, (ax)b=a(xb}, noté axb.

Notations : Compte tenu des définitions précédentes, on pourra écrire M €, Mod (resp.
M € Mod,, M €, Modyg) pour exprimer que M est un A-module A gauche (resp. A-module
i droite, A-B-bimodule).
Dans toute la suite, les propriétés générales seront énoncées et démontrées dans le cas
des A-modules a gauche.

Exemple 3.3. :

1) Tout anneau unitaire A est un A-module 3 gauche et & droite. On notera ,A (resp. A,)
le A-module & gauche (resp. a droite) A.

2) Tout groupe abélien (G, +) est un Z-module 4 gauche ; par suite,

Tout anneau unitaire A est un Z-module A gauche.

Tout A-module 2 gauche est un Z-module 2 gauche.

3} 8i KX est un corps, tout X-espace vectoriel est un K-module 2 gauche

(la loi de composition externe étant généralement notée A gauche).
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Définition 3.4. Soit S une partie non vide d’un A-module & gauche M. On appelle annu-

lateur de 8, I’'ensemble :
Ann(S)={acA;Vxe S, ax=0}.

Proposition 3.5, Etant donné M €, Mod, pour toute partie non vide, S de M, Ann(S) est
un idéal a gauche de A.

Preuve : On a Ann(S) # 0, car 0 € Ann(S) et quels que soient a,4’ dans Ann(S}, x dans S,
(ax=0eta'x=0) = (a—d')x=0=> (a—a') € Ann(S).
D’autre part, quels que soient a € Ann{S),bcAetxe S,
ax=0= bax=0 = ba € Ann(S),
par suite, Ann(S) est un idéal 2 gauche de A. O

2. Sous-modules

A. Notion de sous-module

Définition 3.6. M étant un A-module 3 gauche, une partie non vide N de M est un sous-
module (plus précisément, un sous-A-module) de M, si

i) N estun sous groupe de (M,+) ;

if) Pourtoutx€ Nettoutac A,ax & N.

Exemple 1.7. :

1) Dans tout A-module M, (0) et M sont des sous-modules de M.

2) Les sous-modules du A-module & gauche ,A (resp. 2 droite A,) sont les idéaux 2
gauche (resp. a droite} de I'anneaiLA.

Proposition 3.8. : Propriétés é1émentaires des sous-modules

Soit {N,};c; une famille non vide de sous-modules d'un A-module M, alors, (., N, est
un sous-module de M.

Par contre, U N; n'est pas, en général, un sous-module de M.

Cependant, si la famille {N,},., est totalement ordonnée par linclusion, alors | ), N; est
un sous-module de M.

Démonstrations analogues & celles des Propositions 1.35. et 1.37.

Proposition 3.9. Soit M €, Mod, alors pour tout sous-module N de M, Ann(N) est un
idéal bilatére de A.

Preuve : On sait que Ann(N) est un idéal A gauche de A (Prop. 3.5.). De plus, N étant un
sous-module de M, quels que soient g € Ann(N),bcAetx €N,

bx e N = a(bx) =0= (ab)x = ab € Ann(N};
donc Ann(N) est un idéal bilatére de A. O

Définition 3,10, Un A-module 3 gauche M est dit fidéle, si Ann(M) = (0).

Exemple 3.11. :

1) Si X est un corps, tout K-espace vectoriel est un K-module fidéle.

2) St A est un anneau unitaire, alors 4A (resp. A,) est un A-module 2 gauche (resp. a
droite) fidele,

Proposition 3.12. Soit M un il-modute & gauche. Notons A Uanneau unitaire, commutatif
A/Ann(M) ; alors M est un A-module & gauche fidele.



§ 2. Sous-modules 55

Preuve : Montrons que la correspondance

AxM — M
(@ax) — ax

est une application. En effet, supposons @ = b dans A,

d=b < (a—b)cAnn(M) < VxeM, (a—b)x=0,
< VYaxeM, ax="bx.

Par suite, on peut définir sur M, une loi de composition externe 2 opérateurs dans A telle
que

YreM,VacA ax=ax
et on vérifie que M est ainsi un A-module 2 gauche, De plus,

VieM,ax=0 <= VxeM,ax=0
< acAm(M) <= a=0,

donc M est un A-module A gauche fidele. O

B. Sous-module engendré par une partie d’un A-module

Définition 3.13. Soit § une partie non vide d’'un A-module M. On appelle sous-module
(ou sous-A-module) de M engendré par §, 'intersection de tous les sous-modules de M
contenant §; ¢’est donc le plus petit sous-module de M contenant S.

Si M est un A-module 2 gauche (Fesp. A droite), onnotera ,(S) (resp. (S} ,) le sous-module
de M engendré par S.

Proposition 3.14. Compte tenu des notations ci-dessus,
al8) = {E cicpax; s n €N, Vi(1<i<n), a,€ A, x,€8}. (3.1)
Démonstration laissée au lecteur (Voir preuve de la Prop.1.40.).

Définition 3.15. Si M est un A-module A gauche et x|,x,,...,X, sont des €léments de
M (n € N*), on appelle combinaison linéaire sur A des x;, (1 <i{ < n), tout €lément
x € M de la forme

=Y cicn@Xpy OUVI(1 i< n), g, €A.

Remarqgue 3.16. La rclation (3.1) montre que ,(S) est I'ensemble des combinaisons li-
néaires sur A de toutes les parties finies (non vides) de S.

Définition 3.17. Une partie non vide S d’un A-module 2 gauche M est une partie géné-
ratrice de M, si ,(5) = M.

On dit aussi, dans ce cas, que § engendre le A-module M ou que S est un ensemble de
générateurs de M.

Définition 3.18. M étant un A-module & gauche,
a) M est dit de type fini, 5’1l possede une partie génératrice finie.
Dans ce cas, si S = {x,,x,,...,%,} engendre M, alors
XEM = Xx=F cica@%;, 00 Vi(1<i<n), a,€A.

b) M est dit monogene, s’il est engendré par un seul élément x; alors
M=Ax={ax;a € A}.
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C. Somme de sous-modules

On définit 1a notion de somme de sous-modules d'un A-module, comme on a défini la
notion de somme d'idéaux d’un annean, dans le Chapitre 2.

1. Cas d’une famille finie de sous-modules

Soit {N;},<jcps? € N*, une famille finie de sous-modules d’un A-module M. On pose
On vérifie que ¥ <;<,, V; est un sous-module de M.

Définition 3.19. Avec les hypotheses ci-dessus, le sous-module }°, ., N; de M est appelé
somme des sous-modules ¥;,1 <i<n.

Comme dans le cas des idéaux d’un anneau (Prop. 2.13.), on démontre le résultat suivant.
Proposition 3.20. Erant donné une famille finie {N;},.;, de sous-modules d’un A-
module M, ¥, ;. N; est le sous-module de M engendré par | ), ;. N;.

2. Cas d’une famille quelconque de sous-modules

Etant donnée une famille non vide quelconque, {N,},.;, de sons-modules d’un A-module
M, on note ¥, N, I'ensemble suivant

{):lﬁg,,,x,.j cm e NS} ¢, CLVF(L S < m), X eij}.

Proposition 3.21. Avec les hypotheses ci-dessus, e IN; €st un sous-module de M, appelé
somme des sous-modules N; (i € I) et ¢’est le sous-module de M engendré par User ;.

Méme justification que dans le cas des idéaux (Prop, 2.15.).

Remarque 3.22, Compte tenu des notations et résultats précédents,
a) Pour tout j € I, N; est un sous-module de L., N;.
b} L’expression des éléments de ¥, N; montre que si I'ensemble I est de cardinal infini,
alors x € L/ N, si et seulement s’il existe une partie finie {i,,i,,...,in} de I telle que
¥EY < j<m M‘_,—' On pourra cependant écrire

X=Y, ¥ O, pourtonti€l,x; €N,

les x; étant "presque tous nuls” (¢’ est-2-dire “nuls sauf un nombre fini d’entre eux"), car
tout x € ¥, N, est une somme finie d’éléments de |J,, N;.

3. Somme directe de sous-modules

Définition 3.23. Etant donné une famille non vide quelconque {N;},.; de sous-modules
d’un A-module M, on dit que la somme L., N; est directe si tout x € ¥, N, s'écrit de
Jagon unique

x=ZISJ’Smxl'J’ ol meN” et VJ(I Sjgﬂl): ‘j E]) x‘.j EN}j'

Dans ce cas la somme ¥, N, est notée @, N;.
Le résultat qui suit se démontre comme dans le cas des idéaux (Prop. 2.18.).
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Proposition 3.24. Les notations étant celles de la définition 3.23., les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) La somme des sous-modules N, pour i € 1, est directe.

2) (Lg% =0dans L;e N;) = x,=0,VYiel

Définition 3.25. Soit M un A-module 3 gauche,

a) Deux sous-modules N, et N, de M sont dits supplémentaires dans M, si M =N, ®N,.
b) Un sous-module N de M est dit facteur direct dans M, s’il existe un sous-module N’
de Melque M =NoON'.

Remargque 3.26. :
a) Avec les notations précédentes :

M=N @N, < M=N+N, et NNNN, =(0).
b) 8i M = @, N;, ol {N;},.; est une famille non vide de sous-modules de M, alors pour
tout j € 1, N; est facteur direct dans M.
En effet, le groupe (M, +) étant abélien, le 3} de la proposition 3.24., implique

M=N;® (eafe!\{j} N,).

¢) Un sous-module N d'un A-module M n’est pas, en général, un facteur direct dans
M. On sait cependant que dans un K-espace vectoriel, tout sous-espace vectoriel a un
supplémentaire, donc est facteur direct.

3. Morphismes de A-modules

Définition 3.27. Soient M et M’ deux A-modules & gauche ; une application f : M — M’
est un morphisme de A-modules si

i) f est un morphisme de groupes de (M, +) dans (M',+).

HVxeM VacA, flax) = af(x).

On note Hom, (M, M’) I'ensemble des morphismes (on dit aussi homomorphismes) de M
dans M’

Un morphisme dun A-module M dans lni-méme est appelé endomorphisme (ou plus
précisément A-endomorphisme) de M.

On note End, (M) I'ensemble des endomorphismes d’un A-module M.

Exemple 3.28. :

1} Si N est un sous-module d’un A-module M, alors Pinjection canonique, i :N — M,
telle que pour tout x € N, i(x) = x, est un morphisme de A-modules,

2} M et M étant deux A-modules, I'application

M—M

x>0
est un morphisme de A-modules, appelé morphisme nul et noté 0.
Définition 3.29. Pour f € Hom, (M, M},

F(M) .= {f(x); x € M} est appelé image de f et noté Imf.
FH0) := {x € M; f(x) = 0} est appelé noyau de f et noté Kerf.
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Propriétés élémentaires (3 vérifier par le lecteur) :
Avec les notations de la définition précédente
1) N sous-module de M == f(N) sous-module de M.
En particulier, Im f est un sous-module de M’
2} N’ sous-module de M’ —> f~}(N') sous-module de M.
En particulier, Ker f est un sous-module de M.
3) (f surjectif <= Imf=M)et(finjectif <= Kerf=(0)).
4) Composition des morphismes :
{f € Hom,(M.M’')etg € Hom,(M',M")} = go f € Hom,(M,M").

Proposition 3.30. Pour deux A-modules & gauche M et M,
1) Hom, (M, M") est un groupe addirif abélien.
2) Si I'anneau A est commutatif, alors Hom (M, M) est un A-module & gauche.

Preuve :
1) On définit une addition dans Hom, (M, M") telle que pour tout couple {f, f') de mor-
phismes de A-modules de M dans M’, on ait
VieM, (f+ 1)) = fx) + £ (x).
On vérifie que (Hom, (M, M’),-+) est alors, un groupe additif abélien.
2) Lorsque I'anneau A est commutatif, montrons que le groupe abélien (Hom , (M, M), +)
peut étre muni d’une structure de A-module 2 gauche.
Pour a € A et f € Hom, (M, M’) considérons 1'application
af : M —— M telle que pourtoutx € M, af(x) = a(f(x)).
Vérifions que af € Hom (M, M'). On 2
V(x,y) € M x M, af(x+y) =alf(x) 4 f(¥)) = a(f(x)} +a(f (),
d’ou™ af (x & y) =af(x) +af(y).

D’ autre part,

VbeA,VxeM,af(bx) =a(bf(x)) =abf(x).
La commutrativité de I’anneau A implique :

abf(x) = b(af(x)), d’oh af(bx) = b{af(x)).

L’application :

A x Hom, (M,M') —s Hom,(M,M’)
(a,f) > af

définit alors, sur le groupe abélien (Hom,(M,M’),+), une loi de composition externe
& opérateurs dans A, satifaisant aux c¢onditions de la définition 3.1, (3 vérifier) ; ainsi
Hom,(M,M’) est un A-module a gauche. O

Définition 3.31. Pour deux A-modules M et M’, une application f de M dans M’ est un
isomorphisme de A-modules, si f € Hom, (M, M’) et s’il existe g € Hom, (M, M) tel
que

gof=idy et fog=id,, 3.2

Remarque 3.32. Les relations (3.2) tmpliquent qu’un isomorphisme de
A-modules, f, est une application bijectiveet g = f1.

Proposition 3.33. Soit deux A-modules M et M,

1) f étant une application de M dans M’, alors

f isomorphisme de M sur M < f € Hom,(M,M') et f bijectif
2} f isomorphisme M sur M’ = f~! isomorphisme de M' sur M.
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La preuve est analogue 2 celle faite dans la cas des groupes ([11], p.45} et des anneaux
(Prop. 1.62.).

Définition 3.34, :

a) Deux A-modules M et M’ sont dits isomorphes (ou A-isomorphes) s’il existe un
isomorphisme de A-modules de ’un sur 1'autre ; on écrit alors, symboliquement, M ~ M’,
) Un isomorphisme d’un A-module M sur lui-méme est appelé un automorphisme de
M; I’ensemble de ces automorphismes est noté Aut, (M).

Proposition 3.35. Pour un A-module M, Aut, (M) est un groupe par rapport & la loi o de
composition des morphismes.

Méme justification que dans le cas des anneaux (Prop. 1.64.).

Remarque 3.36. Si A estun corps K et M := E est un K-espace vectoriel, alors le groupe
Auty(E) est le groupe linéaire de E, généralement noté GL4(E), ou simplement GL(E),
s'il n’y a pas d’ambiguité possible.

4. Modules quotients

A étant un anneaun unitaire quelconque, soit M un A-module 4 gauche et N un sous-module
de M.
On sait que (¥, +) est un sous-groupe du groupe abélien (M, +) ; on montre alors facile-
ment que la relation d’équivalence R, définie dans M par
xRyy &= (x—y) €N,

est compatible avec la loi de composition externe & opérateurs dans A, ¢’est-d-dire que
pour x et y dans M,

VacA, xRyy= axRyay. 3.3
On note X 1a classe d’équivalence modulo R,, (on dit aussi, medulo N) d’un élément x de
M.
De (3.3) on déduit que le groupe abélien quotient (M/N, +) peut étre muni d’une loi de
composition externe & opérateurs dans A, définie par

AXM/N — M/N
(a,%) — &%,

En effet, d’aprés (3.3), quels que soient g € A, X et .’ dans M/N, on a
X=x = Wm=ax.
On peut donc poser, dans M/N, aX=aa.
On vérific alors que M /N est muni d’une structure de A-module & gauche induite par celle
de M.

Définition 3.37, Le A-module A gauche M /N, défini ci-dessus, est appelé
A-module quotient du A-module M par le sous-module M.

Remarque 3.38. :
a} Pour un idéal & gauche L d’un annecau unitaire A, le A-module & gauche quotient de
4A par L sera noté A/L.
On pourra considérer de méme, le A-module 2 droite, A/R, quotient de A, par un idéal &
droite R.
b) Pour tout A-module quotient M /N, I’application
T:M— M/N telleque n(x)=%
est un morphisme surjectif de A-modules, appelé surjection canonique.
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On démonire que le couple (M /N, @) satisfait & une propriété universelle, semblable a
celle vue dans le cas des groupes quotients et des anneaux quotients (Th. 2.31.), dont on
déduit les théorémes d’isomorphisme classiques.

Nous ne ferons, ici, qu’énoncer ces théorémes, leurs démonstrations étant analogues 3
celles des théordmes 2.31., 2.34., 2.39. et 2.41.

Théoréme 3.39. Propriété universelle du couple (M /N, )
Quels que soient le A-module P et le morphisme f € Hom (M, P) pour lequel N C Ker f,
il existe un unique morphisme ¢ € Hom, (M /N,P) tel que pon = f.

Le théorgme se traduit par la commutativité du diagramme suivant

M—" MmN
't

) :El.tp

¥

P

Théoréme 3.40. Premier théoréme d’isomorphisme
Pour tout morphisme de A-module, f € Hom,(M,M’), on a
Imf ~ M/Kerf (isomorphisme de A-modules).

Théoréme 3.41. Denxiéme théoréme d’isomorphisme
Quels que soient les sous-modules N, et N, d'un A-module M, on a
(N +N,) /Ny = N [(NJ N, ) (isomorphisme de A-modules).

Corollaire 3.42. Pour un A-module M ¢1 deux sous-modules N,N', ona
M=NON = M/N~N eM/N ~N (isom.de A-modules).

Preuve : L'hypothése du corollaire implique N NN’ = (0); le résultat découle alors im-
médiatement du deuxiéme théordgme d’isomorphisme. a

Théoréme 3.43. Troisiéme théoréme d’isomorphisme
Quels que soient les sous-modules N et N' d'un A-module M tels que NN C N, ona
M/N ~ (M/N'}/(N/N'} (isomorphisme de A-modules).

5. Produit direct et sommme directe de A-modules

A, Produit direct de A-modules

Soit {M; },., une famille non vide de A-modules & gauche. On considere le groupe abélien
(P,+), produix direct des groupes abéliens (M, +),i €1 :

P =Tl M= {{x)icys X EM, Vi€ I}
L’addition dans Pest telle que 1 (x;);cr + (¥:)ics = (% +Yihies

(Cf. [11], Ch. L et VIIY).
Une loi de composition externe, & opérateurs dans A, est définie sur P par

AxP — P
(@, (x)ict) —— (0%

La structure de A-module & gauche de chaque M;,i € 1, induit alors une structure de A-
module & gauche sur P.
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Définition 3.44. Le A-module 3 gauche P = [],., M; est appelé produit direct des A-
modules M, i€ I.

Sifestfiniet! ={1,2,...,n}, onécrit
P:—HIS‘-S“M‘-:MI XMy X+ X My,
Définition 3.45, Morphismes canoniques associés au produit direct.

Quel que soit I’ensemble non vide /, on définit, pour tout j € I,
a) la projection canonique :

Py MhaM;, — M;  telleque  p;((%)iey) =%;
b) Yinjection canonique :
q;: M; — [, M; telleque  g;x;) =(x;),p 00 X, =0, sii#j.
Pourtout jel,p ;5 (resp. ¢;) est un morphisme surjectif (resp. injectif) de A-modules et
j;éj:;»ql.opj =0; p;jog; :ide; ImquMj;
V€Tl My x=(px))i
SilestfinietI={1,2,...,n}, alors
2= (%)iicn € IhicicaMs = 2= L1cica i) = Licical@r o)),

Théoréme 3.46. Propriété universelle du couple (T, M;, {£,}.c/)-
Quels que soient le A-module & gauche N et la famille de morphismes {f; };c, telle que
pour tout i €1, f; € Hom (N, M), il existe un unique piorphisme g € Hom , (N, [1;c, M)
vérifiant :

Viei, pog=f.
Cette propriété est semblable a celle déja vue dans le cas du produit direct d’anneaux (Th.
1.81.); elle exprime que, pour tout i € I, le diagramme suivant comrmute

i

L

Du théorzme 3.46., on déduit les corollaires suivants (démonstrations proposées en exer-
cice : n° 1, Ch. 3).

Corollaire 3.47. Les hypothéses et les notations étant celles du théaréme 3.46., I'appli-
cation

g+— (Pio8)ier

est un isomorphisme de groupes additifs. Si de plus, 'anneau A est commutatif, alors ¢
est un isomorphisme de A-modules & gauche.

Corollaire 3.48. Erant donné deux families non vides de A-modules & gauche {M,},., et
{M}e,, alors
(Viel, My M) = Tl M; > [l M-
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B. Somme directe de A-modules

La notion de somme directe de A-modules se définit comme celle de somme directe de
groupes abéliens (f11], Ch. VIII).
Définition 3.49. Etant donné une famille non vide de A-modules a gauche {M,},,, pour
tout x = (x;};; dans le A-module P = [];, M;, on appelle support de x, 'ensemble :

supp(x)={iel;x, #0}.
Si supp(x) est une partie finie de 7, on dit que x est 2 support fini.
Posons M = {x € [, M, ; x & support fini}.
Pour x =0, on a supp(x) = 0, donc O € M et on vérifie que M est un sous-modute de
P =[lic/M;
Définition 3.50. Etant donné une famille non vide de A-modules & gauche {M;},.,,
le sous-module M de P =[], M;, défini ci-dessus, est appelé somme directe des A-
modules M;, i € I. On écrit

M =D M;.
Remarque 3.51. Compte tenu des notations précédentes
a) @i M; =i, M; <= 1estfini
b) Pour toute injection canonique g,,i € I, Img, est un sous-module de M = @, M. On
en déduit que :
LiciImq; € @i/ M;.

D’autre part, si x € M et supp(x) = {i},,,...,In}, alors x = Elsjgnq,-j(x,-j); par suite,

x€Y,Img;
De plus, la définition des g; implique que pour tout j€ 7,

Imqj' ﬂz,-e;\{j} Iqu' = (0)9

donc la somme Y., Img, des sous-modules Img; de @, M, est directe (DEf. 3.50.). On
en conclut que

DiciM; = Bici Im4;- (3.4)
On notera que dans le premier membre de 1’égalité (3.4), le symbole € exprime une
somme directe de A-modules et dans le second membre le méme symbole exprime une
somme directe de sous-modules de M = P, M;.
¢} Les injections canoniques ¢g;, pour i € 1, associées au produit direct des A-modules M;,
pourront aussi étre considérées, comme associées & la somme directe des M,.

Théoréme 3.52. Propriété universelle du couple (P, M;, {4;}ic;)
Quels que soient le A-module & gauche N et la famille de morphismes {f;};c, telle que
pour touti € I, f; € Hom, (M, N}, il existe un unique morphisme # € Hom, (P, M;,N)
vérifiant la condition ;
Viel, hog,=f,.

La preuve est la méme que dans le cas de la somme directe de groupes abéliens ({11], Ch.
VIID).
Le théoréme exprime que, pour tout € /, le diagramme suivant commute

M, —— @M,

ET

'
N
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donc pour x € ;, M; et supp(x) = {i,,i5,...,in},0na
h{x) = h(x;l:xfza---:xi,,) = h(Elngn%j(xij)) = Zlgjgnfij(xij)‘

Dans le cas particulier ol [ = {1,2}, on obtient le diagramme suivant

NS

donc hog, = f|, hog, = f, et quel que soit (x;,x,) €M, HM,,ona
h(x;,x,) = fi(x)) + fo(x,).

Corollaire 3.53. Avec les hypothéses du théoréme 3.52., U'application

hr— (hog;)ig

est un isomorphisme de groupes et lorsque 'anneau A est commutatif, alors W est un
isomorphisme de A-modules.

Démonstration proposée en exgrcice (n° 1, Ch, 3).

En concéquences des corollaires 3.47. et 3.53. on obtient :

Proposition 3.54, Pour une famille finie, non vide de A-modules & gauche {M;}, ..., on
a les isomorphismes de groupes suivants : o

Hom,(N,D, ¢icnM;) =~ B cic, Homy (N, M,). (3.5

Homy (D, M, N) ~ ®1gi5nH0m.4(Mrf:N)- (3.6)

Corollaire 3.55. Pour deux familles finies, non vides de A-modules & gauche {M;} ..,
et {N;}, < ;<,» V'application

Homa(@lgfgnMv@lgjgpNj) —_ @GJJHOWA(M;,NJ-)
hi— (pJ'Ohoq")(i.j)’

ot les g, sont les injections canoniques associées & D) <i<,M; et les p; ; sont les projec-
tions canoniques assocides & @, <j<pN}» €5t un isomorphisme de groupes.

Remarque 3.56. Dans la proposition 3.54, et le corollaire 3.55., les isomorphismes de
groupes deviennent des isomorphismes de A-modules @ gauche, lorsque A est un anneau
commutatif.

Proposition 3.57. Soit {M;},., une famille non vide de A-modules & gauche. Pour tout
1 € 1, désignons par N, un sous-module de M,; alors @ N, est un sous-module de
Dics M; et le quotient B, M,/ @,y N, est isomoarphe au A-module @, M;/N,.
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Preuve : On vérifie facilement que €, N; est un sous-module de @;; M;.
Quel que soit i € I, notons 7; la surjection canonique : M, — M,/N,.
Pour tout (x;);c, dans @, M;, les x; étant "presque tous nuls”, les m,(x;) sont aussi
"presque tous nuls” ; par suite
(m(x:))ies € Bies Mi/ N,
et on peut considérer I’application

%D M; — By, M/N,
(%:)ict — (“i(xi))ier

On vérifie que 7 est un morphisme de A-modules et sa définition implique sa surjectivité,
D’autre part,

(%)ic; € Kerm < Vielrlx)=0,
donc Kerm =&, N; et d’aprés le premier théoréme d’isomorphisme,

Dic; Me/@;est = @:'EJM:'/N;'- 0

Notations : Scit M un A-module et n > 2 dans N, on note M™ la somme directe de n
modules égaux & M, on dit : de n copies de M.

Plus généralement, 7 étant un ensemble non vide quelconque, si pour tout i € I, M, est une
capie de M, on écrit alors

M =M, et MD =@, M. 3.7

M est un sous-module de M et d’apras la remarque 3.51., a),

MY Byl e Test un ensemble fini.,
On rappelle que deux ensembies soni dits équipoienis ou de méme cardinal, s'il existe
une bijection de 1'un sur I'autre ; lorsque les ensembles sont finis, cela signifie qu'ils ont
le méme nombre d’éléments.

Définition 3.58. On dit qu’un ensemble est dénombrable 5’il est équipotent A une partie
de N.

En particulier, tout ensemble fini (y compris I’ensemble vide) ou équipotent a N est dé-
nombrable ; dans ce dernier ¢as, on dit que 'ensemble est infini dénombrable.

Les relations (3.7) montrent que pour des ensembles non vides I et J,

card{l) = card(J) = M = M’ et M) = y), (3.8)

6. Notion de A-module libre

Remarque 3.59. X étant un corps, on sait que tout K-espace vectoriel a une base, ¢’est-
a-dire, une partie génératrice et libre sur X.
(Voir un cours d’ Algébre Linéaire).
On rappelle que si E est un K-espace vectoriel, alors B = {e;},, est une base de E si et
seulement si tout x € E s’écrit de fagon unique :

x =Y, 0:¢;, ol les @; sont "presque tous nuls” dans X.

Définition 3.60. M étant un A-module 2 gauche, une partie non vide X = {x;},, de M
est dite libre sur A, si pour toute partie finie non vide {i,,iy,...,ip} de /,ona
(Tigsepart, =0 OWVi(1< i< p),a;€4) = Vi(1<j<p), a;=0.
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Remargue 3.61. :
a) Par convention, on considere la partie vide d’'un A-module quelconque, comme une
partie libre.
b} D’aprés la définition 3.60., quel que soit le A-module M, {0} »'est pas une partie libre
de M.
¢) $i X est une partie libre non vide d’un A-module M, alors
X' C X = X’ partie libre de M.
Par suite, 0 n’appartient & aucune partie libre de M.

Définition 3.62. Un A-module M est dit libre s’il posséde une partie génératrice, libre
sur A.
Dans ce cas, toute partie libre et génératrice du A-module M est appelée une base de M

sur A.

Remargque 3.63. :

a) Par convention, le A-module (0) est considéré comme libre, de base 1’ensemble vide.
b) Tout K-espace vectoriel est un K-module libre (Rem. 3.59.).

c) A étant un anneau unitaire, le A-module & gauche ,A (resp. a droite A,) est libre de
base {1}.

d) §i A n’est pas un corps, un A-module n’est pas nécessairement libre.

En particulier tout Z-module n’est pas libre, puisque qu’un groupe ab€lien fini, de cardinal
n > 1, n’est pas un Z-moduie libre ([11], Ch. VIII).

Proposition 3.64. Pour un A-module & gauche M 5+ (0), les conditions suivantes sont
équivalentes :
1} M est libre de base X = {x,} ;.
2} Tour x € M s'écrir de fagon unique ;
x=Y. ax; les a; érant"presque tous nuls” dans A.
3) M =AY (isomorphisme de A-modules & gauche).

Preuve : L équivalence des propriétés 1) et 2) est une conséquence directe des définitions
3.60. et 3.62.

La condition 2) équivaut & M = P, ;Ax,; or, pour tout € /, on a Ax; ~, A, d’ob I’équi-
valence des conditions 2) et 3) (Cf. Cor, 3.48)), O

Corollaire 3.65. M est un A-module & gauche libre de base {x;,x,,...,xp},n >0, si et
sewlement si M est isomorphe au A-module & gauche A",

Remarque 3.66. :

a) Dans la proposition 3.64., X = {x;},.,, donc card(X) = card(l); d’ott AX) = A1),

d’apres la relation (3.8).

On en conclut qu'étant donné un anneau unitaire A et un ensemble X, il existe toujours un

A-module libre de base X, défini & un isomorphisme pres et que nous noterons ici, F(xy
SiX=0,F=(0); siX#0, Fy, ~ A,

En particulier, si card(X)=n>0, dans N, ona Fiyy = A"

b) On rappelle (Voir un cours d’ Algébre Linéaire) qu'un K-espace vectoriel E, ayant une

partie génératrice finie, a une base finie et que toutes ses bases ont le méme cardinal,

appelé dimension de E sur K.

Plus généralement, on démontre (Ex. 9, Ch. 3) que si A est un anncau unitaire, commutatif,
alors toutes les bases d’un A-module libre F ont le méme cardinal (que celui-¢i soit fini
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ou non); lorsque ce cardinal est fini, il est appelé le rang de F; sinon on dit que F est
libre de rang infini.

Ce résultat est démontré pour les Z-modules libres dans ([11], Ch. VIII).

¢)Lorsque I’annean unitaire A n’est pas commutatif, 1a propriété ci-dessus n’est plus né-
cessairement vraie, pour les A-modules libres ayant une base finie | c’est-d-dire qu’un tel
A-module peut avoir des bases finies n’ayant pas le méme cardinal (Ex. §, Ch. 3).

Théoréme 3.67. : Propriété universelle d’un A-module libre

Soit M un A-module a gauche engendré par une partie non vide X. On note o Uinjection
canonique de X dans M; alors M est un A-module libre de base X si et seulement si
quels que soient le A-module & gauche N et 'application f : X — N, il existe un unique
morphisme ¢ € Hom,(M,N) tel que po ot = f.

Preyve
1°) On suppose que M est un A-module libre de base X # 0. Montrons que le couple
(M, ) vérifie la propriété énoncée.
Posons X = {x;};c, : toutx € M s’écrit alors de fagon unique
x=Y,;a:;; les a; €tant "presque tous nuls” dans A.
Dans le diagramme suivant

x—% . m
£ :3!9’

+

N

oll le A-module a4 gauche N et I’application f sont donnés, on définit I’application ¢ en
posant, pour tout x =}, a,x; dans M :

¢o{x) = L a:f(x;).
On vérifie que @ est un morphisme de A-modules & gauche et sa définition implique
poa=f.
De plus, ¢ est unique. En effet, s’il existe ¢’ € Hom,(M,N) tel que ¢’ o a = f, alors
pour tout x = Y., a.%; dans M, on a

¢'(x) = Licr 9" (6) = Licya,(0 0 ) (%)
=Yiera:f (%) =(x), donc ¢'=g9.

2°) Réciproquement, soit M, un A-module & gauche engendré par un ensemble non vide
X, tel que, o, étant U'injection canonique de X dans M|, le couple (M|, o)) vérifie la
propriété énoncée dans le théoréme 3.67.
D’autre part, soit (M, ¢) le couple formé par un A-module libre de base X et I'injection
canonique de X dans M.
Les hypotheses impliquent qu’il existe un unique ¥ € Hom,(M,, M) et un unique
¢ € Hom,(M,M,) tels que

oo, =0 et Qo =0
d’ou Qoyoa, =0, el Wopoa=ua.
Par suite, VxeX, poy(x)=x et wop(x)=x
On en déduit que poy=idy e Yo =idy,
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car ¢ et ¥ sont des morphismes de A-modules, M et M, étant engendrés par X. On en
conclut que @ et ¥ sont des isomorphismes, y = ¢@~! et quel que soit x € X, yw(x) =x,
donc M| est un A-module libre de base X O

Théoréme 3.68. Tout A-module & gauche M est quotient d’un A-module & gauche libre.
Lorsgue M est de type fini, alors M est quotient d'un A-module & gauche libre de type fini.

Preuve : Supposons M # (0) et considérons une partie génératrice X de M; notons
I'injection canonique de X dans M.

Par ailleurs, soit F un A-module libre de base X et ¢ I'injection canonique de X dans
F. D’aprés la propriété universelle vérifiée par le couple {F, o) (Th. 3.67.), il existe un
unique morphisme ¢ € Hom, (F,M) tel que le diagramme suivant commute

x—% .F
A =
] :El.qo
t
M

donc, o o =]
Si X = {x;},;, alors tout x € M s’€crit x = L, a.x;, on les a; sont "presque tous nuls”
dans A.
D’autre part, on a Vi€ [, x;= jx) = @o alx), donc,

x=Y,8{@oa) () =@ (L, ao(x)), car@€Hom,(F,M).
On en déduit que ¢ est surjectif, d'ol

M~F/Kero.

Sile A-module M est de type fini, engendré par X = {x;,%,,...,Xn}, avec
n > 0 dans N, le raisonnement précédent montre que M est quotient d'un A-module libre
F de base X, donc de type fini.
On remarque que dans ce cas, ont a F ~ ,A”, donc M est isomorphe 4 un quotient du
A-module a gauche A", O

7. Suites exactes de A-modules

Définition 3.69. Soit N, M, P trois A-modules 2 gauche.
Etant donné f € Hom,(N,M), g € Hom,(M, P), on dit que le diagramme

NL.m-t.p (3.9

est une suite exacte en M, si Imf = Kerg.
La notion générale de suite exacte de A-modules est la suivante :

Définition 3.70. Soit 7 une partie de N telle que card(} > 3. Etant donné une famille
{M;},c; de A-modules 2 gauche et une famille { £,},, de morphismes de A-modules telle
que, pour tout i € /, f; € Hom,(M;,M,__,), on dit que la suite

fie fi i
oMy _I’M: — M, _H"Mf+2“' (310

i—
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est une suite exacte de A-modules si
Viel,Imf,=Kerf, ,.
Pout I finiet I = {0,1,...,n},n > 2 dans N, la suite du type (3.10), est exacte, si
Vil0<i<n-1), Imf,=Kerf,.

Exemple 3.71. Notons 0 le A-module nul; alors, pour tout A-module M,, les fléches
0—M et M-—0 désignent des morphismes nuls,

On en déduit que, N, M, P, étant des A-modules & gauche et f, g des morphismes de A-
modules, on a

No0—N Y, est exacte <= f est injectif.
)M L. P— Oestexacte <> [ est surjectif,

3)0-——N . M — Oestexacte <= f est un isomorphisme.
4) Compte tenu de ce qui préciéde

o-—N-L.mM_2.p_ 9 3.11)

est exacte si et seulement si f est infectif, g est surjectifet Imf = Kerg.

Définition 3.72. Une suite exacte de A-modules, du type (3.11) ci-dessus, est appelée
une suite exacte courte.

Exemple 3.73. Soit ¥ un sous-module d"un A-module M, alors la suite

J s

0 N M MIN 0, (3.12)

o1 j est 'injection cancnique et 7 la surjection canonique, est une suite exacte courte.

Proposition 3.74. Toute suite exacte courte de A-modules & gauche

0o— N . m_t.p 0

est "isomorphe” & la suite exacte courte suivante

¥ n

0 Imf -1+ M M/Imf — 0.

Autrement dit, il existe des isomorphismes de A-modules, Im f . NeaM /m f L.p
tels que le diagramme suivant commute

i n

0 — Imf —2 > M = M/Imf — 0
l.. lm,, lv (3.13)
0o— N L om_2, p 0

donc fou=jet voa=g.

Preuve : Par hypothese, f est injectif, g est surjectif et Im f = Kerg.
Soit f| la restriction surjective de f :

fi:N—Imf et VYxeN, fi(x) = f(x).
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Le morphisme f] est surjectif et il est injectif, car f est injectif, donc f; est un isomor-
phisme. On en déduit que u = f;! est un isomorphisme de Im f sur N et

fouzid,mf:fou=j=idM0j.

D'autre part, d'apres la propriété universelle du module quotient (Th. 3.39.), la condition
Im f = Ker g implique I’existence d’un unique morphisme v € Hom, (M /Im f,P) tel que
le diagramime suivant comraute

M—" M/imf
3t

t

d'olt vo& =g = goid,,. De plus, Kerg = Im f implique v injectif, g surjectif entraine v
surjectif, donc v est un isomorphisme de M /Im f sur P. O

8. A-modules noethériens

Définition 3.75, A étant un anneau unitaire, commutatif, un A-module & gauche (ou &
droite) est dit noethérien si I’ensemble de ses sous-modules, partiellement ordonné par
1'inclusion, vérifie la condition de chaine ascendante (C.C.A.) équivalente  la condition
maximale (C.M.) (Déf. 2.78.).

Théoréme 3.76. Un A-module M est noethérien si et senlément si tout sous-module de M
est de type fini.

La méthode de démonstration est la méme que dans le cas des anneaux noethériens (Th.
2.82)).

Remarque 3.77. Un anncau unitaire, commutatif A est nocthérien si et senlement si le
A-module ,A (ou A,) est noethérien,

Proposition 3.78. Soit M un A-module.

a) Si M est noethérien, alors tout sous-module et tout quotient de M est un A-module
noethérien.

b) 8'il existe un sous-module N de M tel que N et M /N sont des A-modules noethériens,
alors M est noethérien.

Prenve

@) On suppose M noethérien. Soit N un sous-module de M, N # (0).

L’ensemble des sous-modules de N est I'ensemble des sous-modules de M contenus dans
N, donc tout sous-module de N est de type fini, d’olt N noethérien.

Les sous-modules du A-module M/N sont les A-modules quotients N'/N, od N’ décnit
I’ensemble des sous-modules de M contenant N; tous les sous-modules N' de M étant
de type fini, il en est de méme de des sous-modules N'/N, de M/N, qui est donc un
A-module noethérien.

b) N # (0) et M/N étant, par hypothese, des A-modules noethériens, considérons une
suite croissante de sous-modules de M,

FRCPC..CPRCPR,, C... (.14
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Les ensembles {P,\N} .y €t {(F;+N)/N}, .y forment, respectivement, une suite crois-
sante de sous-modules de N et de M /N, par suite il existe m et m’ dans N tels que

n>m==>PRNN=P,_  (ON. (3.15)
n>nm' = (P,+N)/N=(P, ,+N)/N. (3.16)

Démontrons que pour tout 72 > sup{m,m'},ona P =P, .
Par hypothése, ona F, C P, | ,, il suffit de prouver l'inclusion inverse.
Compte tenu des égalités (3.15) et (3.16), le deuxiéme théoreme d’isomorphisme (Th.
3.41.) implique
B/PRRNN=PF, /BNN.

On en déduit que

YxekF,, |, ycPitelque(x—y) ERNNCF,
d’ou x € F,, ce qui entraine 1'égalité€ F, = P, ;. On en conclut que la chaine croissante
(3.14) est stationnaire, donc M est noethérien. O

Corollaire 3.79. Soit {M,}, .., une famille finie (n € N*) de A-modules & gauche noe-
thériens | alors le A-module & gauche M := @, <\, M, est noethérien.

Preuve :
Pourn =2, M =M, ®M,; alors M, et M/M, = M, sont nocthériens, donc M est noe-

thérien, d’aprés la proposition 3.78.
Pour n > 2, on raisonne par récurrence sur n. O

Corollaire 3.80. Si A est un anneay commutatif, noethérien, alors tout A-module de type
fini est noethérien.

Preuve : Soit M un A-module de type fini ; alors M est le quotient d'un A-module libre
de type fini (Th. 3.68.), donc M est isomorphe & un quotient de A”, pour un certain entier
n>0.

Par hypothése ,A est noethérien, on en déduit (Cor. 3.79.) que pour tout entier 2> 0, le
A-module A™ = (,A)" est noethérien et par suite M est noethérien (Prop. 3.78.). O

9, Notion de A-algébre

Définition 3,81, A étant un anneau unitaire et commutatif, on dit que R est une A-algébre
i gauche si

i) R estun anneau unitaire (€iment unité 1) ;

i) R est un A-module a gauche ;

iti) V(x,y) € Rx R, Va € A, a(xy) = (ax)y =x(ay).

On définit de méme une A-algébre a droite. Dans la suite, de fagon générale, nous consi-
dérerons des A-algebres A gauche.

Une A-algebre R est dite commutative si ’anneau R est commutatif,

Une A-algébre R est dite libre si le A-module R est libre.

On remarque que si X est un corps, toute K-algabre est libre.

Exemple 3.82. :
1) Tout anneau unitaire est une Z-algébre.,
Un anneau unitaire et commutatif A est une A-algébre 2 droite et & gauche,
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2) Si K est un corps, 'anneau M,(K) des matrices carrées d’ordre n > 1 sur X est une
K-algébre libre, non commutative.

1l en est de méme de ’anneau End,, (E) des endomorphismes d’un K-espace vectoriel E
tel que dimy (E) > 1.

3) Dans le chapitre 4, nous construirons 1’algeébre des polynémes & une ou plusieurs in-
déterminées sur un anneau unitaire commutatif.

4) La R-algebre des quaternions fait I’objet du paragraphe 10/ suivant.

5) Au chapitre 7, nous étudirons les algébres de séries formelles.

Définition 3.83. R étant une A-algébre, une partic S de R est une sous-algébre (plus
précisément, une sous-A-algébre) de R si S est a la fois un sous-anneau unitaire et un
sous-A-module de R.

Remarque 3.84. Pour un entier n > 1, #Z n'est pas une sous-Z-algebre de Z, car 1 & nZ.

Définition 3.85. Pour deux A-algdbres R et R/, une application f de R dans R’ est un
morphisme de A-algébres, si f est A la fois un morphisme d’anneaux unitaires et un
morphisme de A-modules.

10. Algebre des quaternions réels

Dans le Chapitre 1 (Exemple 1.17), nous avons défini I’anneau & division (ou corps
gauche) H des guaterrions en tant que sous-anneau de 'anneau M,{C) des matrices car-
rées d’ordre 2 sur le corps des nombres complexes. L' étude qui suit montre que H est une
R-algebre, d’ ol I’appellation : Afgébre des quaternions réels.

Rappelons que
— x Y .
]I-]I—{(_y J_t) : (x,y)GCxC}. 317
A. LaR-algébre H

Proposition 3.86. Le centre, Z(H), de !'anneau & division H est isomorphe au corps des
nombres réels, R.

Preuve : Soit I la matrice unité de M, (C) ; montrons que
Z(H) = {af ; a€ R}.
11 est immédiat que pour tout a € R, af € Z(Hi).

Réciproquement, si ( _05 g ) € Z(H), alors, pour tout ( -3 ; ) € H,

donc, quel que soit (x,¥) € Cx C,
ax— by = ax—by, bx+ay =ay+ b¥
ay+bx = bx+ay, —by+ax=-by+ax. 3.1

A partir des relations (3.18) et (3.19), on obtient
YyeC, by R, donc b c R ; alors,
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b(x—%) = (a~-a)¥ = (a—-a)y, implique
VyeC,(@-a)F-y =0,
d’oi1 a—@ =0, par snite @ € R et & = 0. L’application

¢ :Z(H)} — R telleque o(al)=a (3.20)
est alors un isomorphisme du sous-anneau Z(H) de H, sur le corps R. (]
Théoréme 3.87, Le corps gauche des quaternions, H, est une R-algébre de dimension 4.

Preuve : M,(C) est une C-algebre (Exemple 3.82., 2)), donc a fortiori une R-algebre. Dans
M,(C), H est un sous-anneau unitaire (Exemple 1.17.) et un sous-R-espace vectoriel (a
vérifier) ; on en déduit que Hl est une sous-R-aigebre de M, (C).

On remarque que H n’est pas une sous-C-algdbre de M,(C), car H n’est pas un espace
vectoriel sur C.

Déterminons la dimension de H sur R. Notons ici €, un élément de C tel que £% = —1,
Tout nombre complexe, x, s'écrit alors, de fagon unique, x = a + be, o (a,b) e R x R.
On en déduit que tout élément g de H s’écrit, de fagon unique,

_{ a+be cHde 4
9= ( —c+de a-be )1 avec (aabscsd) e R (3.21)

En identifiant Z(H) & R par 1'isomorphisme (3.20) (donc en écrivant pour touta c R, g &
la place de af) et en posant d'autre part,

. e 0 y Ot {0 €
‘”(0 —e)’ fz(-l 0)' k_(e 0)’

on peut écrire, de fagon unique, tout élément g € Hl sous la forme
g=a+bi+cj+dk, (ab,c,d) cR. (3.22)

On en conclut que {1,,j,k} est une base du R-espace vectoriel H, d’oli dimH = 4.
Cette base sera dite canonique. a

Remarque 3.88. L’identification de Z(H) A R permet de considérer R comme un sous-
corps de H et Hl comme une algebre sur son centre.
Le R-espace vectoriel Hi s’écrit H=RORidR; PRk

B. Calculs dans H

Les opérations dans I'anneau M,(C) impliquent que les éléments 1,1, j, k, de la base ca-
nonique de H vérifient les relations

P=P=k=-1 (3.23)
if=—ji=k: jk=—kj=iski=—ik=j (324

et pour deux quaternions g = a+bi+cj+dk, ¢ =a' +bi+cj+ d'k,

gq = (aa' — bb' —cc’ —dd'y+ (ab' +bd +cd’' —dc' )i+ (ac’ +ca’ + db — bd') j
+ (ad’ +dd’ +bc’ — b Yk, (3.25)

Proposition 3.89. R @ Ri est une sous-R-algébre de H isomorphe a C.
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Preuve : R @ Ri est un sous-R-espace vectoriel de H; de plus, pour
g=a+bietd =a' +bidans ROR, ona

g+q =(a+d)+(b+b)i et qg = (ag' ~bb)+ (ab' +ba')i.
On en déduit que 1’application

yv:ReRi — C
a+bi — a+be

est un isomorphisme de R-algébres. |

Remargue 3.90. L’isomorphisme y, ci-dessus, permet d’identifier R@®Ri a C, donc de
considérer C comme une sous-R-algébre de H et en particulier comme un sous-corps de
H.

Définition 3,91, Dans H, le sous-R-espace vectoriel
P.=RioRjDORL

s’appelle le sous-espace des quaternions purs de H.

Pour g =a+bi+cj+dk dans H,

a est appelé la partie réelle de g et seranoté¢ R{g);

bi +cj + dk est la partie quaternion pur de ¢ qui sera noté P(g).

Remarque 3.92, D’aprds la définition précédente, on a H = R ® F, mais on remarque
que P n’est pas une sous-R-algdbre de H, car P n’est pas fermé pour la multiplication des
quaternions (Par exemple, i € B, maisi’ = — 1 € P).

Définition 3.93. Etant donné ¢ = a+ hi+ ¢ j+ dk dans [, on appelle conjugué de g, le
quaternion noté 7, tel que
g=a—bi—cj—dk.

On vérifie alors facilement les propriétés suivantes.

Proposition 3.94. P désignant le sous-espace des quaternions purs, pour q et q dansH :
)g=4q; g=¢q <> q€R; g=—q = g€P

2g+q' =3+4'; a9 =79

3)geP <= ¢*<0dansR.

Définition 3.95. Quel que soit g = a + bi + cj + dk dans HI,
a) g+ = 2a est appelé la trace de ¢ et noté Tr(q).
b) q§ = a® + b* + ¢ + d? est appelé la norme de g ct noté N{g).

Remarque 3.96. Pour g € H,

a) Tr(q) et N(g) sont des nombres réels et N{(g) > 0.

b) (q#0etN{(g)=qg) = ¢ " =q(N(g))".

c)(geP = Tr(g)=0) et (geH= (gq—7q) €P).
. _ Cy s _{ a+be c+de

d) En écrivant g = a+bi+cj+dk = ( Cetde a—be )

on voit que

Tr(q) =2a estla trace de la matrice g et

N(g) = A + B>+ c* +d? estle déterminant de la matrice g.

La remarque o), ci-dessus, permet de justifier les propriétés snivantes (que 1’on peut aussi
vérifier directement).
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Proposition 3.97. Quels que soient g et ¢ dans H,
1)Tr(gq) = Tr{q'q), d'on Vs € H\ {0}, Tr{.sqs‘l) = Tr(q).

2)N(qq') = N(g)N(q') et pour g # 0, N(g~") = (N(g)) '

Remarque 3.98. :
a) On peut vérifier que I"application

N: I —R
g+ N(g)=4q7q

est une forme quadratique définie positive sur le R-espace vectoriel H, qui est ainsi muni
d’une structure d'espace euclidien ; la norme euclidienne qui lui est associée est telle que

YgeH, |lgll = N{q) = V4T

b) On pourra montrer que G := {1, —1,i,~i, j,—j,k,—k } est un sous-groupe du groupe
multiplicatif H* = H\ {0}; G est isomorphe au groupe i 8 €léments, appelé groupe des
quaternions et noté (g dans ([11], p.27).

¢) Nous avons choisi d’introduire la R-algebre H, comme sous-algebre de M, (C) pour
des raisons de commodité, mais ce n’est pas de cette fagon, qu’en 1843, le mathématicien
anglais, William HAMILTON eut le mérite de mettre en évidence (aprés bien des années
de recherches) ce premier exemple de corps non commutatif.

La méthode inspirée par les ravaux de W. HAMILTON consiste & considérer, dans ’es-
pace vectoriel R?, la base canonique notée { 1,1, j, k } et 2 munir R* d’une multiplication
(interne), qui sera définie par bilinéarité, a partir des relations (3.23) et (3.24). 1 est alors
nécessaire de vérifier I’associatvité de cetle multiplication, ce qui est un peu fastidieux
(Voir [8]).

11. Exercices

1 Démontrer les corollaires 3.47., 3.48. et 3.53.

2) Soit M €, Mod,A €tant un anneau unitaire, commutatif. Soit x € M\ {0} et J := Annx.
On suppose que I’idéal I est maximal parmi les annulateurs des éléments non nuls de M,
montrer qu’alors, I est un idéal premier de A.

3) Dans la R-algtbre M, (R) des matrices carrées d’ordre 4 sur R, on considére I'ensemble 5
des matrices de la forme

Xo A Ay X
—X. X, —X X
My, x;,%,,%,) = 1 70 30072 e (X ky Xy X) ER?
01 ¥ 182153 _ ; 0r X1 %21 %3 .
% X X Xy
=ty X X X

On note 7 1a matrice unité de M, (R) et on pose
E, = M(0,1,0,0), E, =M(0,0,1,0), E; = M(0,0,0,1).
Exprimer M(xg, X, ,%,, ;) en fonction de I, E; , E, , Ey.
Démontrer que H est une sous-R-algébre de M, (R), isomorphe 2 la R-algébre des quater-
nions H,
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5)

H étant la R-algébre des quaternions, pour tout g € H,N(g) et Tr{g) désignent la norme et
la trace de g (Déf. 3.95.).

1°) a) Si R{g) et P(g) sont, respectivement, la partie réelle et la partie quaternion pur de ¢,
vérifier que

R(@)=37ra) ot %(@) =39

b) Montrer que quel que soitg € H, on a
¢’ - Tr(g)g+N(q) =0.

2°) {1,i, j,k} éant la base canonique de H sur R, on pose

Ho={g=a+bi+cj+dk; (a,b,c,d) € Q4.
a) Montrer que Hg, est un sous-corps gauche de H, mais n’est pas une sous-R-zlgebre de
H.
&) On note J I’ensemble des quaternions g = @+ & + ¢j +dk, tels que :
- soit a, b, c,d sont dans Z,

- soit a, b,c,d sont de la forme Z"T“ obneZ.

Prouver que Jf est un sous-anneau unitaire de Hg,.
Vérifier que pour tout g € J, Tr(g) et N(g) appartiennent 4 Z.
J est-il un sous-corps gauche de ]I-IIQ?

Endomorphismes idempotents d’un A-module, ’anneau A étant unitaire, commutatif,

Soit M ¢, Mod et £ € End,(M). On dit que € est idempotent si c’est un élément idempotent

de I'anneau End, (M), ¢’est-a-dire si £2 = & (Déf. 1.28.).

Si ¢,, &, sont des endomorphismes idempotents de M, on dit qu’ils sont orthogonaux, si
81092 =¢':.‘.2cn[-:l =1).

Etant donné £ idempotent dans End, (M), vérifier les propriétés suivantes :

@) idy, — € est idempotent dans End,(M).

b) € et (idy, — £} sont orthogonaux.

c) Im(idy —€) = Kere; Ker(id,, — e} =1Ime.

d)M=ImedKere.

L’anneau A €tant unitaire, commutatif, soit M un A-module 3 gauche, de type fini ; on note
{x1,%,..., X}, 1> 1, une famille génératrice minimale de M ; ¢’ est-2-dire que toute famille
génératrice finie de M est de cardinal supérieur ou €gal & #. Pour tout idéal 7 de A, on pose

IM = {Z,Sis"a,-x,-; neN" Vi(l <i<n}, g €l}.

1°) Vérifier que IM est un sous-module de M.

2°) Soit J(A) le radical de Jacobson de A (Déf. 2. 90.).

On suppose qu’il existe un idéal f de A tel que 7 C J{A) et IM = M ; démontrer que cetie

hypothese implique M = (0).

Indication : Si M # (0), montrer qu’il existe des a; non tous nuls dans I, 2 < i < n, tels que

%) = Locicn %5

3°) Etant donné un sous-module N de M, on suppose qu’il existe un idéal I de A tel que
ICIA)etM=IM+N.

Prouver que M = N (Appliquer le résultat du 2°) au module M /N).

4°) On suppose gue A est un anneau local, L'unique idéal maximal de A étant noté M, soic

K = A/M le corps résiduel de A.

@) Montrer que le module quotient M /(M M) est muni, de fagon naturelle, d’une structure

de K-espace vectoriel de dimension finie.
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b) Pour tout x € M, on note ¥ la classe de x modulo M M.
Soit {y;,..-,¥p}, P € N*, une famille d’é1éments de M telle que {7y, ...,¥;} soit une base
du K-espace vectoriel M/(MM). En désignant par ¥ le sous-module de M engendré par
lesy;, 1< j < p, démontrer que M =N.
7T) I désignant un ensemble non vide, soit {M;},., une famille de A-modules & gauche (A
anneau unitaire, commutatif).
Démontrer que pour M €, Mod, on a
M= M,
si et seulement il existe deux familles de morphismes de A-modules {£;} ., et {g;}.; vé-
rifiant les trois conditions suivantes :
a) Pourtouti €1,
f; € Homy(M, M), g, € Hom,(M,M;) et gof,=idy.
b)(k#idans]) = g, 0 f;=0.
¢) Quel que soitx € M, les g;(x), pour i € I, sont "presque tous nuls” et x = ¥,,(f;0g,) (x).
8) K éiant un corps, soit E un K-espace vectoriel ayant une base infinie dénombrable, {e,}, .-
(X[X] est un exemple d’un tel espace vectoriel).
Soit A := Endp(E); A est un anneau unitaire, non commutarif, dont I'élément unité est
1, =idg.
Le A-module a gauche 4A est libre de base {1, } (Rem. 3.66., ¢})), donc est de type fini.
Le but de cet exercice est [a mise en évidence d’une base du A-module ,A formée de deux
¢léments ; on justifiera ainsi la remarque 3.66, c).
On considere dans A les éléments u, et ., tels que pour tout n € N,
#1\ 8o ) = &n 4yl2,) =0
u1(€541) =0 4y(€2042) = €n-
Trouver deux €léments v, et v, de A tels que
vl + v, = idg.
En déduire que {u,,u,} est une base du A-module a gauche ,A.
9) Le but de cet exercice est de prouver que lorsgqu’un anneau unitaire A est commutatif, alors

toutes les bases d'un A-module 4 gauche fibre F sont de méme cardinal (que celui-ci soit
fini ou non).

La méthode de démonstration proposée utilise les notions de restriction et extension des
scalaires définies dans I” Appendice B,

On rappelle que si X est un corps, alors toutes les bases d’un K-espace vectoriel sont de
méme cardinal (que celui-ci soit fini ou non).

19} A étant un anneau unitaire, commutatif, justifier I’existence d’au moins un corps K tel
q’il existe un morphisme surjectif d’anneaux unitaires, de A sur X (Cf. Cor. 2.70.)

2°) Soit K un corps tel qu’il existe un morphisme surjectif p € Hom(A, K).

a) Vérifier que I’application

AxK —K
(a,k) — pla)k

permet de définir une structure de A-module 3 gauche sur X (Cf., Restriction des scalaires).

b) Soit F un A-module a gauche Zibre ; on considere le K-espace vectoriel K ®, F obtenu
2 partir de F, par extension des scalaires.
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Montrer que si {x;},-; est une base de F surA, alors {1®ux,;},; est une base du K-espace
vectoriel K@, F.
En conclure que toutes les bases de F sur A ont le méme cardinal.

A désigne un anneau unitaire et les A-moduies considérés sont des A-modules ¢ gauche.
On dit qu’un A-module M est simple s°il est non nul et si ses seuls sous-modules sont (0)
et M.

1) Montrer qu’un A-module M # (0) est simple si et seulement 5’il est engendré par cha-
cun de ses &léments non nuls, ¢’est-A-dire :

Vxe M\ {0}, M = Ax = {ax;a € A}.

En déduire que le A-module a gauche ,A (resp. & droite A ) est simple si et seulement si A
est un anneau A division (ou corps gauche) (DéEf. 1.6.).

2°) Démontrer que les trois conditions suivantes, ou M, M’ M” désignent des A-modules a
gauche, sont équivalentes.

i) M est un A-module simple.

H)YM, (f € Hom,(M,M') et f#0) = f surjectif.

#H)VM”, (f € Hom,(M" M) et f# 0) = f injectif.

3°) On suppose que M est un A-module simple.

Montrer que tout f € End,(M)\ {0} est un automorphisme de M; en déduire que End, (M)
est un anneau 4 division.
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Chapitre 4
Algebres de Polynémes

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau unitaire ¢t commutatif,

1. Polyndmes 4 une indéterminée sur A

A. Construction de I’algébre des polyndémes & une indéterminée sur A

1°) N étant I’ensemble des entiers naturels, on considére le A-module 4 gauche, libre,
A®) (Déf. 3.60) ;ona

feAd — f= (@;);cn» les a; étant “presque tous nuls” dans A.
Etant donné f et g dans AN eels que, f = (6),cn> 8= (01)icps

onpose  fgi={Cp)ens OV €n=YgcicnOiby ;-

f et g étant A support fini (D&f,3.49.), il en est de méme de fg: par suite I'application
(f.g) — fg définit une loi de eomposition inteme dans AM™, appelée "multiplication”.
L’anneau A étant unitaire et commutatif, on vérifiera que cette multiplication est com-
mutative, associative, distributive par rapport a I'addition du groupe abélien A®™) et que
I'élément (1,0,0,...) est élément unité.
A®) est ainsi un anneau unitaire et commutatif,
De plus, la structure de A-module 2 gauche de A®) implique que quels que soient ¢ € A,
f et g dans AN .

o(fg)={(af)g=f(ag).
Le A-module 2 gauche AT étant libre, on en conclut que AN est une A-algebre libre et
commutative,

2°) Soit {¢;}, la base canonique du A-module libre A :
e =(1,0,0,...), ¢, =(0,1,0,0,...)

et d’une fagon générale, &; = (), oy CL O =l et 0, =0,V # i
La définition de la multiplication de I’anneau A™) implique que

Vi, ) eNxN, ee;=e,;, dou ¢= ¢, Vie N,
de plus e, = ¢}, car ¢ est non nul et ¢, est I'élément unité de I'anneau AN,
Par suite, tout f = (a;),y dans AN §*écrit de fagon unique,

f =L.na€}, les a; étant "presque tous nuis” dansA.
Plus précisément, pour f non nul, le support de f, ¢’est-a-dire 1'ensemble

supp(f)={ieN; q; #0},
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est une partie finie, non vide de N, donc il existe un plus grand élément n dans supp(f) tel

que, nécessairement, .
f = Xocicn i€}, avec ap # 0 dansA. @.1)

Définition 4.1. Pour tout f non nul dans AN, I'entier », plus grand élément de supp(f),

est appelé le degré de f; on écrira deg f =n.
Par convention, I'élément nul de AN noté 0, est de degré strictement inférieur 2 celui de

tout f £ 0; ce degré sera symboliguement noté — .

3°) Changement de notation Posons X = e, ; d’aprés (4.1), tout f de degré n > O dans
AMN) s*¢erit, de fagon unique,

Définition 4,2, Notations

a) L’élément e, = (0,1,0,...) de AN, noté maintenant X, est appelé indéterminée.

b) Un élément quelconque f de AN) est alors appelé un polynéme & une indéterminée
sur A, écrit sous la forme (4.2) il pourra étre noté f(X).

L’élément 0 de A™) est le polynéme nul.

¢) L'algebre AN} est appelée Algebre des polyndmes 3 une indéterminée sur A.

X désignant I'indétermingée, cette algébre sera désormais notée A[X].

Remarque 4.3. ;
a) D’apres ce qui précede, pour deux polyndmes f et g de A[X] tels que f =Y., 0.X J
8 =Yocicmb X' ona

f=g =i{n=m et Yi0<i<n),a=4)
b) Un polynbme f est de degré @, dans A[X], si et seulement si
f=aX 0= ay, avec ag 7 0 dans A, le cas ag = 0 conespond au polyndme nul de degré
—ee. On en déduit que ’application

H:iA—AX|
ar— aX®
est un morphisme injectif de A-algébres, qui permet d’identifier A 2 la sous-algébre Im

de A[X], en écrivant a i la place de aX?. En particulier les éléments 0 et 1 de A s’identi-
fient, respectivernent, au polyndme nul et 2 I’élément unité de A[X].

En conclusion de I’étude précédente, on obtient I’ assertion suivante.

Proposition 4.4. A étant un anneau unitaire et commutatif, 'algébre A[X) des polyndmes
& une indéterminée sur A est une A-algtbre libre et commutative, contenant A comme
sous-algebre, et dont une base est l'ensemble {X*; i € N}.

Remarque 4.5, :

a) La construction de 1’algebre A[X], que nous avons donnée, montre que cette algebre est
indépendante du choix de la lettre X qui désigne I'indéterminée ; ainsi les alg@bres A[X]
et A[Y] sont isomorphes par

A[X] —> A[Y]
fX)r— f(¥).

Ce résultat sera confirmé plus loin (Cor. 4.7.).
b) Si K est un corps, 1’algébre K[X] est un K-espace vectoriel de dimension infinie dé-
nombrable (Déf. 3.58.), puisque {X*; i € N} est une base de K[X].
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B. Propriété universelle de I’anneau A[X]

Théoréme 4.6. Propriété universelle
Etant donné deux anneaux unitaires, comnutatifs A et B, un morphisme d’anneaux uni-
taires @ de A dans B et un élément a € B, il existe un unique morphisme d'anneaux
unitaires, P, de A[X| dans B tel que

q’& =¢ e PX)=0

Preuve
a) Supposons Iexistence de P alors nécessairement,

qJ(EDsignaixi} = Lo<i<n ¢la)o,

d’olx Punicité de .

b) Démontrons I’existence de &. Pour tout polyndme ¥4 i, 8:X € A[X), posons
‘1’():05;'9: aixi) = Eoggn ?(a;) o,

Si des polyndmes Eosign a,-Xf et Eos:‘gp b,-Xi sont tels que 0 < p < n, alors, en posant
b,y = 0 pour tout k(1 < k < n— p), on peut écrire

®( Y} ax'+ ) b,-X‘)=¢>(oz (@ +b)X) = Y ola;+b)a’

0<i<n 0<i<n <i<n O<izn
= Y oo+ ¥ o)
0<i<n 0<i<n
=a( ¥ ax)+o( Y bX).
0<i<n 0<i<n
*(( Y aX)( Y bXY)= () ap ) 1<isn1<j<p,
0<i<n 0<i<p {7

=) ola)ob)at/, 1<i<n 1< j<p,
(i)
=&( Y aX)( Y b))

0<i<n 0<j<p
De plus (1) = 1, donc @ est un morphisme d'anneaux unitaires, tel que @ /=Pt
P(X)=q.

Corollaire 4.7. Les A-algebres A[X] et A[Y] sont canoniquement isomorphes par {appli-
cation

D A[X] — A[Y]
FX) — f(T).
Preuve : On applique le théoréme 4.6., en prenant B = A[Y] et pour morphisme ¢, I'injec-
tion canonique : A — A[Y}; il existe alors un unique morphisme & de A[X] dans A[Y]

tel que
d>fd=qo et P(X)=Y.

On en déduit que, pour tout f{X) € A[X], on a ®(f(X)) = f(¥), donc & est un mor-
phisme surjectif ; de plus,

¢’(£05i5naixi) =0 & Zogsgnaiyi =0 (4.3)

— a,-=0,\1’£(05i5n) {4.4)
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d’ol d injectif ; par suite P est un isomorphisme d’anneaux unitaires. D’autre part, quels
que soient @ € A et f(X} =Yg, @ X dans AlX],
P(af(X)) = P(Tocic, 0aX') = Locic, @Y
= 0L <icn aY!
= oP(f(X)).
On en conclut que & est un isomorphisme de A-algébres de A[X] sur A[¥]. D

Corollaire 4.8. Soit A et B deux anneaux unitaires, commutatifs. Etant donné un mor-
phisme d'anneaux unitaires ¢ de A dans B, il existe un unique morphisme d’anneaux
unitaires § € Hom(A[X), B[X]) tel que
¢, =9 e PX)=X.
De plus, Q injectif = © injectif,
@ surjectif = © surjectif,
d’oit @ isomorphisnme => P isomorphisme.
Preuve : La propriété universelle de I’annean A[X] (Th. 4.6.) implique 'existence et I'uni-
cité du morphime d’anneaux unitaires @ de A[X] dans B[X] tel que

6():09'9: aX')= Lo<i<n P(a;)X g
Si @ est injectif, alors
6(Zﬂgi5naixi) =07 Eocicn pla)X'=0
X)) =0,Yi(0gicn)
= q;=0,Yi(0<i<n), dou @ injectif
Supposons @ surjectif et soit ¥y, .. b, X’ dans B[X]. Pour tout
(0 <i<n),ilexiste a; € A tel que @{a;) = b,, par suite
Locicn bX' = Yo<i<n P(a)X = 6():03,-90}"), d’ou @ surjectif. W]
Exemple 4.9, Pour n > 1 dans N, soit # la surjection canonique de Z sur Z/nZ. D’aprés
le corollaire 4.8, 7 induit le morphisme d’anneaux unitaires
% Z[X) — (Z/nZ)[X)

Locicn@ X" — Locicn Fa)X'.

C. Propriétés des degrés des polyndmes de A[X)
1. Vocabulaire associé aux polynémes de A[X]

Définition 4.10. Soit f un polyndme non nul de A[X], de degré n:
f =Locica@X', aveca, # 0.
a) Les éléments a; de A sont appelés les coefficients du polynéme f.
a, s’appelle le coefficient directeur de f et le polyndme f est dit unitaire, sia, = 1.
b) 8i f =a,X",n > 0, f est appelé mondme de degré n.
¢} Si f = ay, on dit que f est un polyndme constant,
d) Sideg f =n >0, le coefficient a, s’appelle le terme constant de f.
Lorsque a, = 0, on dit parfois (par abus de langage), que le polyndme f # O est "sans
terme constant”,
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2. Propriétés des degrés des polynémes de A[X|

Proposition 4.11. L’anneau A étant unitaire et commutatif, pour deux polynémes f et g
de A(X),ona

1)deg(f+g) < max(deg f,degg).

2)deg fg < degf+degg.

3)deg fg = deg f +degg, quels que soient [ et g dans A[X), si et seulement si I'anneau
A est iniégre.

Preyve : On remarque que les trois relations énoncées dans la proposition sont vérifiées,
dés que I'un au moins des polyndémes f,g est nul ; on suppose donc f et g non nuls.
Posons deg f=n>0, degg=p>0et

f(X) = Zoggnaixi: 3(X) = Zosfgp b:'Xj'
Supposons n > p > 0;sin > p, on écrira :
8(X) = Togic, b:X', avec b, =0, pour p+1<i< .
(f+8)X)= Zogign(ﬂﬁ'b;)xi = deg(f +8) < n=max(n,p).

f8(X) = £0£k§n+p ckX", 0l € = Yoeicx Biby_;-
Le coefficient directeur du polynéme fg est ¢, , = anbp, d’olt
degfg<ntp=degfidegg et degfe=n+tp < anbp#0.

Par suite, deg fg = deg f + deg g, quels que soient f et ¢ dans A[X], si et seulement si
I’anneau A est intagre. W]

Corollaire 4.12. L'anncau A[X| est intdgre si et seulement si I'anneau A est intdgre ; en
particulier, si K est un corps, alors K[X] est intégre.

Ce résultat est une conséquence immédiate du 3) de la proposition 4,11,

Remarque 4,13, Quel que soit I’anneau unitaire, commutatif A, I'anneau A[X] n'est
Jjamais un corps. En effet, A[X] contient des éléments non nuls et non inversibles, par
exemple le menbme X, puisque

Xf(X)=1 = 1+degf=0, cequiestimpossible.

Proposition 4.14. Si A est un domaine d’intégrité (D€f. 1.21.), alors le groupe U, ] des
unités de 'anneau A[X] est le groupe U, des unités de A (CE. Prop. 1.9.).

Preuve ; I’anneau A &tant integre, pour f et g dans A[X),
fe=1 = deg(f)+deg(g) =0 => deg(f) =0etdeg(g) =0.
On en déduitque f € U a(X] sietseulementsi f € U,. O

D. Compeosition des polynémes

Définition 4.15. Soit f et g deux polyndmes de A[X]. On appelle polyndme composé de
S par g le polynéme noté f o g tel que

5i f(X) = Lpeien@X’, alors  (£0g)(X) = Lpercni(8(X))"
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Exemple 4.16. Pour f(X) = 243X + X et g(X) = 2X?, dans Z|X],
(fog)(X) =246X2 +8X5.

Remarque 4.17. Le polyndme fo g de A[X] est obtenu en substituant g(X) a I'indéter-
minée X, dans le polyndme £(X). On en déduit que
deg(fog) = (deg f)(degg).

Cas particuliers : avec les notations de la définition 4.15.,
a) si f est un polyndéme constant, alors
(f=a,a€A) = fog=a,VgeAlX].
b) si f estde degré n > 0 et g est un polyndme constant, alors
(g=c,ceA) = fog=f(c) = Locicndit"
don¢ f o ¢ est un polyndme constant.

Définition 4.18. Etant donné un polyndme f € A[X]\ A, on dit qu’un élément ¢ € A est
une racine ou un zére du polyndme f, si f(c) =0.

La notion de racine d’un polyndme sera particulierement importante dans I’étude des
polyndmes 2 coefficients dans un corps.

Proposition 4.19. Quels que soient les polynémes f, g,k dans A[X), on a

folgoh)=(fog)oh (4.6)
(frgloh=yfoh t2oh 4.7
FoX =Xof=f(X) (4.8)

Vénfication laissée au lecteur,

Remarque 4.20. :

(4.6) exprime !'associativité de la composition des polynémes.

(4.7) exprime que la composition des polynSmes est distributive & droite par rapport 4
I’addition.

(4.8} justifie la notation f(X) pour un polynéme f appartenant 2 A[X].

La composition des pelyndémes n’est ni commutative, ni distributive & gauche par rapport
a I’addition,

Par exemple dans Z(X],pour f =X +1,g=X* h=X+2o0na

fog=X>+1 et gof=(X+1)%
ho(f+8)=X>+X+3 et hof+hog=X>4+X+5.

E. Fonction polynéme

Définition 4.21. A étant un anneau unitaire et commutatif, A tout polyndme f € A[X] tel
que f(X) = Lyc;c, @ X', on associc I’application

fiA—A

X+ VocicnGX -

£ est la fonction polyndme associée 2 f.
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Soit A* ’anneau des applications de A dans A (Exemple 1.18.). L’anneau A étant supposé
unitaire et commutatif, il en est de méme de A%, dont 1'élément unité est I application

£:A— A
x— 1.
De plus, on vérific que A? est une A-algtbre, grice a I’application
AxA* — At
(a,9) — a¢
telle que (a@){x) = a{@(x)), pour toutx dans A.
Proposition 4.22. Pour un anneau A unitaire et commutatif, U'application
0 : AX] — A4
f—Ff

est un morphisme de A-algebres. L'image de 0 est appelée ’algebre des fonctions poly-
ndmes de A dans A. De plus, quels que soient f non constant et g non nul dans A[X], on

a r—— -
fog=Foz. 4.9)

Preuve : Soit f =Y, aX" dans A[X];
Vx €A, f(x) =Locicnax'.
Si f =a,ob a €A, alors § est application constante telle que f(x) = a, pour tout x dans
A. En particulier,
f=0 = f=0dans A%
f=1 = félément unité de A,
D’autre part, on vérifie que quels que soient f, g dans A[X] eta€ A, ona

f+e=Ff+% fg=F& e af=af,
donc @ est un morphisme de A-algebres de A[X] dans A%,
Avec les notations ci-dessus, si f est non constant et g 7 0 dans A[X], alors

Vx €A, .?_c—g:g(x) = }:.0555“ a; (g(x))t
ol VxeA, fogx)=F(gx).
Par suite, fog = fo#, oh fog désigne I’application composée de F et § dans A4, O

Remarque 4.23, :
a) Le morphisme  n’est pas injectif, en général.
Par exemple, pour A = Z/2Z et f(X) = X2+ X, on a f # 0 dans A[X] et f = 0 dans
A%, Nous verrons cependant, que @ est injectif dans le cas ol A est un corps infini (Prop.
448.).
b) Dans la remarque 4.17., on a vu que pour un polyndme non constant
f =Lo<icn X" et un polynbme constant g = ¢, on a

fog=flc)=Eocicn act = f(e)-
Ceci autorise & écrire, pour tout x € A, f(x)  la place de f (3), lorsque qu’aucune ambi-
guilé n’est possible.
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F. Polynomes dérivés
1. Notion de polynome dérivé

Définition 4.24, Soit f = Yo, a,X' dans A[X]. On appelle polyndme dérivé de f, le
polyndme, noté f, défini par:

F1(X) = Loicnia XL, (4.10)

Proposition 4.25. Pour f dans A(X),
degf=n=— degf <n—1.

Preyve : Supposons f = Lo, aX" ; par définition,
fr=naX" 14 (n-1)a,_ X"2 4 +2a,X +a,. 4.11)

Si f est ur polyndme constant {(éventuellement nul), alors f = 0.
Sidegf=n>1,0naa, 7 0dans A, alors
(na, #0 = degf'=n—1); (nap=0 = deg f <n-1).
On remarque que na, = 0 dans les cas suivants :
i) I’anneau A est de caractéristique & # 0 ¢t k divise n;
if)n{=nl,) et a, sont des diviseurs de 0 dans A tels que na, = 0. 0O

Corollaire 4.26. Si A est un domaine d’intégrit¢ (en pariiculier, si A est un corps), et si
carA =0, alors pour f € A[X],
deg f=W>1 = deg f =n1.

Remarque 4.27. Compte tenu des notations précédentes,

a) Sicar A =k #0, alors, dans la relation (4.10) on a ig; = 0, pour tout i{1 <i<n-1)

tel que k divise i. Par suite, on peut avoir f non constant et f = 0; par exemple,
YreN f=X — f=0.

Plus généralement, f = ¥, a,X¥ = f' = 0.

b} 8i A =R, alors la fonction polynéme f': R — R est la dérivée de la fonction poly-

ndme £, au sens habitvel de 1’ Analyse Réelle.

Proposition 4.28. A étant un anneau unitaire, commutatif quelconque, guels gque soient
frgdansA[X| etra€A,ona

(f+g)=rf+¢ (4.12)
(f8) =fg+r8 (4.13)
(afy =af’ (4.14)

(fog) =(fog)d. (4.15)

Preuve : (4.12) et (4.14) se vérifient facilement, nous démontrons les deux autres rela-
tions. Soit f =Y, yaX' et g=¥ jenb ij' , Ol les g; et les b; sont "presque tous nuls”
dans A,

a) Relation (4.13): fg(X) =Y, ye X%, oic, = Yiejor )

(fg(X))f = EkeN" kaXk_l = ):{l'-t-j}GN"(i + J’)aibjxﬂj—l_
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D’autre part,

(Fe+fe)0) = ( X iaX"™) (L b%)) + (T aX)( X, 76X

icN* ieN JeN*
=Ly pere (i + fap X1,

d’ou la relation (4.13). )
les relations (4.12), (4.13) et (4.14) impliquent alors

(fo8) = Liaweia;(8(X))" ' (X) = £ (8(0))g'(X),
dod (fog) =(fop)s. =
Remarque 4,29, D’aprés la proposition 4.28., I’application

D:AX] — A[X]
f—f

est un endomorphisme de A-modules.

2. Dérivations successives d’un polynéme

Pour tout & € N, on définit I’endomorphisme du A-module A[X], D, par récurrence sur

k. On pose :
D’ =idyy o D= D Dh=DoDF 1 Vi > 1.

Définition 4,30, Pour tout f < A[X] et'tout % ¢'N, le polyndme D*(f), noté f*¥), est

appelé polyndme dérivé k¥™ (ou polyndéme dérivé & 'ordre k) de f.
F=ff0=f 1@, %,

sont les polyndmes dérivés successifs du polyndme f.

Remarque 4.31. Compte tenu de la Prop. 4.25. et la Rem. 4.27.,
SicarA =0 et A est intégre, alors
degf=n = deg f® =n—k, VE(0< k< n), dod frtl) =0,
SicarA #0, alors
degf=n == degf® <n—k, Yk(0<k<n).

Proposition 4.32, Si X est un corps et carK = 0, alors quel que soit f € K[X) tel que
deg f=n > 0, on peut écrire ;

FX) = Zogega g SO, 0 £9(0) = 70)

Démonstration proposée en exercice (Ex. 1, Ch, 4).

2. Polynémes a une indéterminée sur un corps X

A. Division euclidienne dans X[X]

Théoréme 4.33. Quels que soient les polyndmes f et g dans K[X| tels que g # 0, il existe
q et r, uniques dans K[X|, vérifiant les conditions

f=gq+r, degr<degg. (4.16)
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Trouver les polyndmes g et » ¢’est effectuer la division enclidienne de f par g dans X[X].
Les polyndmes g et r sont respectivement appelés le quotient et le reste de cette division.
Preuve :
a) Unicité de q et r. Supposons qu’il existe deux couples de polynémes de K[X], (¢,7) et
{g,,r,), satisfaisant aux conditions (4.16).

f=gq+r=gq+r = glg—q))=r—r.
K[X] estintegre et g # 0, donc (¢—¢; #0 €= r,—r#0).

q—q 70 = deg(g(g—q,)) = deg(r, —r) 2 degg
(degr < deggetdegr, < degg) = deg(r, —r) < degg,

d’oll une contradiction, donc ¢, = gqetr, =r.

b) Existence de g et r. Posons deg f = n et deg g = m. Lhypothese g # 0 implique m > 0.
On remarque que si n < m, alors les conditions (4.16) sont satifaites avecg=0etr = f.
On suppose donc dans la suite n 2> m > 0.

Ecrivons les polynSmes f et g "suivant les puissances décroissantes de X" ;

f=aX"+a, X" '+ - t+aX+a,
-1
g=bpX"+b, X"+ +b, X +b,

avec, par hypothése, an 7 0 et by, # 0 dans K.
Sin=m=0,alors f =a, #0et g = b, 5 0 sont des polynGmes constants non nuls et
dans le corps K ona
ay <M bplt) by’ =" f=lagb g,

d’ob, dans ce cas, § =ayby ! et r = 0.
Supposcns maintenant # > m = () et raisonnons par récurrence sur n. L'hypothése de ré-
currence dit que pour tout polynéme f, de degré n, tel que n > n, > m > 0, le quotient et
le reste de la division euclidienne de f| par g existent ; or on peut écrire

f :a,,b,;IX"""g+fl, o degf,<n—1<n.
Par suite, il existe des polyndmes g, et r; dans K[X] tels que

fi=ga,+r, degr, <degg.

On en déduit

F=(0b' X"+ q)g+r,, degr, <degg,
d’ou existence de ¢ = a,b,, 1X""" +q,etr=r. O

Pratique de la division euclidienne dans X[X)]

La méthode de calcul du quotient et du reste se déduit de la preuve du théoréme 4,33, et
la disposition pratique de la division est 1a méme que celle utilisée pour la division dans
les entiers,

Exemple : Effectuons la division euclidienne, dans Q[X], du polynéme
f=5X*-X2+X—4 parle polyndme g = 2X? — X +1.

sx“s —?X2+ X— 422 _x41
2x3-x2+ X— 4342, 5, 7
2 X X 7% 3
eIy 4 :
4 fﬂx
8”7 8
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Le quotient et le reste de la division euclidienne de f par g sont

5,59 o u 23
—EX +ZX—§ et f‘—-—8 3

Remarque 4.34, Si le reste de la division euclidienne de f par g est aul, on dit que g
divise f dans K[X]; on écrit symboliquement g|f et d’apres la relation (4.16),
8lf = degg < deg f.

Corollaire 4.35. Soit f(X) € K[X)\ K alors, pour tout o € K,

a) le reste de la division euclidienne de f(X) par X — a est f(a), d'oi

b)X — o divise f(X), dans K[X), si et seulement si ¢ est racine du polyndme f(X) (Déf.
4.18.).

Preuve : Ona f(X) = (X —a)g(X) +r,avec r =0 oudegr=0.
On en déduit que » = f(xr), d’oir
r=0 <= (X — o) divise f(X) <= f(ax)})=0. O

Théoréme 4.36. Si K est un corps, alors K{X] est un domaine principal.

Preuve : On rappelle qu’un domaine principal (Déf. 2.7.) est un domaine d’intégrité (Déf.
1.21.) dans lequel tout idéal est principal.
K[X] est un anneau unitaire, commutatif et integre (Cor 4.12.) ; il reste a vérifier que tout
idéal de K[X] est principal.
Les idéaux (0) et K[X] = (1) sont principaux. Considérons un idéal propre I, non nul dans
K[X]; alors
(f#A0&tSf el = degf.>0.
Soit E := {deg f; f € I\{0}}: L’ensemble E est une partie non vide de N*, donc il existe
un plus petit entier k dans E. Soit p € ['tel que deg p = k& pour tout f non nul dans /, on
adeg f > deg p. La division euclidienne de f par p donne
f=pag+n degr<degp,
alors, (r=f-pg, fel,pel) = recl;
or p est un polyndme non nul, de plus petit degré dans I, par suite degr < deg p entraine
r=0et f=pgq, dod]=(p). O

Corollaire 4.37, I étant un idéal non nul de I'anneau K[X|, il existe un unique polyndme
unitaire gui engendre I.

Preuve : D'aprés la démonstration du théoréme 4.36., tout polynéme p de degré minimal
dans I'\ {0} engendre /. Soit p = L, .;.;4:X’, ol d = deg p, un générateur de I'idéal 1.
Les hypotheses impliquent a, # 0,d > 1 et tout polyndme de degré 4 dans I, engendre
I'idéal 1. On en déduit que g = a; Lp est un polyndme unitaire qui engendre /; montrons
qu’il est unique. Supposons g, polyndme unitaire tel que 7 = (g, ); on vérifie alors que

((q) =(q,), d =degq, = degq, q etq, unitaircs) = g =q,. [

B. Racines d’un polynéme de X[X]}

On rappelle (Déf. 4,18.) qu’un €lément ¢ € K est racine d’un polyndme non constant
feK[X), st f(w)=0.

Remarque 4.38. : Un polyndme non constant f(X) € K[X) n’a pas nécessairement de
racine dans le corps K. Par exemple X2 + 1, dans R[X], n’a pas de racine dans R. Par
contre, les polyndmes X2 — 1 et X> — 1, de R[X], ont, respectivement, deux racines et une
seule racine dans R.
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Une conséquence du corollaire 4.35. est le résultat suivant.

Théoréme 4.39. Un polyndme f(X) € K[X], de degré n > 1, a au plus n racines distinctes
dans K.

Preuve : On suppose que f(X) am racines distinctes dans K, notées &, 0, ... G, m 2> 1.
Montrons, que [ ¢;c,,(X — ;) divise f(X) dans K[X].
Par hypoth&se, o est racine de f(X), alors X — a, divise f(X) dans K[X] (Cor. 4.35.),
donc il existe g, (X), non nul dans K[X], tel que
fX) = (X —oy)g, (X).
En considérant la racine o, on obtient dans le corps K,
flog) =0= (o, —0)g,(,);
alors (o, — ;) # O par hypotheése, implique g,{c,) =0. On en déduit que (X — o) divise
£, (X) dans K{X], d’oli I'existence de g,(X) € K[X]\ {0} tel que
FX) = (X — o) (X — 0,)g,(X).

En réitérant le raisonnement précédent on obtient de proche en proche,

fX)=X-a)(X-o) (X -0, )8 X),
ol g,,_,(X} est non nul dans K[X]. Les racines ;, pour 1 < i < m, étant deux 2 deux
distinctes, on a

flom) =0= (1) im_1{Gn — %)) 8m, (Ot} => &, (04) =0.

Par suite, il existe g,,(X) € K[X]\ {0} vérifiant
81 (X) = (X — G ) gm(X),  d’0D

fXj= (n1555m(x = &) gm(X). “4.17)
On a deg g 2 0, donc en comparant des degrés des polynbmes des deux membres de
I'égalité (4.17), on obtient m < n{=deg f). O
Remarque 4,40, :
a) Si, dans le théoréme précédent, on a m = n, alors il est immédiat que
F(X) = Locicn X' = F(X) = a1 ccpX ~ o). (4.18)

b) Un polyndéme f(X) € K{X], de degré n > 1, qui a des racines dans K, n’a pas néces-
sairement # racines dans X (Cf. Rem. 4.38.).

Définition 4.41, Soit f(X) € K[{X] et o vne racine de f dans K, alors
@) o est une racine simple de f, si dans K(X],
(X-a)lf et (X—a)ff
b) o est une racine multiple d’ordre & > 1, si
(X—a)f|f et (X-a)! ff.
L'entier & est appelé ’ordre de multiplicité de la racine .

Définition 4.42. Un corps K est dit algébriquement clos, si tout polynéme non constant
de K[X] a au moins une racine dans K.

Remarque 4.43. La notion de corps algébriguement clos sera éudiée dans le Volume
2 (Extensions de Corps) , ot I’'on démontra, en particulier, que le corps des nombres
complexes, C, est algébriquement clos.

Ce résultat, trés important, sera admis dans ce Volume 1,
Par contre, le corps des nombres réels, R, n'est pas algébriquement clos, puisque, par
exemple, le polyndme X2 4 1 n’a pas de racine dans R.
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Proposition 4.44. Si K est un corps algébriquement clos, alors tout polynome f(X) de
K[X), de degré n > 1, a n racines dans K, "distinctes ou confondues”. Si o0, ,, ..., 0,
désignent les racines distinctes de f(X) dans K, on a m < n, er en notant, pour tout
i(1 < i< m), k;, Vordre de multiplicité de o, on peut écrire, dans K[X),

FX) = allgemX — )%, ot a€K et Tygemki=n (4.19)

Preuve : Le corps K étant algébriquement clos, f{X) a au moins une racine ¢, € X, donc
il existe f, (X) € K[X], tel que
fX)=(X—-o)) fi(X) et degfi=n—1.
Sin—121, le polynéme f;(X) a au moins une racine &, € K, d’oli I'existence de
L (X} € K[X], tel que
fX)=X-a)X-0,)f,(X) et degf,=n-2.
Ainsi, de proche en proche on obtient
fX) =X -} X-0) - (X—-0, ) f,_,(X), ovdegf, =1

On en déduit qu’il existe o, € K et a € K\ {0} tels que

foo1(X) = a{X — o), d’ob, dans K[X},

fiX)=alX —oy)(X —0g)--- (X — ). (4.20)
Les racines ¢, 1 < i < n, intervenant dans 1’égalit€ (4.20) ne sont pas nécessairement
distinctes (¢'est-3-dire deux 3 deux distinctes), nous dirons couramment gu’elles sont
"distinctes ou confondues”,
Les racines "confondues” sont les racines multiples, chacune d’elies €tant comptée un
nombre de fois égal & son ordre de multiplicité.
Si les racines distinctes de f(X) sont &, 0,,... Gy, 0 m < n, on obtient la relation
(4.19) de I'énoncé en regroupant, dans (4.20), les facteurs correspondant 3 chacune des
racines multiples. La comparaison des degrés des pelyndrnes des deux membres de (4.19)
entraine que . ;. k; = n. O

Exemple 4.45. Les nombres complexes i et —¢ étant les racines du polynéme X2 4-1, on
a, dans C{X],
X-1=X-DX-j)X-), ouj=
X4 2X2 1 = (X2 +1)2 = (X - (X +i)2

Définition 4.46. Un polyndme f(X) € K[X], de degré n > 1, est dit scindé sur K|, si, dans

K[X], on peut écrire f(X) sous la forme (4.19) (ou de fagon équivalente, sous la forme
(4.20)), le corps K n’étant pas nécessairement algébriquement clos.

Exemple 4.47. Le corps R n’est pas algébriquement clos, cependant le polyndme X3 +
X% - 3X — 3 est scindé sur R, car

X4 X2-3X -3 = (X +1)(X —V3) (X +V3).
Les résultats précédents (en particulier, le Th. 4.39. et la Prop. 4.44.) conduisent a la
conclusion suivante,
Corollaire 4.48. Quel que soit le corps K, un polynéme f € K{X| tel que degf=n> 1
a au plus n racines, "distinctes ou confondues”, dans K.

—1+iV3

Proposition 4.49. Si X est un corps infin, alors application
6:K[X] — KX
f—f

est un morphisme injectif de K-algébres.
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Preuve : On sait que 6 est un morphisme de K-algébres (Prop. 4.22.).

Si f est un polyndme constant, il est immédiat que f = 0 implique f = 0.
Soit f = Lpeicn @ X' € K[X], tel que deg f = n > 0. L’application

fiK —Kesttelleque Ve € K, F(0) =¥ge;e, 80, done

8(f)=Ff=0 < VREK, Lo, 80 =0. (4.21)

Or, d’apres le théoreme 4.39., tout polyndme de degré r > 0 de K[X] a au plus » racines
distinctes dans K'; alors, compte tenu de (4.21), si K est infini, nécessairement, f =0
entraine f = 0, donc 8 est injectif, 0O

Remarque 4,50, :

a) La proposition 4.49 implique que Im 8, c’est-a -dire la K-algébre des fonctions poly-
ndmes de K dans K, est isomorphe a K(X).

b) Le résultat de la proposition 4.49. n’est plus vraie si X est un corps fini (Cf. Rem.
4.23).

Du théoréme 4.39. et de la proposition 4.49. on déduit le résultat suivant.

Corollaire 4.51. Si X est un corps infini, alors pour tout polyndme non nul, f € K[X), il
existe au moins un élément a € K tel que f(a) #£ 0.

C. Division suivant les puissances croissantes

Pour la division euclidienne dang KX, on écrit les polyn8mes comime une somme de mo-
ndmes ordonnés suivant les puissances décroissanres de X ; ¢’est-a-dire que pour f(X) €
K[X)dedegrén > 1:

fX)=aX"+a,_ X" '+ taX +a,
Nous allons définir, dans ce paragraphe (Th. 4.52.} une division pour laguelle on écrit les
polyndmes comme une somme de mondmes ordonnés suivant les puissances croissantes
deX:

fX)=ay+a, X+ +a,_ X" +a X"

Théoréme 4.52. Erant donné deux polyndmes f et g de K[X| tels que g(0) # 0 er un entier
k > 0, il existe un unique couple (q,,r,) de polyndémes de K(X) vérifiant les conditions :

f=gq,+X*r, degq <k (4.22)

Déterminer q;, et r, c'est effectuer la division suivant les puissances croissantes, de f
par g, & ordre k,

Preuve :
a) Unicité de (q,,r;). Supposons 'existence de deux couples (g, r,) et (g}, 7}) vérifiant
les conditions (4.22) ;ona
8(g— ) +X** (=) =0.
Alors I’hypothese g(0) # 0 implique que X**! divise g, — gk par suite,
deg{g —q) <k => q,— g, =0.
b) Existence de (q,,r;). Posons
f=ag+ - +anX", g=by+---+baX", avec by #0.
Raisonnons par récurrence sur k.
Pour k = 0, en prenant g, = by 'a,, on obtient f — gg, = Xr,, on



$ 3. Polyndmes & n indéterminéessur A, n>1 93

deg(q,) < Oetry € K[X].
Pour k > 0, on suppose (g,_,,,_,) connu tel que
La division de r,_, par g, 2 ’ordre 0, donne
On en dédvit que £ = g(g,_, + o, X*)+X*+1p  d’ol

Exemple 4.53. Effectuons la division a I'ordre 3, de f=1-X—-X? - X% par g =
1-X — X2, dans Q[X)].

Pour trouver le quotient g, et le reste ry, il suffit de suivre la méthode utilisée dans la
preuve du Th. 4.52. La disposition pratique est semblable A celle de la division eucli-
dienne.

1-x -=-x3 -X6l1-Xx-Xx2
x? - x3 —-X8[1+X
+Xx4 —x6

d’ol

1-X-X>-X0=(1-X-X3)(14X%) + X*(1-X?),
donc g3 = 1 +X% et =1 —X2
Remarque 4.54. La division des polynOmes suivant les puissances croissantes sert pour la
décomposition des fractions rationuelles en éléments simples (Voir un cours de ler cycle)
¢t nous 'utiliserons pour le développement en séries formelles des fractions rationnelles
(Ch. 7.

3. Polyndomes a n indéterminées sur A, n> 1

A, Construction de ’algébre des polynémes & n indéterminées

1°) On généralise la construction faite précédemment, pouwrn = 1.
On considdre le A-module 2 gauche fibre AN") (Cf. Ch.3); 0ona

fEA(N”) = f= (ai)ieNM

ol les a; sont presque tous nuls dans A, chaque indice i étant ici un n-uple d’entiers
naturels (i},iy,...,in).
On définit dans AN une multiplication par 1'application

(f= (ai)iEN”! 8= (b:')ieN") — fg= (Ci)iEN"’

O €4 b i) = Dbty 1<rn B, ponin) 2k feron)

On peut vérifier que AN} est alors muni d’une structure d’anneau unitaire, commutatif’;
I’é1ément unité étant noté 1, on a

1=(a;);cpn 00,8y =1pouri=0dans N* et a,=0,Vi#0dansN"
D’ autre part, la structure de A-module 2 gauche de AN’} étant définie par "application

Ax AW}, AN

(o, (@) jepn) — (0@} icpans
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on en déduit que quels que soient ¢ € A, f et g dans AN ;
a(fg)=(af)g=f(ag).
Ainsi, AY) est une A-algébre libre et commutative,
2°) Changement de notation 1objet de ce paragraphe est de mettre en évidence une

base canonique de 1'algébre AN"),
Quel que soit p € N* tel que 1 < p < n, on note X, I'élément de AN pour lequel
X, = (a;);cpgnr avEC

a;=1, powri=_(i,b,...,in), 00ip=1¢ti=0, pour!#p
a; =0, pour tous les autres éléments i € N”.

Onaalors,pour 1 < p<netl<g<ndansN, XX, = (c;)icpn

¢; =1, pouri={(i,,....ip), ohip=ig=1et§=0,sil#p,l#gq
¢; =0, pour tous les autres £léments ; € N”.

On en déduit que quels que soient lesentiers p{(1 < p<n)etreN,ona
Xy = (¢;)ienn tel que

e;=1, pouri=(i,i,...,0) 00ip =7ri=0,VI{l#p)
¢; =0, pourtous les autres €léments i € N™.

En particulier, pour tout entier p(1 < p < ), on an = 1 dans AN, En effet,
X2 = (6
¢; =1, pour i= Odans N ; ¢, = 0, pourj # 0 dans N*,
Par suite, un élément (a,),_y. de aigebre ALY tel que
a; #0, pouri=(i},i,,...,in} et a; =0, pour j # i dans N", s’écrit

a X X2 X, (4.23)

La structure de A-algebre libre de AN implique alors que tout élément
f=1(a;);en~ de cette algebre s’€crit de fagon unique

f= L @XM X2 X, ob i=(if,ip,...,0n) € N, 429
les a; étant "presque tous nuls” dans A. Autrement dit

{Xlllxéz X }(fl,iz,...,in)EN"

est une base de Ialgebre libre AN}, qui sera dite canonique.

Définition 4.55. Compte tenu des notations ci-dessus,

a) Les €léments X, X,, ..., X, sont appelés les indéterminées.

b) Lalgebre AN") est alors notée A[X,,X,,...,X,] et tout élément de cetie algabre est
appelé polynéme & n indéterminées sur A ; un tel polyndme f pourra aussi étre noté
f(Xsz! T an)'

¢) Dans A[X,,X,,...,X,], un polynSme de la forme

aX:lX;Z'_'X:;”,aEA, (E1yiny..eyin) EN®

est appelé un mondme.
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Remarque 4.56. :

a} La notation (4.24) montre que tout f # 0 dans A{X,X,,...,X,] est une somme de
mondmes non nuls.

b) L' application

u :A e A[XI,X2,...,XH]
ar— aXpXy.. . X2

est un morphisme injectif de A-algebres qui permet d’identifier A 2 la sous-alggbre Im
de A[X,,X,,. .., X ; on écrira @ 2 la place de aX X ... X2, ainsi

A est une sous-algebre de A[X,X,, ..., X,].
Plus généralement, pour m € N* tel que 1 < m < n, I’application

A[X11X2)---:Xm] —_— A[XIJXQS"-:XR]
Yicnm aiX:l X2 Xin o Ty a XAX2 . XinX0, X0,

ot i=(i,...,bm) EN" et i={(i(,...,im,0,0,...,0) € N", est un morphisme injectif de
A-algebres permettant d’identifier AX,,X,,...,X,;,] 3 une sous-algebre de

AX, X, X

¢) La construction de I’algébre libre et commutative A{X|,X,,...,X,], que nous avons
donnée, montre que cette algébre est indépendante du nom donné & chaque indéterminée,
ainsi que de I'ordre dans lequel on considére ces indéterminées. Ces propriétés seront
confirmées et précisées dans le paragraphe suivant,

B. Propriété universellede Vanneau A[X, ... X;], n >'1

Théoréme 4,57, Propriété universelle
Soit A et B deux anneaux unitaires, commuratifs et ¢ un morphisme d’annegux unitaires
de A dans B.
Etant donné B, B,, ..., B, dans B, il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires, P,
de A[X,,X,,...,X) dans B tel que

®,=9¢ a d(X)=B,Vi(1<i<n)

Preunve : Les notations sont celles de la relation (4.24).
Supposons I'existence de & ; alors on a nécessairement,
DT eqer X1 .. Xir) = Lo 9(a) B ... B,

d’ ol "unicité de &. _
Existence de & : pour f =Y, » a,-X;1 . Xin oi= (i},...,in), posons

O(f) i= Ly 9(@)B1 .. B
On vérifie que P est un morphisme d’anneaux unitaires satisfaisant aux conditions de
I’énoncé, comme dans la preuve du théoréme 4.6. O

Corollaire 4.58. Ona A(X|,X,] ~ AlX|][X,] = A[X,)[X|]
et plus généralement, pour towr j(1 < j<n):
AlX, Xa) > AKX KX, ok,

pour j=1,A[X,X,,.... X)) = A|X,,.... X},
pour j > 1,AX,,...,%,..., %) =AX, X X Xa)-
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Prexve : Démentrons la proprié¢té dans lecasn=2et j=2.
Considérons la suite .

AL A L Ay,
ot (t et i’ sont les injections canoniques. Appliquons le théoréme 4.57. aux anncaux A et
B =A[X|]IX,], avec ¢ = ' o u ; il existe alors un unique morphisme d'anneaux unitaires
& de A[X,,X,] dans A[X,]|[X;] tel que

@, =0, BX)=X,, BX)=X,

Montrons que P est un isomorphisme en construisant son inverse.
Soit y I'injection canonique de A[X, | dans A[X,,X,]; donc pour tout f € A[X;], ona
w(f) = f. D’aprés le Th. 4.6., il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires

¥ AKX X, — A[Xan]

tel que ¥ A = v et (X} = X,. On vérifie alors que
donc & est un isomorphisme et 1 = P, 0.

Remarque 4.59. Pour tout j(1 < j <n),le corollaire 4.58. permet d’identifier les anneaux
AlX), 0 Xl et ALK, X X0 (X))

Corollaire 4.60. Quel que soit n € N*, les A-algébres AX,,... . Xq] et A[Y,,...,Yx) sont
canoniguement isomorphes par

L SRR e A
& R ).

Preyve : Raisonnons par récurrence sur . La propriété est vraie pour n = 1 (Cor. 4.7.);
supposons
AlX,.. X, 1) = AlY,,. .Y, ]

Posons A" =A[X,,...,X, 1}, B =A[Y,....,Y, ;] etnotons ¢ I'isomorphisme de A’
sur B'. D'apres le corollaire 4.8., ¢ induit un isomorphisme

¢ L A'[X) — BX,
et le corollaire 4.7. implique B/(X,,] ~ B'[Y,]; par suite A’[X,] ~ B'[Y,].
OronaA'[X,] = A[X,,....X;] et B[V ] ~ AlY,,..., 1],
d’on le résultat énoncé. O

C. Degrésdes polyndmesde A[X,,... X,],n> 1.

1. Notion de degré partiel

D’apres le Cor. 4.58., étant donné j (1 < j < n), tout polyndme f € A[X,, ..., X,] peut étre
considéré comme un polynéme 2 une indéterminée X, sur I'anneau A[X,. .. X - s Xal,
d’ol1 la définition suivante.

Définition 4.61. Etant donné un polyndme non nul f dans A[X|,...,X,], quel que soit
J{1 £ j < n), on appelle degré partiel de f en X » le degré de f considéré comme un
polyndme & une indéterminée X, et & coefficients dans I’anneau A[X, ... X jrees ' Xan).

Exemple 4.62. Soit f € Z[X;,X,)] tel que f = X{X, +2X,X? — X, + 3, alors le degré
partiel de f en X est 3 et le degré partiel de f en X, est 2,
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2. Notion de degré total

Définition 4.63. :
a) On appelle degré total d’un mondéme non nul de A(X,,. .., X;], la somme de ses degrés
partielsen X,,..., X, :
degré total deaXl'l Xzz...X;," = L +iH+ - +in
b) On appelle degré total d’un polyndéme non nul de A[X|,...,Xy] le maximum des
degrés totaux des mondmes dont il est la somme.

Exemple 4.64. Le degré total du polyndme f = X}X, + 2X,X? — X, + 3, dans Z[X, X,
est4,

Par convention, le degré total du polyndme nul est strictement inférieur au degré total de
tout polyndme non nul, il est symboliquement noté —oo.

3. Polynémes homogénes dans AX,..., X,],n> 1.

Définition 4.65. Un polyndme f non nul, dans A[X,,...,X,], est dit homogeéne de degré
d ¢’il est une somme de mondmes de méme degré total 4 > 0.

Exemple 4.66. Dans Z[X,,X,,X;], le polynbme
f 3X,X2X, +2X7X2 - X, X, X}
est homogene de degré 4 .

Définition 4.67. Etant donné un polyndme non nul £ € A[X|,..., X;] et un entier d > 0,
on appelle composante homog#ne de degré ¢ lde [, la somme des monSmes de f, de

degré d.

Exemple 4.68. Soit f = X, X, - 2X7X, +X,X, dans Z[X, X,,X;].

S aune composante homogene de degré 2 : X, X, + X, X,

et une composante homogéne de degré 3 : —2X12X3.

Pour tout d € N\ {2, 3}, la composante homogéne de degré 4 de f est nulle.

Remarque 4.69. Tout polyndme non nul de A[X,,...,X;] est la somme de ses compo-
santes homogenes.

D. Fonction polynéme a n indéterminées

Soit f € A[X,,..., X tel que f =¥ o aX[t... X", ol les a; sont "presque tous nuls"
dans A (Notation (4 243).
Pour tout (x,,...,xn} € A", on pose

FLCATRRTE AV RE) INENH ALY

Définition 4.70. A étant un anneau unitaire, commutatif, a tout polynéme
feA[X,,...,X,], on associe I’application

fA"—A
(x5 X)) — flxy,. .., %n)

f est 1a fonction polyndme associée a f.
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A?" étant la A-algebre des applications de A” dans A, on a f € A%,
On montre, comme dans le cas d’une seule indéterminée (Prop. 4.22.), que I’application

0:A(X,,...,X,) — A*
f—7

est un morphisme de A-algébres, en général non injectif.

L’image de 8 est, par définition, 1’algébre des fonctions polynémes 2 n indéterminées
sur A.

Le résultat suivant généralise le corollaire 4.51.

Proposition 4.71. Si K est un corps infini et f € K[X,,...,Xx] \ {0}, alors il existe
(ay,.-.,aa) € K" tel que f(a,,...,as) #0.

Preuve : On raisonne par récurrence sur n.
Pour n = 1, le résultat est connu (Cor. 4.51.).
Pour n > 1, on considere f(X,,...,X,) dans K{X,,..., X, _{][Xx] :

F(Xy,e X)) =Tocic, BXs, 0Vi(0<i<7), B, K[X),....X,_].

On suppose B, # 0; I’hypothése de récurrence entraine 1’existence de

(@yy..-58,_1) € K1 tel que B.(a,,...,8,_,) #0.

Le polyndme f(ay,...,a,_;,X,) est donc non nul dans K[X,]; d’apres le corollaire 4.51.,
il existe a, € K tel que f(a,,....a, ,,a,) #0. 0

E. Polynémes sur un annean noethérien A
Il est entendu que A est un anneau commutatif, noethérien (Déf. 2.81.),

Théoréme 4.72. Théoréme de Hilbert
Si A est un anneau noethérien, alors pour tout n € N*, Uanneau A[X, ... X,| est noethé-
rien.

Preuve : Dans A, 'idéal engendré par des éléments x,,x,,. ..,%; sera noté (x;,x,,...,%,).
1°) Cas n = 1. Pour prouver que

A noethérien = A[X| noethérien,
démontrons la contraposée de cette implication, ¢’est-a-dire

A[X] non noethérien => A non noethérien. (4.25)

Si I'anneau A[X] n’est pas noethérien, il contient au moins un idéal propre, non nul J, qui
n'est pas de type fini (Th. 2.82.).
Soit f, € I'\ (0), de degré minimal; ’hypotheése impligue 7 # (f;). On en déduit qu’il
existe f, € I'\ (f;), que 'on choisit de degré minimal.
Ainsi de proche en proche, pour tout entier £ > 1, on choisit
S €INU 12 Sor - £3), Qe degré minimal.
Posons n, = deg f,; le choix des f;, pour & € N*, implique
1<mpSny<-SmSm <
D’autre part, pour tout & € N*, notons a, le coefficient directeur (Déf. 4.10.) du polyndme
[ et considérons la chaine croissante d'idéaux de A :
(@) S (apd) S C(an..a) C(@),...,a5a,,,) C -
Si cette chaine était stationnaire, il existerait un entier £ > 0 tel gue
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(@y,--sa,) = (ay,...,84,84,1);
on pourrait donc écrire dans A,
8= ):13;'gcbian ouVvi(l <i<k),b €A

Enposant  g=fi 1~ Liqqd X 7"f;  onaurait
8EIN(ffos o fi) et degg<degf, ,,

ce qui est contraire au choix de f, , ;; d’oli 1a conclusion (4.25).

2°) Pour n > 1, on raisonne par récurrence sur n.

Supposons I’anneau A[X,,..., X, _,| nocthérien, alors le résultat démontré pour n =1,
implique ( Cor. 4,58, et Rem. 4.59.)

AX,,.... X)) =AKX,,...,X,_,][X,] noethérien. 0

4. Exercices

1) Démontrer la proposition 4.32,

2) Soit A un anneau unitaire, commutatif.
1°) Pour tout idéal 7 de A, on note FA[X] I'idéal de I’anneau de polyndines A[X] engendré
par [ et on désigne, respectivement, par & et ¢ les surjections canonigues A — A/7 et
AlX] — A[X]/IA[X].
Démontrer qu’il existe un unique isomorphisme d’anneaux unitaires ¢ de A[X]/IA(X] sur
(A/DN)[X] tel que ¢ oo = &, o & est le morphisme de A(X] sor (A/I)[X] prolongeant #
(Cor. 4.8.).
2°) Etant donné un idéal B de A|X|, soit 7 := BN A. En utilisant les notations du 1%), on
pose B := o (B). Prouver que B est un idéal de
A[X]|/IA[X] tel que ¢ (BYNA/I = (D), o O = 7{0).

3) K étant un corps, soit g2 € K[X|\ K. En wtilisant la division euclidienne dans K[X), démontrer
que pour tout polyndme f € K[X], il existe une famille finie de polyndmes, Jofis i fn
uniques dans K[X], tels que

Vi(0<i<r),degf,<degget f =g fr+8 s+ 81+ fy

4) A étant un anneau unitaire, commutatif, soit p(X) € A[X]\ A, dont le coefficient directeur
est inversible dans A. Le but de ’exercice est alors de prouver que pour tout polynéme
F(X) e A[X], il existe g(X) et r(X) dans A[X] tels que

FX)=pX)gX}+r(X), r=00u0 < degr < degp. 4.26)

On note 7 la surjection canonique A[X] —> A[X]/(p(X)), ob (p(X)) désigne Pidéal de
A[X] engendré par p(X). On pose X = n(X).
Pour f(X) = ¥o;c, ;X" dans A[X], écrire 7 (f(X)) en fonction de X.
Montrer que pour tout £(X) € A[X), il existe r{X) € A[X] tel que
FEX)=rX) (mod p(X)) et (r=00u0<Ldegr<degp).
En déduire (4.26).

5) K éwnt un corps, on pose A = K[X, Y] et on note Q Iidéal de A engendré par X et ¥2; on
pourra écrire Q = (X,¥?).
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1°) Soit (¥2) 'idéal de A engendré par ¥2, démontrer que A/Q = K[Y]/{¥?) (isomorphisme
d’anneaux).
2°) Prouver que tout diviseur de zéro de A/Q est nilpotent (Déf. 1.26.).

En déduire que I'idéal Q de A est primaire (Ex. 15, Ch. 2) et que /O (Ex. 14, Ch. 2) est
’idéal de A engendeé par X et ¥,
3°) Onpose P= /@ = (X,Y). Vérifierque PP C QC P
En déduire qu’un idéal primaire n’est pas nécessairement une puissance de son radical (Ex.
15, Ch. 2),
6) Soit K[X,Y,Z] 'anneau des polyndmes & trois indéterminées sur un corps X. On note /
I'idéal de K[X,Y,Z} engendré par le polynéme XY — 22,
On pose B = K[X,Y,Z}/I; = étant la surjection canonique de X(X,¥,Z] sur B, pour tout
polynéme f(X.¥,Z) € K[X,Y,Z] on écrira
R(f(X’Y}Z)) = f(X:Y)Z)
1°) Montrer que tout élément de B peut s’exprimer sous la forme
fEN+8(XY)Z,
oil f et g sont des polynomes 3 deux indéterminées sur XK.
2°} Soit P I'idéal de B engendré par X et Z.
a) Montrer que 'anneau B/ P est isomorphe 2 K[Y]. En déduire que P est un idéal premier
de B.
b) Prouver que P n’est pas un idéal primaire de B (Ex. 15, Ch. 2). En déduire que, d’une
fagon générale, pour un idéal { d’'un annean unitaire commutatif :
/1 premiet &L 1 ptimaire.
7) A éant un D L, quel est le radical de Jacobson (Déf. 2.90.) de I'annean de polyndmes A[X] ?
(Voir Th. 2.91.)
8) 1°) Soit A un anneau unitaire, commutatif, ron intégre ; on note U, le groupe des éléments
inversibles de A.
Etant donné un élément a € A, nilpotent non nul (DEf. 1.26.), montrer que pour toutu € U,
onal{u—a)el,.
2°) Vérifier que dans I’annean {Z /8Z)[X], le polyndme 3 —4X +2X? est inversible.
9) Comme dans I'exercice précédent, on considére un anneau A unitaire, commutatif, pon

intégre. Le but des deux premitres questions est de caractériser les €léments inversibles de
A[X]. On note U, (resp. U, aix)) 1 groupe des unités de A (resp. A[X]). Il s’agit de prouver
que

fX)= Eogiguafxl € AlX]\ {0}

est inversible dans A[X] si et seulement si les coefficients de £ vérifient :
a, €U, et Vi(l <i<n),aq;estnilpotent dans A. 4.27)

1°} On suppose que les coefficients @;,0 < i < n, vérifient les conditions (4,27), Démontrer
que le polyndme ¥, ., a,X" est nilpotent dans A(X]

(Voir Ex, 13, Ch. 1).

En déduire que f(X) €U ) (Yoir Ex. 8, ci-dessus).

2°) On suppose f(X) = Locicn aX' e Uy 1 =degf.

Soit g(X) = Locicp b,X' dans A[X] tel que p = degget fg=1.
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@) Montrer que a, € U,.
b) En supposant r > 1, démontrer que a,b, = 0, aﬁbp,l = O et plus généralement,

Vr0<r<p), a;tth, , =0.
Prouver alors que a, est nilpotent dans A. En déduire (Ex. 8, précédent) que
f—anX" = Focicn X' € Vs

¢) Prouver que pour 1 < { < #, tous les coefficients a; de f sont nilpotents.
3°) Soit p(X) = Locica €X' un polynéme non nul de A[X], de degré . D’apres le 1°) ci-
dessus, si tous les coefficients de p(X) sont nilpotents, alors p(X) est nilpotent dans A[X].
&) Démontrer que p(X) est nilpotent dans A[X] si et sculement si tous ses coefficients sont
nilpotents dans A.
(Utiliser le 1°) et pour la réciproque, considérer le polyndéme f =1— p(X).).
b} Soit N{A} (resp. N(A[X])) le nitradical de A (resp. A[X]) (Déf. 2.87.). Montrer que les
résultats précédents justifient I’égalité
N(AIX]) = N(A)[X].

4°) Soit J(A) (resp. J(A[X])) le radical de Jacobson de A (resp. A[X])
(DEf. 2.90.).
a) Justifier 'inclusion  N(A[X]) € J(A[X]).
b} Montrer que pour tout f{X) € J(A[X]}), le polyndme 1 —X f(X) est inversible dans A[X].
Prouver alors les relations

NAX]) = J(A[X]) C J(AYX].
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Chapitre 5
Factorisation dans les domaines d’intégrité

.

Rappel de notations : Pour un anneau unitaire, commutatif A, on pose : A* = A\ {0} et
U, désigne le groupe des éléments inversibles de A, aussi appelés unités de A (Rem. 1.7,
Prop. 1.9.).

1. Corps des fractions d’un domaine d’intégrité

Rappelons que tout sous-anneau d’un corps est un domaine d’intégrité. Nous verrons dans
ce paragraphe qu’inversement, tout domaine d’intégrité est sous-anneau d’un corps.
Dans la suite, on utilisera couramment la notation abrégée D.1. pour désigner un domaine
d’intégrité,

A. Construction du corps des fractions d’nn DL

Soit A un domaine d’intégrité. On remarque que
1 A* et W(s,1) € AX AN =5t € A,
On définit dans A x A* une relation binaire R par :
(a,s)R(b,t) <= at=bs.

On vérifie que R est une relation d’équivalence : il est immédiat que R est réflexive et
syméirique, de plus, quelques que soient (a, 5}, (b,£), (¢, r) dans A x A*,

((a,9)R(b,t) <> ar=bs) et ((b,t)R(c,r) > br=c1)

impliguent (ar)t = (cs)t, &’ ol ar = ¢s, dans I'anneau intégre A ;

par suite {a,s)R(c,r), donc R est transitive.

Définition 5.1. Notation a
La classe d'équivalence modulo R d'un élément (a,s) € A x A* est notée " et appelée

fraction. On pose
K=(AxA")/R= {%; (a,5) €A x A",

On considére alors les correspondances :
KxK—K
. ab at+ by
(@) (;, ?) —

St
s a b ab
(ii) (3»?) — o

¢t on vérifie que (i) et (i) définissent deux applications de X x X dans K. En effet :

! ¥ b
et T=7 ds=as’ et bt = bt',

v.;_]a
I
LN
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d’ot (a't +b's)st = (at + bs)s't et a'b'st = abs't, par suite
at'+bs  at+bs at’ ab

t = —

¢ @ & st

Ainsi K est muni de deux lois de composition internes définies par (f) et (if), respective-
ment notées additivernent et multiplicativerment,

. b .
Pour tout couple de fractions (3, ?) € K x K, on écrira

a b ar+bs ab ab
- - et —— = = (51)
st st st
0o 1 . g -
Les éléments — et — sont, respectivement, élément neutre pour I’addition et la multipli-

cation dans K ; il est facile de vérifier que ces deux opérations définissent sur X une
structure o 'anneaw unitaire commutatif induite par celle de A. De plus, on a

E#g < a#0dansA.

. a ] §
Par suite, dans K, tout — non nul a un inverse —, donc K est un corps.
5 a

L’application a: A— K telle que pourtouta € A, a{a) = % est un morphisme
d’ anneaux unitaires et 0

a(a) = 7 < a=0,
donc ¢; est injecrif; par suite A est isomorphe au scus-anneau unitaire Imo de K. En
général on identifie A 2 Ima en £orivant @ 2 la place de % pour tout a dans A. Gréce 3

cette identification, on peut dire que A €st wia sous-aineau nnitaire du corps X.
Le morphisme ¢ est alors appelé : injection canonique de A dans K.

Définition 5.2. Le corps K, construit ci-dessus, est appelé corps des fractions du do-
maine d’intégrité A; on écrira K = FrA.

Remarque 5.3. Avec les hypoth&ses et les notations ci-dessus, étant donné -E- EK,ona

2 =22 = aaals) ™
Mais compte tenu de I'identification de A 2 son image par «, on a a{a) = a et &(s) =g,
ce qui permet d’écrire dany X :
% =as L
Il est important de noter que s~! n’a de sens, en général, que dans K, car s n’est pas
nécessairement inversible dans I’anneau A.

Exemple 54. :

1) Le corps @ des nombres rationnels est ke corps des fractions de I'anneau des entiers Z.
2) Si A est un D.L (en particulier, si A est un corps), on sait que I'anneau des polyndmes
A[X] est aussi un D.I. (Cor. 4.12). Dans ce cas, le corps FrA[X] est appelé corps des
fractions rationnelles & une indéterminée sur A et est noté A(X).

A(X) = {ﬁ% , £(X),8(X) dans A[X], g(X) # 0.

Plus généralement, avec les mémes hypotheses sur A, A[X,,X,,...,X,] est un D.L, quel
que soit # € N*; on peut donc considérer, pour n > 1, FrA[X,,X,,...,X,], appelé corps
des fractions rationnelles i » indéterminées sur A et noté A(X,,X,,...,X,).
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B. Propriétés du corps des fractions d’un D.I,

Théoréme 5.5, : Propriété universelle

Adntun DL, i K = FrA et si o est Uinjection canonique de A dans K, alors pour tout
anneau unitaire, commuiatif B et tout morphisme d’anneaux unitaires f € Hom{A,B) tel
que f(A*) C Uy, il existe un unique ¢ € Hom(B,K) vérifiant : pou = f.

Preuve : On rappelle que Uy désigne le groupe des unités de B.
a) Supposons ’exitence d'un morphisme ¢ tel que le diagramme suivant commute

A o

By

w
S

Dy == - - -

et démontrons qu’alors, il est unigue.
a
poa=f & VaeA,qo(T) = f{a).
s
s

= | Gn

Soit% eK;onpeutécrire:$=

a a, .8
¢ € Hom(K,B) == f(a) = o(7) = ¢(J) 9(3)
x $
F(A") C Y= 0(3) = f(5) € Up.

On en déduit que 5 4

VSEK, oD =Sfla)fin) (52)
d’oll Iunicité de ¢.
b) Montrons que la condition : f(A*) C Uy, entraine I’existence d’un morphisme

¢ € Hom(K,B) tel que @ oo = f. Le résultat précédent conduit 3 considérer la corres-
pondance :

¢:X—B
2 Fla)fs) ™

- Vérifions que @ est une application :

]

dans K < d's =as’ dans A;

ds=as = f(d) f(s) = fla) f(s),
(5,8') €A x A* = (f(s), f(s)) € Ug x Up,
dob: f(d@)(F())" = F(a) (f(s))7), cest-a-dire :

a!

a
‘P(F) = (;)-

wl @,
1.3

- Mentrons que I’application ¢ est un morphisme d’anneaux unitaires.

Pour tout couple (g, ?) €KxK,ona

a b at +bs
‘P(;+?) = ¢ "

) = flat +bs)(f(s1) 7.
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Mais f est un morphisme d’anneaux unitaires et B ¢st un anneau commutatif, alors,

0 +2) = @) + S BN = o)+ 0(2).

L
#(22) = () = flab)(fer))™

=A@ BN F0) " = oD ().

D’autre part, q:(%) = f)({f(1)~ ' =1 (unité de B).
De plus, Ya € 4, 9(3) = F@)(£(1)) ' = f(@), 'ob: poa = f. o

Remarque 5.6. Avec les hypotheése du théoréme précédent :

FA)YCUy = f£0;
par suite le morphisme ¢ € Hom(X, B) est non nul, donc injectif puisque X est un corps
(Prop. 1.58.).

Corollaire 5.7, :

1) Soit A un D.1. et F un corps. 8’il existe un morphisme injectif d’anneaux unitaires de
A dans F, alors F contient un sous-corps isomorphe au corps K = FrA.

2) A érant un D.1, s'il existe un corps K' et un morphisme injectif & € Hom(A,K') tel
que le couple (K, ') vérifie la propriété universelle du couple (K, o) (Th. 5.5.), alors il
existe un isomorphisme ¢ de K sur K' tel que oo = «'.

Preuve :

1) Par hypothese, il existe un merphisme injectif d’anneaux unitaires f: A — F, don¢
FANEF*, ) F* = F\{0) = Up,

puisque F est un corps. D'aprés le théoréme 5.5. et Ia remarque 5.6., il existe un unique

morphisme injectif ¢ : K — F tel que oo = f, d'olt K ~ Im@; F contient donc un

sous-corps isomorphe a K.

2) Compte tenu des hypothéses, 1’application du théoréme 5.5 aux couples (K, o) et

(K', &), respectivement, donne les deux diagrammes commutatifs suivants :

A K A K
RNEREL NNEREL 4
t +
K K

doncgpoo=0c et p o’ =q.
On en déduvit que p'opoa=aetpop’ca’ =o'
La propriété universelle vérifiée par les couples (K, &) et (K', &’) implique que nécessai-
rement,
Qop=idy et Qo =id,.
Par suite @ est un isomorphisme et ¢! = ¢’ O

Remarque 5.8, :

Le 1) du corollaire 5.7. exprime qu’a un isomorphisme pres, le corps des fractions d’un
domaine d’intégrité A est "le plus petit corps” contenant A.

Le 2) du corollaire 5.7. exprime I'unicité, & un isomorphisme prés, du corps des fractions
d’un domaine d’intégrité A,
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2. Eléments remarquables dans un D.I.
A. Diviseurs et unités dans un anneau unitaire, commnutatif

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau unitaire, commutatif.
La notion de divisibilité se définit dans I’anneau A, comme dans I'anneau Z (Cf. App. A).

Définition 5.9. Etant donné a € A, on dit que b € A* divise a (ou est un diviseur de a)
dans A s’il existe g € A tel que a = bg.

Notations : Ce sont les mémes que celles utilisées dans Z (Cf. App.A) ; on écrira, b|a
(resp. b fa) pour exprimer que b divise a (resp. b ne divise pas a) dans A.
Pour tout ¢ € A, on note (a) I'idéal de A engendré par a.

Proposition 5.10. :

1) Pour (a,b) e AxA* ona bla <> (a) C (b).
Qyucl, < (u)=A

3)V(u,a) €U, xA, ula.

Ay (e U, etvludans A) = ve U,.

Preuve
1)bla <= 3g€ A, a="bg, donc
bla <> ac (b) < (a)C(b).
Quel, <= Ju ' e A, uut =1, alors
uelly <= 1€ (u) = (u)=A.
3) Quelsque soienta € Aetu €U a = la = ute 1 donc ula.
4) Soitu € U, et v € A tels que vlu; alors u = vq, avec g € A*, d’olt
l=w ' =vgu! = veU,. O

B. Eléments associés dans un D.1.

Définition 5,11, Deux éléments g et b d’un domaine d’intégrité A, sont dits associ€s si
a=b=0 ou ((ab)€A* xA*estiel que (a|betbla)).

Notation : On écrira a ~ b, pour exprimer que a et b sont associés dans un doraine
d’intégrité A.

Proposition 5.12. A érant D.1, quels que soient (a,b) € A* x A*,

a~b < ducl,, b=ua
< Jvel,,a=vb

Preuve : a et b non nuls et a ~ b implique ajb et bla, donc
Hu,v) €A* xA*; b=uaeta=vb;

par suite, g = vua, donc a(l — vu) = 0. L’anneaun A étant integre,

(a#0 et a(l—vu)=0) = vu=1,
d’ot et vdans U,.
Réciproquement, si a et & sont non nuls dans A,

(b=uaeta=vb, (u,v) €U, xU,}) = (alb, et bla),

donc a et b sont associés. O
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Remarque 5.13, :
a) Dans I’annean Z, U, = {1, —1}, donc pour deux entiers metn, ona
Hten < m==+tn
b) Dans un corps K, deux éléments non nuls quelconques @, sont toujours associes,
puisque a = bb laet b~ lac Uy = K*.

Proposition 5.14. Soit A un domaine d’intégrité.
1) Dans A*, la relation de divisibilité est un préordre.
2) Dans A, la relation d’association est une relation d’€équivalence et si I'on note & la
classe d'équivalence d'un élément a modulo la relation d’association, alors :
a=b <= (a)=(b),

oit {a) et {b) sont les idéaux de A, respectivement engendrés par a et b.
3) Dans A*, la divisibilité est compatible avec la relation d'association et elle induit dans
l'ensemble A* des classes d'équivalence G # 0 une relation ’ordre, que I'on appellera
encore "divisibilit€” er que I'on notera encore symboliquement |, telle que

d|b dans A* <= albdansA.

Preuve :

1) On rappelle qu'une relation binaire est un préordre, si ¢’est une relation réflexive et

transitive. Dans I’ Appendice A, on montre que la divisibilité est une relation de préordre

dans Z* (Rem. 0.4.); la méme justification est valable pour un D.I. quelconque et d’apres

la proposition 5.12., la divisibilité n’est ni une relation d’équivalence, ni une relation

d’ordre,

2) Dans A on a 0 ~ 0 (Déf. 5.11.) et pour a non nul, @ = 1 implique @ ~ a; de plus,
a~b —="b~a

D’autre part, d’aprés la proposition 5.12., pour a,b,c dans A ¢

(a~betb~c) <= (Iuv) €U, xU,;b=ua,c=vb),
d’olr (a~betb~c)=c=vua =>a~c¢, carvuel,.

On en conclut que 1a relation d’association est réflexive, symétrique, transitive, donc est
une relation d’équivalence,
Par ailleurs, pour ¢ et & non nuls dans A,

d=b <= a~b < (alb, eth|a).
Or, d'apres la proposition 5.10. :

(alb «= (B)C(@) e (bla < (a) C (b)),

par suite, d=b < (a)=(b).
3) Dire que la divisibilité est compatible avec la relation d’association dans A*, c'est
exprimer que quels que soient @,a’,b,b dans A*,

(alb,d ~aeth ~b) == d'l.

En effet, alb < JgeA b=ag
de~a < uel,, a=ud;
bbb = Ivel,b=v,

alors, b=ag = vb' =ud'q = ¥ =d'uqv™!, donc a'|V’.
On peut alors considérer dans 1'ensemble A*, la relation binaire, notée comme la divisi-
bilité et définie par

d|b dans A* <= alb dans A*.
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Cette relation est réflexive et transitive, puisque la divisibilité dans A* est un préordre ; de
plus

dlbetblad <= albetbladans A*
< a~bdansA* < d=15;

ainsi la "divisibilité” considérée dans A* est antisymétrigue. On en conclut que ¢’est une
relation d’ordre. O

™

Exemple 5,15, Dans le cas de 1’anneau des entiers Z, pour tout nt € Z*, it = {—m,m},
donc |m] est un représentant de la classe d’équivalence #t. Par suite, Z* = {fit; m € Z*}
s’identifie & I’ensemble {[m|;m € Z*} =N*.

C. Eléments irréductibles dans un D.L

Définition 5,16, Un élément r d’un domaine d’intégrité A est dit irréductible dans A si :
Dr¢ Ui
ifyr=ab dans A = aclU,oubel,.

Proposition 5.17. Soit A un D.L, alors :
1) 0 n’est pas irréductible dans A.
2) r est irréductible dans A si et seulement si

r#0,rdlU,et{r=ab => r~aour~b). (5.3)
3) Dans A : {rirréductible et 7 ~ r) —= ¥ irréductible.

Preuve :
1)0=00 et 0 U, = 0 non iméductible dans A.
2) Soit r irréductible dans A ; compte tenu du résultat ci-dessus, on a
r#0, rgU,et(r=abdansA —> aclU,oubel,)

La derniére condition exprime que

r=abdansA=> r~bour~a.
Réciproquement, soit # € A satisfaisant aux conditions (5.3). Si r =abdans A etsir~a,
alors il existe u € U, tel que » = au. L’anncau A étant intégre,

{(ab=r=aucta#0} = b=u.
Ainsi,r~a = becU,;deméme,r~b = acl,.
On en conclut que r est irréductible dans A (Def. 5.16.).
3) Dans A, soit r irréductible et ~/ ~ r. Il existe u € U, tel que r = ur’ ; r étant irréductible,
ona r#0 et rgU,, dod

Yer=r#£0et/¢U,.
Supposons ' = ab dans A; alors r = ur’ = uab, par suite,
rirréductible = nac U, oube U,,

donca € U, oub e Uy, d’our irréductible dans A. O

Remarque 5,18, Pour un élément #, la propriété d'étre irréductible dépend du D 1. dans
lequel il est considéré ; en particulier, si A et B sont deux D.I tels que A C B, alors un
élément r € A peut étre irréductible dans A et non irréductible dans B. Par exemple, 2 est
irréductible dans Z et est une unité dans Q.

Proposition 5.19. A étant un D.L, r € A est irréductible dans A si et seulement si idéal
(r) est maximal dans !’ensemble des idéaux principaux, propres de A.
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Preuve ; Soit r un élément irréductible dans A ; alors
r&OetrgU, = (r)# (0)et(r) #A.
Soit {a) un idéal principal propre de A; supposons : (r) & {a) C A.
D’aprés les propositions 5.10. et 5.14,,
(G (@) CA = ajretastr

donc il existe b € A*\ U, tel que r = ab; alors,

rirréductible, r=abetb g, = acl,,
d’ob {a) = A. On en conclut que (r) est maximal dans I'ensemble des idéaux principaux,
propres de A.
Réciproquement, si un idéal (r) # (0) est maximal dans I’ensemble des idéaux principaux,
propresde A, onaalors r#Oetr  U,.
Supposons r = ab dans A; nécessairement @ et b sont non nuls et

alr = (r) C (a) CA.

La maximalité de 1’idéal principal (r) implique alors,
soit : (@) = (r}, donc r~a etparsvite b€ U, ; soit: (a)=A4, donc ac U,.
On en conclut que » est irréductible dans A. ]

D. Eléments premiers dans un D.L

Définition 5.20. Un élément p d’un domaine d'intégrité A est dit premier dans A s'il
vérifie les conditions :

IE)p ?é 0’ P g UA;
ii)(plabdans A) = plaou p|b, dans A.

Proposition 5.21. Dans un domaine d’intégrité A,
1) (p premier et p' ~ p) = ' premier.
2) p premier = p irréductible (mais en général, la réciproque est fausse).

Preuve :
1) Soit p un élément premier dans A; alors

p'~pdansA = JueclU,; p'=up.
Supposons p’|ab dans A*; donc il existe g € A* tel que ab = p'q.

ab=p'q = ab=upg = u'ab=pg = p|(u la)b,
ppremier = ple~'a ou plb;
plula = upla = fla;
plb = (BmeA";b=pm=u"upm=pu~'m) = p'|b,

d’oir : p'jab implique (p|a ou p’|b), donc p’ est premier dans A.
2) Supposons p premier et p = ab dans A*;
p=ab = plab = plaouplb.
Si p fa, alors plb; done il existe g € A* tel que b = pq.
p=ab= p=apq=pag = l=uq
car A estintegre et p # 0, donc g € U,. 0

Donnons un contre-exemple montrant qu’en général, dans un D.1,,

p irréductible = p premier.

Soit A ;= Z(iv53) == {a+ibV5; (a,b) €Zx Z} C C.

A est un sous-anneau du corps des nombres complexes C, donc est un D.I.
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Vérifions que 3 est irréductible, mais non premier dans A,

Supposons que I'on ait 3 = xy dans A ; on en déduit que 9 = |x[? [y|%.

Si x s*écrit = a+ ibv/5 dans A, alors {x|? = g% + 552, donc x> € N*; de méme, on a
ly|? € N*, par suite

9=y = > =1ouix®*=3oux’ =9
hP=1= (a=1leth=0) = x€U,;
Ix[* = 3 est impossible;
k=9 = P =1=yel,;

ainsi, 3 = xy dans A implique x € U, ouy € U,, donc 3 est irréductible dans A = Z(iV/5).
Montrons que 3 n'est pas premier dans A; en effet,

24 i3} 2 —ivV3) =9 == 3|(2+iV3)(2 — iv/3) dansA;
cependant, 3 J(2+iv5) et3 J(2—iv/5) dans A.

Proposition 5.22. Four un élément p d'un domaine d’intégrité A, on a
1) p premier < (p) idéal premier non nul de A.
2) p premier <= (p) # (0) et A/(p) integre.

Preuve .

1) Soit p un élément premier dans A; p # 0 implique (p) # (0).

Supposons a,b non nuls dans A tels que ab € (p), donc plab dans A; alors p premier
implique : pla ou p|b, ¢’est-a-dire, e € (p) ou b € (p), ce qui prouve que I'idéal (p) est
premier, non nul dans A (Prop. 2.49., Déf, 2,50.).

Supposons (p) idéal premier non nul dans A; alors pour a et b dans A* :

abe (p) =>ac(p) ou be(p);
autrement dit: plab = pla ou p|b,

donc p est un élément premier dans A.

2) D’apres le théoréme 2.52., dans un anneau unitaire, commutatif A, un idéal I est pre-
mier st et seulement si I’anneau quotient A/J est intégre et dans ce cas c’estun D.L ; on
en déduit, compte tenu du résuitat 1) ci-dessus, qgu'un élément p d’un domaine d’intégrité
A est premier si et seulement si (p) # (0) et A/(p) estintégre. O

Théoréme 5.23. Dans un domaine principal (Déf. 2.7.), tour élément irréductible est
premier.

Preuve : On sait que dans un D.L, A, tout élément premier est irréductible (Prop. 5.21.),
de plus, si r est iréductible, alors Pidéal (r) est maximal dans I’ensemble des idéaux
principaux, propres de A (Prop. 5.11.).

On en déduit que si r est irréductible dans un domaine principal A, alors (r) est un idéal
maximal donc premier dans A (Cor 2.64.) ; par suite, r est un élément premier dans A
(Prop. 5.22.). O

Remarque 5.24, ; Nous avons utilisé la notation abrégée D.L pour désigner un domaine
d’intégrité, de méme nous désignerons couramment par D.P. un domaine principal.

Exemple 5.25, :
1} On sait que I’annean des entiers Z est un D.P. et que les idéaux premiers, non nuis de
Z sont les idéaux pZ, pour lesquels p est un nombre premier (Exemple 2.54., Déf. A.5.),
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Par suite (Th. 5.23.), les éléments iméductibles de Z sont les €léments +p, ol p est un
nombre premier.

2) Lorsque K est un corps, i’anneau de polynémes X[X) est un D.P. (Th. 4.36.). Montrons
que, dans K[X], les polyndmes du premier degré sont des éléments irréductibles (donc
premiers) ; mais nous verrons plus loin, que ce ne sont pas nécessairement les seuls.

Soit aX + b un polynéme du premier degré dans K{X], alors

aX +b= f(X)g(X)dans K[X) —> deg f =0 oudegg =0,
donc f € K* ou g € K*; or K* = U, ol gX + b irréductible dans K[X].

Proposition 5.26. Soit A un D.I. et m,n dans N*.
1) SE p,p1sPss- -+ s Pny SONt 0+ 1 éléments premiers dans A, alors
plp\py--pn = 3i(1<i<n), p~p;
2) SipyPare -1 Pny 41,90 - - - dm SONL des Eléments premiers dans A
PPy Prn=018p Gn = m=net30 €5, |Vi(l Sign),pl-ﬁaqa(‘.).
S, désigne le groupe des permutations de {1,2,...,n}.

Preuve
1}pip,p,- - pscniraine p, p,- - py € (p); or p étant un €lément premier, (p) est un idéal
premier de A. Par suite (Prop. 2.55.), il existe i(1 <i < n) tel que p; € (p), donc plp,.
Supposons p; = ap, avec a € A*; comme p; estiréductible dans A et p ¢ U, on a néces-
sairementa € U, d’ou p ~ p;.
2) Par hypothese pp,+ - pn = g4y qm, les p;, 1 i< n, etles g, 1< j<m, éant
premiers dans A.
Supposons i # n et par exemple, 5 > m: alors p, €lant premier dans A,

Pl dm = 340 < jsm), p ~4q;-
Par suite il existe #; € U, tel que 4;, =¥ et A étant integre ;

pipy P = Piy(Thcyem iz, 4) = P2 Pn = (Tigjom ), 95)-

En réitérant le raisonnement pour i = 2,...,m, on obtient que pour tout i (1 < i < m), il
existe j; € {1,2,...,m} et u, € U, tels que g; = u;p,. On en déduit :

Pmi1Pmaz’ " Pn =ty Uy € Uy,
ce qui implique p, inversible pour tout i {n + 1 < i < n}, d’ol1 une contradiction, puisque
tout p, est premier, par hypothese. On en conclut que m = n et I"application £ —— j; définit
une permutation ¢ de {1,2,...n} telle que pour tout i{1 <i < n), p, ~ .

3. Notion de p.g.c.d. dans un D.1L

La notion de p.g.c.d. (plus grand commun diviseur) a ét¢é définie dans ’anneau des
entiers Z (Cf. App. A), nous I'éiendons ici 3 un D.I. quelconque.
Dans tout ce qui suit, A désigne vn D.1.

A. p.g.c.d. de n éléments non nuls dans A, n > 2

Définition 5.27. Etant donné n éléments non nuls a,,4,, ... ,a, dans A, on appelle p.g.c.d.
des a;,1 <i < n, tout élément d € AY = A\ {0} tel que

HVi(1<i<n), dla;;

i) Pourc € A*: (Vi(1 £i<n), cla) = cld.



§ 3. Notion de p.g.c.d. dans un D.I, 113

Remargue 5,28, Les propriéiés qui suivent vont permettre de préciser et de justifier cette
notion de plus grand commun diviseur et d'évoquer la question de 'existence des p.g.c.d.
dans un D.I.

Proposition 5.29. Soit a,,a, - ,an dans A*.
Sidunpgcd desa,1<i<n, alors &' € A* en est un autre si et seulement si d' est
associé 4 d dans A (Déf. 5.11.).

Preuve : Par hypothése, dest p.g.c.d. desa;, 1 <i<n.
Supposons ¢’ ~ 4 dans A*; donc il existe u € U, tel que d = d’u. La condition {) de la
définition 5.27. implique que pour tout i(1 < i < n), il existe a} € A* tel que a; = da];
alors
Vi(l <i<n),a=dua;, = d'|a;.

D’ antre part, si ¢ € A* et si quel que soit i(1 < i < n), ¢ divise a;, alors ¢ divise d, donc il
existe ¢’ € A* telque d =cc’ et

(e =d'uucl,) = d =cdu! = cjd"
Par suite &’ est p.g.c.d desa, 1 <i<n.
Réciproquement, supposons que o’ soitun p.g.c.d. desa;, 1 <i<n,
La condition i) de la définition 5.27. appliquée 2 d et &' donne :
dld’ etd’|d donc d' ~d. O

Remarque 5.30. :

a) La proposition 5,29, montre que si n éléments non nuls d’'un D.I. ont un p.g.c.d., d,

celui-ci est défini A une unité multiplicative prés. En conséquence, ¢’ est aussi un p.g.c.d.

de ces éléments si et senlement si (d') = (d).

Par ailleurs, la définition 5.27. implique que Vidéal () est indépendant de I’ordre dans

lequel on considére les éléments ¢;, 1 <i < n.

b) Nous supposons I’entier » > 2, mais dans le cas particulier d’un seul élément a € A*,

on conviendra que a est un p.g.c.d. de a.

¢) Notation : Un p.g.c.d. de n éléments a,,a,,...,a, sera noté symboliquement
ayAas A Aap.

Plus précisément, celte notation désignera un représentant de la classe d’équivalence des

p.g.cd. des a;, 1 <i < n, modulo la relation d’association dans A.

Proposition 5.31. : Propriété d’associativité des p.g.c.d.

Soit A un D.I. dans lequel on suppose que quel que soit n > 2, n éléments non nuls quel-
conques ont un p.g.c.d.; alors pour a,,a,,a; dans A*, on a

Da Aayhay = (a Aay) Aay = a Aa,Aay).

2)a,Aay Aag = (a  Aay) Ala, Aa,).

Preuve :
1} Posonsd =a, Aa,Aa,, 8 =a,Aa, et &' =(a Aa,)hay;=38Aa,.
En utilisant les conditions i) et #) de la définition 5.27, on obtient

dla, etdla, = d|d
d|8 etdla; = d|d’.
{(d|8etbla, i=1,2) => d'|a, etd'|a,.

Or d'|a,, par suite, d’|d. On en conclut que &’ estun p.g.c.d. desa;, 1 <i<3,d’on
a AayAa; = (a Aay)Aay.
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On démontre de méme la relation a, Aa, Aa; = a; Alay Aay).

2) Considérons d = a, Aa, Aay, 8 =a, Aa,, 8 =a, Aa, et montrons que d ~ S A &,
Posons A= 8 A &' alors :

Ajd et 8la; = Alay,
Al8 et 8'|a, => Ala,,
4|6 et 8'|a; == Alas.

par suite Ald. D’autre part, d’aprés les relations 1) de I’énoncé,
d=0Aa; =g, N8 = d|Setd|6' = d|A.
On en résulte que Aestun p.g.c.d. desa;, 1 <i<3. 0

Corollaire 5.32. Quel que soit n > 2 dans N, n éléments non nuls gquelcongues d'un do-
maine d'intégrité A ont un p.g.c.d. dans A si et seulement si deux éléments non nuls
quelcongues en ont un,

Ce résultat se déduit de 1a Prop. 5.31,, par récurrence sur 7.

Remarque 5,33. Compte tenu du corollaire précédent, nous conviendrons de dire que :
les p.g.c.d. existent dans un domaine d’intégrité A, si deux €léments non nuls quel-
conques de A ontun p.g.c.d.

Exemple 5.34. Les p.g.c.d. existent dans Z (Cf. App. A).

Propaosition 5.35. On suppose que A est un D.I. dans lequel les p.g.c.d. existent; alors,

pour des éléments a,,a,,...,an non nuls dans A, n > 2, les trois conditions suivants sont

dquivalentes :

d=a AayN---Nap.

2) Dans ’ensemble A* des classes d'équivalence de A* modulo la relation d’association,

partiellement ordonné par la relation de divisibilité (Prop. 5.14.),ona
d=sup{¢€Atels quevi(1 <i<n), &a}.

3) (d) est le plus petit idéal principal de A contenant les a;,1 <i<n.

Preyve : Démontrons la propriété pour # = 2. Soit a, b non nuls dans A.
1) &= 2): d=aAb,alors
(dlaetdip) dans A < (d|det d|b) dansA;
(claetelb = c|d)dans A < (&|det &b = &|d) dans A*.

On en déduit le résultat énoncé :
d=anb < d=sup{¢ €A tels que &det &|b).
1) < 3):d=aAb,alors

dlaetdlpb «= ac(d)etbe(d);
(claetelb = cid) < (ac(c)etbe (c) = dc(c)),

done {d) C (¢).
On en conclut que () est le plus petit idéal principal de A conienant g et b. 0O
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Corollaire 5.36. Les hypothéses érant celles de la proposition 5.35., d est p.g.c.d. des
a;, (1 < i < n) si et seulement si (d) est le plus petit idéal principal contenant U'idéal

Elgfgn(af)-

Preuve : ¥ ;.,(a;) étant I'idéal de A engendré par les a;, 1 < i < n, (Prop. 2.13), le
corollaire 5.36. résulte de I'équivalence des conditions 1) et 3) de la Prop. 5.35. O

Remarque 5.37. :

a} Le 2) de la proposition 5.35. justific I'appellation plus grand commun diviseur et gé-
néralise ce qui a ét€ vu dans le cas de I’anneau Z (App. A).

b) On sait que dans un ensemble partiellement ordonné, une partie non vide n’a pas né-
cessairement une borme supéneure, donc a priori, dans un D L quelconque, deux éléments
non nuls n'ont pas towjours un p.g.c.d..

L existence des p.g.c.d. dans Z n’est qu'un cas particulier du résultat plus général suivant.

Proposition 5.38. Dans tout domaine principal A, deux éléments a,b non nuls, guel-
conques ont un p.g.c.d. et

d=anb = (d) =(a)+(b) (6X:))
d=anb=3(u,v) EAXA, d=au+bv (5.5)

Preuve : Soit A un D.P.; étant donné a,b dans A*, il existe d € A* tel que (@) +(b) = (d)
¢t cette relation équivaut & d = a A b, d’apras le corollaire 5.36.
D’ autre part, la relation (5.4) implique (5.5) de facon immédiate. O

Exemple 5.39. Si K est un corps, Manreau XX} des polynbmes 2 une indéterminée sur
K estun D.P. (Th. 4.36.), donc les p.g.c.d. existent dans X[X].

Remarque 5.40. Nous verrons plus loin, qu’il existe des D.I. qui ne sont pas principaux
et dans lesquels les p.g.c.d. existent.

B. Eléments premiers entre eux dans un D.I.

Définition 5.41. Soit A un domaine d’intégrité.

a) Deux éléments non nuls de A sont dits premiers entre eux si leurs seuls diviseurs
communs sont les unités de A.

b) n éléments non nuls de A (n > 2) sont dits premiers entre eux dans leur ensemble si
leurs seuls diviseurs communs sont les unités de A.

Remarque 5.42. Comme ci-dessus, A désigne un D.I.
a) D’aprés la définition 5.41., pour deux éléments non nuls a,b de A les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

i)a et b sont premiers entre cux dans A. (5.6)
iiNce A, (claetelp) = c€U,. (5.7
HiyVe € A*, (claetclp) = c|1. (5.8)
ivianb=1. (5.9

De méme, pour n 2 2, a,,a,,...,a, sont premiers entre eux dans leur ensemble si et
seulement si g, Aa, A~ Aap = 1.
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On notera cependant, que la notion d’éléments premiers entre eux (DéEf. 5.41.) est indé-
pendante de de la notion de p.g.c.d..
D’autre part, si # éléments d’un D.I. sont premiers entre eux dans leur ensemble (» > 2},
ils ne sont pas nécessairement premiers entre eux deux 2 deux.
Par exemple, dans Z, on a 28 A20 A 35 = 1, cependant,

28A20=4, 20A35=35, 28A35=17.
b) Dans tout domaine d’intégrité A, on a

(acU,oubel,) = anb=1
(VbeA* aAb=1) = acl,.

Proposition 5.43. Soit A un D.I dans lequel les p.g.c.d. existent; alors, quels que soient
Ventier n > 2 et les éléments a,a,,...,ar dans A*,onad=a ANay\---Aay si et
seulement s'il existe des éléments o} € A* tels que

Vi(l<i<n),a;=da, e ayAayA---Ady=1. (5.10)

Preuve : Démontrons la propriété pour # = 2; on en déduira le résultat pour n > 2, par
récurrence sur 1, griice a la Prop. 5.31.
Supposons d = a A b dans A*, alors
dlaetdlb = Jd b dans A*, a=dd, b=db.

Soit ¢ € A* tel que c|a’ et ¢|b’. On peut donc écrire

a =cd” etb =cb” o (a” b)Y € A* x A*.
On en déduit : a = dca” et b =deb”  d’ol deld; card =aAb.
Soit ¢’ € A* tel que d =dec’; annean A &tant integre

(d{1—cc’) =0 "et” d#0) = 1=cc;
donc ¢ € U, et par suite, a’ Ab = 1.
Réciproquement, supposons a,b,d,a’,b’ dans A* tels gue

a=dd ., b=db et a A} =1.
Par hypothése, aet b ont un p.g.c.d. ;posons & =aAb.
(d]aetd|d) = d|8,

donc il existe ¢ € A* tel que 6 = de.
D’ aprés 1a premiére partie de la démonsiration, on peut écrire :

a=dca", b=dcb’, avec a"Ab'=1.
Or on aa =dd et b=db; on en déduit que g’ = ca” et ¥’ = cb”, car A est integre, Par
suite

dnY =1=cel,,

donc d ~ &;il en résulte que d estun p.g.c.d. de aetb. O

Corollaire 5.44. Soit A un D.I. dans lequel les p.g.c.d. existent; alors, étant donné un
entier n > 2, et des éléments a,,a,,...,an dans A* tels que d =a Aa, A--- Aay, pour
outccA*,ona

1) ed = ca; Acay- - Acay.

2)(a;=ch, Yi(1<i<n) = d=c8, ot S=b Ab, - -Ab,

Preuve : Comme pour la proposition précédente, il suffit de considérer le cas n = 2. Par
hypothése, d = a; A a,, donc il existe ay,a, non nuls dans A tels que

a, =daj, a, =ddyeta| Aay = 1.
1) Pour tout ¢ € A* on adonc ca, = cda), ca, = cda etla condition : a} Aa) = 1 implique
alors od = ca, Aca,, d’apres la Prop. 5.43.
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2)c|a, ete|a, = c|d; doncil existe & € A* tel que d = ¢4, alors

chy = a, = da) = c8a).
L’anneau A est intégre et ¢ # 0, d’ob b, = 8a}. On a de méme b, = 54, et comme plus
haut, la condition : a} Aay = 1 entraine § = b, Ab,.

Théortme 5.45, ; Théoréme de Gauss
A étant un DI dans lequel les p.g.c.d. existent ! quels que soient a,b,c dans A* ona
(albe et anb=1) = alc.

Prewve : D'aprés le 1) du Cor. 5.44. ,ona
aAb=1= gcAbc=c;
par suite, (alac et a|bc) implique ajc. O

Corollaire 5.46. Soit A un D.I dans lequel les p.g.c.d. existent. Poura et b, 1 <i<n,
dansA*,n>2 ona:

{anb;=1,vVi(1<i<n})) = arbb,..bp=1.

Preuve : Dans le cas ol b,b,...b, € U,, la propriété est immédiate, on suppose donc
bb,...by U, etonpose d = aAbb,...by Pour tout i,1 <i < n, soit¢;:=dAb,
alors,

c;ldete|b; = c;laetcy|b,

Or, par hypothese, onaaAb; = |, parsuite ¢; € U, , dong, pourtout i, 1 <i<n, dAb,=1.
D’apres le Théoréme de Gauss®

dlbb,...by et dAb =1 = d|bb,...b,
d|b2b3.bn et d/\bzzl > d'b3..-bn.

De proche en proche on aboutit  d|b,, mais d Ab, = 1,donc d € U,. O
Le résultat suivant donne une nouvelle caractérisation des éiéments irréductibles d’un DL

Proposition 5.47. A étant un D.1, soit r € A* tel que r @ U, ; alors r est irréductible dans

A si et seulement si
VacA*, (r fa == rAa=1).

Preuve : Soit r irréductible dans A et a € A* tel que r ne divise pas a. Supposons ¢ € A*
tel que c|ret cla.
clr =3 €A* telque r =cc’;

mais, r étant irréductible dans A, onac e U, ouc’ € U,.
Sic g U,,alors ¢ €Uy, d’oi r ~ ¢, donc ra, ce qui est contraire & ’hypothése ; on en
conclut que nécessairement, ¢ € U,, d’od rAa=1.
Réciproquement, soit r € A*\ U, tel que quel que soit @ € A*, la condition r fa implique
rha=1.
Supposons r non irréductible et tel que r = ab dans A*, avec a ¢ U, et b ¢ U, ; alors

(alretbgU,) =>r fa.
L’hypothese implique alors r Aa = 1; mais alr, ¢e qui entraine que ¢ € U,, d’ol une
contradiction ; il en résulte que r est irréductible, |:|
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C. Eléments premiers entre eux dans un D.P.

Théoréme 5.48. Théoréme de Bezout
A érant un domaine principal, pour a et b non nuls dans A, on a

arb=1 < (a)+(b) =A. (5.11)
aAb=1 < I(u,v) €A XA, au+bv=1 (5.12)

Preuve : La relation (5.4) de la proposition 5.38 appliquée au cas d = 1 donne la relation
(5.11). D’autre part on a (@) + (b) = A si et seulement si 1 appartient & I'idéal (a} + (b),
d’ou la relation (5.12). O

Corollaire 5.49. Généralisation du théoréme de Bezout

Pour n éléments non nuls a,,a,,...,a, d'un domaine principal A,n > 2, les conditions
suivantes sont équivalentes :

aAay A Aap=1;

ii) ):15;'9,(0;‘) =A4;

i) Nl existe u; €A, 1 <i<n, tels que T, o0, = 1.

Vérification laissée au lecteur.

Remarque 5.50. :

a) Larelation (5.11) exprime que les idéaux (a) et (b) sont copremiers.

b) La relation (5.12) est généralement appelée Relation de Bezout ; elie s’applique, en
particulier, dans les domaines principaux Z (Cf. App.A) et X[X], ou X est un corps.

¢) Le théoréme de Bezout est valable dans tout D.L dans lequel tout idéal de type fini est
principal. (Voir Exercices a la fitudu chapitre).

4. Notion de p.p.c.m. dans un D.L

La notion de p.p.c.n. (plus petit commun multiple)}, déja définie dans 1'anncau Z (Cf.
App. A), est étendue ici, au cas d’un D.1. quelconque.
Comme dans le paragraphe précédent, A désigne un D.IL

Définition 5.51. On appelle p.p.c.m. de n €léments non muls a,,4,,...,a, de A, n > 2,
tout m € A* tel que

Hvi(l1 <i<n), a;m.

i) Pouri € A* : (Vi(1 < i<n),all) = m|l.

Proposition 5.52. Soita|,a,,...,a, dans A", n > 2.
Simestun p.p.cm. des a;, 1 <i<n, alors m’ € A* en est un autre si et seulement si m
est associé & m dans A (DéEf. 5.11)),

Preuve : Par hypothése mestun p.p.c.m. desa;, 1 <i<n.
Supposons m’ -~ m dans A il existe alors u € U, tel que m = n'u. D’apres la condition )
de la Def. 5.51., pour tout i (1 < < n), il existe a} € A* tel que m'u = a,a} donc a;|m’.
D'autre part, la condition #) de la Def. 5.51 implique que si ! € A* et si quelque soit
i{1<i<n)onaall, alors m|l, donc il existe I’ € A* tel que / = mi’; par suite

t=mul' = m'|l.
On en conclut que nt' estun p.p.c.m. des a;,1 < i< n.
Réciproquernent, si m et m' sont des p.p.c.m. des a;,1 < i < n, alors la condition if) de la
Def. 5.51., appliquée 2 m et & ', donne nt'|m et mim’, d’os m' ~ m. O
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Remarque 5,53, :

a) Si dans un domaine d’intégrité€ A, des éléments non nuls a,,4,,...,4,, ontun p.p.c.m.,

alors d’apres la définition 5.51., celui-ci est indépendant de I'ordre dans lequel ont consi-

dére les g, et la proposition 5.52. montre qu’il est unique a une unité multiplicative prés

de A.

Notation : Un p.p.c.m. de a,,4,,...,a, dans A sera noté symboliquement
qVa,Vv---Va,

Cette notation désigne un représentant de la classe d’équivalence d'un p.p.c.m. des a;,

modulo la relation d’association dans A.

b) Dans le cas particulier d’un seul élément a € A*, on conviendra que tout ua, ouu € U,,

est p.p.cm. de a.

Proposition 5.54. : Propriété d’associativité des p.p.c.m.
Soit A un DI dans lequel on suppose que, quel que soit Uentier n > 2, n éléments non
nuls quelconques ont un p.p.c.m.; alors pour a,,a,,a, dans A*,ona

lla,Va,Va,=(a,Va,)Vay=a,V(a,Va,) (5.13)
Qa,Va,Va; = (g Va,)Vi{a,vVas). (5.14)

Preuve :
1) Posonsm=a,Va,Va, f=a,Va, etm’ =uva,.
En appliquant les conditions {) et if) de la Déf. 5.51., on obtient :

{a,|m, etay|m} = p|m;  (pt|m, etas|m) = m|m.
(pouri=1,2,4pet u|n') = (a;}n’, pour i =1,2),

donc pour i = 1,2,3, a,/n’ et par conséquent, m|nt’.

On en déduit que m’ est associ€ 2 m, ot m’ = a, Va, Va,.

On prouve de méme la relation : a, Va, Va; =a, V{a, Va,).

2) Soitm=a,VayVay, g =a Va, i’ =a,Va,; démontrons que m est associé A
uvy' Posons M= puvu';alors

a[petylM = a|M
a,fp et f'|M = a,|M
ayp’ et ' |M == a,|M;

par suite m{M.
D’autre part, d’aprés la premiére partie de la démonstration :

(m=puva;=a vp')= ulmet y'|m,
d’oit M|m. On en conclut que M ~ m, donc M = a,Va,Va, O
Comme pour les p.g.c.d. (Cor. 5.32.) la proposition 5.54. a pour conséquence directe le
résultat suivant.

Corollaire 5.55. Quel que soit n > 2 dans N, n éléments non nuls quelcongues d'un do-
maine d’intégrité A ont un p.p.c.m. si et seulement si deux éléments non nuls quelconques
en ont un.

Remarque 5.56. Nous conviendrons de dire que les p.p.c.m. existent dans un domaine
d’intégrité A si et seulement si deux éléments non nuls quelconques de A ont un p.p.c.n..

Exemple 5.57. Les p.p.c.m. existent dans Z (Cf. App. A).
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Proposition 5.58. On suppose que A est un D.1. dans lequel les p.p.c.m. existent ; alors
pour n éléments non nuls de A, n > 2, les conditions suivantes sont équivalentes :
lym=a, Va V- Va,.

2} Dans ’ensemble A des classes d'équivalence de A modulo I'association, partiellement
ordonné par la relation de divisibilité (Prop. 5.14.), on a

i =inf{l € Arel queVi(1 <i<n),a}ll}).
3) (m) = (a,)N{a)N- - (an).

Preuve : Démontrons la propriété pour n = 2, le résultat, pour n > 2, s’en déduira par
récurrence sur 21, grice A la proposition 5.54. Soit m=a, Va,.
1) <= 2) Eneffet,

(a|meta,|m) dans A <«=> (&, |Metd,|m) dans 4;
(a,)l etay)l = m|l) dansA < (4| et ,|]) = |l dans A.
La divisibilité étant une relation d’ordre dans A, les relations ci-dessus impliquent

m=a Va, <= m=inf{{ch;afetq]|i},
d’ol1 la propriété énoncée.

1) <= 3):
(a,Imeta,|m} = (m) € (a,) N(a,).
e (g l(a,) <= alletay|l;
(a,|! eta,lb == mfl) <= (a,)N(a,) C (m),
d’ot: le résultat. 0

La Prop. 5.58. justifie I’appellation plus petit commun multiple et comme dans le cas des
p.g.c.d. (Prop, 5.35.), 1a propriété 2) entraine que les p.p.c.m. n'existent pas nécessaire-
ment dans tout D.I. ; cependant, la propriété 3) implique le résultat suivant :

Corollaire 5.59. A étant un D.L, deux éléments quelconques de A* ont un p.p.c.m. si
et seulement si Vintersection de deux idéaux principaux de A est un idéal principal. En
particulier, les p.p.c.m. existent dans tout D.P.

Exemple 5.60. Les p.p.c.m. existent dans Z (résultat déja rappel€) et dans K[X], si K est
un corps.

Remarque 5.61. Nous rencontrerons plus loin des D.1. non principaux dans lesquels,
cependant, les p.p.c.m. existent,

Proposition 5.62. Soit A un D.L dans lequel les p.p.c.m. existent, alors quels que soient
Uentiern> 2 et les éléments a, €A™, 1 <i<n,ona
m=a,Va,V--Vay, si et seulement s'il existe des éléments a, € A* tels que

(Vi(l<i<n),m=ad) et adAdyA---Ad,=1. (5.15)

Preuve : Démontrons la propriété pour n = 2, elle pourra éire généralisée an cas n > 2, 4
I’aide de la Prop. 5.31.

Supposons m = a, V a,; il existe a},a, dans A* tels que m = a,a}, i = 1,2. Soit c € A*, un
diviseur commun aux &;, i = 1,2. Posons 4] = b,c; alors
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m=ab,c=ab)c = ab, =a,b,,
car A est integre et ¢ # 0. En conséquence :
(81la)b; etay)a\by) = mla;b,. Or, m=a,b,c implique a,b,|m. On en déduit que m
est associé 3 a, b, dans A, donc ¢ € U,,. Par suite, a] et a) sont premiers entre eux,
Réciproquement, supposons dans A* :
m=a,a) = a,a,, avec ay Adh = 1.

Par hypothese, @, eta, ontun p.p.c.m. dans A*; soit yt = a, Va,. Posons t =a,x; = a,x,
dans A*. .

{a,lmetaym}) = pim,
doncilexistece A* tel quem = ¢, d'ol, pouri=1,2,

m=aa, =axc = a4, =,

puisque A est intégre. Ainsi ¢ est un diviseur commun 2 a) et a5 donc par hypothése,
cel,,d’ o m~ u, ce qui entraine que m estun p.p.c.m. des a;, i = 1,2. a

Corollaire 5.63. A érant un D.I. dans lequel les p.p.c.m. existent, soit a|,a,,...,a, dans
A*n>2telsquem=a,Va,V---Vay; alors pour c €A, on a
1)em=caVca,V---Veap.

2) (g, =cbiVi,1<i<n, et I=b Vb,V -Vby}) = cl=m.

Prenve
1) D’apres la proposition 5.62., quel que soit {,1 < i < n, on a m = a,a}, ol les 4} sont
premiers entre eux dans leur ensemble ; on en déduit que pour tout ¢ € A%, les égalités
em = caa}, 1 <i < n, impliquent

cm FreapV easN o VoCy,
2} Compte tenu de la démonsiration ci-dessus, les hypotheses impliquent que ¢! est un
p.p.c.m. des cb;, donc des g;, potir T < i< n. a

Proposition 5.64. Soit A un D.1,

1) Si les p.g.c.d. existent dans A et si deux éléments non nuls a,b ont d pour p.g.c.d.,
alors il existe m € A* tel que m = aV b et md = ab.

2) Si les p.p.c.m. existent dans A et si deux éléments non nuls a,b ont m pour p.p.c.m.,
alors il existe d € A* tel que d = aAb et md = ab.

Preuve :
1) On suppose I'existence des p.g.c.d. dans A. Si d = aAb, la proposition 5.43. indique
qu’il existe ', b’ dans A* tels que
a=da,b=db,ad Ab =1
Posons m := da't’; alors,
(m=ab =bd, avecd AV =1) = m=aVb
¢t la définition de m implique md = ab.
2) On suppose I'existence des p.p.c.m. dans A. D’apres la proposition 5.62., sim=aVb,
il existe o', b’ dans A* tels que
m=aa =bt, d Al =1.
D’autre part, ab étant un multiple commun a g et b, la définition du p.p.c.om. implique
m|ab. Posons alors ab = md et montrons que d est un p.g.c.d. de a et b. L'anneau A est
integre, donc

ab=md =ad’d = b=d'd
ba=md=bbd = a=0b'd

et la condition & AP = 1 implique d = aA b (Prop. 5.43). D
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Remarque 5,65, La proposition 5.64. montre que dans un D.L, les p.g.c.d. existent si et
sculement si les p.p.c.m. existent (Rem. 5.33. et 5.56.).
D’ autre part,|"application de la proposition 5.64. au cas ob d = 1 donne le résultat suivant,

Corollaire 5.66. Soit A un D1 dans lequel les p.g.c.d. (ou p.p.c.m.} existent ; alors pour

aetbnonnuls dans A, on a
anb=1 & avb=ab

La Prop. 5.64. se généralise de la fagon suivante :

Proposition 5.67. A étant un D.I. dans lequel les p.g.c.d. existent, soit a,,a,,... ,a, des
éléments de A*,n > 2, tels que
d=a AayA---Aa, et Vi(1<i<n),q=da.
Siles @}, 1 < i < n, sont deux A deux premiers entre eux, alors il existe un p.p.c.m., des
a,1<i<n,m, telque
mdt 1= a,8; y.

Prewve ; La propriété a été démontrée pour n = 2 (Prop. 5.64.), supposons n > 2. Posons
m = da\a} . ..a} et montrons que mestun p.p.c.m. desa;, 1 <i<n.
Quel que soiti,1 <i<n,

a,=dd, => alm et m=ab, ovb,=d|...d_,a,,...a).
Démontrons que les b;, 1 < i < n, sont premiers entre eux dans leur ensemble, sachant
que les g} sont, par hypothese, denx & deux premiers entre eux.
Pour n =3, b, = aba}, by = alay, by =aldl.

=ayAajah, =1

Pour n >> 3, en appliquant les mémes propriétés que ci-dessus, on obtient :

b Aby A Aby= (b AbyA---Ab,_JAD,

=d,Adiay---al,_ = 1.

On en déduit (Prop. 5.64.)que m=a,Va,V---Va,et
(Vi(1<i<n),a,=dd,etm=da\d,--a}) = md""' =a,a,...an. O

Corollaire 5.68. Dans un domaine d'intégrité A, oii les p.g.c.d. existent, n éléments non
nuls a;,a,,...ay, n > 2, sont deux & deux premiers entre eux si ef seulement si

alvazv“'van:alaz"’an- (5.16)
Ce résultat se déduit de la Prop. 5.67. et généralise le Cor. 5.66.
Remarque 5.69. Pour n > 2, la relation (5.16) n’est plus vraie, si les g; sont seulement
premiers entre eux dans leur ensemble.

Par exemple 10, 12, 15 sont premiers entre eux dans leur ensemble et leur p.p.c.m. est 60
# 10 x 12 x 15.
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5. Anneaux euclidiens

A. Notion d’anneau euclidien

Définition 5.70. On dit qu’un anneau unitaire, commutatif, A est un annean euclidien si
i)AestD.IL

ii) 1l existe une application & : A* — N vérifiant les conditions :

(AE,) : Quel que soit (a,b) € A* X A%, alb = 5(a) < &(b).

(AE,) : Quel que soit (a,b) € A x A*, il existe (g,r) € A x A tel que

a=bg+r avecr=00uéd(r) <d(b).
L'application & est appelée stathme euclidien.

Remargue 5.71. Les notations sont celles de la définition 5.70.

a) A priori 6 (0) n’est pas défini, mais nous verrons sur des exemples, que dans chaque
cas particulier d’anneau euclidien, 8 (0) est en général précisé.

b) Le lecteur vérificra que la condition (AE, ) est équivalente 2 la condition (AE, )’ : Quel
que soit (a,b) € A* x A*, 6 (a) < 6(ab).

La condition (AE, )’ peut donc remplacer la condition (AE, ) dans la définition 5.70.

¢) On dit que la condition (AE,) définit une division enclidienne dans A.

Les éléments g et r sont appelés, respectivement, le quotient et le reste de la division
euclidienne de a par &.

On notera que la condition (AE,) n’impose pas ['unicit€é du couple (g,r) pour a et b
donnés ; cependant, dans certains cas particuliers, le stathme qui définit a structure eu-
clidienne entraine cette unicité fvoirles exemples plus loin).

Propasition 5.72. Dans un anneau euclidien A, de stathme 8, on a
uel, < 8(u)=458(1).

Preuve : Soit # € U, ; en utilisant la condition (AE), on obtient :

(1|uetu|l) = 8{u) =(1).
Réciproquement, supposons z € A* tel que 8 (u) = 8 (1). La division euclidienne de 1 par
1 donne

l=ug+r, r=00ud(r)<d(u);
mais {r#£0etllr) = 8(1)=8(u) <8(r),

d’ol1 une contradiction ; par suite r = 0, donc # est inversible, O

Exemple 5.73. Le domaine d'intégrité Z est euclidien relativernent au stathme

6:Z2— N
ar— |al.

Cette propriété est une conséquence de la division définie dans Z (App. A).
En effet, d’aprés le Th. A.7., pour tout couple (a,b) € Z x Z*, il existe un unique couple
(g,r) € Zx Ztel que

a=bg+r et 0<r<|b.
On remarquera que dans cette division, il y a unicité du couple (g,r), car on impose 3 r
d’étre positif ; mais dans la division euclidienne définie par le stathme & : a — |q|, il
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n’y a pas unicité du couple (g, r) vérifiant la condition AE,. Par exemple, pour a = 12 et
b =5, on obtient :

12=5x242,doncg=2, r=2, |2| < |5|
ou 12=5x3-3,doncg=3,r=-3,|-3] <[5

On notera que dans le cas de I’anneau euclidien Z, on a 6 (0) =0.

Exemple 5.74. Si K est un corps, I'anneau des polyndmes & une indéterminée, K[X|, est
euclidien relativement au stathme

8:K[X]\{0} —N
fr—degf,

comume le prouve la division qui a été définie au chapitre 4 (Th. 4.33.).

On remarquera qu’il y a unicité du quotient et du reste pour la division euclidienne dans
K[X] (Th. 4.33.)

Compte tenu de la convention faite pour le degré du polyndme nul, on peut compléter la
définition de 6 en posant 8 (0) = —ee.

Exemple 5.75. L'anncau des entiers de Gauss, Z|i], est un anneau euclidien.

Preuve : On rappelle (Exemple 1.31, 4)) que

Z[i] = {x+4p: () € Z x Z}oii’ = —1 dans C.
Zli] est un sous-anneau du corps €, c’est donc un D.I. ; montrons que 1’application &
définie ci-dessous satisfait aux conditions (AE,) et (AL,

8:Z[j— N
x+iy— 2 +y%

Pour a = x+ iy dans Z[i], § {a) est le carré du module du nombre complexe a; d’ot
(8(a)=0 > a=0), (a#0= 8(a) > 0)
et pour a et b non nuls dans Z{i],
b (ab) = 8(a)é (b) = &(a)|8 (ab).
La condition AE, )’ est donc vérifiée.

Définition de la division euclidienne dans Z[i]

Soita=x+iyetb=u+ivdans Z[i},h #0. Dans le corps C, on a
E_x+®
b u+tiv

=M +iP2:
ot, a priori, p, €t p, sont dans le corps Q.

1Cas : {p,,p,) € Zx Z, donc g— € Zli]; en posant ¢ = p, +ip, et r =0, on obtient

a=bg.
28 Cas @ (py, p,) € Z x Z, ¢’est-d-dire que 1"un au moins des p;, i = 1,2, estdans Q\ Z.
11 existe alors g, et g, dans Z tels que

1 1
—q| <= —g,| <=,
F2 qll_2 et |p, 42|_2
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Posons g = g, + ig, dans Z(i] et considérons |§ -q-

(5= al = py +ip) ~ (@1 +ia)| = |(py — 1) +i(p— )]
(12~ =3y~ 40> + (P~ 02 < 5,

par suite, ]-; —g| < 1. Posons a — bg = r dans Z[i]. On est dans le cas oi -g- & Zlij, donc

r#0et

r a

2l =13 —g < 1= < b],
donc 8 (r) < & (b). Ainsi & vérifie la condition (AE,).
On en conclut que Z[i] est un anneau euclidien et la démonstration précédente donne
le procédé permettant de trouver le quotient et le reste dans une division euclidienne
effectuée dans Z[i]. O
Fxemple . effectuons la division euclidienne de @ = 4 + 7i par b = 8 — i, en utilisant les
notations de la démonstration.

a_4+7i_5 12_ 5 12
b 8—i 1B 13 hT@®hTa
5 1 12 1
|ﬁ_0‘<§ |13 1|< = q,=0etg; =1,

doig=ietr=a-bg=4+7i—-(8-1i=3-1i
Théoréme 5.76, Tout anneau euclidien est un donaine principal.

Preuve : Soit A un anneau euclidien ; A est donc un D.1., pour montrer que ¢’¢st un D.P,,
il suffit de prouver que tout idéal de A est principal. Les idéaux A et (0} étant principaux,
considérons un idéal 7 # A et non nul.
Il existe a # 0 dans I'; & étant le stathme euclidien de A, posons
A={8(a); acI\{0}}.

A est une partie non vide de N; notons 8 (a,) le plus petit élément de A.
D’autre part, pour tout @ € , il existe g et r dans A tels que

a=ayg+r, r=00ud(r) < d(ap)
Or a et g, sont dans I, donc » € I'; alors & (a,) étant le plus petit €lément de A, nécessai-
rement, » = () et par suite, a = a,q. On en déduit que 7 est I'idéal principal de A engendré
par a;. O

Remarque 5.77. La réciproque du théoréme 5.76. est fausse, comme le montre I'exemple
suivant.

1+ ‘m, le sous-anneau de C

Z[o] = {x+ya; (x,y) € ZxZ}
est un domaine principal, non euclidien.

Exemple 5.78. : Pour 00 =

Preyve : Z|a] est un sous-anneau unitaire du corps des nombres complexes C (2 vérifier
par le lecteur), ¢’est donc un DL,

Onao+a@=1et ol =3, donc & et & sont les racines, dans C, du polyndme i coeffi-
cients réels X° — X +5. De plus @ = 1 — r, implique & € Z[ct].

On considére, d’autre part,
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Qo] :={u+ver; (u,v) €QxQ}.
Qla) est le corps des fractions du domaine d'intégrité Z[x] (Ex. 2, Ch, 5).
Pour 1a suite de la démonstration, on pose A := Z{a). Le module d'un nombre complexe
a € A sera noté |a| et comme d’habitude, A* = A\ {0}.
Le fait que A est principal résultera des deux lemmes suivants.

Lemme 5.79. Quel que soit (a,b) € A* X A, il existe (q,r) € A x A tel que
|r| < )a| et (b=ag+rou2b=aq+r).
On peut dire que ce lemme définit une psendo-division dans Z|a)].
Preuve : Au couple (a,b), oit a est non nul, on associe g dans le corps des fractions de A,
¢’est-a-dire dans Q|¢], donc

b p. P
—==4= aou( )e@x@.
a 9 ¢ q'q .
Or tout élément de Q peut s’écrire m+m', avec m€ Z, m' € Q tel que || < 5+ posons
!
£=m+m, £,=n+n,

1 1
avec m, n entiers et m’,n’ rationnels tels que |m'| < = 5 €t |n'} < < , alors
b
—&= (m+m') +( n+n)a
1
19 ¢cas : /]| £ P alors
+

I +r' ) = (" o) (i +n/5) < +

A
ol
ol
1
mlm
(= YV
A
I

En posant ¢ = m + e et r = a(m' +r’ @), on obtient
b r r P
-=qg+- et |-|=m+ra|<]1,
donc b=ag+r et |r] <|al.
. 1
éme . < =
2 cas.3<|n|_2,alors 1 ]
n<0=:-|2n’+1|<§; n’>0=:-f2n’—1|<§,
1
d’ob |2n' +¢| < P ou £ = +1. Ecrivons

L =2m+(2n—-g)a+2m + (20 +6)u;

2m' € Q,donc 2m’ = u+u',avecu € Zetu' € Qtel que /| < §.

En posant
g=02m+uw+2n—¢e)a, r=a+2n+e)a),
1 1
ona 2b=aqg+ret|r| <la|, car o'+ (2r +€)a| < - 173 +g <1 m

Lemme 5.80. Sic € A et 2 ne divise pas ¢, alors il existe s et t dans A tels que 25+ ct = 1.

Preuve : Posons ¢ = A + jta, oh 4 et i sont des entiers ; on a alors, [¢| = A2+ Ay + 542
et pulsque 2 ne divise pas ¢, A et i ne sont pas tous les deux pairs ; par suite |¢|? est impair.
Posons |c|? = 2k + 1 dans Z. En prenant s = —k et ¢ = &, on obtient : 2s+¢f = 1. O

- Montrons maintenant, que tout idéal de A est principal,
Les idéaux (0) et A sont principaux ; considérons un idéal propre et non nul, /7, de A.



§ 5. Anneaux euclidiens 127

Soit a € I\ {0} tel que Ja| soit minimal (un tel élément existe, car |a] € N*). Monirons
que a engendre 1’idéal I. Etant donné & # 0 dans [, d’aprés le lemme 5.79., on a,

soit 1 b =ag +r, avec (¢,r) € A x A et |r] < |a| ce qui contredit la minimalité de |af;
par suite, r = 0 donc b = ag;

soit : 2b = ag+r, avec (g,r) € A x A et [r] < |a|; la minimalité de |a| implique encore
r =0, donc 2b = ag; dans ces conditions,

si 2 divise g dans A, il existe g’ € A tel que g =2¢" d’ou b = aq';

si 2 ne divise pas g, d’aprés le lemme 5.80, il existe s et r dans A tels que 2s+gqr =1,
alors,

2b=aq=>2bt = agt => 2bt = g(1 ~25) => a = 2(as + br).

Ona (as+br) €let|as+bt| = la] < |a|, ce qui contredit la minimalité de |a|; ce cas est

2
donc impossible.

On en conclut que nécessairement b € (a), d’ou I = {a).

- Démontrons que A n’est pas euclidien.
Soit U, le groupe des unités de A.
z=x+yadans A = 7| =2+ +5y* €N,

alors, zelU, = [Zllz7Y =1 = Jz| =1, dodlU,={-1,1}.
Supposons que A soit euclidien relativement A un stathme &. Quel que soit a € A*\U,,
ona (Prop. 5.72.) 8(—1) =48(1) < &(a).
On considere a € A*\ U, tel que 8(a) soit minimal ; alors pour tout b € A, il existe g et r
dans A tels que b=ag+r, avec r =0 ou 6(r) < §(a) et

S{aymimimal = r=00urcl,.

Par suite, dans A, a divise b ou'b =1 ou b+ 1. On en déduit que dans N*,
|a|? divise B[ ou |6 —1]? ou b+ 1|%;or,

b=2= {a|*divisedouloud et b= = [a|>diviseSou7;
par suite |a|® = 1, ce qui contredit I"hypothese a & U, ; donc A n’est pas euclidien. [

B. p.g.c.d. et p.p.c.m. dans un annean euclidien

Un anneau euclidien A étant un D.P. (Th. 5.76.), les p.g.c.d. et p.p.c.m. existent dans A
et on peut appliquer l¢ théoreme de Bezout.

De plus, la division euclidienne conduit & une méthode algorithmique de détermination
du p.g.c.d. de deux éléments quelconques de A* (défini & une unité multiplicative prés).
Dans ce qui suit, 8 désigne le stathme de 1"anneau euclidien considéré.

Algorithme d’Euclide

Soit A est un anneau euclidien ; A étant un D.P,, la détermination d’un p.g.c.d. de deux

€léments non nuls a et b de A revient & trouver un générateur d de I'idéal (a) + (b). (Prop.

5.38)

Pour g et b donnés, on a 8 (a) < & (b) ou & (b) < §(a), dans N.

Supposons, par exemple, & {b) < §{a). La division euclidienne de g par b dans A donne :
a=bg,+r, r=00ud(r)<5b(b).

Posons J, = (a) + (b) et J, = (b) + (r,) et démontrons que J, = J,.

rn=a-bgy = r ey = J,CJ,
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d’oi I’égalit€ annoncée.
1¢" cas : r; = 0; alors ¢ = bg,, donc b =aAb,d’ol (a)+ (&) = (b).
2™ cas i ry # 0; compte tenu de I'égalité J, = J,, on est ramené A déterminer un géné-
rateur de J, = (b) + (r;}, avec
8(a) > 8(b)>8(r).
En effectuant la division euclidienne de b par r; dans A, on obtient :
b=rg,+r, r,=00u8(r,)<é(r)
Sir, =0,alors J; =J, = (r)),donc r, =aAb.
Si r, # 0, on est ramené & chercher un générateur de
=)+ (n)=0L=J.

Comme ci-dessus, on effectue la division euclidienne de r; par r, et de proche en proche,
en réitérant le raisonnement précédent, on aboutit, & la k¥ étape, k > 2, aux relations :

feea =Fe Qe+ 7 r=00u8(r) <d(r_,)
Les entiers naturels & (r,) forment une suite strictement décroissante :

S()>8(r)>->08(r_ ) >0(r)>--

On en déduit qu’il existe un entier 2 > 1 tel que r, =0, d’olr 1,_, =7, _,¢n; alors,

Jn = (rn_z)‘i'(ru_l) - (rﬂ—l) =Jn_2 = e :Jl = rn_l :a/\b.

Ainsi, le dernier reste non nul, dans la suite algorithmique des divisions euclidiennes
effectuées, estun p.g.c.d. dea et b. O

Exemple 5.81. Calcul d’un p.g.c.d. dans I’anneau de Gauss Z[i].
Déterminons (4 +7:) A (8 — i). La division euclidienne de 4+ 7i par 8 — i a été effectuée
plus haut (Exemple 5.75.) d’oi1
A+7i=B-}i+3—i=rq =i, =3—i
On obtient ensuite (3 vérifier parlelectéur) :
8—i=(3-DC2+D)+1-2i=¢q, =2+ r,=1-2i.
3—i=(1-2)(1+i) = r; =0,
par suite (4 +7)A(8—i) =r, =1-2i
Remarque 5.82. Si K est un corps, alors I’anneau X{X] est euclidien, par suite il posséde

des propriétés arithmétiques semblables a celles de Z. On a, en particulier, les résultats
suivants (Cf, App. A, Prop. 0.35.,0.36.).

Proposition §.83. Si X est un corps de caractéristigue 0 et si d,m,n sont des entiers
strictement positifs, alors

1) d|m dans Z. <= X9—1|X" -1 dans K[X].

Dd=mAn < X9—1=(X"-1)A(X"—1) dans KX].

En particulier: mAn=1 <= X-1=(X"-1)A(X"-1).

Démonstration proposée en exercice (Ex. 5, Ch. 3).

Remarque 5.84. Z est un anneau euclidien, cependant 1’anneau de polyndmes Z[X] n’est
pas euclidien, car Z[X] n’est pas principal. En effet, si Z(X] était un D.P., le théoréme de
Bezout y serait applicable, or 2 et X sont premiers entre eux dans Z[X|, mais 1 & (2) + (X),
d’ob (2) + (X) # Z[X].
De cet exemple, on déduit que
A anneau euclidien & A[X) anneau euclidien;
A domaine principal = A[X] domaine principal,

d’ol I'importance du résultat suivant,
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Théoréme 5.85. Pour un annequ unitaire, commutatif A, les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) A est un corps.

2) A{X] est un anneau euclidien.

3)AiX] est un domaine principal.

Preuve : On 2 déja prouvé (Th. 4.33, et 5.76.) que 1} = 2) = 3}, il suffit de démontrer
que 3) = 1).

SiA[X] est un D.P, ¢’est, a fortiori, un D.L, par suite I’anneau unitaire, commutatif A est
aussi un DL, Considérons I’application

y:AX]—A
Lici<n@X;— 6y
On vérifie que ¥ est un morphisme surjectif d’anmeauvx vnitaires ; on a
Kery = {L,cic,0X: €AX]; ay =0} # (0) et A~A[X]/Kery.

A integre implique A[X]/Kery intégre, par suite Kery est un idéal premier, non nul de
A[X] (Th, 2.52.). Mais A[X] est, par hypothese, un D.P., donc Kery est un idéal maximal
de A[X] (Th. 2.65.).
On en conclut gue % est un corps (Th. 2.61.), donc A est un corps. 0
Remarque 5.86. K étant un corps..en sait que K[X] n’est pas un corps; il en résuite que
K[X,Y] = K{X][¥] n’est pas principal et plus généralement,

quel que soit 72 2, K[X X, -, X, ] n’est pas un D.P.,

6. Anneaux factoriels

A. Notion d’anneau factoriel

Définition 5.87. Un anneau A est un anneau factoriel si

i)A estun D.L

ii}A vérifie les deux conditions suivantes :

(AF) : Tout a € A*\U, s’écrit sous la forme : ¢ = r\#y- -1, Ol n € N* et pour tout
i(1 <i< n),r est irréductible dans A.

(AF)) :Sia=rry--rn=riry - 1), ol les r; et /; sont irréductibles dans A, quels que
soienti,1<i<n, et j,1<j<p,alors,

n = p et il existe une permutation ¢ € S, telle que, pour tout ({1 < § < n),r; est associé A
r:,( j dans A.

Exemple 5.88. Le premier exemple d’anneau factoriel est Z (Cf. App.A).

Théoréme 5.89. A étant un D.1, alors A est un anneau factoriel si et seulement s°il vérifie
la condition (AF,) et la condition
(AE,Y : Tout élément irréductible de A est premier:

Preuve ; A étant un D.L, il faut prouver 1'équivalence logique suivante
(AF)) et (AF,)) <> (AF))et(AF,).

1°) (AF)) et (AF,) = (AF)) et {AF,)".

Soit 7 un élément irréductible dans A;on adonc r £ Oet r g U "
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Pour montrer que » est premier, supposons rjab dans A*; alors il existe x # 0 tel que
ab = rx. D"apres la condition (AF)), a,b,x s"écrivent,
a=aGyn, b=bby by, X=X%---x,
oulesa;1<i<m, bj, 1 < j<n, x,1 <k <t sontirréductibles dans A. On en déduit
Iégalité
al "'ambl bn =K Xy
mais r étant irréductible, la condition (AF,) implique :
(Qi(1<i<m)telquer~ag,) ou (Fj1<j<n)tel quer~b;).
Dans le premier cas, on a r|a et dans le second cas, r|b; on en conclut que » est premier
dans A.
2°) (AF)) et (AF,) => (AF) et (AF,).
Considérons dans A I'égalité : r\ry---ry = ryry--rp, ol les r; et 7; sont irréductibles,
quels que soient i (1 < i < n)et j(1 < j< p). Lacondition (AF,) implique que tous les
r; et r; sont premiers dans A; d'aprés la proposition 5.26., on a alors : 1 = p et il existe
0 € Sptelque pourtouti(1 <i<n), r~r) i) donc la condition (AF,) est vérifiée. O

Théoréme 5.90. Tour domaine principal est un anneau facioriel.

Preuve : On sait que dans un domaine principal A tout élément irréductible est premier
(Th. 5.23.), donc la condition {AF,)’ est vérifiée, il reste 3 prouver que A satisfait 3 la
condition (AF, ). Pour cela, nous utiliserons I’axiome de Zomn (Cf. 2.69.).
On suppose que A ne vérifie pas (AF)); 'ensemble E suivant est alors non vide :
E:={a € A*\U, ; an’est pas produit d’éléments irréductibles}.
On remarque qu'un élément a de £ est nécessairement non irréductible et que d’autre
part,pourg’ € A :
(€ Beta ~a) =dek.
Notons T I’ensemble des idéaux principaux {a) de A, engendrés par les éléments a € £,
U’ensemble T est non vide et partiellement ordonné par I'inclusion ; montrons que T est
inductif (Déf. 2.68.). Soit
(@g) S{a) &+ S (an) S{8,04)
une chaine croissante d’idéaux principaux apparienant 3 7.
Posons I = |J, y(a,):7 estun idéal de A (Prop. 2.3.); / est non nul, car {a) € T implique
(@) 5 (0). A étant un D.P,, il existe un b € A* tel que I = (b), alors
bel= dieN, be(a).
Mais I = (b) C (q;) implique 7 = (a;), donc I € T; or I est un majorant pour la famille
totalement ordonnée des idéaux (ay,),n € N, considérée dans T, donc T’ est un ensemble
inductif,
D’apres I'axiome de Zorn, il existe au moins un €élément maximal dans T'; notons {c) un
tel élément maximal ; nécessairement ¢ € E.
Supposons qu'il existe x, y dans A* tels que ¢ = xy; alors

cEE=x¢U,,y¢U, et (x€EouyckE).
(xeE=={x)eT) et (c=xy=(c) G (x}),
(yeE=(y)eT) et (c=xmy=(c)& )
ces résultats contredisent la maximalité de (¢) dans 7. Par suite E est vide, donc la condi-
tion (AF, ) est vérifiée et A est un anneau factoriel. O

Exemple 5.91. Le théoréme précédent permet d’affirmer que
1) Si K est un corps, alors 'annean K[X| est factoriel.
2) L’anneau des entiers de Gauss, Zl{], est factoriel.
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Remarque 592, La réciproque du théoréme 5.90, ¢st fausse ; nous verrons plus loin des
exemples d’anneaux factoriels qui ne sont pas principaux.

En vue de caractériser un anneau factoriel & 1'aide de ses idéaux premiers (Th. 5.96), nous
démontrons les deux lemmes suivants,

Lemme 5.93. Soir A un D.I (qui n'est pas un corps). Soit § I'ensemble des éléments de A
qui sont produits d’éléments premiers (en particulier, tout élément premier de A est dans
S) ;s alors

iy 08, 8NU,=0; (ua) U, xS==>uacs.

i) (a,b)eSxS==abeS.

iii) (abeS,a¢ U, b¢U,) = acSetbes.

Preuve : Les propriétés 1) et ii) sont des conséquences directes de la définition de §; ii)
exprime que S est multiplicativement fermé.

iii) : Supposons (@,b) €A xA,a ¢ U,,b ¢ U, etab € §. Il existe des €léments premiers
dans A, p,, py,-.. Pn, n € N* tels que

ab=p\py...pn. 5.17)

L’hypothése a ¢ U,, b ¢ U, implique n > 2. En effet, si n = 1, p; étant premier, p, est
irréductible et
ab=p =—acUsoubel,.
Dans 1’égalité (5.17), p, est premier et p, |ab donc p,la ou p,ib.
Supposons p, |a; il existe a; € A* tel que a = p,a, et A étant intégre :
P& =ppy - .Pn=—>0a,b=p,...pu
En réitérant le raisonnement précédent on aboulit nécessairement a 1’existence d’un entier
J(1<j<n—1)telque
a=p\p;..-Pj b=pj+lpj+2...p,,, doncac Sethe S,
onaj<n—1,car j=nimpliquerait b = 1, contraire 3 'hypothése b ¢ U,. O

Remarque 5,94, La partic § de A définie dans le lemme précédent, n’est pas une partie
multiplicative au sens donné au Ch.6 (Localisation), car ici SNU, = 0.

Lemme 5.95. A érant un D.L(qui n’est pas un corps), on considére 'ensemble § défini
dans le lemme 5.93. et on pose

J:={lidéal de A;INS=0};
il existe alors, au moins un élément maximal dans J et un tel élément est un idéal premier
de A.

Preuve : On vérifie que I'ensemble J, partiellement ordonné par I’inclusion, est inductif
(Déf. 2.68.), donc d’aprés I'axiome de Zorn, il existe au moins un élément maximal dans
J; soit P un tel élément. Montrons que P est un idéal premier de A.
Supposons {a,b) €A xAtelqueab € P,a ¢ P, b ¢ P; alors les idéaux P+ {a) et P+ (b)
contiennent strictement 1'idéal P et la maximalit€ de P dans J implique (P+ (a)) ¢ J et
(P+(b) &7
On en déduit qu’il existe x,x’ dans P et y,y' dans A tels que

(x+ay) € (P+(a))NSet (¥ +by) € (P+(b))NS.
Posons s = (x +ay)(¥' + by’); 'ensemble § étant multiplicativernent fermé dans A, on a
se 8, or

s = (xx' +ayx’ + by'x+abx'y') € P, doncs € POS
ce qui contredit I’hypotheése P € J. On en conclut que
abeP—=acPoubech

donc P est un idéal premier, O
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Théoréme 5.96. Un domaine d’intégrité A est un anneau factoriel si et seulement s5 tour
idéal premier non nul de A contient un élément premier.

Preuve :
Supposons A factoriel ; A posséde au moins un idéal premier non nul P, car A n’est pas
un corps, Ona P # A, donc il existe a € P tel que a # O et a ¢ U, ; alors a est un produit
d’éléments premiers py,...,pn de A, n € N* et d’apres la Prop. 2.55.,
a=p\Py.. - Pn€EP=3i(1<i<n), telque p, € P.
Réciprogquement, on suppose que A est un D.I. dans lequel tout idéal premier non nul
contient un €lément premier. Cette hypothese entraine que A n’est pas un corps. Considé-
rons la partie § de A définie dans le lemme 5.93. et montrons que § = A*\U/,.
Supposons 5 A*\U,,donc il existe c € A tel que ¢ # 0, c ¢ U, et ¢ ¢ 5. Soit (c) I'idéal
principal de A engendré par c. Compte tenu des résultats et des notations des lemmes 5.93,
et 5.95.,0na
(enNS=0={(c)el
et il existe un €lément maximal P dans J tel que
{¢) € Pet P estun idéal premier de A.
Par hypothese, P contient un élément premier, donc PN .S # @, ce qui est en contradiction
avec P el
Il en résulte que tout €lément de A*\ U, est produit d’éléments premiers de A, donc A
vérifie la condition (AF, ) de la définition 5.87.
De plus, si r est un élément irréductible de A, alors r € A*\U, = 5, donc r est produit
d’éléments premiers ; mais, dans A,
(p premier, r imréductible et p divise ) = p associé ar,
donc tout élément iréductible’de A est premier (Cond, (AF,)’). On en conclut que 1’an-
neau A est factoriel. D

B. p.g.c.d. et p.p.c.m. dans un anneau factoriel
Proposition 5.97. Dans tout anneau factoriel, les p.g.c.d. et p.p.c.m. existent.

Preuve : Comme dans le cas de I’annean Z (Cf. App. A), on montre que dans un anneau
factoriel A, on peut €crire explicitement un p.g.c.d. etun p.p.c.m. de deux €léments non
nuls a et b en fonction de leurs diviseurs iméductibles.

Soit {r;},; une famille de représentants des classes d’équivalence des €léments irréduc-
tibles de A, modulo ’assoctation, Quel que soit I’élément irméductible » € A, il existe un
unique i € I tel que I'on ait r ~ v,

On en déduit que tout a € A* s’écrit de fagon unigue :

a= “er [ ,J;,'(ﬂ),

oi i € U, etquel que soiti €7, n;(a) € N, les n,(a) étant nuls, sauf un nombre fini d'entre
eux (ce que I"on exprime aussi en disant que les n,(a) sont presque tous nuls dans N),
On vérifie facilement les propriétés suivantes :

LyacU, <= Vi€l na)=0.

2)V(a,b) € A* x A*, Vi€ l, nj{ab) = n,(a) +n,(b).

3)albdans A* <> Viel, nfa) < nb).

4}a ~bdans A* <= Viel, nla) = n(b).

Considérons a, b non nuls dans A et pour tout § € I, posons
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o; =inf(n;(a),n;(b)) et B;=sup(n(a),nid)};
alors & 1’aide des propriétés énoncées ci-dessus on prouve que

d= l'[l-E;rf‘f et m=[l ,-:3:
sont, respectivement, p.g.c.d. et p.p.c.m. deaetb. 0O

Remarque 5.98. Nous avons noté plus haut (Rem. 5.92.) qu’un anneau factoriel n'’est pas
nécessairement principal, cependant, I’existence des p.p.c.m. dans un anneau factoriel
implique que dans un tel anneau, !'intersection de deux idéaux principaux est un idéal
principal (Cor. 5.59.).

C. Anneaux de polyndémes sur un anneau factoriel

On rappelle (Ch. 4) que si A est un D.L, alors pour tout entier n > 1, ’anneau A[X1 ye e Xn]
ast aussi un D.L., dont les seuls éléments inversibles sont les unités de A.
Le résultat important de ce paragraphe est le snivant :

Théordme 5.99, Si A est un anneau factoriel, alors I'anneau de polyndmes A|X| est fac-
toriel.

La démonstration de ce théoréme nécessite quelques notions et propriétés préliminaires.
Dans tout ce qui suit on suppose que A est un anneau factoriel.

1. Notion de polynome primitif dans A|X |

Définition 5.100. Soit f € A[X]\A. Onappelle contenu de f un p.g.c.d. des coefficients
du polyn8me f; on le notera ¢(f}.

Remarque 5,101, Pour un polyndme f non constant dans A[X], le contenu ¢(f) n’est
défini qu’a une unité multiplicative prés.

Définition 5.102. Un polyndme f € A[X] est dit primitif si deg f > 1 et si ses coefficients
sont premiers entre eux dans leur ensemble ; on pourra écrire, dans ce cas, ¢(f) = 1.

Remarque 5,103, :

a) Tout polyndme f non constant dans A{X] s'écrit f = ¢(f) f}, ob f| est un polyndme
primitif dans A[X].

b) Tout polyndme unitaire (Déf. 4.10) dans A[X] est primiltif,

Lemme 5.104. Quels que soient les polyndmes primitifs f,, f, dans A[X] et les constantes
€1,Cy dans A*, on a
e fy=cfy = (¢ ~c,dansA et f; ~ f, dans A[X]).

Preuve : Posons f = ¢, f, = ¢, f,. Les polynémes f; et f, étant primitifs, ¢, et ¢, sont

deux p.g.c.d. des coefficients de f, d’olt ¢ ~ ¢,.

Par suite, il existe u € U, tel que ¢, = uc,. L'annean A[X] étant integre, on en déduit que
cfy=ucf, = fi=ufy,

donc f; ~ f5. a

Lemme 5.105. Pour f et g dans A[X), on a
1) f et g primitifs <= fg primitif.
2)e(f8) =c(f)clg)-



134 Chapitre 5. Factorisation dans les domaines d’intégrité

Preuve

1) Supposons que 'on ait f et g primitifs et fg non primitif. Dans I’anneau factoriel 4, il
existe au moins un élément premier p divisant c(fg), donc p divise tous les coefficients
du polyndme fg.

Soit 7 la surjection canonique A —> A/(p). L'idéal (p) est premier, donc A/(p) est un
D.I Posons B=A/(p); Le morphisme 7 se prolonge en

#: A[X] — BIX]
):0<£<na1X — ):'0(1(:: a)XI

Puisque ¢(f) = ¢(g) = 1, p ne divise pas tous les coefficients de f, ni tous les coefficients
de g; d'out #(F) # 0 et £(g) # 0 dans B[X]; or p divise ¢(fg), donc divise tous les
coefficients de fg, par suite £(fg) =
Mais £ est un morphisme d’anneaux et B[X] est integre, donc

£(f)#(2) =0 = &(f) =00u #(g) =0,
d’ob une contradiction ; on en conclut que fg st primitif dans A[X].
Réciproquernent, supposens le polyndme fg primitif. On peut écrire :
F=c(f)f, g = clg)g,, ot f; et g, sont primitifs dans A[X}; alors, d’apres le lemme
5.104,

fe=c(f)c(g)figy = c(f)e(g) ~ c(f8),
d’ob ¢(f)c(g) € Uy, puisque fg est primitif. On en déduit que ¢(f) € U, et c(g) € U,,
done f et g sont primitifs.

2) En utilisant les notations ci-dessus et en posant fg = c(fg)h,, ol k, est primitif, on

obtient : ¢(f)c(g) f18, = c(fe) R
L’ application du lemme 5.104 donne alors ¢{fg) ~ ¢(f)e(g). O

2. Eléments irréductibles dans A[X)

L’anneau factoriel A est un D.I., on peut donc considérer le corps des fractions de A ; on
pose K = FrA.

Lemme 5.106, Comipte tenu des hypothéses et notations ci-dessus, tout f € K[X|\ K peut
§'écrire
F=7%f, onye K* et f, est primitif dans A[X).

Preywve : Soit f un polyndme non constant de X [XL tel que
FX) = Togicn L X

ol I’on peut toujours supposer que pour tout { (0 < < :, <n),aAs; =1
Dans I’anneau factoriel A, soit s un p.p.c.m. des ;5 pour tout i, 0 <i<n,
il existe s} € A* tel que 5 = 5,8} eten posam a} = sia;, on obtient

= ;El)gign“;r-
Soitd € A*un p.g.c.d. des g, 0 S i < n; alors a; = db,, les b;, 0 < i < n, étant premiers
entre ¢ux dans leur ensemble (Prop. 5.43.). On en déduit que

o .
f(X) = ;Zoggnbixla
o % € K" et £,(X) = EoinbX’ est primitf dans A[X]. a
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Remarque 5.107. Avec les mémes hypothéses et notations que précédemment, tout po-
lynbme de A[X] peut étre considéré comme un polyndme de K[X], car le plongement
canonique & de A dans K se prolonge en le plongement canonique, &, de A[X] dans K[X].

La proposition suivante caractérise les éléments irréductibles de A[X].

Proposition 5,108, A dtant un anrneau factoriel, soit K son corps de fracrions et r un
élément non nul de AX).

1) r est irréductible dans A[X] et degr = 0 si et seulement si r est irréductible dans A.
2)r est irréductible dans A[X) et degr > 0 si et seulement si r est primitif dans A{X] et
irréductible dans K|X].

Preuve : L'anneau A étant intégre, on rappelle que U, ] = u,.
1) Scit r un €lément irréductible de A. On a r # 0 ¢t r g U,, done r est un polyndme
constant, non nul et non inversible dans A[X].
Supposons r = fg dans A[X];
(deg fe=0=degf+degg) => deg f =degg =0,
donc f et g sont non nuls dans A et r étant irréductible dans A, ona fe U, =U x| ©9
€U =Uyyp d’oli » irréductible dans A[X].
Réciproquement, soit r un élément irréductible de A[X] et de degré 0; on a nécessaire-
ment, r € A* \U,. Supposons r = ab dans A, donc aussi dans A[X], alors,
rirréductible dans A[X] == (a < Uy =Ua 0u beU, ) = uv,),

d’oil r irréductible dans A.
2) Soit r un polyndme primitif dans A[X) et irréductible dans K([X], on a donc degr > 0.
Supposons r = fg dans A[X]. Les polyndmes f et g sont non nuls dans A[X], donc non
nuls en tant que polyndmes de K{X]. Mais r étant irréductible dans K{X], on a f ou g
dans Ux[ x] = K*; or les coefficients de f et g sont, par hypothése, dans A, d’obd f € A* ou
geAr
Considérons le cas ol f € A*. Dans A[X], on écrit : g = c(g)g,, oh c(g) est le contenu de
g et g; un polyndme primitif ; alors

(r=felgg,, felg) € A* et g, primitif) = fe(g) € Uy,
car r est primitif ; par svite f € U, = UA[X].
Dans le cas oi1 g € A”, on obtiendrait de méme : g € U,. On en conclut que r est irréduc-
tible dans A[X].
Réciproquement, supposons r irréductible dans A[X] et degr > 0. Ona
r=c(r)r,, avec ¢(r) € A* et r| primitif dans A[X]. Mais r est irréductible dans A[X]; alors
degr, = degr > 0 implique nécessairement ¢(r) € U, , donc r est primitif.
Supposons r = fg dans K[X), avec deg f > O et degg > 0.
D*apres le lemme 5.106.,0na f = %fl, g= -f-gl, oi1 % et-? sont dans K*,
£, et g, étant des polyndmes primitifs de A(X], dont les degrés sont respectivement, ceux
de fetg.

r(X) = f(X)g(X) = str(X)=dc f,(X)g(X).

De cette dernidre égalité, on déduit, en appliquant le lemme 5.104., qu’il existe u € U, tel
que r=:uf g, or par hypothése, r est irréductible dans A[X}, d’ol1 : uf, € UA[X] =U, ou
5 € U&[x] = Uy, ¢e qui est contraire & I’hypothese : deg f > 0 et degg > 0; donc r est
irréductible dans K[X). O
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3. Démonstration du théoréme 5.99.

Il s’agit de prouver que 1’anneau A[X] est factoriel, lorsque A est factoriel,
1°) Montrons que A[X| vérifie la condition (AF)).
Soit f € A[X], f#0,f ¢ U,.
Sideg f=0,dansA,ona f=rr,---r, obpourtouti, 1 <i <k, r estirréductible dans
A, donc dans A[X], d’apres la proposition 5.108. ; ainsi f vérifie la condition (AF) ).
Sideg f > 0, posons n = deg f et raisonnons par récurrence sur #1.
On remarque que 'on peut s ramener au ¢as ou f est primitif.
En effet, si f n’est pas primitif, on écrit : f = ¢(f)f;, ob ¢(f) € A*\U,, et f, est un
polyndme primitif, Or, d’aprés ce qui précéde, en tant que polynéme constant, c(f) se
décompose en un produit d’éléments irréductibles de A[X], donc il reste & considérer le
polyndme f|.
Pour la suite de 1a démonstration, on suppose f primitif.
Sideg f =1, on peut alors écrire : f = u(X —a), ol u € U, ; X — a étant irréductible dans
A[X], il en est de méme de f; la condition (AF,) est donc vérifiée par f, danslecas n=1.
Sidegf =n>1 etside plus f est iréductible dans A[X], alors {AF,) est vérifiée ;
considérons le cas ol f n’est pas irréductible. Compte tenu de ce qui précéde, on suppose
(AF,) vérifiée par tout polyndme primitif de degré stricternent inféricur & n. Dans A[X],
écrivons :

f=gh avecO < degg <degf, O0<degh<degf.
Le polyndme f étant primitif, g et 2 sont primitifs (Lem. 5.105.), alors’hypothése de
récurrence implique que g et /2 sont produits d’éléments irréductibles de A[X], donc il en
est de méme pour f.
2°) Montrons que A[X| vérifie da condition (AR,).
Soit r un élément irréductible de A[X ], prouvons'qu’il est premier dans A[X].
Sidegr =10, alors r est premier dans A, car I'anneau A est factoriel ; il faut prouver, qu’en
tant que polyndme constant, il est premier dans A{X].
Supposons : r[fg dans A[X]; alors, nécessairement,  divise ¢{f)c(g) dans A et comme r
est premier dans A, on a rle(f) ou rlc(g) dans A, par suite, rif ou r|g dans AjX], donc
r est premier dans A[X).
Si degr > 0, d’apres la proposition 5.108., r est primitif dans A[X] et irréductible dans
K[X), ou K = FrA. Mais K[X] est un anneau factoriel (Exemple 5.91.), donc r est premier
dans K[X].
Supposons r|fg dans A[X]; on a donc aussi #|fg dans K[X], d'ol #|f ou r|g dans K[X].
Considérons le cas ol r{f; il existe alors g € K[X] tel que f = rg. D’aprés le lemme

5.106.,,onaqg= gql, ol i—i € K* et g, est un polyndme primitif dans A[X]. On en déduit

que sf = drg, dans A[X], ot f et rg, sont des polyndmes primitifs ; par suite, s et 4 sont
associés dans A (Lem. 5.104). 1l existe u € U, tel que d = us, d’olt f = urg, dans A(X],
donc r|f dans A[X]. On ¢n conclut que r|fg dans A[X] implique r|f ou r|g dans A[X],
d’ou r premier dans A[X]. O

Exemple 5.109. L’anneau Z étant factoriel, Z[X] est un anneau factoriel.

Corollaire 5.110, :

1) Si A est un anneau factoriel, alors, pour tout entier n > 1, Uanneau A(X,,X,,. .., Xy
est factoriel,

2) Si K estun corps, alors, pour tout entier n > 1, U'anneau K[X,,X,, ..., X,] est factoriel.

Preuve
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1) Le résultat s’obtient par récurrence sur 2, & partir du théoréme 5,99,
2) K[X,] est un anneau factoriel (Exemple 5.91.) ; d’ob la propriété énoncée, compte tenu
du résultat 1) précédent. O

Remarque 5.111, :

a) Exemples d'anneaux factoriels, non principaux

Z[X] et plus généralement, pour tout » > 1, Z[X,,...,Xy] est un anneau factoriel, non
principal (Cor. 5.110,, Th, 5.85.).

Pour tout » > 2, P’annean K (X, X,, . .., X,] est anneau factoriel, non principal (Cor. 5.110.,
Rem. 5.86.).

b)A étant un anneau factoriel, il n’est pas facile, en général, de reconnaftre si un polyndme
non constant de A[X] est irréductible, d’ob I'intérét du critére d’iréductibilité ci-dessous,

Proposition 5,112, Critére d’Eisenstein

A étant un anneau factoriel, soit K son corps de fractions et f € A[X), tel que
J(X) = Locicnt X' n=deg f > 0.

S'il existe un élément premier p, dans A, vérifiant les conditions

p faw, Yi(0<i<n—1),pla; p* fay, (5.18)

alors le polynéme f est irréductible dans K[X].
Si de plus, f est primitif dans A(X) (en particulier, si f est unitaire), alors f est irréductible
dans A[X].

Preuve : Montrons que I’on peut se ramener & I’étude du cas ol f est primitif dans A{X].
Si f est non primitif, on écrit f = ¢(f} /), ouc(f) est le contenn de f et f, est primitif dans
A[X]. Vérifions que les coefficients du polynéme f, satisfont aux conditions (5.18). En
effet, o( f) étant un p.g.c.d. des coefficients de /) pourtout /(0 < i < n), ona g, =c(f)a,
ol les a] sont premiers entre eux dans leur ensemble et f; = Lo, ‘., On a alors,
pfaw==pfa, . p? fa,==>p? Jay,

etpour 0 <i < n—1, pla; implique pia}, car p est premier et p Ye(f), puisque p fa,.
Ainsi les coefficients du polynéme primitif f, vérifient les mémes hypothéses que ceux
de f. On peut donc supposer, pour la démonstration du critére, que f est primitif.
Montrons que f est irréductible dans A[X]. Supposons :

f=gh dansA[X]), O<degg<degf, 0<degh<degf.
[ étant primitif, g et # sont primitifs (Lem. 5.105.). Posons

(an=bgcr #0 et p fan) = p [by et p fer.
(plao, pz ,rao et ao=boco) = plboCo et pz Xboco,

d’olt p [b, ou p fc,.
Considérons le cas ob p fb,, alors pjc, car p est premier dans A. D'autre part, p fe,.
On en déduit qu’il existe un plus petit entier k tel que 1 <k < ret p Jc,; considérons le
coefficient

a, = by, by + -+ by
Le choix de k, implique p fbyc, et pour tout i(1 < i < k), p|b,c,_;; donc p fa,, ce qui
est contraire aux hypoth2ses. On en conclut que f est irréductible dans A[X].
Revenons au polyndme f = c(f)f); d'apres ce qui précede, les conditions (5.18) im-
pliquent que le polyndme primitif f; est irréductible dans A[X], donc est irréductible dans
K[X] (Prop. 5.108.); I'élément ¢(f) # 0 dans A est une unité dans K, par suite f est
iméductible dans K[X]. a
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Exemple 5.113. Dans Z[X), le polyndme X3 4 4X? 4- 12X +2 est unitaire, donc primitif
et on vérifie qu’il est irréductible, en appliquant le Critére d’Eisenstein, avec p = 2.

7. Exercices
Rappel de notations générales : A étant un anneau unitaire, commutatif, on pose A* = A\ {0} et

U, désigne le groupe des éléments inversibles (ou unités) de A ; pour tout x € A, on note (x) I'idéal
de A engendré par x.

1) On considere I'anneaun Z /30 Z.
1°) L'anneau Z /30 Z est-il un domaine principal ? (Déf. 2.7)
2°) Déterminer les idéaux de Z/30Z. Quels sont ceux qui sont maximaux ?
3%) Déterminer le groupe des unités de Z/30Z.

2) Soit f(X) = X?+aX +b un polyndme de Z[X], sans racine réelle. Soit o € C une racine
de f(X).Onpose :

Zie| = {xtya;: (x,y) €Zx Z}
Qo] = {w+ver; (uv) €QxQ}.

1°) Justifier la propriété : Z|ot] est un domaine d’intégrité.
Prouver que @[] est un sous-corps de C.
2°) Démontrer que Q[a] est le corps des fractions de Z[a] contenu dans C.

3) Soita,b,c,d dans Z* tels quead — e =+1.
Démontrer que pour tout couple (1, 1) d’éléments non nuls de Z, on a
mAn={am+cn)A(bm+dn).

4) Vérifier que les p.g.c.d, existent dans un D.1. dans lequel tout idéal de type fini est principal
(Voir plus loin, I’Ex, 26); en déduire que dans un tel D.L, on peut appliquer la relation de
Bezout (Cf. Rem, 5.50.),

5) Démontrer 1a proposition 5.83. (Voir les preuves des propositions A,35. et A.36., App. A).

6) Autre démonstration du Théordme des restes chinois (Th. 2.47.).
Soit m et n des entiers premiers entre eux dans Z. Etant donné a et & dans Z, il s’agit de
montrer qu’il existe x € Z tel que
x=a{modm) et x=b (modn).
a) Justifier I'existence de u et v dans Z, tels que um-+va=1.
b) A partir de I'égalité a — b = (um + vn)(a — b), trouver 2 et k dans Z, vérifiant
a+hm = b+ kn, et conclure,

Ty Soit f un polyndme primitif dans ZIX] et Pe Q" elque prg=1.
Démontrer quesi f = Y aX°, alors f(E) =0 implique p|a, et glan.

1<i<n

8) Soit X un corps et f(X) € K[X]\ X tel que
fX)=a.X"+a, X" '+ -ta, X +a,
Onpose  g(X) =6, X"+a, X" '+ - ta,_,X+a.
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Démontrer que si f{X) est irréductible dans K[X], alors il en est de méme de g(X).

9 A étant un anneau factoriel, prouver que le polyndme

10)

11)

12)

13

FX) =Y*+X%¥? 4 X3Y 4 X est iméductible dans A[X,Y).
(Utiliser le critére d’Eisenstein)

Soit I:= {f(X) =L, 0 X" € Z[X], ob ay € 2Z}.

1°) Prouver que [ est un idéal propre, non principal de Z[X].

2°) a) Montrer que (X) est un idéal premier, non maximal dans Z[X].

b) Prouver que (¥) est un idéal premier, non maximal dans QX , ¥] (Considérer le quotient

Qx,Y]/(¥)).

Soit g un nombre premier dans Z et r € N*. On note 7 la surjection canonique Z — Z /¢"Z.
1°) Montrer que Z/g"Z est un anneau local, dont I’unique idéal maximal est 7 (¢Z).
2°) On pose M = z(¢Z), prouver que N, M = (0), o (0) est I'idéal nul de Z/¢’ Z.

Pour tout % € %, on supposera p A g = 1. On pose
§:= {g € Q*; ¢ impair} U {0}.

1°) Vérifier que § est un sous-anneau de Q contenant Z.
2°) Prouver que $ est un anneau local, dont I'unique idéal maximal est
Me {§ €Q*; ppaic et gimpair } U{0}.
En déduire que S/M ~ Z/2Z.
3°) Démontrer que pour X, ¥, z dans le corps @,
P4y +2=1= xyzdansS$.

Soit A un domaine d'intégrité.
1°) Etant donné, dans A, des éléments ¢,, ¢, ...,¢, deux a deux distincts et des éléments
quelconques dy,d,,...,dx, ol n € N, démontrer qu'il existe, au plus, un polynéme f(X) €
AlX] tel que

deg(f)=n+1 et YH{0<i<n), f(c;) =4, (5.19)

2°) Montrer que dans le cas ot A est un corps K, alors il existe un unigue polynéme f(X)
satisfaisant aux conditions (5.19) et que

3 (X =) X —ey.. . (X—e, )X —cppy) .- (X—ca) |
F) _05;9! {c;—cod(e;—¢y). (e — e e — i) oo {Ci—Ca) ©

L’égalité ci-dessus est connue sous le nom de "Formule d’interpolation de Lagrange”.

14) Soit Z{i| I’annean des entiers de Gauss.

1°) On note U le groupe des éléments inversibles de Z[i].

Déterminer les éléments de U ; en déduire gue si ¢ est un élément premier dans Z[d], alors
—q,ig et —ig sont aussi des éléments premiers dans Z[i].

2°) Montrer, par quelques exemples, qu’il existe des nombres premiers p € Z de la forme
p=a*+b% (a,b) € ZxZ et qu'il existe aussi dans Z, des nombres premiers qui ne sont
pas de cette forme. On entend par nombre premier, un entier p > 0, premier dans Z (Cf,
App. A).

3°) Soit p un nombre premier dans Z.



140

Chapitre 5. Factorisation dans les domaines @’ intégrité

15)

16)

a) Prouver que
p =a*+ ¥ dans Z = p non premier dans Z[i].
b) Démontrer que p est premier dans Z[f] si et seulement si p n’est pas une somme de deux
carrés dans Z.
4°) Soit g = @+ bi dans Z[i), avec a ZO0et b £0.
a) En désignant par g I'imaginaire conjugué de g dans C, vérifier que
g premier dans Z[i] < g premier dans Z[#].
b) Démontrer que, pour a ct  non nuls dans Z,
a* +b?* premier dans Z = g = a + bi premier dans Z]i).
¢) Pour quelles valeurs de a et b, non nuls dans Z,a -+ b/ ¢t @ — bi sont-ils des éléments
premiers associés dans Z[i]?
d) Prouver que ¢ = a + bi, ol a et b sont non nuls dans Z, est premier dans Z[i] si et
seulement si g% + &7 est premier dans Z.
5°) Utiliser 1"algorithme d’Euclide pour trouver un p.g.c.d. de 17 —7i et 3+ 11i dans Z[j].
En déduire une factorisation de 17 —7i et de 3+ 11i en un produit d’€l€ments premiers de
Z}i).

3 dans le corps des nombres complexes C. On pose

Zj):=={a+bj: (a,b) e ZxZ}.
1°) Justifier la propriété : Z[] est un domaine d’intégrité.
2°) Powr z = a-+&j dans Z(j], calculer zZ, ot Z est I'imaginaire conjugué de z dans C.
VérfierquezZeNet (=0 &> z=0).
3°) On considere I’application

Soit j = exp

8 2 Z[j] +iN
7 — 77,

Démontrer que Z{j] est un anneau euclidien dont le stathme est défini par &. [Pour définir
la division euclidienne dans Z[ ], wiliser 1la méme méthode que dans le cas de ’anneau de
Gauss, Z|[i] (Cf. Exemple 5.75.)].

On considere I’anneau euclidien Z|j] défini dans I'exercice 15) précédent.

1°) On note U le groupe des éléments inversibles de Z[j]. Caractériser et déterminer les

éléments de U.

2°) Soit z € Z[j]; justifier les propriétés suivantes :

a) z premier dans Z[j] <> Zpremier dans Z[j].

b) 8 (z) premier dans Z —> z premier dans Z|].

¢) 1 — j est premier dans Z[ j|.

En déduire que 3 n’est pas premier dans Z[j].

3%) On désigne par g un élément premier de Z|[J].

a) Prouver qu’il existe un nombre premier p € Z tel que g divise p dans Z[j] et qu’alors
S(@=p ou 3(gq)=p"

b) Démontrer que pour un nombre premier p € Z, les trois conditions suivantes sont équi-

valentes :

i) il existe ¢ premier dans Z[j] tel que 8 (g) = p;

i) il existe (a,b) € Z* x Z* tel que p = a*>+ b —ab;

i} p n’est pas premier dans Z[j].

- Trouver quelques exemples de nombres premiers p vérifiant la condition i) et dans chaque

cas, donner (2 une unité multiplicative prés) un élément g € Z[;] tel que 3 (g) = p.
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17)

18)

- Prouver que pour un nombyre premier pE Z, ona:
pnon premier dans Z[jf] et p £3 = p =1 (mod3) dans Z.
Indication : Calculer 4p 2 partir de la condition ).
- En déduire que pour un nombre premier p€ Z, ona:
p =2 (mod3)dans Z == p premier dans Z[}].
Donner quelques exemples de tels nombres premiers.
¢} Montrer que si p est un nombre premier dans Z et 5°il existe un €lément ¢ premier dans
Z|[j] tel que 8(gq) = p?, alors :
p estpremierdans Z[j] et (g=Zp ouzjp ou =+;%p).
4°) En conclusion, prouver que z est un élément premier dans Z[j] si et seulement si :
- s0it: 8§(z) = p, p étant premier dans Z et non premier dans Z[;],
- soit : &(z) = p?, p étant, 2 la fois, premier dans Z et premier dans Z[j].

On suppose connues les propriétés de I'anneau Z[j vues dans les exercices 15) et 16)
précédents.

On note J I'idéal de Z[j] engendré par 'élément 1 — j.

1°) Prouver que

a) Z[j]/J est un corps ;

b) 3 est associé a (1 — §)° dans Z[j).

2°) En considérant le diagramme :

z —2 z[j

n'l ‘[a
2/37 =L )

oh 7 et ¢ sont les surjections canoniques, démontrer que le corps Z[j]/J est isomorphe au
corps Z/3Z.

En application de I’étude de 1’anneau Z[j] faite dans les exercices 15) & 17) ci-dessus, on
peut prouver qu’il est impossible de trouver x,y,z dans Z tels que xyz # 0 et

2+ =0 (5.20)

La méthode proposée consiste & montrer gue I’équation (5.20) n’a pas de solution non nulle
en x,y,z, dans Z[j).

En vue de faire un raisonnement par 1’absurde, on suppose qu’il existe x, y,z non nuls dans
Z[f] vérifiant I’équation (5.20).

1°) Vérifier que 1’on peut supposer x, ¥,z dewx & dewx premiers entre eux dans Z{j] ; ¢’est
cette hypothése que I'on fera pour la suite.

2°) Onposep=x+y,6=y+2,T=2+x

a) Vérifierque (p+ o +7)* =24por.

b) Moyennant les résultats des exercices 15) & 17) précédents, montrer que dans Z[j], 1 — j
divise p ou & ou T et par suite, divise x ou y ou z.

Pour la suite, on suppose que 1 — j divise z.

3°) Onpose @ =x+jy, B = jx+y, v=/*(x+y).

a) Vérifierque afy= -2

En déduire que 1 — j divise chacun des éléments «, 8,7 dans Z[f].

b) On pose & = (1 - j) afr B={1 _j)ﬁ’} y=(l "J') 1/

Prouver gue of, 8,7 sont des représentants des tois éléments de Z{ /(1 — j) (Cf.Ex. 17)).
En déduire qu’nn seul de ces trois éléments est divisible par 1 — j dans Z.
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¢) Prouver que o, B/, ¥ sont deux a deux premiers entre eux dans Z|j].
4°) g) Vérifierque o’ + ' +7 =0.
b) Démontrer qu’il existe un entier k > 2 et z, € Z[j] tels que

—2=(1-j)z e (1-jArzg=1
Vérifier que chacun des éléments o, B/, ¥ est un cube dans Z{j].
En déduire une sotution non nulle (x',y',2z") de 'équation (5.20) dans Z{j], ol les éléments
X,¥,7 sont deux 3 deux premiers entre eux et (1~ j)*~! divise 7 dans Z[j].
5°) Montrer, qu’en réitérant le processus 2 partir de (x',¥,z) comme on I'a fait & partir de
la solution (x,y,z), on aboutit, aprés un nombre fini d'opérations, 4 une contradiction avec
le résultat du 2°), b} et conclure.
19) 1°) SoitA un D.L et f(X) € A[X] tel que deg f = n > 0; on pose
F(X) = Eocicnti X"
Etant donné b € A, on considere : f(X — b} := Locjc (X —b)'.
Prouver que dans I’anneau A[X] :
S(X) irréductible <= f(X —b) iméductible.
2°) Soit f{X) = LgcicsX* dans Z{X]. En considérant f(X + 1), montrer que f(X) est
iméductible dans Z[X].
3°) Pour tout entier n > 0, 0n pose gu(X) = Loy, X' Calculer g,(X + 1) ; en déduire que,
pour n >0 et n+ 1 premier, g,(X) est irréductible dans Z[X].
20) Caractérisation des idéaux premiers de Z{X|.

1°) Justifier 'assertion : (0) esumn idéal premier dans Z[X|.
Dans toute la suite, on suppose que P est un idéal premier non nul de Z{X].
2°)} Prouver que
- s0it, ZNP = (0),
- soit, il existe un nombre premier p € Z tel que ZNP = pZ.
3°) On suppose que ZNP = (0).
a) Montrer qu’il existe, dans P, au moins un polyndme f, (X), de degré minimum, primitif
dans Z[X].
b) Démontrer que l¢ polyndme f, (X) est irréductible dans Z[X].
¢) Soit g(X) € Z[X]. Démontrer qu'il existe ¢(X), r(X) dans Z[X] et a € Z tels que
ag(X) = fi(X)qX)+r(X) et (r(X)=0 ou degr<degf).
d) En déduire que P # (0) est un idéal premier de Z[X}, tel que ZNP = ()
si et seulement si P est engendré par un polyndme primitif et irréductible dans Z[X].
4°) On suppose ZNFP = pZ, o p > 0 est premier dans Z.
Soit 7 la surjection canonique Z — Z/pZ qui se prolonge naturellement en
% Z|X] — (Z/pZ)X].
Pour tout f(X) € Z[X], on pose f(X) = #(f(X)); alors,

X)) = ZUS,-SHQ,-X" = f(X)= ZOSI'SHEI'X'.’ ohd; = n{a;).

a) Vérifier que Ker f# C P et que (Z/pZ}[X] est un domaine principal.
b} Soit f un id€al de Z[X] contenant Ker &, Vérifier que pour un polyndme g(X) dans Z(X),
ona

EX)e () = gX)c L
¢) Démonirer que la comespondance P — #(P) définit une bijection de I’ensemble
des idéaux premiers de Z[X] tels que ZN P = pZ sur I'ensemble des idéaux premiers de

(Z/pZ)[X].
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21)

22)

23)

d) Prouver que P est un idéal premier de Z[X] tet que ZNP = pZ si et seulement si :
-soit, P = pZ,

-soit, il existe £(X) € Z[X] tel que k(X) est irréductible dans (Z/pZ)[X] et P est 'idéal de
Z[X] engendré par p et k(X).

Soit A un D.L qui n’est pas un corps.
1°) @) Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) r est un élément premier de A.

if) r est élément irréductible de A et pour tout @ € 4, (a}N (#) estun idéal principal de A
de plus si r ne divise pas g, alors (@) N (r) = (ar).

&) Prouver que si A est un D.L dans lequel 1'intersection de deux idéaux principaux est
un idéal principal, alors tout élément irréductible de A est premier (Retrouver ainsi le Th.
5.23.).
2°) Compte tenu de ce qui précdde, vérifier qu'un domaine d’intégrité A est un anneau
factoriel si et seulement si A vérifie les deux conditions suivantes :

(AF)) : Tout a € A*\ U, est produit d’éléments irréductibles de A.

(AR : Lintersection de deux idéaux principaux est un idéal principal.

3%) Démontrer qu'un domaine d’intégrité A est un anneau factoriel si et seulement §'il
satisfait aux deux conditions snivantes :

(AF))" : L'ensemble des idéaux principaux de A (ordonné par I'inclusion) vérifie la C.C.A.
(Cf. Déf. 2.78.)

(AF,)” : voir le 2°) ci-dessus.

On dit qu’un anneau unitaire, commutatif A est un anneau de Jacobson (en abrégé, un J-
anneau) si tout idéal premicr'de A est Vintersection de tous les idéaux maximaux qui le
contiennent.
1°) Vérifier les propriéiés suivanies :
a) Tout corps est un J-anneau .
b} Un anneau local, intégre, qui n'est pas un corps, n’est pas un J-anneau.
¢) L'annean Z est un J-anneau.
2°) a) Soit py, p,,- .., P, des nombres premiers dans Z, £ > 1. On pose
A= {E eQVi(l<i<k), p; Jn}:
Sim#0,onsuppose mAn=1. "
Démontrer gue A ¢st un domaine principal contenant Z, mais n’est pas un J-annean,

b) Démontrer que tout D.P. ayant une infinité d’idéaux premiers est un J-anneau.
Prouver alors, que pour tout corps X, 1'anneau K[X] est un J-anneau,
3°) g) Démontrer qu’un annecau unitaire, commutatif A est un J-anneau si et seulement si,
quel que soit I'idéal I de A, A/T est un J-anneau.

) Monirer {par un contre-exemple, voir le 1°) que si A est un anneau unitaire, commuta-
tif et §’il existe un idéal J de A tel que A/T est un J-anneau alors A n’est pas nécessairement
un J-anneau.
4°) Démontrer qu’un annean unitaire, commutatif A est un J-anneau si et seulement si, pour
tout idéal premier P de A, quel que soit x € A\ P, il existe un idéal maximal M de A tel que
PCMetxgM.

Soit A un anneau vnitaire, commutatif ; on suppose que A n’est pas un corps. On désigne
par P un idéal premier, non nul de A[X] et on pose P = PNA.

1°) Vérifier que P est un idéal premier de A.
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24

—

On suppose dans la suite P # {0) et on note P[X] i’ensemble des polynémes de A[X] domt
tous les coefficients sont dans P.
2°) Démontrer que P[X] est un idéal premier de A[X] tel que
PG PX|CP.
Dans les questions 3%) et 4°) qui suivent, on suppose P[X] ¢ P.
3°) Soit 7 la surjection canonique A — A/P. Pour tout a € A, on pose 3= z(a) et &
désigne le morphisme de A[X) dans A/P[X] prolongeant 7 (Cor. 4.8.).
Pour tout £(X) € A[X], on pose f(X) = F(f(X)).
a) Déterminer Ker 7. _
On pose P = T(P); démontrer que P est un idéal premier de A/P[X].
b) Soit F le corps des fractions de A/P[X]; justifier I"existence de F.
Soit yl'injection canonique : A/P — F et I': A/P|X] —> F|[X] le morphisme prolongeant
¥ et permettant d’identifier A/P[X] 2 un sous-anneau de F[X].
P &tant ainsi identifi€ 2 T'(P), on note (7P) I’idéal de F[X| engendré par P.
Démontrer que {P) est un idéal premier de F[X]; en déduire qu’il existe un polynme noté
F(X), irréductible dans F(X] tel que (P) = F(X)F[X] et

X)) = Y X', obd e N* Vi(l <i<d),5€A/PetT; £0. (5.21)

0<i<d

4°) Soit h(X) € A[X] et r(X) € T ' (F(X)), prouver que les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

DAX) gD

if) Tlexiste a € A, u(X) et v(X jdans A[X] tels que

a & Py u(XR(X) +v(X)r{(X) =0 (mod PIX]). (5.22)

5°) On suppose, dans celte question, que A (qui n’est pas un corps) est un J-anneau (Cf. Ex,
22, ci-dessus) et on se propose de montrer que A[X] est aussi un J-anneau, Les notations
sont celles des questions précédentes.
P étant un idéal premier de A{X), soit A(X)} € A[X]\ P et A(X) = F(A(X).
) 1" cas : P = P[X}; démontrer qu’il existe un idéal maximal M de AX]/P(X] tel que
HX)eM.
b) 2™ cas : P[X] ¢ P; prouver qu’il existe un idéal M de A tel que
PAA=PCM et ac,gM,
(¢ et a étant définis par les relations (5.21) et (5.22).
Soit @ I'idéal de A[X] engendré par M et r{X); démontrer que QNA = M.
¢) Soit M un idéal maximal de A[X] contenant 0, vérifier que ac,; & M.
d) Prouver que A[X] est un J-anneau (Cf. Ex. 22, 4°), ci-dessus).

Soit A un anneau euclidien relativement & un stathme &.

1°} Justifier I'existence d’un élément x € A*\ U, tel que & (x) soit minimal.

Pour un tel élément x, on considére I'anneau quotient A/{x) et on note & ta surjection
canonique A — A/(x); pour tout @ € A, on pose 7{a) 1=

2°) Prouver que pour tout a € A, on a

a=0 ou =7 avecrel,. 529

En déduire que la restriction de # U, U {0} est surjective.
Montrer que A/{x) est un corps, Que peut-on en conclure pour I'idéal (x)?
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25)

26)

R désigne le corps des nombres réels. Dans R[X, ¥, on considere le polyndme X% +¥2+1.
On note I I’idéal de R[X, Y] engendré par X2 4+ Y2 4 1.
1°) Prouver que I'anneau quotient A := R[X,Y]/festun D.L
2°) Soit 7 la surjection canonique : R[X,¥| — A,
a) Montrer que pour tout 1 € N, il existe un représentant de ¥2* modulo 7 dans R[X] et un
représentant de ¥2*+! modulo 7 dans YR{X).
b) Onpose X:=n(X) et ¥:=m(¥).
Démontrer que pour tout polyndme p{X,¥) € B(X, Y], il existe un unigue couple (f,g) de
polyndmes 2 une indéterminée sur IR tel que

z(p(X,Y)) = f(X) + Y2 (X).
39 C désigne le corps des nombres complexes,
a) Monirer que la donnée d'un morphisme de R-algbres de A = R[X, Y}/ dans C équivaut
a la donnée d’un couple (x,y) €C x Ctel que x* +y* +1 =0.
En déduire qu’il existe une infinité de tels morphismes.
b) Démontrer que U, =R*.
¢) En utilisant la conclusion de I’exercice 21) ci-dessus, prouver que le D.I. A = R[X Y] /7
n’est pas euclidien.

Soit @ le corps des nombres rationnels, On désigne par Q4 [X] I’ensemble des polyndmes
de Q[X] dont le terme constant appartient & Z.

Vérifier que Q5{X| est un sous-anneau unitaire de Q[X] et donc un D.L,

Le but de ce probleme est de prouver que les p.o.c.4. et p.p.c.m. existent dans Q[X] (CF.
Rem, 5.33.), alors que Q [X] n’est pas un anneau factoriel.

1°) Soit f5(X) et go(X) deux polyndmes non nuls dans Qp[X] et premiers entre eux dans
Qlx].
a) Soit a et b les termes constants, respectivement, de f;, et g,. On pose :

fo(x) :fl(x) +a, 30(X) =31(X) +b.
Vérifier que f,(X) et g,(X) sont dans Q5 [X] et que I'un, au moins, des entiers a et b est
non nul.
b) Justifier I'existence de deux polyndmes m(X) et n(X) dans Qz[X] et d’un entier k € Z*
tels que

m{X) fo{X) +n(X)go(X) = k.

¢) Siab#0,onpose:c=anbdans Z.
Si ab =0, on désigne par ¢ celui des entiers a et b qui n"est pas nul.
Démontrer que ¢ divise k dans Z.
d) Onnote < f,, g, > I'idéal de Q4[X] engendré par f,(X) et go(X). Montrer que a et b
appartiennent 3 'idéal < f, g, > .
En déduire que < f, g > =< ¢ >, ob < ¢ > est I'idéal de Q5 [X) engendré par c.
2°) Soit f(X) et g(X) deux polyndmes non nuls de Q[X] et 4(X)} un diviseur commun &
SF(X) et g(X) dans Q,(X], de degré maximal.
Dans Q;[X], on pose f(X) = fi(X)d(X), &(X) = g,(X)d(X).
a) Démontrer que f,(X) et g,{(X) sont premiers enire eux dans Q[X].
b) Compte tenu des résultats de 1a question 1°), montrer que I'idéal < f,g > de Qy[X], en-
gendré par f(X) et g(X), est principal. En conclure que dans le domaine d’intégrit€ Q,(X],
deux él€ments non nuls quelconques ont un p.g.c.d. et par suite, un p.p.c.at..
3°) En considérant les égalités :

] 1
X=(5X)2= -ZEX)z?-:---
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27

28)

29)

prouver que @, [X] n’est pas un anneau factoriel,

Soit A un D.L dans lequel deux €léments non nuls guelconques n’ont pas nécessairement
un p.g.c.d. niun p.p.c.m..

1°} Soit a et b deux €léments non nuls de A ayant un p.p.c.m. noté .

a) Justifier I’existence de o, 8, y dans A* tels que m = a ¢ = b3, ab= my. Démontrer que
o et f§ sont premiers entre eux dans A,

b) Prouver que yestun p.g.c.d. deaet b.

On montre ainsi que dans un D.L quelconqgue, si deux €léments ont un p.p.c.m., alors ils
ont un p.g.c.d.; mais la réciproque est fausse, comme le montre 'exemple développé dans
la question suivante.

2°) Soit A := {k+X2f(X); k€ Z, f(X) € Z|X]}.

a) Vérifier que A est un sous-anneau unitaire de Z[X}, doncun D.L

b) Prouver que X2 et X* sont premiers entre eux dans A, donc X2 AX? = 1.

Démontrer que, par contre, X2 et X n’ont pas de p.p.c.m. dans A.

Indication : On remarquera que seuls X et —X3 pourraient, a priori, étre p.p.c.m. de X2 et
X3 et on prouvera que X n’est pas un p.p.c.m. de X2 et X3 dans A.

Daprés les résultats du probléme 26) ci-dessus, it existe des DI, qui ne sont pas factoriels
et dans lesquels cependant, deux éléments quelconques ont un p.g.c.4. etun p.p.can. Un
tel D.L est appel€ un domaine pseudo-bezoutien.
1?) Soit A un domaine psendo-bezoutien ; on suppose que A contient au moins un élément
irréductible p.
a) Vérifier que pour x € A, 6na
X & (p)'== x'et|p premiers cntre eux,

b) Démontrer que p est premier dans A,
2°) A étant un domaine pseudo-bezoutien ; on suppose de plus, que A est noethérien.
a) Prouver (en utilisant I’axiome de Zorn) que I'ensemble des idéaux principaux, propres
de A contient au moins un élément maximal,
En déduire que 1’ensemble des éléments iméductibles de A n’est pas vide,
b) Démontrer que A est un anneau factoriel.

En conclure que ’anneau @, [X] du probléme 26) ci-dessus, n’est pas noethérien.

Soit A := K[X,Y,Z], ol1 K est un corps.

1°) Démontrer que X* — ¥ Z est un polyndme irréductible dans A.

En déduire que I'idéal principal I := (X2 — YZ) est un idéal premier de A.

2°) On considere I’anneau quotient B := A /I soit # la surjection canonique A — B.

Prouver que tout élément de B a un unigue représentant modulo 7 de la forme ;
2oV, Z)+X g, (¥,2), ougy(Y,Z) erg, (¥, Z) sont dans K[¥, Z].

3°) Montrer que B est un D.1, dans tequel :

i) m{X) n’est pas un élément premier ;

i) w (X ) est iméductible ;

iif) 7(X) et w(¥) n’ont pas de p.p.c.nu..

En déduire que B n'est pas un anneau factoriel.



Chapitre 6
Localisation

Le processus dit de localisation dans les anneaux unitaires, commultatifs, est une généra-
lisation de la construction du corps des fractions d'un domaine d’intégrité (Ch. 5).
Dans ce chapitre, A désigne un anneau unitaire, commutatif,

1. Localisation par une partie multiplicative de A

A. Notion de partie multiplicative

Définition 6.1. Soit S une partie non vide de I’anneau A, on dit que S est une partie
multiplicative de A si
0g8,1€8 et (s,t)eSxS=sted.

Cette notion a déja été utilisée au Chapitre 2 (Ex. 10 et 11),

Exemple 6.2, :

1) Si A est un domaine d’intégrité, alors A* = A\ {0} est une partie multiplicative de A.
2} Dans A, I’ensemble des noi diviseurs de zéro esi une partie multiplicative. Les non
diviseurs de zéro sont aussi appelés les éléments réguliers de A. Lorsque A est intégre,
les éléments réguliers sont les éléments non nuls.

3) Si P est un idéal premier de A, alors § = A \ P est une partie multiplicative de A (Ch.
2, Ex. 10).

4) Pour tout x € A*,S = {x"; n € N} est une partie multiplicative de A.

5) Pour tout idéal non nul 7 de A, S = 1 +1 = {1 +x; x € I} est une partie multiplicative
de A.

B. Localisé de A par une partie multiplicative
§ désigne une partie multiplicative de A.

L, Relation d’équivalence associée & §
On définit, sur A x §, une relation binaire R par :
(a,9)Rs(d,s) <= Fre S, t(as’ —d's)=0. (6.1)
On remarquera que si A est intégre, on a
(a,9)Rs(d,s) = as—ds=0. (6.2)

Vérifions que R, est une relation d’équivalence dans A x §.
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11 est immédiat que R, est réflexive et symétrique, montrons que R est transitive.
Supposons:  (a,5)R(a',s') et (a',s)Rs(a",s").
Il existe alors ¢ et # dans § tels que

t{as’ —d's) =0 et ulds —ad"s¥}=0.
En multipliant les relations ci-dessus, respectivement, par us” ¢t £s on obtient

ut (s"sa' — s"s'a+ss'a" — ss"d’) =

d’ob wts’(sa” — s”a) = O et par suite (a,5) Rg(a”,s”").
La classe d’équivalence d’un couple (a,s) € A x §, medulo Ry, sera notée E et appelée

fraction. L'ensemble quotient
{AxS)/R —{— {a,5) € Ax S}
sera noté S—1A (dans certains ouvrages, cet cnsemble estnoté Ag).

2, Structure d’annean de S~'A

On définit les correspondances & et it de S™'A x 5714 dans $~'A par

ad as’ +a's
o:{=7) —~ (6.3)
aa ad
B (;,p) - (6.4)
On vérifie que o et ¢t sont des applications ; en effet, supposons
b a V'a a 1
—==— et =—dans 87 A4,
. i LT
donc il existe u et v dans S tels que
ulbs—at)=0 et vty ~at')=0;
alors, uv (b’ + b't)ss’ — (a5’ + d's)tt') = uv ((bs—at)2's’ + (b's' + ') ts) = 0,
, b +bt  as +a’s
dod, i
D’autre part : uv(bb'ss’ — aa’rr’) =uv((bs—at)b's +(b's' —a't)at) =0,
! !
d’ol, % = %?7. Ainsi les applications & et y définissent deux lois de composition

internes dans S~ A notées, respectivement, additivement et multipicativement ; on pose :

a d as+as ad _ ad

= et —— 1= —,
s ¢ 55t 58 s¢

0 1 . .. .
Les éléments 1 et 1 sont, respectivement, éléments neutres pour I’addition et la multi-

plication dans S~1A.
L’ensemble S~ A est alors muni d’une structure d'anneau unitaire et commutatif induite
par celle de A (& vérifier par le lecteur).

Définition 6.3. § étant une partie multiplicative d’un anneau unitaire, commutatif A, I'an-
neau S~ !A est appelé le localisé de A par S.

L’application ag:A4 — S™1A telle que ag(a) = % est un morphisme d’anneaux uni-
taires appelé morphisme canonique de A dans S~!A.

Proposition 6.4. Le morphisme canonique Oig: A — S™VA est injectif si et seulement si
S est contenu dans {'ensemble des non diviseurs de zéro (ou éléments réguliers) de A.
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Prewve : a € Ker(og) <= -?-:% < Jte S, ta=0.
On en déduit que Ker(olg) = (0) si et seulement si
VieS, (acdetta=0) = a=0,
¢’est-a-dire que tout ¢ € 5 est régulier dans A, O

Corollaire 6.5. Si A est integre, alors pour toute partie multiplicative S de A, le mor-
phisme o est injectif.

Remarque 6.6. :
a) Lorsque le morphisme canonique otg : A — S~LA est injectif, 'anncau A peut étre

identifi€ a Im(ctg) ; on écrita 4 la place de % et dans ce cas, A est considéré comme un

sous-annean du localisé S~ !A.
b) Quels que soient % eSS 'Aetrc S, ona -;3 = %, carl1€eS.
En particulier, pour tout s € S, 1= g =0et % = E =1
Exemple 6.7. :
1) SiAestun DL et § = A*, alors S~'A est le corps des fractions de A, noté FrA, et A
est un sous-anneau du corps FrA (Déf. 5.2.).
2) Si §, désigne Penserble des €léments réguliers de Ianneau unitaire, commutatif A,
alors S 14 est appelé ’anneau total des fractions de A et noté FrA (car lorsque A est
intdgre, S, = A* et FrA est le corps des fractions de A). La proposition 6.4, et la remarque
6.6. impliquent que A est un sous-anneau de son anneaw total de fractions.
3) Si 8§ = A\ P, ou P est un idéal premier de A, (Exemple 6.2., 3)) alors le localisé S~14
est généralement noté A, et appelé le localisé deé A en P
En particulier, lorsque A est un D.L, FrA est le localisé de A en 'idéal premier (0).
4)§ = {10%; n € N} est une partie multiplicative de Z et

D:=8§'Z= {%;aez,neN}
est I’annean des nombres décimaux.

Proposition 6.8. Lorsque A est un D.I, pour route partie multiplicative 5 de A, 'anneau
S71A estun DI tel que
ACS'ACFrA.

Preuve : A étant un D 1., toute partie multiplicative S de A est contenue dans A*, la relation
d’équivalence R est alors la restriction 2 A x S de la relation R définie dans A x A* pour
la construction du corps des fractions de A. On en déduit que tout localisé $~!4 est un
sous-anneau du corps FrA,c'estdonc un D.I. et A C S~1A C FrA. 0
En particulier, ’annean I des nombres décimaux (Exemple 6.7.) est un sous-anneau du
corps Q@ des nombres rationnels.

Théoréme 6.9. Propriété universelle du couple (S~'4, a)
Soit § une partie multiplicative d'un anneau unitaire, commutatif A, alors quels que soient
Panneau unitaire, commutatif B et le morphisme d’anneaux unitaires f : A — B vérifiant
la condition : f(8) C Uy, il existe un unique morphisme ¢ € Hom(S ~1A, B) tel que

P oo = f, ot Og est le morphisme canonique de A dans STA.

Up désigne I’ensemble des éléments inversibles de I’anneau B.
Le théorgme 6.9 exprime que la condition f(S§) C U, implique ’existence et I'unicité du
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diagramme commutatif suivant :

A% 5ia
=
AN
+
B
Preuve :
a) Unicité de ¢ : on suppose I’existence du morphisme ¢ ;
Cesa o =o®Y=e@eld
VSESTA 9 (D) =0 () = ¢ ().

poos=Ff = ¢(3)=1(a),

ls 1 § 1
¢(;T) =1=¢ (EM’(T) = ¢(*§)f(6'):

Par hypothese, f(S) C Ug, d’ol ¢ (%) = (f(s))~} et par suite,

¢ (=) =fl@(fi)™ (6.5)

On en déduit que si y € Hom(S~'4,B) est tel que o o = f, alors,
a . a % d N
VZeSTA V(- H@UFE) =6 (5) don y=o.
b) Existence de ¢ : ce qui précede conduit & considérer la correspondnce
¢:57'4 — Belleque §(3) = F(@)(F ().

On vérifie alors que ¢ est une application : on suppose % = E dans §~1A, donc il existe

t € Stel que ¢ (a's— as’) = 0, par suite
Ffd)f(s) = f(e)f (a)f (s').
t,s,s" étant dans S, ona f(¢), f(s),f(s’) dans Uy, d’ob
F@)FE)) = fla)f )
Pour montrer que ¢ est un morphisme d’anneaux unitaires, il suffit de reprendre la preuve
faite dans le cas du corps des fractions d'un D.1. (Th. 5.5.). 0

Corollaire 6.10. Etant donné le couple (S™'A, 0), s'il existe un anneau unitaire, com-
mutatif R, un morhisme Ag € Hom(A,R) vérifiant la condition Ag(S) C Uy et si le couple
(R,Ay), satisfait & la propriété universeile du couple (S ~14, o) (Th. 6.9.), alors il existe
un unique isomorphisme @ de S™'A sur R tel que po O = Ag.

Preuve : En appliquant la propriété universelle (Th. 6.9.), respectivement, aux couples
(S71A, o) et (R, A;), on obtient les deux diagrammes commutatifs suivants

o A
A S . 514 A S R

=]
2 Y
4

R 5714
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donc Qoag=A5 et yols= .

On en déduit que Yooy =t et Poyols = A,

La propriété universelle vérifiée par les couples (S 14 ,Og) et (R, Ag) implique alors :
yop=id,,, et Qoy=idy.

Par suite ¢ est un isomorphisme et ¢! = . O

Remarque 6.11. Le corollaire 6.10. exprime que pour toute partie multiplicative S de A,
le localisé de A par S est unique & un isomorphime prés.

2. Idéaux de S 14

Les notations générales seront celles du paragraphe précédent.
§ étant une partie multiplicative de A, pour tout idéal 7 de A, on pose

fs:={§;ae1,ses}.

Remarque 6.12. :

a) Pour tout idéal propre  de A, on a S ¢ I, car 1 € §, donc S n’est pas une partie
multiplicative de I, considéré comme sous anneau de A.

b)?efs <= da,5) €Ix5, 3:?.

Proposition 6.13. Pour tou idéal I de A, I est I'idéal de S™A engendré par o(1) et
I #£57A <= INS=0.
Inversement, si Q est un idéal de §~ 14, alors

Q=I, 00 I:= a_;‘(Q):{aeA;%eQ}.

a_a 0
Preuve ; Soit - et 7 dans I; on peut supposer a ¢t g’ dans 7 (Rem.6.12.). Ona - € [; et

1
a d a—ds b ab ab
—-——Tels,deplus,quelqucson—ES” ——=T€IS, donc f; est un

st
idéal de S'A. .
Désignons par I I'idéal de S~'A engendré par 0g(I). Soit n € I;; on suppose a € 1, alors,

f | &

al a 1 1
=l = - o I. C L.
13° 3 ogla) et sES A, doll [ C
D’autre part, tout x € L §’écrit sous la forme

xX=
1<i<k

f£ ke N, Vi(l<i<k), “T € ag(l) et ii eSA.
5 i

On suppose que pour tout i (1 < i< k), a;, €1, onaalorsi—befs,dohxels
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On en conclut que I, = Z. D”autre part,

1 1
=854 TGIS < d(a,s) €lxS, §=_1._

E:% <> dteS, rla—s)=0

ta=ts = 1s€INS =INSH£0,
ainsi, I;=S"T'A=InS#e
Mais, INS#O=>1elg=>1=5"A, dob
I.=5"14 <= InS#0.
Ce qui équivaut 2 I, # 57 'A < INS=0.

Soit @ un idéal de $~'A s Og est un morphisme ¢’anneaux unitaires de A dans §~ 14, donc
05 1(Q) est un idéal de A. (Prop. 1.53.)
a a a
I=o;(Q)={acA;TeQ} = [={3iTe0icO.
D’ autre part, si E‘ € 0, alors -f-—;— = % € Q, car Q est un idéal de 5~!A.

On en conclut que Iy = Q. 0

Définition 6.14. Pour un idéal 7 de A, I'idéal I; de S~'A, considéré ci-dessus, est appelé
Pidéal de $'A engendré par 1.

Remarque 6.15. Dans le contexte précédent, pour f et //, idéaux de A et Q et @, idéaux
de S~ 'A,ona :
ICr =ICly; Qcg = o' (@) Cag!(Q).

Théoréme 6.16. A érant un anneau unitaire, commutatif, pour toute partie multiplicative
S, ona
A noethérien —> S~ A noethérien.

Preuve : Dans I’anneau $~'4, les idéaux (0) et S~'A sont principaux, montrons que tout
idéal propre, non nul, Q de S~'A est de type fini.

Soit I := aS'I(Q),I est un idéal de A, donc I est de type fini ; or, d’aprés la Prop. 6.13.,
dans S™1A, I'idéal Q est engendré par ¢ (1), on en déduit que I'idéal Q est de type fini. O

Proposition 6.17. Soit I et J deux idéaux de A; alors dans S~'A, ona :

T+ T)g = Ig+Jg (6.6)
(17)s =1IJg (6.7)
(INJ) =1nJ;. (6.8)

Preyve : Soitaeleth € J, alors pourtouts € S,
“+b~(f+é)l_f+2
s 1 1l's s &

\ . . a b
d’ou (I+J)g C I+ J;. Réciproquement, soit 3 €lget " €Jg;onsupposeacletbeJ,

alors b bs
8+2=E 4y, dor L+isCU+d);

8§
Les deux inclusions obtenues impliquent 1"égalité (6.6).




§2. Idéauxde S~'A 153

Soit g € (17} on suppose a € IJ donc

=LY kEN etVi(l<i<k),x,€l,y;€J.

XV
=Ll € I = ()5 S I,

18 n

Bm

D’autre part, soit x € IJ tel que

XLl ukeN, Vil <i<h), Befaiiel
]

[ i

On a alors
v i@ Il 85) & (1N,
Th<ica$its
donc IJ; C (1J)s, &’oh I'égalité (6.7).

Soit 3 € (INJ)g; on peut supposer a € INJ, donc g €N

Réciproquement, soit x € [;NJ; supposons x = 3 = i—), ohaelbel, (s,t) €SxS.
! existe alors u € S tel que u{at — bs) =0.
(au=buselng) — 2= 2 _ 98 g,
¥ Sut Sut
done I NJg C (FNJ)g et on en déduit I'égalité (6.8). O

Proposition 6.18. Erant donnd un idéal I et une partie multiplicative §
de A, si Tt désigne la surjection tanonigue A —— AJI et 5= (8), alors
S est une partie multiplicative de A/I et

STVA/L ~ 57 (A/D).

Preuve : Pour tout x € A, posons % (x) = ¥; & étant un morphisme d’anneaux unitaires, il
est immédiat que S est une partie multiplicative de A/I. Considérons la correspondance

f:87A — E—I(A/I) telle que £ (g) = % et montrons que f est une application.

Soit i:- = % dans §~1A; il existe z € S tel que z{at — bs) =0 et

2lat—bs) =0=Z(@ —b3) =0 = ‘:I ==,

i
On vérifie que f est un morphisme d’anneaux unitaires tel que I C Ker f, et

| &=

SeKerf = %:T < JzeStelqueza=0

w=0 < JzecS telquezacl;

1<

a N
zaeI:,»g-:;els, don Kerf=I,

Soit 7; la surjection canonique de S~ 1A sur S‘IA/IS; la propriété universelle de I’an-
neau quotient $~1A/ I; implique I'existence d’un unique morphisme ¢ de S -14/ I dans
5 (A/D) el que pomg = f.

La définition de f implique sa surjectivité, par suite ¢ est surjectif ; I'égalité Ker f = I
entraine 'injectivité de ¢ (Cor. 2.32.), donc ¢ est un isomorphisme. O
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On rappelle (Déf. 2.59.) que I’ensemble des idéaux premiers d’un anneau unitaire, com-
mutatif A est appelé le Spectre de A et noté Spec(A). On désignera alors par Specg(A),
I’ensemble des idéaux P € Spec(A) tels que PNS =0.

Proposition 6.19. Compte tenu des notations ci-dessus, on a

P € Specg(A) => P, € Spec(S™A) (6.9)
Q € Spec(S'A) == a5 '(Q) € Specy(A) (6.10)

et les applications

f:Specg(A) — Spec(S~ L4) et g:8pec(ST1A) — Specg(A)
P— P Q — a5 (Q)

sont des bijections inverses l'une de U'autre.

Preuve : Soit P € Specg(A), montrons que P est un idéal premier dans S~ 1A.

ab ab ab «x
5T s € P, = d(x,y) € PxS§, telques—[_;.
E;Tb = % < Jz €S, tel que z(aby — stx) =0,
d'oll abyz = stxz € P, car x € P; alors, P étant un idéal premier de A4,
abyveeP = abe Pouyz € P;
mais yz € § et PNS = 0, donc nécessairement g < P.
abe P=(a€Poubc P) =>§ € Fgou ? € P,
I'idéal P; est donc premier dans 1A, d’ou la relation (6.9).
Soit O € Spec(S~'A); posons I = a_;‘(Q). On sait que f estun idéal de A et que @ = I
(Prop. 6.13.) ; démontrons que I € Specg(A). Q est un idéal premier, donc un idéal propre
de §7YA, par suite on a IS = 9 (Prop. 6.13.).
DY autre part, pour ¢ et b dans A,
ab a b
abEI:TTGQ:-?TEQOUTEQ,
d’otia € oub €1, ce qui prouve que [ est un idéal premier de A.
Comme INS=0,onal= cx_;l(Q) € Specg(A), d’oli la relation (6.10).
Les résultats précédents impliquent que pour tout P € Specg(A), on a

8(f (P)) =g (Ps) = a5 ' (Py) € Specs(A).

Démontrons que g | (Pg) = P.
acP == %GPS = a € a5 '(Py),
dou PC as‘l(Ps). D’autre part,

aeas'l(PS) = ?ePs = H(x,y)erS,telque';i:g,
a x
T=§ = dJz €S, tel que z{ay—x) =0.
(ayz=xzetx € P) = ayz € P;

(ayz € P, Ppremier etPNS=0) =>ac P, don o5 (F)CP
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On en déduit que as_l (Ps) =P, donc go f = idSpecs(A)'
Soit O € Spec(S~'A), alors fog(Q) = f(ag(Q)) € Spec(S~'A).
Démontrons que f(a;‘(Q)) = . Soit E- 0.

a . . a 1
— € Qet Q idéal premier —> TeruzeQ;

1 L s1 1 ] ) . . .
mais P’ € @ impligue 17-1 € Q, ce qui est impossible, car ¢ est un idéal premier,

donc ‘1—1 € (2; alors
acos! Q)= fas'(Q), FouQC fos(Q)

. a
Inversement, considérons 3 € fog(Q),

e f(o51(9) = my) € o5 (Q) xS, el que T = >
% = 5 = dr e tHay—xs)=0.
(ay=xtsetx € a;'(Q)) = ary€ a5 '(Q);
(o5 (Q) € Specs(A) et ty € 5) = a € o5 (Q),

donc %:- € 0,d’ou fog(Q)C Q. Onenconclutque fog = idSpec(S_lA)'
Ainsi f et g sont des bijections inverses 1'une de 1’autre. ]

Théoréme 6.20, Soir P un idéal premier d'un anneau unitaire, commutatif A, alors le
localisé de A en P, noté Ap, estup anncau local, dont 'unique idéal maximal est Py, oit
S=A\P

Preuve : Ap estle localisé de A par la partie multiplicative § = A\ P (Exemple 6.7., 3)), P
est un idéal premier de A et PNS = PN (A\ P) =0, donc P; € Spec(Ap) (Prop. 6.19.).

D’autre part, Ap est un anncau cornmutatif, unitaire, donc il contient au moins un idéal
maximal M (Th. 2.67.). L'idéal M est premier (Cor. 2.63.), par suite (Prop. 6.19.), il
existe Q € Specg(A) tel que M = Q; alors QNS =P et S =A\ Pimpliquent Q C P, d'od

M=0.CP
On en conclut que M = P, puisque M est un idéal maxirmal ; ainsi Py est I'unique idéal
maximal de Ap, qui est donc un anneau local. 0

Théoréme 6.21. Si P est un idéal premier d'un anneau unitaire, commutarif A, alors le
corps résiduel de 'anneau local Ap est isomorphe au corps des fractions du domaine
d'intdgrité AJP.
Preuve : En appliquant la proposition 6.18., avec I = P et S = A\ P, on obtient

S-1a/p =5 (4/P).
Or, d"aprds le théoreme précédent, S™'A/P; = Ap/Ps est le corps résiduel de I'annean

local Ap. D’auire part, S est ici I’ensemble des éléments non nuls de A/P, donc 5 : (A/P)
est le corps des fractions du domaine d’intégrité A/P, d’ot le résultat énoncé . a

3. Localisés d’un domaine d’intégrité

Dans tout ce paragraphe, A désigne un D.L et § est une partie muliplicative de A. On
rappelle que dans ce cas (Cor. 6.5. et Prop. 6.8.) le morphisme canonique @ est injectif,
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S 'Aestun DL et
A CS~lA C FrA.

Remarque 6.22, Pour tout idéal J de §~14, oy 1(J) =JNA. En effet,
acagl()) «—= %EJ &% a€JNA.
Par suite, J = (JNA);.
Théordme 6.23. A domaine principal => S~'A domaine principal.
Preuve : Les idéaux (0) et S™'4 sont principaux ; d’autre part, soit J un idéal propre,

non nul de S!A, alors JN A est un idéal principal de A. Par suite I'idéal J, engendré par
otg(JNA) dans $~'A, est aussi un idéal principal. 0

Lemme 6.24. U, et U_, ,
d’intégrité Aet S7'A, ona
VU, S U,

2)acANUg,, += 3s€S, tel queals dans A.

3)(p premier dans A et p ¢ U, ) == p irréductible dans S™'A.

Preuve :
1)Soitu e U, ;ilexiste alors u™' €A tel que wn™' = 1 dans A, d’oh uu~' = 1 dans ™4,

doncuclUg,,.

DacAnl__

désignant, respectivement, le groupe des unités des domaines

b _ ab
Ly = BEES lA.lelque:=l;

22:1 &> ab=75 <= a|sdansA.

$
3) pgU; ., < (Vs€S, plsdansA), d'aprés?).

Supposons p = g? dans $~1A, donc pst = ab dans A ; par suite
(p premier dans A et pst = ab) = pla ou p|b dans A.
Si pla, il existe g € A* tel que a = pq; alors I'intégrité de A implique st = gb;
st =gb —> %-t— =1, dans $!4,

b a
donc n €U, ,,. Dans le cas ou p|b, on obtient de méme 7 € U,_,,. Onenconclut que p
est irréductible dans §~!A. O
Théoreme 6.25. A annean factoriel == S~A anneau factoriel.

Preyve : Posons Q:={g€A”; girréductibledansAetg ¢ U,_,}.
L’anneau A étant factoriel, tout élément irréductible de A est premier ; alors d’apres le
lemme 6.24.,,

g € Q = giméductible dans §'A.

a) Vérifions que dans le domaine d’intégrité 1A, tout élément E, non nul et non inver-
sible, est produit d'élééncnts irla'éductiblcs.

(E #Oetg gU. ) = (a#0etagl_,,).
Dans |"anneau factoriel A, écrivons a = p, p, ... ps, ol n € N* et pour tout i (1 < i < n), p;
est premier dans A.
aeg Us— i implique que les p;, 1 < { < 1, ne sont pas tous des unités de $~1A; donc, pour
un ordre convenable des p;, il existe k,1 < &k < n, tel que

Vl(l S i S k): pg‘ eys—l_,p dOl'lel- € Q’
Vilk+1<i<n), p,elg,,.
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Sil<k<n posonse=p,,,...pr;2alorseclU,,, eta=epp,...p,.
Pour 1 <i <k, p; € O, donc p; est irréductible dans $~'4 et

a

I ey

4
plp2'”pk’ OﬁEEUS_Iﬂ' (6.11)

[

Sik=nonae=1.
b) Montrons que tout élément irréductible de S~!A est premier.
La factorisation (6.11), obtenue pour un élément g non nul et non inversible de S~!A,

montre que si % est irréductible, alors
k=1 et S=Zp = S p dansST'A,
On en déduit que
E irréductible dans S~1A <= 3g¢€ Q, tel que § ~q dans S~'A.
On est ramené 2 prouver que tout élément g € ( est premier dans §~'A.
Soit g € @ tel que g divise ?E dans S1A. 1l existe alors % € S~'A tel que
be d

e
d’oli bev = tudq dans A.
g € Q, donc g est premier dans A et ¢ ne divise aucun élément de S en particulier, g /v,
donc g|bc, par suite, g|b ou g|c dans A.
Supposons ¢|b, il existe alors ¥’ € A* tel que b = gb’; d’on
I

p -?-q = L q|§dansS'1A.

Dans le cas oi1 gjc, on obtient g| E dans 5~ 'A; g esi donc premier dans S™!A.

Ainsi le domaine d’intégrité S~'A satisfait aux conditions (AF, } et (AF,)’ qui caractérisent
un anneau factoriel (Th, 5.89.). 0

Théordme 6.26. A anneau euclidien = S~1A anneau euclidien.

Preuve : On suppose que I’anneau A est euclidien relativement  un stathme 8 (Déf 5.70.).
On sait (Cf. Ch. 5 et Th. 6.25.) que
A euclidien = A factoriel == §~'4 factoriel.
Soit x € 74\ {0}. En reprenant les notations de la preuve du théorgme précédent, pour
x non inversible, on peut écrire
x=up\p,..ppo0uel, etVi(l <i<k) p,eQ
D’aprés la définition de I’ensemble Q, les p;, 1 < i < k, sont irréductibles dans A. Posons

a=p\Py...py;alors

x=uaavecuc U, eta€ A*\U,.
Considérons la correspondance ¢ : 714\ {0} — N telle que

YueUg,,, p(u)=8(1)etVx=ua € A*\U,_,,, ¢(x) =& (a}).
Vérifions que la correspondance ¢ est une application. Supposons x = ua = w'a’, ot u et
' sontdans U,_, ,, aeta’ dans A"\ U,; alors
a =i"lua= ¢(d)=8(a) = ¢ (ua) = ¢ (a).
Soit x et y non nuls dans $~!A, démontrons que
x|y dans S7'A = @(x) < @ (»).

L’hypothése x|y dans S~'A entraine qu’il existe z € $™!A tel que y = az.

Posons x = ua, y = vb, z = wt, o i, v, w sont dans Uc_, eta,b,t sont dans A* \U,;ona
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@(x) =8(a), p{y)=8(b).
y=xz=y=uwat = ¢(y) =5 (at);
alors, alar dans A entraine & (a) < &(ar) = 8 (b}, d’ob @ (x) < @(¥).
Montrons que la division euclidienne de A induit une division euclidienne dans S~!A.
Considérons, comme plus haut, x = ua et y = vb non nuls dans §~ 1A, La division eucli-

dienne de g par b dans A donne
a=bg+ravecr=00ud(r)<d(b),
alors, ¥~ lx = v~ lyg+r implique x = yuv~ g+ ur, avec
ur=0 ou Qur)=8{r)<d(b)=9()
On en conclut que 1’anneau $~'A est euclidien, O

4. Localisé d’un A-module

Comme dans le parargraphe précédent, § désigne une partie mudtiplicative de 1I’anneau
unitaire, commutatif A.

A, Localisé d’un A-module par S

Etant donné un A-module M, on définit sur M x S la relation binaire R telle que
(x,5) R (¥,8") <= T8, 1(sx -s'x)=0.
Comme pour la localisation de A par S, on montre que R est une relation d’équivalence ;

on note g la classe d’équivalence modulo R du couple (x,5) € M x S. On pose
STAM = {f s (x,8) e M= S}

Définition 6.27. S~ M est appelé le localis€ du A-module 3 gauche M par la partie mul-
tiplicative S de A.

Proposition 6.28. S~!M est un S~1A-module & gauche.

Preuve : Le lecteur vérifiera que les correspondances

STWMxSM— S8 M et SlAxS M —S5M
(f f’.),__. sxtsx (f ’_c) &
s’ s s t’s st

sont des applications qui définissent respectivement, dans S~ 1M, une addition et une mul-
tiplication externes 2 opérateurs dans 1'anneau S~ 'A telles que $~ 1M est un §~'A-module
3 gauche. 0.

Remarque 6.29. Dans le cas oh § = A\ P, P étant un idéal premier de A, le A-module
S~1M sera noté M, et appelé le localisé de A en P

B. Localisé d’un morphisme de A-modules

M et N étant deux A-modules & gauche, & tout f € Hom, (M, N}, on associe la correspon-

dance de 5~'M dans SN, notée S1f, telle que

X o Xy _ f(x)
voes M, 5 'f(;)—T.
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On vérifie alors, que S~ f est une application et que S~! f est un morphisme de §14-
modules. Si P est un A-module et g € Hom, (N, P), on montre que

§7(gof)=8""go57 .
Proposition 6.30. Etant donné une suite de A-modules a gauche ;

S

M—2eM-2.M  exacteenM,

la suite de §'A-modules
-1 -1
S L oy 28 eIy esrexacte enSTIM.

Prenve : La notion de suite exacte a été définie au chapitre 3 (Déf. 3.70.).
Par hypothdse on a go f = 0, par suite S~ 'go S71f =0, d’ot
Im(S71f) C Ker(S'g).
Démontrons 'inclusion inverse.
Soit E € Ker(5~'g), donc @ =0 dans S~1M" ; nécessairement il existe u € S tel que
ug(x) =0dans M", 3’0ol g (ux) = 0; ainsi
ux € Kerg=Imf,—3x' e M’ tel que ux = f(x'); alors,

x_w f) X o1 1
E_E_—ES__S f(us)=>Ker(S 2 Cim(S'f). o
Remarque 6.31. :

a) Si N est un sous-A-module de M, alers Vinjection canonique i de N dans M induit
une injection de S~ 'A-modules, §7%: SN — S/, done §~IN peut étre considéré
comme un sous-S~A-module de S~'M.

b) Toute suite exacte courte de A-modules 2 gauche est transformée, par localisation par
S, en une suite exacte courte de S~ A-modules 2 gauche.

Corollaire 6.32. N et P étant des sous-modules d'un A-module M, on a
DS UN+P) =S 'N+§71P;

2)S" Y NNP)=S"INNSTIP;

3) les S7'A-modules S~ (M /N) et S~'M /SN sont isomorphes.

Démenstration en exercice (n® 1, Ch. 6).

Remarque 6.33. Etant donné un A-module & gauche M, le morphisme canonique o de
A dans 1A permet de considérer (par resiriction des scalaires, Cf. App. B) le S~1A-
module 3 gauche $~'M, comme un A-module 3 gauche, grice I’application :

AxS'M — 5™
(a f) L ax_ax
T s 1s &
En particulier, $~1A est un A-module & gauche. On en déduit (par extension des scalaires,
Cf. App. B) que le A-module & gauche S~'A®, M peut étre muni d’une structure de

§~1A.module A gauche, par a I’application
SlAx(SlAe M) — ST'A,M
&

®x) ab ®x
- — .
t's ts
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C. Propriétés des modules localisés

Proposition 6.34. Pour tout A-module M on a
S™IM ~ S71A®, M (isomorphisme de S~'A-modules).

Preuve ; Vérifions que la correspondance
.ol -1
Q:85M-—STAQM
X 1

- — —®x
§ ]

est une application. Soit f—; = f dans $~1M; il existe ¢ € § tel que (s'x — 5x') = 0, d’ob

1@x—%®x‘= —%—@rs’x- —IJ ®sx’
s $ 58’ s8't
1 + -
= m@(:(sx—.sx’)) ={.

L’ application @ est S~!A-linéaire ; en effet, pour g €S Aet (;, %) €S M xS5M,

X ¥y, ix+sy ___1_ __1_ l . ¥y,

P(S+7)=0(— ) = S @+ sy) = - @x+ =@y =9(5) +0(7);
ax ax 1 a a,l a x

(p(}-;) = q)(g) = E@ax = r_S®x_ ;(; @) = ;(0(;)

De plus, le morphisme ¢ est surjectif, car ies générateurs du A-module S~'A® 4 M sont
les 2 @ x pour (g,x) €S AxMet
M

¢ ox = Loar = (%)
s s =9 s

La surjectivité de ¢ implique que tout élément de S~'A® 4 M peut s’écrire sous la forme

% @ x. Considérons d’ autre part, Ia correspondance

p: S AXM —S'M
(S0 =
s s

Supposons il: = -E dans $714; il existe £ € S tel que t(s'a —sa’) =Oet
'

t(fax—sa'x) =0= ? = %.

On en déduit que it est une application et on vérifie que i est A-bilinéaire. La propriété

universelle du produit tensoriel (Cf. App. B) impligue alors qu’il existe un unique mor-

phisme de A-modules, v, tel que

v: STlA M — S IM
ax

Cox—puEx=
s Bl =75
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Vérifions que W est un morphisme de S~!A-modules. On a remarqué plus haut que tout
élément y de ™A ®, M pouvait s’écrire sous ta forme

1
y = ;@x, oll (%,x) eSlAxM;
par suite, quel que soit r;_z eSS4,
a
W(;)’)—W(t—s x)=—=

D'autre part, quels que soient % eSS 'Met §®x €S !1A®,M,ona

x 1 x
'J»‘O‘P(E) = ‘P'(;®x) =3
ovlen=0")=loa="2ex
Povis =97 =3 T
On en conclut que ¢ et ¥ sont des $~1A-isomorphismes et ¥ = @71 0O

Corollaire 6.35. Pour toute partie multiplicative § de A, S71A est un A-module plat (Cf.
App. B, Déf. B.21).

Cette propriété est une conséquence des propositions 6.30. et 6.34,

Proposition 6.36. M et N étant geux A-modules & gauche, on a
S-IM Q14 STIN ~ 57N M ®4NY ‘(isontorphisme de S~ VA-modules).

Preuve : D’aprés la proposition 6.34, les $'A-modules S~ (M ®, N) et
S~'1A®, (M ®, N) sont isomorphes. On considére

A:SMxSTIN —STIAR, (MQ,N)

On vérifie que 4 est une application S~ 'A-bilinéaire. La propriété universelle du produit
tensoriel, implique qu’il existe un unique morphisme A, de S~!A-modules, tel que

A:SIM® SN —ST'A®, (M®,N)
x_y 1
(s®t) — R/MX®Y).
De méme, soit A STIAX (MR,N) — §TIM®g,, STIN

a ax _y¥
(;)x®y) U— 8(1 ® 1)'
On montre que A’ est A-bilinéaire et on en déduit, comme précédemment, qu’il existe un
unique morphisme de A-modules, A, tel que
N:5'A®, (M®,N) — ST'M®,,, §'N
a a.x __y
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On vérifie que A’ est S~1A-linéaire et de plus

AOA"(‘E@(I@)’)) =A(%(%®¥)) =A(%—x®%")
1 a
=< ®(@®y) ==& (x3y).
NoAG®3) =A’(;.1;®(x®y)) =Zod.

Ainsi, A et A’ sont des §~14 -isomorphismes inverses I'un de I’autre. O

Corollaire 6.37. P étant un idéal premier de A, quels que soient les A-modules & gauche
MeN,ona
Mp®, Np= (M@ N)p  (isomorphisme de Ap-modules).

Ce résultat s’obtient en appliquant la Prop. 6.36 au cas o0 S =A\ P.

5. Exercices

Les notations générales sont celles habitellement utilisées dans le Chapitre 6 et dans les chapitres
précédents. Les morphismes d'anneaux sont des morphismes d’anneaux unitaires.

1) Démontrer le corollaire 6.32.

2) Vérifier que toute partie multiplicative S, d’un anneau unitaire, commutatif A, est une partie
multiplicative de I’anneau de polymomes A[X] et prouver que {($~1A)[X] =5~ 1(A[X]).

3) Posons §:=Z\ 2Z et soit = la surjection canonique Z — Z/6Z.
1°) Vérfier que a (S) est une partie multiplicative de I’annean Z/6Z. On pose £ := x(§);
expliciter les éléments de E.
2°) Soit A := L~YZ/6Z) 1e localisé de Z/6Z par .
Démontrer que A est un corps isomorphe A Z/2Z.

4) Généralisation de Pexercice 3) ci-dessus
Soit n > 1 dans Z et p un nombre premier. On note 7 la sucjection canonique Z — Z/nZ
eton pose P := n(pZ). '
1°) Prouver que P est un idéal propre de Z/nZ si et seulement si p|n.
2°) On suppose que p|n, démontrer que P est un idéal premier de Z/nZ.
37) On suppose p|n et p # n. Soit (Z/nZ) le localisé de Z/nZ en P, c’est--dire le localisé
de Z/nZ par L := Z/nZ\ P (Cf, Exemples 6.7).
Démontrer que 1idéal Py, engendré par P dans (Z/nZ); (DEF. 6.14), est nul.
En déduire que (Z/nZ), ~ Z/pZ (Cf. Th. 6.20 ¢t 6.21).

5) Soit S une partie multiplicative d’un anneau unitaire, commutatif A.
1°) Soit, respectivement, N(A) et N(S~1A) le nilradical de A et de $~1A. Démontrer que
(N(A))s = N(S~TA).
2°) I étant un idéal propre, non nul de A, prouver que, dans ™A, on a (Vi) = VI CL
Ch. 2, Ex. 14),
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6) SoitA un D.I ; pour tout P € Spec(A),Ap désigne le localisé de A en P,

8)

9)

Le but de cet exercice est de prouver que (. Spec(A) A=A,
1°) Justifier I'inclusion A C Npespeciaye-

2°) On suppose qu'il existe g € (ﬂpesp“( A)AP) VA,
a) Vérifier que pour tout P € Spec(A), il existe s € A\ P tel que as € bA. On pose

Bp={s€A\P; as € bA}.

Soit B I'idéal de A engendré par |, specta) Bp- Prouver que, pour tout x € B, on a ax € bA.

b) Onsuppose B #£ A. Montrer que |’ existence d’un idéal maximal de A contenant B conduit
a une contradiction. En déduire que (o g1y 4p =A.

Soit.$ et § deux parties multiplicatives d’un anneau unitaire, commutatif A telles que S C ',
On note, ot et ¢, les morphismes canoniques de A dans, respectivement, S 714 et §'A.
1°} Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires de S~'A dans §'~'A,
que 1’on notera g g, tel que §s o 0 06 = &y (Th. 6.9).

2°) Si I’on suppose, de plus, 0i5(S") C U_, ,, prouver que s €st un isomorphisme dont
on précisera I'inverse (voir Cor. 6.10).

Comme dans 'exercice précédent, on considere deux parties multiplicatives § et § d’un
anneau unitaire commutatif A telles que § C S,

1°) On désigne par §'/1, I'ensenable ¢, (57) = {ST’ ;¢ ef'}

@) Vérifier que S'/1 est une partie multiplicative de §-'A. On notera (§'/1)77 (§714) le
localisé de $~1A par §'/1.

b) Soit B un anneau unitaire commutatif et f vn morphisme de A dans B tel que f(8) CU,;
vérifier (Th. 6.9) qu'il existe un unique morphisme @ o € Hom((S'/1)7' (§7'A)}, B) tel
que

P55 0 Csy© s = 1.

En déduire que les anneaux §''A et (§'/1)~1 ($7A) sont isomorphes (voir Cor. 6.10).
2°) Onpose §'/S:= {-":-f- €S A58,/ e8).

a) Vérifier que '/ est une partic multiplicative de $~1A contenant §'/1.

En déduire qu’il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires 5 o de (§'71}71(S714)
dans (§'/S)71 (S71A) tel que g g0 & g )y = 5.5y (CLEx. 7, 1),

b) Prouver que le morphisme ¢ ,, est un isomorphisme (Cf. Ex. 7, 2°)).

3°) Soit § et T deux parties multiplicatives de A. On pose ST :={st € A; s€ St €T}.
Vérifier que ST est une partie multiplicative de A contenant Set T,

En appliquant les résultats du 1°), démontrer que les anncaux (ST)7'A, (ag(T)) "} (S714)
et (@ (8))~! (T7'A) sont isomorphes.
4°) Soit S une partie multiplicative de A et  une partie multiplicative de $'A, on pose

Si={acA;Ises, % € L}.
Vérifier que S’ est une partie multiplicative de A contenant S.

Soit Z71(S71A) le localisé de S~1A par Z; en utilisant les résuitats du 19) et du 2°), montrer
que les anneaux ' "'A et £! (S71A4) sont isomorphes.

On rappelle (Ch. 5, Ex. 22) qu'un anneau A unitaire, commutatif est un J-anrneau si tout
idéal premier de A est intersection des idéaux maximaux qui le contiennent.
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K étant un corps, L'annean K[X] est un J-anneau (Ch. 5, Ex. 22, 29)).
Soit (X) I'idéal de X[X] engendré par X. Justifier les propriétés suivantes :
i) (X} est un idéal premier de K[X).
i) Le localisé de K[X] en (X)) n’est pas un J-anneau (Ch. 5, Ex. 22, 17)).
10) Etant donné un domaine d’intégrité B et un élément b £ O dans B, on considére la partie

multiplicative S, 1= {&"; n € N}.
1°) Soit S, !B le localisé de B par S,,. Si [ est un idéal de B, on notera I, I'idéal de S;'B
engendré par I (Déf. 6.14).
a) Comment s’écrivent les €léments de [, ?
b) Vérfier qu'un idéal O de .S';'B est premier si et seulement si O = F,, ol P est un idéal
premier de Biel que b g P
2°) L'objet de cette question est de prouver que pour un anneau unitaire, commutatif A, les
deux propriétés suivantes sont équivalentes.
(P,) : A est un J-anneau (Cf. Ex, précédent et Ex. 22, Ch, 5),
(P,) : Si Pestun idéal premier de A et si B := A/P contient un £lément b # O tel que S; 1B
st un corps, alors B est un corps (c’est-a-dire que I'idéal P est maximal),
a) On suppose que A est un J-anneaun et que P est un jdéal premier de A, pour lequel il
existe b # 0 dans B := A/P tel que S B est un corps.
- Vérifier que B est un J-anneau (Ch. 5, Ex, 22, 3°), a)).
- Prouver alors que b appartient 4 tout idéal maximal non nud de B.
- En déduire que B est un corps. En conclure que (P,) == (P,).
b) On suppose que A vérifie 12 propriété {P,}.
Soit @ un idéal premier de 4 et F I'intersection des idéaux maximaux de A contenant Q. On
suppose I # @, doncil existes €1 0.
1. Soit E ’ensemble des idéaiux premiers P de'A tels que’ QC Pett ¢ P,
- Démontrer qu'il existe au moins un €lément maximal dans 1'ensemble £ ordonné par I'in-
clusion ; soit 7 un tel élément.
- Montrer que 7 n’est pas un idéal maximal de A, mais que 7; est un idéal maximal de §;'A.
2. On consideére les morphismes canoniques :

:A— AT, a:A— S84, B:A/T—S5A/T, ouT==x().
- Prouver qu'il existe un unique ¢ € Hom(S;'A, $71A/T) tel que poax = fo .
- Vérifier que ¢ est surjectif.
- Soit & la surjection canonique : S;'A — §71A/7;. Justifier 'existence d’un unique mor-
phisme W € Hom(S,‘lA/T},S{IA/T) telque oo =¢.
- Prouver que ¥ est un isomorphisme. En déduire une contradiction avec I’hypothese (P,)
et conclure,



Chapitre 7
Séries Formelles

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau unitaire et commutatif.

1. Séries formelles a une indéterminée sur A

A. Algébre des séries formelles & une indéterminée sur A

1. N étant I’ensemble des entiers naturels, on considere le A-module 2 gauche AN (Ch. 3).
AN ={(a,),cn3 VREN, a, € A}.
On définit une multiplication dans AN, par 1’application

AN x AN . gN
((an)nemv (bn)ueN) — (cﬂ)neNv
Ofl, Cn = ):p+q=n apbq = EOSPSH apbn_p-
On peut vérifier que le A-module 2 gauche A" est alors muni d’une structure de A-algdbre

commutative dont I'élément unité est 1 = (6,),, .y, O 9y =1etpourtoutn>1,38,=0.
2. L'application

A:A— AN
a+— (), o, OV gy =aet¥n>1,a,=0

est un morphisme injectif de A-algébres qui permet d’identifier A & la sous-algébre ImA
de AY; pour tout a € A, on écrira a 3 la place de A {(a).
3. Changement de notation
On considere, dans A", les éléments e, = (1,0,...), ¢, = (0,1,0,...) et plus générale-
ment,

€= () ey OL O = letVn#i,0,=0.
On en déduit qu’un €lément f = (a,), .y 5°écrit :

f=apeytae + - +anen+---
=gyl +ae + +amei 4

et on écrira, "formellement”, f=3  vane].

Il $’agit d’une écriture "formelle”, car le signe ¥, ne désigne pas ici une somme finie
d’éléments.

En posant X = e,, un élément f = (a,} .y de AN s’écrira

f=L,nonX", oUVnEN, a, € A. 7.1

On utilisera aussi la notation : f =} . ,anX".
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Définition 7.1. :

a) L’€lément ¢, de AN, que nous avons noté X, est appelé indéterminée.

b) Un €lément quelconque f =Y, ya.X" dans AV est appelé série formelle 3 une indé-
terminée sur A.

Les éléments an, n € N, sont Ies coefficients de la série formelle f et ag est son terme
constant.

¢) L’indéterminée ayant été notée X, I'algebre AV sera notée A[|X]] et appelée algébre
des séries formelles 3 une indéterminée sur A.

Remarque 7.2. :
a) On sait que I’algebre des polyndmes 4 une indéterminée sur A est

AX)={Y,cnaX"; (Gn)pen € AR,
A[X] est donc une sous-alg2bre de A{[X]] et on a les inclusions strictes

A C A[X] C A[[X]).

A est appelé sous-algebre des séries formelles constantes de A[[X]].
b) Comme dans le cas de ’algdbre A[X], la construction de A{[X]] montre que cette A-
algébre est (2 un isomorphisme prés) indépendante du symbole X choisi pour désigner
I'indéterminée. On pourra vérifier, par exemple, que les A-algebres A[[X]] et A[[Y]] sont
isomorphes par I’application

A[[X]] — A[[Y]]
L& — Loso ye.

Premiers exeraples : Les développements en séries entigres des fonctions réelles ou com-
plexes classiques sont des séries formelles dans R|[X]] on C[[X]]; en particulier,

1 (_1)u—1 R
T—x% —X".

Remargue 7.3. Comme le montre le premier exemple ci-dessus, dans tout anneau de
séries formelles A[[X]], on a

1
= EHZOXR’ Exp(X) = anog}f", .Log(l +X) == ZRZI

(1-X)(L,50X") = 1;
ce qui prouve que 1 — X et ¥, ., X" sont inversibles dans A[{X]].
Nous caractériserons plus loin les éléments inversibles d’un anneau de séries formelies.

B. Notion d’ordre @’une série formelle
Définition 7.4. Soit f = ¥, 8,X" dans A[[X]]; si f # 0, on appelle ordre de f, I'entier

noté @ () défini par
w(f)=inf{necN; a, #0}.
@ (0) est considéré comme plus grand que I’ordre de toute série formelle non nulle et est
symboliquement noté +-c0 avec les conventions :
{+00) + (40} = +o0 et Vp EN, (o0} + p = eo.

Remarque 7.5. D’aprés la définition 7.4., on peut considérer @ comme une application
de A[[X]] dans N ¢t pour tout f # 0 dans A[[X]],on a

of)y=p <= gy=0a,=...= o1 =0, 8, #0
= f=XP(L,5,:X""P), ap #0.
D autre part, pour tout 2 € N, on peut écrire  f = f, + 4, o
fo=TocicnX' et m=E;aX
donce f, € A[X] et r, € A{[X]], @(ra} > n.
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Théoréme 7.6. Quels que soient f et g dans A[[X]),
No(f+g) zinf{e(f).e@}
o(f) #o(g) = o(f+g =inf{o(f),®(g)}
ZJw(fgl 2z o(f)+o(g):
o(fg)=w(f)+w(g), si A est integre.
Preuve : Soit f et g dans A[[X]].
1) De la définition 7.4., on déduit que, pour f et g non nuls,
o(f)=w{g)=pcN=0(f+g)2p,
(@(f)=p,0(g)=q,p<g)=0(f+g) =p
D'autre part,
f=8=0=to=0(f)=0(g)=0(f+g)
(f=0,0(g)=peN)==>o(f+g)=w(g)=p;
d’oll les résultats 1) du théoreéme.
2) Sifg#0etf=%,0a X" §=1,5¢0:X", 002
J&8 =Y sptnX", 0uVneN, cp = ):,-_l_j:naib‘ ;
alors (@ (f)=p, 0(g) =g, n<p+q) = ca=0elcy,, =apby, d’0l
w(fg) Z2p+g: ®{fg)=p+a, siAestinegre.

Sifg=0,0(fg) =+ 2 0 (f)} + ©(2)- O
Corollaire 7.7. L'anneau A étanf upitaire, commutarif;

A[[X]] est intégre <> A est intégre.
En particulier, si K est un corps, K[[X])] est integre.
Prenve : Si A est intégre, alors d’aprés le 2) du théoréme 7.6., quels que soient f et g non
nuls dans A[[X]], on a

a(fg)=w(f}+w(g),

donc fg # 0; par suite A[[X]] est int2gre.
Réciproquement, si A{[X]] est intgre, alors A est. int2gre, en tant que sous-anneau de
A[[X]]. O

Remarque 7.8. Dans le cas ou A est intégre, 1’ordre @ est une valuation ([39], [63] ), car
pour fetgnonnulsona ®(fg) =@ {f)+w(g).

Proposition 7.9. Pour tout anneau unitaire, commutatif A, et tout m € N, U'ensemble J,,
des séries formelles f € A[|X]] telles que @ (f) = m est l'idéal de A[|X]] engendré par
xm,
Preyve : On remarque que pour tout m € N, 0 € J,, et le Th. 7.6. permet de vérifier que

([,8) €I XIm=(f+g)ESm; SfEIm=>—f€Jy;

(f,h) €Jm ¥ A[[X])) = fFh=hf € Jp.
On en conclut que J,, est un idéal de A[[X]]. De plus
(f €Jy «= 0(f) 20), donc J, = A[[X]];

(Vm21) (f€Im == f=X"g,w(g) 20),

donc J,, = X™A{[X]]. 0
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C. Notion de famille sommable dans A[{X]]

Définition 7.10. Soit {f, }, ., une famille non vide de séries formelles dans A[[X]]. Cette
famille est ditc sommable si pour tout n € N, il n’existe qu'un nombre fini d’éléments
A € A pour lesquels @ (f,) <n.

Remarque 7.11. {f,},_, étant une famille sommable dans A[[X]], pour tout 4 € A,
posons f, =¥, 04, ’"X " alors, quel que soit # fixé dans N, I’ensemble

{AeA;a An #0}
est une partie finie de A, autrement dit, la suite (“,1,5) sea €St & support fini,
On en dédvitque 1)  , &, , €st la somme d’un nombre fini d'éléments de A.
Pour tout n € N, on pose

Cn = Laea®

on considére alors, la série formelle

fi=Y, X" (72)

Définition 7.12. Dans le contexte ci-dessus, la série formelle f définie par la relation (7.2)
est appelée somme de la famille sommable {f) }, ., et on écrit symboliquement

F=Lrealy-

Remarque 7.13. Toute sous-famille d'une famille sommable est sommable,

Exemple 7.14, :

1) Toute famille finie de séries formelles de A[]X]] est sommable.

2) Toute série formelle f =F JpopX" dans A[[X]] peut Etre considérée comme la somme
de la famille sommable {f; = a,X"}, -

Proposition 7.15. Dans A[[X]], une famille de séries formelles { f; }, . telle que pour
toutk € N, @(f,) = k, est sommable.

Preuve : Pour toutk € N, posons f, =%, ., .4 n,
Par hypothese, pour tout k € N,ona @ ( fkj > k; alors pour k fixé dans N,
(neNet0<n<k) = a;, =0.
Par suite, pour tout n dans N,
ak‘n;é{) = 0<k<n,
donc la famille { £, }, . considérée est sommable. g

Corollaire 7.16. Si A est integre et si f € A[[X]) est tel gue @ (f) > 1, alors quel que soit
8 = L,>obaX" dans A([X]), la famille {bnf"} .y est sommable.

Preuve : 8i A est intégre, alors (Th. 7.6.) quel que soitn € N, on a
(0(f*) =ne{f)2n) = @ (b.f") 2 n,
donc, d’aprés la propositon 7.15., la famille {b,f"}, . €st sommable. 0

Théoreme 7.17. Soit {f, }, _, une famille sommable dans A{[X]].
1) Pour tout g € A[[X]), la famille {f, g}, ., est sommable et
Yacnfn8= (Z;le,\fl)g-
2) 8i {P,}c; est une partition de I'ensemble A et si pour tout i € I, on pose g, 1= ZleP,- s
alors
Lieafi =Lici8i
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Preuve : Pour tout A € A, posons f{1 = ano “1,nX " et considérons un élément quelconque
8 =L,50bxX" dans A[[X]].

1) Par hypothése, pour n fixé dans N, il n’existe qu'un nombre fini d’éléments A € A tels
que a, , # 0. D"autre part,

£18=Lnn0Ch n X" 00 ¢y = Kocpcn®a pon—p- (7.3)

Si n est fixé dans N, alors pour tout entier p, 0 < p < n, il n’existe qu’un nombre fini
de A € A tels que p # 0. On en déduit qu’il n’existe qu'un nombre fini de £, g tels
que pour tout n € N, @ (f, g} < n, donc la famille {f;‘g}AGA est sommable ; calculons sa
somme,

Pour la famille sommable {f, }, ., on peut écrire

Lieafs = LapoonX" 00 Ca = F 00 05
On en déduit : (Eacnfile= ) I (}:Dspgn Cpbn_p)X",
pbn—p =(Z2en% p)n-p = Laea8y pbn-p:

@0t FocpcnCpbnp=EycaLogpen®r pPn—p) = Laealan

En tenant compte de la relation (7.3), on obtient
(EleAfg_)g = ):,,20 (E;LGACL,,)X" = Elen(f}lg)‘

2) Par hypothése, {f} }, ., est une famille sommable, donc pour tout i € 1, la sous-famille
{f1 },.cp €t sommable et si g, o8t sa somrae, onja

Quels que soient n € Neti € F,, il n’existe qu’un nombre fini de A € P, tels que @ (fL) <
on en déduit que pour la famille de séries formelles {g;},., il n’existe qu un nombre fini
d’éléments i € 1 tels que @ (g;) < n; donc la famille {g;} ., est sommable et

EAeAf;l =EiE!(ZZ.ePI.fA) =£iefgi' O

D. Substitution d’une série formelle dans une autre

Définition 7.18. Soit f € A[[X]) tel que @ (f) > 1.
Quel que soit g =T ,..ob+X", non nul, dans A[[X]], on appelle composée de g parf la
série formelle notée go f ou g(f) telle que

gof =Y, nobnf"
On dit que la série formelle g o f est obtenue par substitution de f a X dans g. Dans Je
casoug=0,onagof=0.

Exemple 7.19. Avec les hypoth@ses et notations de la définition 7.18.,
Ng=X=>gof=Ff
Q)f=X=gof=¢

Proposition 7.20. Pour f et g dans A[[X]] tels que @ (f) > 1,0na
w(gof) = w(g)w(f).
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Preyve : On suppose g #0et g =T, ,baX". Si @ (g) = p, alors
g0f = fP 8,5, baf"P, by #0.

D’apreés le résultat 2) du théoréme 7.6., on a @ (fP) > pw(f), d’ol
w{go f) > o(g)o(f). |

Théoréme 7.21. Si A est un D.L, alors
1) Pour tout f € A[[X]] tel que @ (f) > 1, Papplication

¢ : A[[X])) — A[[X]) est un morphisme de A-algebres.
s y0f

2) Quels que soient f,g,h dans A[[X]] tels que @ (f) 2 1, w(g) 2 1,
ho(gof)=(hog)of. (74)
Preuve :
1) On vérifie facilement que ¢ est A-linéaire.

Soit 5,5, dans A{[X]], montrons que ¢ (s;5,) = ¢ (5;)9 (55).
Pouri=1,2, posons s; = E,poﬂ;,.X :

5187 = Lo X", 08 Dn =1 gy 502 4

$185,0f = }:nzobnfn = Enzo(zp+q=ﬂ almfpa2-€fq)'

Par hypothese, A est intégre et @(f) > 1; par suite, la famille (f*), o = (f7+9) (r+a)eN
est sommable (Cor. 7.16.), d’ott (Th. 7.17.)

z(p,q)EN % -Pazﬁf Prt = quN a2,q(EpGNal .pf )t

= (o)s,00);
Lipa)en 1,592,070 = Loen(Epiqon @y . f79)5
on en conclut que s1850 f = (8,0 f) (550 f).

2) En tenant compte des hypotheses : @ (f) > 1,0 (g) > 1, on démontre la relation (7.4).
Soit & € A[[X]], pour tout n € N, on écrit (Rem. 7.5., b)) :

h=hn+ry, oL h, €AX], 1, € A([X]], @ (re) >n;
alors, ho(gof)—(hog)of=hso(gof)—{huog)of+vn,
et (p=ro(gof)—(rmof)ogl= 0 ()2 @(rx) >n

Alors, (@(ho(gof)—(hoglof)>n,VreN) = ho(gof)—(hoglof=0. 0O

E. Notion de série formelle dérivée dans A[{X]]

Définition 7.22. Soit f =E,oanX" dans A{[X]]; on appelle série formelle dérivée de f
la série formelle notée f’ telle que
i =L.soln+1)a,, X"
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Propriétés élémentaires (a vérifier par le lecteur)

I’application 3:A[X])] — A[[X]]  est A-linfaire
f—=rf

et quels que soient f et g dans A[[X]],

(fgY =fg+rg.

2) En supposant @(f) 2 1, {(go f)' = (g'o f) f.

3) Si festinversible, alors (f~!) = —f~2f.

4) Lorsque carA =0, ona Kerd = A.

5) Si A estun corps noté K et carK = 0, alors & est surjectif et pour
f=1,.00:X" dans K[[X]),0on a

f=8(f1)1 Ohfl =c+}

>0 B%X "'H, ¢ étant quelconque dans X.

2. Eléments inversibles dans I’anneau A[[X]]

L’exemple de la série formelle ¥, X" = (1 —X)~! montre que, quel que soit I’anneau
unitaire commutatif A, il existe, dans A[[X]], des éléments inversibles autres que les unités
de A (Rem. 7.3.) ; ces €léments sont caractérisés par la propriété suivante.

Théordme 7.23. Dans I'anneau unitaire commutatif A[|X|), un élément
f =Y, ~oX" est inversible si et seulement si le coefficient a, est inversible dans A.
En particulier, si K est un corps, alors

f € K[[X{)estinversible <= @(f)=0.

Preuve : Soit f = ¥, .5 a,X" danis A[{X]]. Supposons g, inversible dans A et posons
fi=ag f =141, baX", 0u¥n > 1, by =5 ap.
Cherchons g, := L, cnX" dans A[[X]] tel que fy8, = 1.
byCo+by ¢, + ¢y =0=> ¢, = b — b,

Ainsi, par récurrence sur n > 1, le coefficient c,, peut étre calculé en fonction des b, i > 0,
ol b, = 1, d’otr ’existence de g, = fl‘1 et

fa=1=a5'fg =1=05'g,=0a5'fi' ="

Réciproquement, si f est inversible dans A[[X]] et g est son inverse, alors

(.f = anoanxna = anocnxna fg= 1) == 8yCp = 1,
donc a, est inversible dans A. 1

Remarque 7.24. D’apres le théoréme précédent, si f = I, .oa.X" est tel que a, =0,
alors 1 — f est inversible dans A[{X]] et on obtient {1 — £)~! en substituant f 2 X dans la
relation (1 -X)(L,59X") =1, d’0h

(1 _f)-l = Eﬂa{}fw‘
Appliquons cetie remarque dans Ia premitre partie de la preuve du théoréme 7.23. ; avec
les notations de cette preuve, on a
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1—fy =L,50—bxX", ot by =0.
Par suite, 1 — (1 — £,) = f; estinversible et f;! =¥ .o (L5 —5X°)", d’0b I'on déduit,
f”l e | fl—l. - B
Corollaire 7.25. SiAestun DL et f =Y, .6, X" € A[[X]], alors
ay irréductible dans A = f irréductible dans A([X]).
(La réciproque est fausse).

Preuve : Le terme constant a, de f étant irréductible dans A, supposons g et & dans A[[X]]
tels que f=gh.
Si les termes constants de g et & sont, respectivement, by, et ¢, alors

(ag = byey et a, iméductible) == b, € U, ou ¢,y € U,.
Par suite (Th. 7.23.), g est inversible ou A est inversible, donc f est irréductible dans le
domaine d’intégrité A[[X]].
La réciproque est fausse, car, par exemple, X est irréductible dans A[[X]] et son termne
constant est nul. O
Notations : X étant un corps, pour tout f =Y, . a,X" dans K[[X]] et tout entier k > 0,
on pose (Rem. 7.5., b))

fi = Lo X', donc o (f — fi) 2 k+1.

Proposition 7.26. Compte tenu des notations ci-dessus, soit f et g dans K([X]] ; si g est
inversible dans K([[X|] et si I'on considére la série formelle fg™', alors pour tout k € N,
te polynéme ( fg‘l)k est le quotient de la division suivant les puissances croissantes, &
Pordre k, de f, par g, (Cf. Th. 4.51).

Preuve : L'entier k étant fixé dans IN; posons

n=f—fo =88, dona(ny) Zk+l, os)=k+1.
g est inversible dans K[[X]], donc @ (g} = @(g,) =0, par suite g, est inversible dans
K[[X]] et

fe,—fg=(fe ' - f.8: )88,
Fo—fi8=(n+ )8 — fi(sy+8)
=18 — fiSp ol
fet - fe =) M ina - fis) = o(fg - gt 2 k41

Or la division suivant les puissances croissantes de f, par g, & I’ordre & donne
f, =84, +0,X**!, ohg,, 0, sont uniques dans K[X] et degq, < k.
Onadonc ®(f,g, ' —gq;) > k+1et par suite
o(fg7' —q) zinf{o(fg™' - fig' ) o(figy ' —q)} 2 k+1.
On en conclut que (g~ 1), = g;. a

3. Propriétés de ’annean A[[X]]

Proposition 7.27. $i K est un corps, alors K|([X|] est un anneau local.

Preuve : Pour mentrer que K|[[X]] est un anneau local, il suffit de prouver que dans cet
anneau, 'ensemble, noté M, des €léments non inversibles forme un idéal (Th, 2.77.). Le
théoréme 7.23. implique que pour f € X[[X]],ona

feEM = o(f)21;
par suite, M est I'idéal de K[{X]] engendré par X (Prop. 7.9.), c’est alors 'unique idéal
maximal de X[[X]] (Voir la preuve du Th. 2.77.). O
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Remarque 7.28. Compte tenu de la proposition 7.9., pour tout entier £ > 1, I’ensemble
des éléments f de K[[X]) tels que @ (f) > k forme I’'idéal M* engendré par X*; on en
déduit que

n;cgl Mk = (0).

Théoréme 7.29. K étant un corps, I'anneau K|[X]| est un domaine principal et les idéaux
de K[[X]) sont les (X?), pour p € N.

Preuve ; On sait que K[[X]] est un D.L, il reste & montrer que tout idéal propre, non nul 7
de K[[X]] est principal.

Soit f un élément d’ordre minimal dans I. Supposons @ (f) = p;ona p > 1, carfestun
idéal propre de K[{X]).

On peut écrire f = XPg, ob @(g) =0, donc g est inversible dans K[X]]; alors,

fet=XP cI-= (X?)=X?K[[X]] C I

D’autre part, la minimalité de 1’ordre de f implique @ (k) > p, pour tout kA & [, d’ol
I C (X7)(Prop. 7.9) ; donc I est I'idéal principal de X[[X})] engendré par X?. O

Théoréme 7,30, Si A est un anneau local, alors A[[X]) est local.

Preuve : Notons M I'unique idéal maximal de A. On sait que M est ’ensemble des €lé-
ments non inversibles de A. Soit M I'ensemble des éléments non inversibles de A[{X]]. On
a nécessairement (Th. 7.23),

=Y 0 X" €M &= gy M.
Vérifions que M est un idéal de A[JX]]. On a0 € M; et si f et g, dans M, ont pour termes
constants respectifs a, et by, alors,

(Ggsbg) EM XM = (g —by) €M
d'ot (fLeEMxM=(f—g)cM.

D’autre part, quels que soient f € M et s € A[[X]], de termes constants respectifs g, et s,
(g €M, sy €AYy == apspeM == fse M.

Ainsi, dans A[[X]], I'ensemble M des éléments non inversibles est un idéal, donc A[[X]]

est un anneau local (Th. 2.77). O

Remarque 7.31. La proposition 7.27. peut apparaitre comme un corollaire du théoréme
7.30., puisqu’un corps est un annean local.

Théoréme 7.32. A étant un anneau unitaire, commutatif, alors
A noethérien = A[|X]] noethérien.

Preuve : Soit B un idéal propre et non nul de A{[X]). It s’agit de prouver que B est de type
fini, Pour tout J € N, posons
={b; €A ; 3g; € A[[X]], tel que co(gj) > jet(b XJ' +g;) € B}.
Onale¢ I donc I #0; vénﬁons que pour tout j € N, 7, est un 1déaj deAet/,C1I .,
Soit b; et c dans I il existe g; et h; dans A[[X]] tels que
(ijf+g-) €B, a)(gj) >j et (cXI+h)eB o) >
B est un idéal de A[[X ]1, donc

(b;—c;)X' +(g;—h;) €B
et a)(gj—hj) > inf{m(gj),a)(hj} > = (bj—cj) el
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D’autre part, soita € A et b; € I,; B étant un idéal,
(bX/ +g;) eB aJ(g)>}=> ab X/ +ag;) € B, w{ag;) > J,
d’olab; €1;. Onen dédmtquef’estun idéal cleA de plus,
(b X—'+g )€ B, 0(g;) > j= (bx/*! +gJ-X) €B, o(gX)> j+1;

par suite b €l 1mpl1que b; e j_,_],onaainsil cr,

Par hypolhése Aest noethenen donc la chaine crolssame d’idéaux
LhCHLC..CLCT,,

est finie ; il existe m € N tel que pour tout j > m, I = I, par suite

;eN =< jdm m- (7.5)

Pour tout j € N, I'idéal J; de A est de type fini ; soit {bj "

farmlle génératrice finie de 1;. Pour touti (1 <i< k), il existe
€ A[IX]] tel que

bj,kj}, ol k; € N*, une

w(gj,i)>j et S :=(bj,in+gj,i)€B° (7.6)
Démontrons que 1’idéal B est engendré par la famille finie
Fi= {fﬁul""fﬂuko’fl,l*“"fl,kl'“'* > Sk} a.n

Soit J,, I'idéal de A[[X]] formé par 1'ensemble des séries formelles s telles que @ (s) > m
(Prop. 7.9.). Posons By, = BN J,,; B, estun idéal de A[[X]].

1) Soit f € B,;onadonc f € Betn:= @ (f) == m. On peut écrire

f=bX"+g onbecA" geAlX|], wig)>n>m.
D’apres la définition des idéaux 7 f de A et la relation (7.6), f € Bentraine be I, = I,
Lidéat ,, est engendré par {5, ,,...5,,, },d’ol

b=Y cick, 0 bmip OWVI(1<i<km), 4); €A,
et f= (Elsiskmal‘,-bm‘,-)X"—l—g.

Posons by :=T1, <4 61, X" "f,; onah €B,donc
(f-h)EB et n:=w(f-h)=n>n2m
En réitérant le procédé a partir de £ — h,, on obtient 2, € B de la forme
hy = Ticich, G2, X" "y OWVI(1 i< k), ay; €A,

et (f—h—h)eEB, m:=0(f-h-h)=n>n>n>m

Ainsi, par récurrence, on détermine, pour tout r € N*, Ia série formelle A, telle que
Br=Ycick, OniX" " hmp OWVI(1Zi<hkn), a,;€A et

(f- E]gpgrhp) €B, o(f- E]gpgrhp) = >R, > ... >nzm
Pour tout i(1 < i < k), posons s; = L,>1a,,X" ™ dans Al[X]]; alors

= Licick, $ifmi=F —Lisi e
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Or la suite des entiers n, = @(f — ¥, <, }tp) est strictement croissante dans N, ce qui
entraine
f=Tihr =0, dob f=F ey SiSmie

On en déduit que I’idéal B,, = BNJ,, est engendré par {f,, |,-. 'fm,k,,.}-

2) Supposons f € Bet o(f) = j, 0 < j < m. Notons B’ 1'idéal de A[[X]] engendré par
F\{Sm 1o+ Fing,, } €t montrons qu'il existe ¢ € B’ tel que (f — ) € By.

O(f)=j==>f=bX/+g bcA* gecAlX], 0(g)>j+1;
FEB=belj==b=TF, gy a1 by WV SIS K) a1 €A

Posons @, := L, <.t 81,55 onaalors ¢ € B CB et
—_t J ¥ »
j] :=m(f_‘p|)==’f1 2 j+1>]
Si j; < m, onréitere le procédé a partir de (f — @, ) € B; on obtient

P =):15i§kj02,£fjl,i’ peB, (f—¢o~)€EB
=0f-@ )= = j+12j+1> ]

St j, < m, on poursuit le raisonnement par récurrence et il existe, nécessairement, un plus
petitentier r > 1 tel que @ (f — @, ~ @, — - — @) > m.
Les @p, pour 1 < p <r, sontdans B. Posons ¢ := 1, <<, Pp; alors

o, (f-9 &8, alf-g@)zm donc(f-¢)EBn
On en conclut, compte tenu de 1a premicre partie de la démonstration, que 1'idéal B est
engendré par la famille finie ¥ (Cf. Rel. (7.7)). 0.

Remarque 7.33. Si A est un anneau factoriel, alors A{[X]] n'est pas nécessairement fac-
toriel. Pierre SAMUEL a prouvé I'existence d’un anneau factoriel et noethérien A tel gue
I’anneau A[[X]] n’est pas factoriel [54].

On a cependant le résultat suivant.

Théoréme 7.34. Si A est un domaine principal, alors A[[X]] est un anneau factoriel et
noethérien.

Preuve : Si A est un domaine principal, alors A est noethérien, donc A[{X]] est noethérien
(Th. 7.32.).

Pour démontrer que A|[{X]) est factoriel il suffit de prouver que tout idéal premier, non nul,
P de A[(X]] contient un élément premier (Cf. Th. 5.96.).

X est un élément premier dans le domaine d’intégrité A{[X]], donc tout idéal premier P
contenant X contient un élément premier.

Considérons un idéal premier, non nul P de A[[X]] tel que X ¢ P. Soit

0:A[X]] —A
Enzoa,,X" — @y

Posons Py = ¢ (P) ;0 est un morphisme surjectif de A-algebres, par suite Fy est un idéal

non nul du domaine principal 4, donc il existe b # 0 dans A, tel que Py = (b). On en
déduit qu’il existe f € P tel que o (f) = b donc f s'écrit
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f=b+X 4, ot f, € AX])
Montrons que f engendre 'idéal P, dans A[[X]]. Soit g € P;
0(g) =a=>g=a+Xgy, oug, € AlX]},
ac PFy=da,cAtelquea=aqyd.

En posant kg = g, — a,f;, on obtient

(fetgdans P) = Xh, €F,

mais P est un idéal premier, X ¢ P, donc ky € P.

o (hy) € (b) = o {hy) = a,b,a, € A, alors hy = a,b+X g, ol g, € A[{X]]
et f=b+Xfi=>hy—af=X(fi—0,8)

En posant ; = f, —a,£,, on peut écrire
d’oin g—(ao+alX)f=X2h1=>a)(g-(ao+a1X)f)22.

Par récurrence, on obtient, pour tout entier r 2> 1,

g—(agt+a X +a, X%+ +a,X") f =Xk, ob b, €P,
donc, (@ Xoeipa X)) 2> r+1.

On détermine ainsi la série formelles = Y, a.X"; la croissance des ordres

@ (g~ (Lpeic,aX")f) en fonction de r € N entraine g = sf, d’ob P = (f).

P étant un idéal premier non nul, I'élément f est premier dans A[{X]] (Prop. 5.22.).

On en conclut (Th. 5.96.) que A[[X]] est un annean factoriel. a

Remarque 7.35, :

a) Si A estun D.P, il n’en n’est pas de méme de A{[X]].

On pourra vérifier, en particulier, que 1’anneau Z[[X]] n’est pas principal, en montrant que
I'idéal engendré par 2 et X n’est pas principal.

b)On peut s’inspirer de la méthode utilisée dans la preuve du théoréme 7.34., pour donner
une autre démonstration du théoréme 7.32. Celle-ci consiste & montrer que, si A est noe-
thérien, alors tout idéal premier de A[[X]] est de type fini, ce qui entraine A[[X]] noethérien
(Th. 2.85.).

(Voir Ex. 3, 2 1a fin du chapitre.)

4. Séries formelles et fractions rationnelles

Dans tout ce paragraphe, on considére des séries formelles et des fractions rationnelles &
coefficients dans un corps K.

A priori, on supposera qu'une fraction rationnelle non nulle P est écrite sous sa forme
irréductible, c’est-d-dire pA g = 1 dans I’anneau X1X].

On sait que tout polyndme de K[X], dont le terme constant est non nul, est inversible
dans I’anneau K[[X]] (Th. 7.23.). On en déduit qu’a toute fraction rationnelle non nulle
f= g € K(X) telle que g(0) # 0, on peut associer 'élément pg~! de K[|X]].
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Notons K{(X), I’ensemble des éléments -'z- du corps K(X) n’ayant pas le pble 0, c’est-a-
dire tels que ¢(0) # 0. On vérifie facilement que K(X), est une sous-K-algébre du corps
K(X) et il est immédiat que K[X] C K(X),.

Proposition 7.36. Il existe un unique morphisme injectif de K-algébres, de K(X ), dans
K{[X]], gue l'on notera y, tel que Yk :fdi([x]'

Preuve :
a) Existence du morphisme v : Considérons la comrespondance

v : K(X)y — K[[X]]
P pa)
g P

Vérifions que W est une application. Supposons % = g dans K(X),:q et ¢, sont alors

des €léments inversibles dans K[[X]], par suite
Py

4
Py g = q, pdans K[X] = p, gy = pq ! dans K[[X]],

' P P P
d’oi = ==dans K(X}, —= yw(—) = w({=).
5" q (X)o W(ql) l,t»'(q)

= g— dans X(X), <= p,¢ = q, ¢dans K[X],

La correspondance y est donc vnie application ef
(w(p)=pNp cK[X]) = W = idygy).
W est une application injective, car quels que soient % et E dans X(X),,

r _ _ r
V&) =v(E) = (pgt=rs )= (ps=rgg = (E=1).

On vérifiera, enfin, que ¥ est un morphisme de K-algébres.

b) Unicité du morphisme Y : Supposons qu’il existe un morphisme v, satisfaisant aux

mémes propriétés que y; alors,

-
I

1
vg € K(X)g ¥ (g) =y (P}y (5), ot ¥, (p) = ps

% = g™ dans K[X]] = v, (é) —y @)= @) " =g,

vov () =pg'=w(), docy=v.

Le morphisme canonique ¥ permet d’identifier K(X), & Imy dans K|[X]]; ainsi K(X),
est une sous-K-algébre de K[[X]] contenant K[X]. O

Définition 7.37. L'algebre K (X}, est appelée sous-algebre des séries formelles ration-
nelles de K|[[X]]. Pour E € K(X)g, on dit que y/{ 5] = pg~! est le développement en

série formelle de la fraction rationnelle g

1
Exemple : ¥, X" est le développement en série formelle de la fraction —x
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Remargue 7.38. :
a) On a K(X), & K[[X]], car tout élément de K[[X]] n’est pas le développement en série

formelle d’une fraction rationne}}l(e;l.

Par exemple, dans R[[X]), T,..¢ i Exp(X) €R(X),.

b) Dans K[[X]), une série formelle f est rationnelle si et seulement s'il existe un polyndme
g € K[X], tel que g(0) # O et fq &€ K[X]; ce qui conduit au résultat suivant.

Proposition 7.39, Soit f =¥, .o a. X" € K({X)|\K[X]; pour que f soit rationnelle, il faur
et il suffit qu’il existe deux entiers d > 0, m > 0 et des éléments Ay,.. ., Am dans K tels que

A F#£ Qe
VREN, (n+m>d = Gyym = Licicm Mifnim—i)- (7.8)

Si ces conditions sont vérifiées par d,m, A, ..., A, oit m est minimal, alors le polynéme

4=1-Licicm AX est tel qu'en posant p := fgq, dans K[X], Ia fraction rationnelle ‘-3
est irréductible.

Prenve

a) Supposons f € K(X),: il existe alors p et ¢ dans K[X]\ {0} tels que ¢(0) #0 et
fg = p. Posons degp = d et degq = m; par hypothése, f & K[X], on a donc, d > 0 et
m > 1dans N.

On remarque que I’on peut se ramener au cas ou ¢(0} = 1; en effet, si ¢(0) = ¢ #0, en
prenant les polyndmes ¢, = a~'get p, =& 'p,onaq,(0) = let fq, = p,.

Nous supposerons done que ¢(0) = 1. On peut alors écrire, dans K[X],

g =Mp- B o 2 X, avee A, 7 0.
Posons d’autre part, p = ¥4 j<d B X7 alors I'égalité fq = p devient :

(Enzoanxn) (1 - ):15,-5,,, R@‘Xi) = ZOSJ'S& iquj' (7.9

On a 4,, # 0 et le degré du second membre de 1’égalité (7.9) est 4, on peut donc affirmer
que dans le premier membre de (7.9), quel que soit n € N, tel que n+m > d, le coefficient
de X" est nul ; d’od
VreN, (n+m>d) == ay,,n = Licicm MO imi-
Ainsi les entiers d,m et les éléments A,,..., A, du corps K vérifient les conditions énon-
cées dans la proposition,
b) Réciproquement, supposons qu’il existe d € N, m € N* et 4,,..., A,, dans X satisfai-
sant aux conditions de I’énconcé.
Considérons le polyndme ¢:=1-Y, .., 4 X’. Les conditions (7.8) impliquent que dans
le produit fg, le coefficient de X" est nul d&s que I'on a n+m > d; on en déduit que
fq est un polyndme de K[X], donc f € K(X),, et en posant p := fg, on obtient
f=pg'= Ia!f(g)-
Montrons que si I’entier m est minimal, alors le polyndme p = fq est premier avec g dans
K[X]. En effet, supposons 8 := pA g # 1 dans K[X], donc deg 8 > 0. On en déduit (Prop.
5.43.) qu’il existent des polyndmes p, et g, tels que
p=90p,q="08q etpAgq =1
Par suite, dans K[X], ona

fq, =p, et degq, <degg=m,
ce qui incompatible avec la minimalité de m, donc pAg=1. a
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Remarque 7.40. :

a) Il existe d’autres critdres de rationnalité d’une série formelle de K|[X]] (Voir, par
exemple, [2]).

b) Les résultats précédents montrent que 1’on peut obtenir le développement en série
formelle dune fraction rationnelle 2 € K (X)g, en effectuant la division suivant les puis-
sances croissantes (Th, 4,52.) du polyndme p par le polyndme g, & "1’ ordre infini".

Dans la pratique, on utilise aussi d'autres procédés qui découlent du développement connu

de

% (voir les exemples qui suivent).

Exemple 7.41. X étant un corps de caractéristique 0, dans K(X}, posons, quel que soit

1
PEN*,fp=-(—1—:Y)F;8101'S

fo=EuzoChpp X" (7.10)

+r-1"" °
Preuve : On démontre la relation (7.10) par récurrence sur p.
Pourp=1,0naf = 1—_1-}?- = }:,QOX".
Supposons (7.10) vérifiée pour tout entier k(1 < k < p— 1), donc
f‘p_l = Enzocﬁﬁ_zx”'
1 1 i -2 yi
fp = (1 —X)P = 1 _Xfp_l = (z,-goX )(Zigocg+,-_2x )
= Enzo(zogigncﬁ;f_z)xn-

Calculons Yoo e, Cg;?_z, sachant que quels que soient p et k dans N*,

ona Ct= c;;: 1 +CE (CECh D).

-2 _ -2 -2 -2 —2 -2
LocicnChyiy = (G +C I H T+ CP T+ + 0L o,

p—2 -1 p—2 p—2 _ rp-1 p—2 _ rp-1
o, O =CPl=CP 24 =P+ P2 =CE

p—1 p=2 _ p-1.,
o Cler=crl;

de proche en proche, on obtient ¥, <, €7 ;_2_2 = oy &0l la relation (7.10). a

Remargue 7.42, :
a) SicarK=0etf = g & K(X),, alors pour la dérivée f de f, on a

/
=B koo, o wir)= (w0,
ol y est le plongement canonique de K(X), dans K[[X]].
Plus généralement, pour tout entier p > 1, la dérivée A I’ordre p de f, notée f (), vérifie
fPek(X)y et y(P)=(y()).

On peut donc, en particulier, retrouver le développement en série formelle de (1—_1&—5; en

1
dérivant & I'ordre p— 1 celui de 1x
b) Le résultat de I’exemple 7.41. permet d’écrire, pour tout a # 0 dans K, le développe-
ment en série formelle de
1 1 xn
- p—1
(@a—X)p ~ a? e r
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En supposant connu le principe de la décomposition d'une fraction rationnelle en élé-
ments simples ([2]), on peut trouver le développement en série formelle de tout élément
f € K(X},, oh K est un corps de caractéristique 0, algébriquement clos (Déf. 4.42.),

Exemple 7.43. Développement en série formelle de

1
= teya—x) < %)

147 méthode :
1 1
f=(—m)7=53) = EpeX 2P)(L50X>) = Epmo VaX",

ob v, désigne le nombre de couples d’entiers (p,q) tels que 2p+3g =n.

2 méthode : On écrit la décomposition de f en éléments simples dans le corps C(X)
(résultat  vérifier par le lecteur) :

j et j2 étant les racines complexes du polynéme 1 — X3, on a

1
I= a3 - Xy - %)
1 1 1 1 1 1 1-72 1 1-j 1

Sitextea—xptiixt 9 T—xtT 9 1—&
En regroupant, pour tout # € N, les termes en X", on obtient

F=E (¢

n>0

1" n-l-l il Nl
) 6 +Z+§(Sn_su+2))xn,

ol quel que soit 2 > 0, s, = j*+ j*, donc

S"+2 = jﬂ+2 +j2?l+4 — jn+2 +j2l‘l+l;

parsuite, n=0 (mod 3) =>5,=2; n#0 (mod 3) =5, = —1.

La comparaison des résultats des deux méthodes donne, pour tout # € N, le nombre vy,
de couples d’entiers (p,q) telsque 2p+3g=n:

n=3m=;-vj,,=%(1~|~(—1)""‘)-|—-é—(3wn+1)+l
n:3m+l:¢v,,=%(1+( )”'+1)+ (3m+2)— —:1;
n=3m+2=:~v,.::1i( +(- 1)”‘).;..'3';'_1

5. Structure d’espace métrique de A[[X]]

A, Norme et distance dans A[[X]]

Pour tout f € A[[X]], posons |f] := 2~ 9}, avec la convention 2= = 0.

L'application  A[[X]] — R
fr—I7l
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vérifie les propriétés suivantes ; quels que soient f, g dans A[[X]],

) [flz0et (If|=0 = f=0),

i) |f + gl < sup(|f], lgl),

i) |fgl <1fllgl-

On remarque que i) = |f +g| < |f]+ |g|, donc ’application f+——s |f]|

définit une norme sur A[[X]], d’oti 1'on déduit une notion de distance dans A[[X]], notée
d, telle que quels que soient les séries formelles fet g,

d(f.g)=|f—g| =272V,
A|[{X]) est ainsi muni d’une structure d’espace métrique.

B. Etude de I’espace métrique A{[X]]

Définition 7.44. Soit {u, }, .\, une suite d’éléments de A[[X]|.
a) On dit que la suite {x, }, _, converge vers une série formelle
f=T,500n € A{[X]], si pour tout £ > 0 dans R, il existe N € N tel que

- YAEN, A2N, = |f—uy| <8).
Dans ce cas, on écrira f = limua.
b) On dit que la suite {u, },  est une suite de Cauchy si pour tout € > 0 dans R, il
existe Ng € N tel que

VA, peN, (A, > N => Juy —uy| < €).

Proposition 7,45, A|[X]] est un espace métrigue complet (¢’est-d-dire que toute suite de
Cauchy converge),

Preuve : Soit {u, }, -y une suite de Cauchy dans A[[X]] telle que
VA € N, Y yag X', 00(ay ey € AN.
Soit n fixé dans N prenons € =277, il existe alors N, € N tel que
VAL EN, (A, g >N, = [uy —uy| <277), 7.11)
doi YA,ueN, (A u>N, == 270G %) <27, (7.12)

Par suite, pour tout entier A > N, dans N, on a @ (s, — uy,) > n, donc
YA EN, (A2 N,,=Vi(0<i<n), ay ;—ay,; = 0). (7.13)

En choisissant, pour tout » € N, le plus petit entier positif ¥, vérifiant la condition (7.11),
on définit une suite {N,}, .y telle que, d’aprés (7.13), quels que soient n et A dans N,

A2 Ny=>a,,=ay, (7.14)

Considérons alors f =g aN',JX“ = (aNo,OlaNl,Zr'"SaN,,ir"')‘
Posons, pour tout n € N, fi, := max{N, 1 < i< n}; les résultats (7.13) et (7.14) im-
pliquent, quels que soient (n,A) € N x N,

A2 uy = Vi(0<i<n), a =8y s
dot A>p, = @(u, —fy>n=u, —f]<27%
Or, pour tout € > 0 dans R, il existe n € N vérifiant 27" < £ ¢t d"aprés ce qui précede,
pour un tel entier #, il existe i, € N tel gue

VYA 2 tn, Juy — fl <27 <e.
On en conclut que f = limu, . O
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6. Séries formelles & n indéterminées sur A, n > 1

A. A-algébre des séries formelles 4 n indéterminées

1. On généralise la construction de 1’algebre des séries formelles faite dans le cas n = 1,
en munissant le A-module & ganche AY d’une multiplication interne. On a

feaY = f=(a)cpnn NVi=(if,by,...,in) EN", 0, € A.
La multiplication dans AN est définie par I’application

(f= (ai)feNM g= (bj)feNﬂ) — fg = (ci);eNM

one, . .= E a,. . b .
{ysdyendd CFyafasecerin) (kp s peeeoin}
iz Jrthr=ip,1<r<n b kg

On vérifie que AN est alors un anneau unitaire, commutatif et la structure de A-module
de AN est compatible avec la multiplication interne, ¢’est--dire :
o(fg) = (af)g = fleg).

Ainsi AN est une A-algébre commutative.

2. Par un changement de notation semblable & celui qui a été explicité dans le cas de
la construction de ’anneau de polynémes A(X;,X,...,X,), on est conduit 2 écrire tout
€lément f = (a;);.n- de AV sous la forme

f = Lierd@X B2 X o i = (igaiy, oy in). (7.15)

Comme dans le cas n = 1, I'écriture (7.15) est une expression formelle, car le signe ¥
ne désigne pas, en général, une somme finie ; une infinité d’éléments a; pouvant &tre non
nuls dans A.

Les X;, (1 €i < n) étant les indéterminées, {’algebre AN est notée AlX,X,,... . X, et
appelée algébre des séries formelles 3 n indéterminées sur A.

Remarque 7.46. :
a) Comme pour I'algtbre des polyndmes AlX,,X,, ..., X,], I'algebre A[[X,,X,,...,X,]]
est indépendante du nom donné A chaque indéterminée et de I’ordre dans lequel on les
considere.
b) On admettra ici 'existence des isomorphismes de A-algebres suivants
AL, Xl = Al X, ]G]
et plus généralement,
Vi1 < j<n), ALK, X)) ~ AIX,, . X, X))
¢} Comme dans le cas de I'algdbre des polynémes (Rem. 4.56.), on identific de fa-
gon naturelle A et, plus généralement, A[[X,, ..., X]], 1 < m < n, & une sous-algebre de
AlX,,...,. X]].
D’autre part, A(N") est une sous-algebre de AN, d’oi les inclusions
AGA[X,,..., X)) CA[X,,-... X))

B. Propriétés de 'anneau A[[X,,...,X,]]

Plusieurs propriétés démontrer dans le cas n = 1, se généralisent par récurrence, an cas
n > 1, d'ou les résultats snivants.
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1) A partir du Cor. 7.7., on obtient, quel que soitn > 1,
A integre = A[[X,,...,X,]] intgre.
2) Du Th. 7.23., on déduit qu’une série formelle

F = Liepn 0 XXz . X, 0Ui = (i i)

est inversible dans A[[X|,...,X,]] si et seulement si le coefficient a; = ... 0 St inver-
sible dans A.
3) Le Th. 7.32. implique, pour toutn > 1,
A noethérien =3 A[[X|,...,X,]| noethérien.
On en déduit, en particulier, que si K est un corps, alors K[[X,.. ., X,]] est noethérien.
4) Avec le Th. 7.30., on montre que, pour tout 1 > 1,

A est un anneau local = A[[X,,...,X;]] est un anneau local.
done, K estun corps = K[[X,,...,X,]] estun anneau local.

3) Nous admettrons le résultat suivant.

Théoreme 7.47. Si K est un corps, alors pour tout n > 1, K([X,,...,X;]] est un anneaun
factoriel. '

On sait que K[[X]] est un domaine principal (Th. 7.29.), ¢’est donc un anneau factoriel
(Th.5.90.). Pour n > 1, le Th. 7.47. peut étre démontré en utilisant le “Théoréme de pré-
paration de Weierstrass” [12).

7. Exercices

1) a) Vérifier que 1 +X et T, 2°X" sont inversibles dans Z|[X]) et trouver leurs inverses.

b) Montrer que le polynéme 2 + 3X + X2 est irréductible dans Z{[X]| et non iméductible
dans Z[X].

2) Soit § = ¥,500,X" dans Z[{X]]\ {0}. On dira que 4 € Z* = Z\ {0} est un p.g.c.d. des
coefficients de s, si
HDYneN, da,.
i) (d' € Z* et¥n € N,d')a,) = d'|d.
Une série formelle s € Z[[X]], sera dite primitive si 1 est un p.g.c.d. des coefficients de s.
Montrer que, dans Z{[X]], le produit de deux séries formelles primitives est une série for-
melle primitive.
2°) On dira qu'une série formelle s € Z[[X]] est rationnelle si elle est le développement en

;g; € Q(X). On écrira dans ce cas, s = g

a) Etant donné une série rationnelle, non nulle, s = g dans Z{[X]], montrer que I'on peut

série formelle d’une fraction rationnelle

supposer f et g A coefficients entiers et tels que £ A g = 1 dans Z[X]. S'il en est ainsi, dé-
montrer qu’il existe un entier @ € Z et des polyndmes u et v dans Z[X] tels que
uX)f(X)+v(X)g(X)=a.

b) Prouver quc admet un développement en série formelle dans Z{[X]].

(X )

On pose ——= = ¥, €nx". On suppose que ¢ € Z* est un p.g.c.d. des ¢, # 2 0, et on note

(X )
d un p.g.c.d. des coefficients du polyndme g(X).
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K)

4

a
-P — ==l1.
rouver que —-

- Montrer que f—g—)- € Z[x}.

- En déduire que dans Z[[X]], toute séric formelle rationnelle est le développement d’une
fraction rationnelle gg; € QQ(X), ol ’on peut choisir p et g dans Z{X], tels que g{0) =1.
Autre démonstration du théoréme 7.32. {A noethérien = A[[X]] noethérien),
A étant un anneau unitaire, commutatif, soit ¢ le morphisme de Af[X]] dans A tel que
G (E,508:X") = ap.

Soit P un idéal premier, non nul de A[[X]]; on pose P, := ¢ (P).

1°) Vérifier que si P est de type fini dans A[[X]], alors P, est un idéal de type fini dans 4.
2°) Réciproquement, on suppose que F, = o (P) est un idéal de type fini dans A et le but de
ce qui suit est de prouver que 1'idéal premier P est de type fini dans A[[X]).

Soit {b,,b,,...,b,},& € N*, une famille génératrice de F, dans A.

a) On considire le cas od X € P; montrer que {&,,b,,...,5,,X} engendre I'idéal P.

&) On suppose que X & P. Vérifier que pour tout {(1 < i < &), on peut choisir f; € A[[X]],
tel que que o (f;) = b,.

En g’inspirant de la preuve du théoréme 7.34., d€émontrer que 1"idéal premier P est engendré

par {f1 fpo - fik-

3%) En utilisant le théoréme 2.85., retrouver le résultat du théoréme 7.32.

A éant un anneau unitaire, commutatif, on considére dans A[[X}], la partie multiplicative
Sy 1= {X",n € N}. L'anneau loealisé de 4[[X]| par Sy esi noté A((X)).
1°) Montrer que tout élément £ € A((X)) peut s'écrire

f=LiegaX',00VicZ,a,€A
et dreZielquea, #Octa; =0,Vi{i <r).

En déduire que A({X)} est une A-algdbre contenant A[[X]]. Les €éléments de A{(X)) sont
appelés séries de Laurent 3 coefficients dans A.

A((X)) est, par définition, I’algbre des séries de Laurent sur A,
2°) Iustifier les propriétés suivantes.

i)A inegre == A((X)) integre et A((X)) C FrA[[X]].

ii) A noethérien = A({X)) noethérien.

ii)A estunDP, = A({X)) factoriel.

Dans i), FrA[[X]) désigne le corps des fractions du D.I. A{[X]).
3°) K désigne un corps.

@) Prouver que K{{X)) est un corps et que K{(X)) = FrK[[X}].
b) Trouver I'inverse de T, _s X' dans K((X)).

5) A désigne un anneau commutatif, unitaire.

1°) Vérifier que toute partie multiplicative S de A est une partic multiplicative de A[[X]] et
que S™'(A[[X]}) < (S~TA)([X]).

Pour tout demaine d’intégrité D, on note FrD le corps des fractions de D.

On suppose, dans foutes les questions qut suivent, que A estun D.I. ; on pose A* = A\ {0}
etk =FrA.

2°)(A*)~1A[[X]] désignant l¢ localisé de A[[X]] par A*, vérifier les inclusions suivantes

(A*)7'A[X]) C K[x]) (7.16)
Fra[[X]) C K((X)), (7.17)
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ol K((X)) est le corps des séries de Laurent sur K (Cf. Ex. 4, ci-dessus).

3°) Le but de cette question est de prouver (avec les hypothéses et les notations précédentes)
que les trois conditions suivantes sont équivalentes.

) K([X)) = (4*)'A[X]],

i) K((X)) = Fra[[X]],

)V {a;);cny o% pourtont i EN, ¢, €A*, ona (enaA # (0).

a) Montrer que i) = ).

b) En vue de prouver que if) = {ii}, on considére une suite (g;),.y d’€léments non nuls
de A et dans K = FrA, on pose, pour tout n € N,

n:= (g, .. -az)"".

Soit¢:=Y,500X", dans K[[X]].

- Montrer que 'hypothése if) implique qu’il existe une série formelle b # 0, dans A[[X]],
telle que be € A[[X]] et vérifier que 1’on peut toujours se ramener au cas ot &0 (b) = 0.

- Compte tenu de ce qui précede, on suppose be € A[[X]], o b =T, b X,

avec by #0dans A, On pose be 1=}, g X"

Pour tout m € N, calculer 4. en fonction des b eta,, 0 <i<m.

En déduire que &, € anA, quel que soit m € N; en conclure que i == iii).

¢) 1 s’agit de prouver que i) == i). Soit ¢ = ¥, g.X" dans X[[X]|. Pour tout n € N,
justifier existence de s, € A* tel que 5,9, € A. En appliquant I"hypothése i#) 2 la suite
($n) e » PTOUVET Que §E) =>1).

4°) Montrer que si A est un anneau factoriel, alors les inclusions {(7.16) et (7.17) de la ques-
tion 2°) sont, nécessairement, des inclusions strices,

6) A étant un anneau unitaire, non conptiutatif, on définit, réspectivement, I’ensemble des po-
lyndmes, des séries formelles et des séries de Laurent, & une indéterminée sur A, comme
suit.

AlX] = {Epqic,@X' i nENetVi(0 < i< n), g, € A},
AfX)) = {):ENaI-X" i VieN, g, €A},
A(X) ={L,cz8X  Vi€Z, q,cAetIrcZ,tq.4,£0,4;,=0,Vi <r}.

1%) On définit formellement, dans chacun des trois ensembles ci-dessus, une addition et une
mtltiplication, comme dans le cas ol I’annean A est commutatif.

Vérifier que AX],A[[X]],A((X)) sont alors munis d’une structure d’anneau wnitaire non
commitatif,

2°) Montrer que si H est un anneau 3 division (ou corps gauche), il en est de méme de
H{(X)).

On remarquera, en particulier, que si H est le corps (gauche) des quaternions réels (Ch, 3),
ators H((X)) est un corps gauche contenant H.

7) A désignant un anneau unitaire, commutatif, on note M,{A) I’anneau unitaire, non contmu-
tarif, des matrices carrées d'ordre 2 > 1, sur A.
Moyennant les résultats de I’ exercice 6 précédent, démontrer 1’existence des isomorphismes
d’anneaux unitaires, suivants :

Mu(A)[X) = Ma(AX]) et Ma(A)[[X]] = Ma(A[[X])).
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Chapitre 8
Polynémes symétriques

Dans tout ce chapitre, A désigne un domaine d’intégrité.
Toutes les propriétés de algebre des polyndmes, A[X|,...,X,],n > 1, développées au
Chapitre 4, sont supposées connues,

1. Ordre lexicographique dans A[X1 v Xnl > 1

Remarque 8.1, Lorsque n = 1, il est facile @’ ordonner les mondmes de A[X] suivant leur
degré ; il s’agit d’un ordre induit par celui des entiers naturels ; ainsi un polynéme de A[X]
peut s’écrire comme la somme de ses mondmes ordonnés suivant les puissances décrois-
santes ou croissantes de X.

Dans le cas n > 1, il est nécessaire aussi, de définir un ordre dans I’ensemble des mo-
ndmes de A[X,,...,X;], permettant d’€crire un polyndme comme somme de ses mondmes
ordonnés suivant cet ordre.

Définition 8.2, Etant donné, dans A[X, X, ..., X,],2 > 1, deux monGmes non nuls
m=aX X} X et m' = bX{Xji- Xin,
on dit m est plus haut que m' si le premier élément non nul de la suite d’entiers
(il - jl): (iz - J'lz), rary (in - Jn)
est positif. Dans ce cas, on pourra écrire, symboliquement, m > nt'.
Les mondmes m et m’ seront dits de méme hauteur si i, = j;, quel que soitk(1 < £ < n).

De plus, on convient de dire que tout mondme constant non nul est plus haut que le
mondme nul ; on vérifie alors que la relation binaire définie ci-dessus, dans I’ensemble
des mondmes de A[X,,X,,...,X,),n > 1, est une relation d’ordre, qu’on appelle ordre
lexicographique.

On remarquera que pour # = 1, I'ordre lexicographique coincide avec 1'ordre habituelle-
ment considéré dans 1’ensemble des mondmes de A[X).

Exemple 8.3. Dans A{X,,X,,X;],ona
XXX, > X,X?X, > X, X3.

Définition 8.4. Pour un polynéme f # 0 dans A[X,,X,,...,X,],n > 1, le monSme le plus
haut, parmi ceux dont il est la somme, est appelé le mondme directeur de f; on le notera
MD(f).

Proposition 8.5. A dtant un domaine d'intégrité, pour deux polyndmes non nuls f et g
dans AlX,X,,... . Xp),n2>1,0na
MD(fg) = MD(f)MD(g).
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Preuve : La propriété est vraie pour # = 1. Pour 1 >> 1, on raisonne par récurrence sur »,
Considérons les polyndmes non nuls f et g dans A[X,,..., X,][X]] :

F=0Xp e X)X+ (Ko X)X 4 4 0(Xs, - X)

8 =‘V5(X2: e :Xn)Xf +¥ (X21 o ,Xn)Xl_l +oot Wo(Xza o3 Xn)-
Pour tout i(1 < i < r) et tout j(1 < j <), ¢, et y; sont des polyndmes de A[X,,..., Xy
Dans MD{(fg),X, figure avec I'exposant le plus grand possible, d’oi

MD(fg) =X{**MD(¢,) MD(v,).
L’hypothése de récurrence entraine

MD(¢, ;) = MD($.) MD(y5);
MD(fg) = X[** MD(¢,) MD(y;)
= X] MD(¢)X{MD(y;) = MD(f)MD(g). O

2. Polyndmes symétriques dans A[X,,..., X,],n > 1

A. Notion de polynome symétrique

Notons 8, le groupe des permutations de I’ensemble {1,2,...,n}, appelé groupe symé-
trigque de degré n (Cf. [11], Ch. 1 et 3).

A tout & € S, et tout polyndme f € A[X,,....X,|, on associe le polyndme que I'on notera
fo, dans A[X;, ..., X,), tel que

fo‘(x}s“-ay!) :f(-x'-;{;)! SAXp ) (8.1)

o {n)
Quels que soient ¢, T dans S,, on a
f'f.’od (XU AR $Xl‘l) = f(quo(l}i T ’X‘;oo‘(n})
= (fO')T(Xla'-“:XI'I)

et pour I’élément unité e du groupe §,, f, = f.
On en déduit que le groupe 8, opere sur A[X],...,X,] par I’application

Su X A[Xy, ..., Xe) — AX,, ..., X)
(0,f)— fo-

Remarque 8.6. Quel que soit 6 € 8, pour tout polynOme constant a et tout i(1 < i < n),
onaag=aet(X)s = X0

Définition 8.7. Un polynbme f € A[X],...,X,] est dit symétrique si
Voes8,, fo=f (8.2)

Remarque 8.8. :

a) D’apres la remarque 8.6., tout polyndme constant est un polyndme symétrique.

b) La relation (8.2) monire qu’un polyndme f € A[X,...,X;] est symétrique si c’est un
invariant (ou §lément fixe) de A(X,...,X,}, dans I’action du groupe 8, ([11], p.187).

On vérifie facilement le résultat suivant.
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Proposition 8.9. L'ensemble des polyndmes symétriques de A{X,,. .., Xy| forme une sous-
A-algébre de A[X,,...,X;).

Proposition 8.10. :
1} Pour rout ¢ € 8y, I'application g : A[X,,..., X — A[X,,..., Xq]
f—fs
est un automorphisme de A-algébres.
2) L'application $:8, — Aut AX,..., X)

o— D,
est un morphisme injectif de groupes.

Preuve

1) L application P, induite par 'action du groupe 8, sur A[X;,...,Xu], est une permu-
tation de I'ensemble A[X,, ..., X,] ([11], Ch. 5).

D’autre part, quels que soient f,g dans A[X,,...,X,] et a € A, on vérifie que, pour tout
GES,,ona

Do (f +8) = Po(f) +Polg)
Ds(f8) = (Pe(f)) (Ps(g)
Ds(af) =aPq(f),

donc &, est un morphisme de A-algébres et par suite, P, est un automorphisme.
2) L’application <& est un morphisme de groupes ([11], prop. 5.3) ; vérifions que P est
injectif.
o E Ke!‘d) — q)o' e idﬁ[x[r")xu]’
= Vfe A[le- "Xﬂ]i q:'d(f) =f,
<= Vi{l <i<n), Pu(X,) =Xa{£.} =X,
& ¢ =¢ (élément vnité de §,,). ]

Remarque 8.11. :

a) @ étant injectif, le sous-groupe Im® de Aw A[X,, ... ,X,] estisomorphe au groupe 8,,.
b) La propriété universelle de I’anneau A[X,,...,X,] (Th. 4.57.) montre que pour tout
o € 8,, I'automorphisme P4 est I'unique endomorphisme de A[X, ..., X,] tel que pour
tout i(1 <i < n), Pel(X}) =Xd(i).

[On applique le théoréme 4.57., avec B =A[X|,...,Xy], I'injection canonique ¢ de A dans
Betpourtouti(l <i<n),B;= Xc(s)']

Exempte 8,12, : Exemples classiques dans AX),... . Xy|,n> 1
1) Les sommes des puissances £°"** des X, pour toutk € N :

S, =Xf+XE 4+ XE

Les sommes S, sont appelées sommes de Newton,
2) Les polyndmes de Wronski, pourtout k€ N :

W= ) XhX%.. . Xb, oui; €N, V(1< j<n)
iy Fig e tia=k



190 Chapitre 8. Polyndmes symétriques

3) Lediscriminantdes X;, 1 <i<n:

4) Les polyndmes symétriques élémentaires des X;,1 <i <,

El = X1+X2+“+Xu
L, = X5+ X555+ + X Xa+ XX+ Xy Xy

En = X1X2 wa ‘XI’I‘
D’une fagon générale, pour tout k(1 <k <n),ona
X

Lt = Xici <iy< iy <n iy Xy - Xy

ol (i),b5y - - i) décrit I'ensemble des Ck combinaisons de {1,2,...,n} telles que
lsil <f2<"'<ikSn.

Remarque 8.13. :
a) Si Z désigne une {(n+ 1) indéterminée, dans A[X,,X,,...,X,][Z], le polynome
p(2)=(Z-X\)Z-X,) - (Z—Xp) s¢crit

pZ)=2"-E 2" 1+ 5,27+ (12 R4+ (- 1)E,
ollesL,, 1 <k < n, sont les polyndmes symétriques élémentaires des X;, 1 <i < n.
b) Le Théoreme fondamental {Th' 8.14.) montrera que les polyndmes symétriques élé-
mentaires jouent un role primordial dans 1'algbre des polynOmes symétriques, 2 coeffi-
cients dans un domaine d’intégriic.

B. Théoréme fondamental

Théoréme 8.14. L'anneau A étant un DL, pour tout polyrdme symétrique
f €A[X,,...,X,], il existe un unique polyndme ¢ & n indéterminées sur A tel que

FX X, Xn) = $(2), 55, En), (8.3

oules X, 1 <k < n, sont les polyndmes symérriques élémentaires des X;, 1 <i < n.

1. Lemmes préliminaires
Lemme 8.18. Pour un polyndme symétrique f € A(X|,X,,..., X;), ona
MD(f) = aX}1Xf2. . Xl =k 2 ky > - 2 k. (8.4)

Preuve : Supposons qu’il existe un couple d’entiers (i, j) vérifiant 1 <i< j<netk, <k -
Le polyndme f étant symétrique, s’il contient le mondme MD(f) ci-dessus, il contient
aussi Ie mondme

g 72 4 ki vk, k) ok kq
p=axfi. Xfnxk  xinxh. X}
=axh . XMxY . xMixh X
1 i—1 i J-17f n

alors, k; — k; > 0 implique que le monéme 4 est plus haut que le mondme
MD(f), d’ol une contradiction. 0
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Lemme 8.16. Soit L, L,,..., X, les polynbmes symétriques élémentaires en X, ..., Xy,

si pour tout (1,1, ... ) EN", onpose | =}, | ;.. ;, alors dans A[X| ... X,],ona
MD(ZUE: .. Zh) =X{X 0. X)

De plus, I‘.lli Z;ﬁ ...Ih considéré dans A[X,,...,X,], est un polynéme symétrique, homo-

gene de degré 1, + 20, +--- +nly.

Preuve

MD(}:’II) =MD(X, +- +X,)h = X{.
MD(Eh) = MD(X, X, + - +X,_ X, )2 = X2XP2

MD(ZF) =MD(X, .. X+ X, ... Xa)t = X2X .. X}

MD(Er)y=X". . X},

d’on, en utilisant la proposition 8.5.,

MD(ZiZ2.. ) =x{X7h . X,
Pour tout &,1 < & < n, Z, est un polyndme symétrique, homogéne de degré k dans
AlX,,...,X,], donc le polyndme 2,‘11 2,22 ... Th est symétrique, homog2ne et de méme degré

que le mondme MD(E:I E;Z ... Ik}, c’est-d-dire
L —0)++ I )+ (Dt ) oot b
=h+2+- ki ++nla O

Définition 8.17. Les hypothéses et les notations étant celles du lemme 8.16., I'entier
I, +2l,+ - +nly est appelé le poids de L1 X2 ... Zh.

Pour tout polynéme ¢(Z,,Z,,...,L,), le poids de ¢ est le maximum des poids des mo-
ndmes dont il est la somme.

Remarque 8.18, : Conséquences du lemme 8.16. :
a) Sik; >k, >... >k, dans N*, alors

MD(EhhEhh | photmhrhy = xhixh L X (8.5)

L' égalité (8.5) s’obtient en appliquant le lemme 8.16, avec, pourtout i(1 <i<n-—1),

poids(E’l‘l'klE?"k?' ...Zhn) =k koA ke
b) Avec les notations du lemme 8,16, on a
poids (EnE2...Th) =0 <= [, =0,Vi(1<i<n).

2. Preuve du théoréme 8.14. (Théoréme fondamental)

Soit f un polynSme symétrique dans A{X|,...,Xy).
- Existence du polyndme ¢ vérifiant (8.3)
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Si f =0, il suffit de prendre ¢ = 0; on suppose donc f # O et on raisonne par récurrence
sur la kautewr du mondme directeur de f. Supposons

MD(f) = axflx;z ... X5 ob g € A%,
Si pour tout i(1 < i< n), on a k; =0, alors MD(f) = a, donc f = a. Le théoréme est
vérifi€ en prenant ¢ == a.
Si f est non constant, supposons le théoréme vrai pour tout polyndme symétrique de
A[X,,...,X,], dont le mondme directeur est moins haut que celui de f.
La relation (8.5) implique

MD(f) = MD(aZhi"hza % . Th),
Considérons alors le polyndme

8y, Xn) 1= f(X,, ..., Xn) —aZitaE2™h Tk,
On a MD(g) < MD(f). Par suite, compie tenu de I’hypothese de récurrence, il existe un
unique polyndme y & » indéterminées sur A tel que
g(le "IXJ'I) = 'V(Ep- v :Eﬂ);
dod, f(Xy,...,.Xn) =W(E,,...,Tn) +aZhiTRzkh | vh,

En notant ¢(Z,, . .., Z,) le second membre de I’égalité précédente, on a la relation (8.3).

- Unicité du polyndéme ¢ vérifiant (8.3)
Supposons que par une autre méthode, on ait trouvé un polyndme 8 2 n indéterminées sur

Atel que
fXy,-. . X)) =8(E,,...,Zn). (8.6

Démontrons que @ = ¢. Supposons 8 #£ ¢, alors
¢(Ep“ )= G(Elv kg = 6(213'"12%)5
ol & est un polyndme non nui'dans AlZ ..., Z,].
Cependant, en exprimant les Z,,1 < & < #, ca fonction des X;,1 < i < n, on obtient,
compte tenu des relations (8.3) et (8.6),

By s En) =d(Xyy o Kn) = FXyyoo o Ku) = F(Xpy oK) =0, (87)

o d est donc le polyndéme nul dans A[X,,..., X, ]

Démentrons que & est nécessairement le polyndme nul dans A[Z,, ..., Ly].

En effet, & # 0 peut s’écrire comme une somme de mondmes non nuls ordonnés suivant
L'ordre décroissant de leurs poids .

8 =% 1<, @M. Tpn, (8.8)

les a;, 1 < j < r, étant non nuly dans A.
D’aprés le lemme 8.16., dans le développement de & en fonction des X, chaque mondme
a jEif»lE;ﬂ . .Ef;‘»" donne, dans d(X,,...,X,), une composante homogéne de degré égal 3
sonpoids : I, +2/, 5+« +nl; . Par suite,
d=0= a,=0,Vj(l1<j<r) = 6§=0,
j)
donc 8 = ¢. 0

C. Recherche pratique du polyndme ¢ connaissant f

Remarque 8.19, La démonstration du théor¢me 8.14. fournit, théoriquement, un algo-
rithme pour trouver ¢ connaissant f, mais les calculs deviennent vite inexiricables lorsque
le nombre des indéterminées augmente.

La méthode peut étre simplifiée en remarquant que tout polyndme symétrique est la
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somme de ses composantes homogénes ; ainsi, en utilisant le théoréme 8.20. ci-dessous,
on se raménera a la recherche du polynéme ¢, associé & un polyndme f symétrique et
homogéne.

Théoréme 8.20. A étant un DI, si f € A[X|,X,,,...,X;] est un polyndme symétrique de
degré total d, alors U'nnique polynéme § tel que
f(Xl’ e ,Xn) = ¢(Elj e ,Eﬂ) eSfdepOidS d.

Preuve : Ecrivons f(X,,...,. X0} = L, (Xph ., Xn),
o les A (X,,...,Xu), 1 <i<r, sont les composantes homogenes du polyndme symétrique
S Chaque 4; est donc un polynéme symétrique et homogene ; posons d; := degh,.
Le degré total de f étant d, on peut supposer
d=d >dy> - >dp.
Pour tout i{1 < i < r}, il existe (Th. 8.14.) un unique polyndme @, vérifiant

hi(Xye s X)) = 0,(Z,5. ., En). (8.9)

Posons O(Z1s En) = s, @ P} (8.10)

h, est homogeéne de degré 4, donc d’aprés le lemme 8.16., dans I’égalité (8.10), chaque
mondme a jE?-‘ . Ei{’" est de poids 4;, d’on
Vi<j<k), §,+2,+ - +nl,, =d,
Compte tenu de ’unicité du polynéme ¢, on a nécessairement,
‘p(Ep op yon) = ):15;gr¢;(zp <, En)
et poids(9) =max{poids (§,), 1 <i<r}=d, =d. O

Conséguence : Etant donné un polynéme f symétrique dans A[X,,...,X;|, pour trouver
le polyndme ¢ défini dans le théoréme 8.14., il faut écrire f comme somme de ses com-
posantes homogénes et déterminer les polyndmes ¢;, donc les coefficients a ; intervenant
dans le second membre de la relation (8.10). Ce calcul se fait parfois en substitvant aux
indéterminées des éléments particuliers de A, comme dans 1’exemple 2) ci-dessous.

Exemple 8.21, : Calcul du discriminant D (Cf. Exemple 8.12.), dans les cas n = 2 et
n=3,lorsque A =Z.
1) n=2 1l est immédiat que

D=(X,-X,)> =X} -4%,.

2yn=3

D= (X, - X,)X(X, — X3)%(X, — X,)>. (8.11)
D est symétrique, homogene de degré 6 dans Z[X,,X,,X;). Posons :

[ NP U 5
D=7, ;a L LT 8.12)

11 faut trouver ’entier k et, pour chaque entier j{1 < j < k), le coefficient a ; dans Z, ainsi
que le triplet d’entiers naturels (! ol J’,‘3).
L'expression (8.12) de D permet de calculer son mondme directeur :

MD(D) = X{XZ,
par suite, quel que soit j, 1 < j <k,

L +2l,+30,3=6 (8.13)
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et dans tout autre mondme intervenant dans le développement de D, I’exposant de X est
nécessairement inférieur ou égat a 4, d’oli

‘j,1+!j,2+i_j,3 <4 (8.14)

Les relations (8.13) et (8.14) étant indépendantes de I’entier j, notons (4,,4,,4;} un triplet
recherché ; on trouve alors que les seules valeurs possibles pour ({,,1,,/;) sont les sui-
vantes :
(3) 0) 1)1 (2! 2'] 0)1 (]‘) 1'] 1)3 (0} 39 0)1 (OJ 01 2)'
On en déduit
D =aLiL; +bEPSS + % K, +dE) + X5, (8.15)

Pour X; = 0, on obtient
D = (X, - X,)2XX} = bT?L} + 41}, (8.16)

oi I, et Z, sont les polyndmes symétriques élémentaires en X; et X,.
L’égalité des mondmes directeurs des deux membres de (8.16) donne
X}x? =bX{X}, donc b=1.
En faisant alors, X; = X, dans la relation (8.16), on obtient
0=4X8 +dX$, parsvite d = —4.
D’autre part, le lecteur vérifiera les calculs suivants :

B, = X, = 1) =0 = 18,

d’od D= -4LL, + L1} + 18L L,k — 45 - 27L5.

Pour certains polyndmes symétriques, d’autres méthodes pourront étre utilisées, en parti-
culier, par I’application des Formules de Newton développées dans le paragraphe suivant.

3. Formules de Newton

Les notations utilisées sont celles des Exemples 8.12,

Théoréme 8.22. A étant un D1, dans A[X|,...,X,],n>1,0na
pour tout entier k(1 <k <n),

S B8y H Sy — o+ (=1, 8+ (1), =0; (8.17)
pour tout entier [ > n,
S —LiS;_  + L8 o4+ (1), _, =0. (8.18)
Les relations (8.17) et (8.18) sont appelées Formules de Newton.

Preuve : Soit Z une (n+ 1)*¢ indéterminée ; dans A[X, 1>+ +-1Xn][Z], on considere le poly-
néme p(Z) = [1;<;<p(Z ~X;), done

pZ)=2"-E 2"+ 4 (~1)IE,  Z 4 (~1)"E,. (8.19)
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Pour tout i, 1 <i < n, ona p(X;) =0, antrement dit ;
XP - X 4 (=), X4 (-1)"E, =0 (8.20)
La somme, pour 1 < i < n, des premiers membres des égalités (8.20) donne

Sﬂ - ElSﬂ—l +):ZSH-2 _ + (_l)n_lzn_lsl + (—1)"!12,, = 0,
¢'est-a-dire la formule (8.17), pour k = n.

Pour { > n, on considére Z'"p(Z);pour 1 <i<n, ona X,."‘”p(X‘-) =0, donc
XX -E XM e+ (-DIE X A (—1)"E,) = 0, d'ou

X - x4 (-0l X G (—E X =0, (8.21)

En effectuant, comme plus haut, la somme, pour ! <i < n, des premiers membres des
égalités (8.21), on obtient la formule (8.18).

Pour k = 1, la formule (8.17) est satisfaite, puisque §; = I, ; il reste & prouver la relation
(8.1 pour 1 <k < n.
On raisonne par récurrence sur le nombre n des indéterminées. Fixons I'entier k tel que
1 < k < n et supposons la relation (8.17) vérifiée pour n — 1 indéterminées. On remarque
que pourtouti{l <i<n-—1),on a

E(X],a : ) E(XI: n 110)’

S(Xla X_ ) S(Xlw 1 110)
En exprimant le premier membre de la reiation (8. 17) en fonction des indéterminées
X,,...,X,_;,X, on obtient un polynéme symétrique et homogene de degré X, que nous
dé51gncrons par A(X,,....X ,,X,).
L’hypothese de récurrence implique 2(X;,..., X, _;,0) =0.
On en déduit que A(X,,...,X,_,,Xn) est divisible par X,,; mais A(X,,... XH_I,X,,) est sy-
métrique dans A[X, ... X,.], par suite ce polyndme est divisible par tout X, 1 <i<n-—1.
Or, h est homogene de degré k < n, donc il ne peut étre divisible par le produit XX, . X,
d’oi1 nécessairement,

X, X, _1,X0) =0.

Ce qui prouve la relation (8.17) pour 1 < k < n. O

Premiéres applications des formules de Newton

1) Calcul des S, en fonction des I;, dans A[Z,,..., L.
Les Formules de Newton nous donnent :

S1=1,
S,=8,%,-22, =1} -2%,
Sy =8,L, —§,L,+3L, =X} - 3L,L, +3%,.

Ainsi, de proche en proche, on calcule les S, pour 1 < & < n, et les §; pour { > n, en
fonction des EJ,,I <j<n



196 Chapitre 8. Polynémes symétriques

2) Calcul des Z; en fonction des S, dans K [S)5.--,S4], ol K est un corps de caractéris-

tique 0.
En appliquant les Formules de Newton, on obtient

=5

1, 1
£2=53%—532
1
3

De proche en proche, on peut calculer les Z s 1<j<n,enfonctiondes §;,1 <k<n.
Du théoréme fondamental 8.14., on déduit le corollaire suivant.

1 1

Corollaire 8.23. A étant un D1, de caractéristique 0, si K = FrA, alors pour tout poly-
ndme symétrique f € A[X,,...,X3], i existe un polyndme g & n indéterminées sur K tel

que
F Xy Xa) = 8051, Sn)- (8.22)

Preuve : K = FrA désigne le corps des fractions de A (Déf. 5.2.). On note que carA =0
implique carK = 0. D’aprés le Théoréme 8.14., il existe un unique polyndme ¢, 2 n
indéterminées sur A, tel que

FXyye o Xa) = 0., En).
En exprimant les Ej, 1< j<n,enfonctiondesS,,1 <k <n,dans K[S,,...,S,], on obtient
le polyndme g défini par

88y Su)im @UE (S, 8a), - Ea(Sy5 - 480))-

Le polyndme g est & coefficients dans K et vérifie 2 l1a relation (8.22). O

3) Relations entre les coefficients et les racines d’un polyndme de K[X],

ol K est un corps supposé algébriquement clos (DéEf. 4.42).

Soit f € K[X] tel que deg f =n 2> 1. Le corps K étant algébriquement clos, le polyndme
S a n racines dans X, distinctes ou confondues, que 1'on notera @, @,..., 0% (Cf, Th,
4.38); alors

Considérons les polyndmes symétriques €lémentaires en ¢y, ..., o, et posons, pour tout
k(1<k<n),

Ek = Ek (Q’.l,. . .,0!,1).
En développant les expressions de f(X) apparaissant dans (8.23), on obtient

fX)=aX"+a,_ X" ' +...+a,X +a,
=a,(X"-Z X"+ E X — L (DI X+ (=1)"E,).
Par hypothése deg f = n > 1, d'oil a, # 0. En identifiant les coefficients des X*, pour

0 < & < n, dans les deux expressions de f(X), ci-dessus, on obtient les relations suivantes,
appelées Relations entre les coefficients et les racines du polyndme f.

Dans K on identifie a; ! 2 al’ d’ou
H

a a
¥, = -~ =22 E= (-1 22
1 a“ ] Ez an ] 1 =h ( ) an,
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done, pour tout £(1 < k < n),

2k=2k(a1,...,a,,):(v—l)"%. (8.24)

Remarque 8.24. Si’on se donne r éléments ¢y, . .., O, dans X, tels que
Vi, 1<i<n, E(a,...,0h) =4,
alors o, ..., 0% sont les racines du polynéme
X" A X" T X" 4 (—1)"s

Exemple 8.25, Les notations sont celies utilisées dans le cas général.
1) Pour f(X} =aX?+bX + ¢ dans C[X], a # 0, on (re)trouve
¢
21:0‘1"‘0'2:—5, &&=
2) Soit (X) = X* 4+ pX +q dans C[X]. Les formules (8.24) donnent
Li=qtopto=0,

Ly =005+ 04 0+0,0=p,
Ly =0 0,0 =4

4. Fractions rationnelles symétriques

A désignant un D.L, soit A(X;,..",X,) le corps des fractions du domaine d’intégrité
AlX,,...,X;], ¢’est & dire le cotps des fractions rationneiles & coefficients dans A.

A. Notion de fraction rationnelle symétrique

On rappelle que

(X, Xn)

, 8.25
2%, %) (8.25)

FEAX . Xn) < f(Xy,... . Xa) =

ol p et ¢ sont des polyndmes dans A[X,...,X,], g # 0.
g est un représentant de f dans le corps A(X],.. ., X,) et pour tout autre représentant E de

f,ona ps=grdans AX,,...,X,]
8, désignant le groupe symétrique dont les éléments sont les permutations de {1,2,...,n},
on vérifiera que la correspondance

8y X AX),.... Xu) — A(X),... . Xy)

Py . P
(G’f_q) fd' g

a

est une application définissant une action du groupe 8, sur A(X, ..., Xp).

Définition 8.26. Une fraction rationnelle f = g € A(X,,...,Xz), n > 1, est syméirique

si
YoE8, fo=1
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Remarque 8.27. Soit f = g dans A(X,,...,X,), alors

(VGGSn,fg=fctpg=p) :‘Vaegn,qo‘ =q- (8.26)
(Vo €8, fo=felge=q) => VO €8, po = p. (8.27)
(VO ESy ps=petgs=q) =>VOES,, fo=1f (8.28)

Théoréme 8.28. Pour toute fraction rationnelle f, symétrique dans A(X,,....X,), il
existe un représentant -‘g-, ou p et q sont des polynbmes symétriques dans A[X,,..., X,}.

Preuve - Soit 2 un représentant de f, tel que le degré total de g est minimal. Démontrons
que le polyndme g est syméirique.

On suppose g non symétrique ; donc il existe au moins une transposition 7 € 8, telle que
g #4q; alors

fo=f & %—% > qpr= P4z

qpr=pg; <> q(pz—p)=p(gc—9)-
Compte tenu de P'hypothése g; 5 g, la dernidre égalité implique

Pr—P_ P

gr—4q f
Comume on a 7 # id, il existe uh nnique couple d'entiers (i, j) telque 1 <i< j<net
t{i} = j; alors

pr—p=pXp,. .. Xj X, Xa) - p(Xy, -1 Xn)-
En substituant X; 3 X; dans p; — p on obllent O;onen dédult que XJ X divise p;—p
dans I’anneau A [Xn ,X]. On prouverait de méme que g, — g est d1v131b1e par (X —-X;).
Par suite, il existe des polynﬁmes pyetqg dansA[X,,... . X,] tels que
pf p=X;—X)p et gr—q=(X;—-X))q;.

On en déduit que f = q L. oit le degré total de g, est strictement inférieur au degré total de
1

g, ce qui contredit la minimalité du degré total de ¢ ; donc le polynime g est symétrique.

La fraction f = P étant symétrique par hypothése, d’apres la relation (8.27), le polynéme

p est symétrique, d’ol le théoréme énoncé, £

Théoréme 8.29. Quelle gue soit la fraction rationnelle f, symétrique dans
A(X,,...,Xp), il existe une fraction rationnelle ¢ & n indéterminées sur A telle que

f(Xl:l“‘!XH) = ¢(Zl’.-.,2")-
Preuve : Etant donné une fraction rationnelle f = £, symétrique dans A(X),...,X,), on
peut supposer (Th. 8.28.) que les polyndmes p et g sont symétriques dans A[X,,...,X,].
It existe alors (Th. 8.14), des polyndmes @ et ¥ & n indéterminées sur A tels que

p(Xlr .- 1Xn) = ‘p(zla' e 12!1):

a(Xy,.... X) = ¥ (..., Tn).

4

En posant ¢ := E’ on obtient f(X,.... X)) =¢(Z,,...,Ts). 0
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B. Applications des fractions rationnelles symétriques
1. Généralisation des Formules de Newton
Pour tout k € Z, on définit, dans A(X],...,X,), les fractions rationnelles S, telles que
N Elgignxl'k'
Proposition 8.30. Pourtoutk e N,ona
S —IS, 4+ (-1VES, , o+ (=1)"ES_ =0 (8.29)

n—k—
Preuve : Comme dans la démonstration du Th. 8.22., on utilise le polynéme p(Z) de
AlX,,...,X,][Z] tel que

PZ) =TlicnlZ—X) =2 -2, 2"+ . 4 (- 1)"E,.
Pour tout i(1 < i < n), p(X;) =0, donc pour tout £ € N,

XX - X 2 X2 e (~1)"E,) = 0. (8.30)
La somme des égaiités (8.30), pour 1 < i < n, donne la relation (8.29)

S =S oA (=1DES e+ (1)L, S_, =0

]

qui permet de calculer §_, pour tout entier & > 0. O

Exemple 8.31. :
Pourn =3 etk =1, larelation (8.5) §°écrit :
STRES 1 LS fsd =D
Z
3
Pour n =3 et k = 2, on obtient
S —ESe+E,5_ —E;85_,=0,dou
5= LS 2%, _ 23—2):123'
2T %

2, Fonctions rationnelles numériquement symétriques des racines d’un polynome

K désigne un corps ; pour tout F non nul dans le corps K(X,,...,X,) des fractions ration-
nelles 4 n indéterminées sur X, on considére un représentant 2 irréductible, ¢’est-i-dire
tel que pAg =1, dans I'anneau de polyndmes X[X,...,X,].

Atout F = -g ek (Xv ..+Xn) on associe 1’application F définie par

F:Kk"—K
= ﬁ(xli"'lxﬂ).
‘T(xl:---;xn)

Définition 8.32. Compte tenu des hypotheses et notations ci-dessus,

a) On dit que F est une fonction rationnelle de K" dans X.

b) La fonction rationnelle F est dite formellement symétrigue, si quels que soient ¢ € 8,
et (x,,...,%,) €X",

(xla---axn) — ﬁ(xl,...,xn)

ﬁ(xo.(l),- . ,xo,(n)} = ﬁ(xl, e ,x").
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Notation : Avec les hypoth2ses ci-dessus, on notera F; 1a fonction rationnelle telle que,
quel que soit (x,...,x.) € K",
Fa (Xl, e ,xn) = .F(Io_{l), - ,xa{ﬂ})-

Définition 8.33. Etant donné un polyndme £(X) € K[X), de degré n > 2, scindé sur X
(Déf. 4.46), dont les n racines distinctes ou confondues dans K sont ¢}, ..., &, on dit
qu’une fonction rationnelle F de K" dans X est numériquement symétrique des racines
de f(X), si N _

Yo € 8y, Fo(ay,...,0m) = F(05,...,0). (8.31)

Remarque 8.34, Dans le contexte ci-dessus, toute fonction rationnelle
symétrigue de K" dans X est une fonction numériquement symétrique des racines du po-
lyndme f(X), mais la réciproque est fausse, comme le montre I’exemple suivant,

Exemple 8.35. Soit f(X) = X3 4 pX + ¢ dans C[X]. Le polyndme f a trois racines dis-
tinctes ou confondues, @, @, 03, dans C (Cf. Prop. 4.44.).
Désignons par 8 la fonction rationnelle de C3 dans C telle que
Y (x.%,4) €C3, 8 (x;,%,,%) =x}—1,%;.
La fonction rationnelie O n’est pas formellement symétrique en x,,x,,%;, on a cependant,
6 (0, 00, 0} = @y (@) + 05+ 05) — (0, 0 + 0, 0 + By 013).
(0 +0p+0y =0 et 00+ 0,05+ 0,05 = p) = 6(0y,0,05) = —p,
donc 9 est une fonction rationnelle numériguement symétrigue des racines de f.

Remarque 8.36. & &tant une fraction rationnelle numériquement symétrigue des racines
0;,1 <i<n,dunpolyndme f(X) € K[X], scindé sur X, on peutcalculer 6 {e,,...,0n) en
fonction des coefficients de f, sans connaitre les racines o, mais en utilisant les Relations
entre les coefficients et les racines du polyntrie £

Proposition 8.37. Si 8 est une fonction rationnelle numériquement symétrique des ra-
cines @,...,0, d'un polyndme f(X) de K[X|, de degré n > 2, scindé sur K, alors il
existe une fonction rationnelle formellement symétrique P de K" dans X telle que
q’(ala"‘:an) = e(a‘l!"‘aaw)‘
Preuve : Posons 1
&= ; Z

oes, 90' *

alors & est une fonction rationnelle formellement symétrique de K" dans K. Or, par hy-
pothése,
Vo €8y, 90‘(0‘1:‘--7%) = 9(“11---:“:3]’

1
donc ®(w,,...,00) = a(n!e(al,...,aﬂ)) =0(0y,...,0n). O
Exemple 8.38. Reprenons 1'exemple 8.35.; on a f(X) = X* + pX + g dans C[X] et
6 (1, 1,5} = 2f 215,

Soit L, 1 < i < 3, les polyndmes symétriques élémentaires des racines @, , &, 0 de f(X)
dans C, et §; = F, c;c5 . Avec les notations de la proposition 8.37., on obtient

1 1 1
D (0,0, 0) = 37 ges, (04 0, 05) = 3(8, — L) = 3 (2] - 3E,),
= 3(0-3p) = —p = 0(a,,0,%)

On retouve évidemment le résultat obtenu dans ’exemple 8.35..
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5. Résultant - Discriminant

A, Introduction

K étant un corps algébriquement clos (Déf. 4.42), on se propose de résoudre le probleme
suivant.

Probléme : Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que deux polyndmes f et
g, non constants et distincts dans K[X), aient au moins une racine commune.

Remarque 8.39. Si f et g ont une racine commune ¢ € X, alors X — & est un diviseur
commun a f et g dans K[X] (Cf. Ch. 4).

Par suite, f et g ont au moins une racine commune dans X, si et sculement si leur p.g.c.4.,
dans ’anneau K[X] (Ch. 5), est de degré strictement positif.

Proposition 8.40. X étant un corps algébriguement clos, pour que deux polynémes non
constants f et g de K[X|, de degrés respectifs m et n, aient au moins une racine commune,
il faut et il suffit qu’il existe des polyndmes h et k, non nuls dans K[X), tels que

degh<m—1, degk<n-—-1 et hg=kf. (8.32)

Preyve :
a) Supposons les conditions (8.1) vérifiées. Soit g, 1 < i < m, les racines, distinctes ou
confondues, de f dans X'; alors,

Vi(l<i<m), (X-—o) divise h(X)g(X)

doti:  (degh<m—1)—(3i(1 <i<m)tel que (X — o) divise g(X)),

donc f et g ont au moins une racine commune.
b) Réciproquement, supposons que f et g aient une racine commune ¢ € K ; alors, si  est
un p.g.c.d. de f et g dans K[X|, on a nécessairement degd > 1 et il existe des polynémes
non nuls A et k dans K[X], vérifiant

f=dh, g=dk et degh < degf, degk < degg.
Dans I’anneau int2gre K[X],

fg=dhg =dkf = hg=kf.

Les conditions (8.1) sont donc satisfaites par les polynGmes & et . O

B. Résultant de deux polyndémes

Les hypoth&ses et les notations étant celles de la proposition 8.40., posons

=Y aXx’, gx)= Y bX\,

B<i<im 0<i<in
rX)= Y AX, kKX)= Y uX.
0<i<m—1 0<i<n-1

En supposant I’existence des polyndmes 4 et k, I’identification des coefficients des puis-
sances de X dans les deux membres de 'égalité f& = gh donne les relations suivantes :

am*u’n—l = bnam_l
am—l'u'n—l +am.|up;—2 == bn~12'm—l +b”;l'm—2

aglt) +aHy = boAy +b,1 %
Golly = oAy
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On peut ramener 1'ensemnbie des relations ci-dessus & un systéme de
n+ m équations linéaires a coefficients dans le corps K, 4 #+m inconnues, considérées
dans I’ordre suivant :

B pobly-zre sl &~y ,=Ay g, s — Ay
Le systéme obtenu, que nous appellerons (S), est homogéne.
Par suite il existe des polynémes A et &, non nuls dans X[X|, vérifiant (8.32), si et seule-
ment sile systeme (S) a une solution non nulle, ce qui équivaut a 1a condition : det (S) =0.

Définition 8.41. Le déterminant du systéme (), considéré ci-dessus, est appelé le résul-
tant (ou déterminant de Sylvester) des polyndmes non nuls f et g donnés dans X{X];
on le note R(f,g).

s 0O 0 ... 0 b, 0 0 0
8, Gn O ... O b, by O 0
0 :
R(f ) al am bl bn
8=
a4y a1 b b b,y
0 b0 b,
0 a0 e B Ao P
0 .ap s OFSGes Bgisd.. ... 0 b

La proposition 8.40, et la notion de résuliant conduisent 4 1'énoncé suivant.

Théoréme 8.42. K drant un corps algébriquement clos, deux polyndmes non constants f
et g de K[X) ont au moins une racine commune si et seulement si leur résultant, R(f,g),
est nud,

Remarque 8.43. :
a) Le probléme, considéré dans 1'introduction de ce paragraphe et qui a conduit & la
notion de résultant, peut étre envisagé lorsque le corps K n’est pas algébriquement clos,
a condition que les polyndmes f et g soient scindés sur K (Déf. 4.46.) ; dans ce cas, le
théoréme §.4. reste valable.
b) Un p.g.c.d. de f et g dans K[X] étant noté f A g, le résultat du Th. 8.42. équivaut &

frg=1 < R(f,g)#0.
¢) Lexpression du résultant R(f,g) sous la forme du déterminant écrit précédemment
monire que

R(g,f) = £R(f,8)-

Exemple 8.44. On considere des polyndmes dans C[X].
D f=aX+a, g=bX+by telsquead #0.

a; b

R(f,g)= 4, bu

=a,b; — bay,

b
donc R(f,g) =0 < 3—0 = ;2 (ésultat preévisible ).
1 1
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2) f=aX+a, g=bX*+bX+by avec ab,#0.

a 0 b
a a b
0 a5 by

= a%bo + a%bz - alaobl .

R(f,8) =

a
d'ob R(f,2) =0 <= g(-a—°)=0.
1

3) f=aX*+aX+ay, g=bX*+bX+b, avecab,#0.
= (azbq _‘*"0'5’2)2 — (ayb) —a,b;)(a by — aghy).

R(f,8) =0 <> (ayby—agh,)? = (ab; - a,b,)}(a,by —agb,)-

4 f=X*+X>+X+a+1, g=aX’+X+a, dansC[X].

1 0 0 a0O00

1 1 0 0a00

0 1 1 10a0
Rif.g)=1 1 0 1 al 0 a
a il Ll 0 - 0ael0

O a+1," 1 7070 a 1

o ¢ a+1 0 0 0 a

R(f,g)=a +2a*+3a° +a® +a+1.
Les polynbmes f et g ont une racine commune si et seulement si R(f,g) = 0, donc il
existe au plus 7 valeurs distinctes du parametre a dans C, pour lesquelles f et g ont au
moins une racine commune.

C. Calcul de R(f,g) en fonction des racines de fetde g

L'expression du déterminant R( £, g), écrit dans la Déf, 8.41., montre que le résultant de f
¢t g peut étre considéré comme un polyndme en les indéterminées {ai}ogfgm et {b j}og <n
qui sont, respectivernent, les coefficients des polyndmes f et g. On en déduit, d’aprés les
regles de calcul des déterminants, que R{f,g) est alors, un polynéme

homogéne et de degré nen ap,a,,_4,-..,4p,

homogeéne et de degré men by, b,_|,. ... by
Dans I'algebre de polyndmes K@y, a,,_1;-- 89, bn, 0,15 -, Bg], posons

(fag) (am: m 1:--':aoabmb,,_la-“:bo)' (833)

En écrivant dans le corps K (rcsp —) 4 1a place de a‘la,, 0 < i< m(resp. b"b
0 < j < n), on obtient ;

— | ﬁ bn—-l 2{2_
R(f1g)_ambnp(11 Om 1'”1am$1: b" :---wbn)‘ (8'34)
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SoitE,,...,Ln (resp. I}, ..., I}) les fonctions symétriques €lémentaires des racines de f,

notées ¢,. .., O, (resp. de g, notées §,,..., Bu).
Les relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme donnent

a a 2]
T o=—2mlp —m2 oy = (=12,
1 am v -7 am "m ( ) am
b b b
2,1=_n__112’2=n__2)---1z‘:r=(_1)n_0'
n bn b

D'autre part, dans K[X] on a
f(X) = amnlgi'gm(x - aj)} g(X) = bﬂnlgjgn(x_ﬁj)' (835)

Ecrivons f(X) = anf,(X) et g(X) = b,g,(X), ob

La relation (8.34), appliquée aux polynbmes f, et g, s’ écrit
R(fl‘lgl) = p(li _Eli' e ’(_1)mzm’ LA ji;-' o ,(_l)nz’:‘) > (836)

alors R(f,g) = apbR(f\,8,) implique
R{f;8)=0 <= R(f;,8;)=0.

01', R(flagl) :0 = 3(‘1.’)1 1 S i S m, 1 S JS n, f.BI que a!' zﬁj:
donc, R(f,8) =0=>(0o;— B;) divise R(f,,8,) dans K.

Mais la relation (8.36) montre que R(f},g,) est un polyndme symétrique en «,. .., Om,
d’une part, et en B,..., B, d’autre part. On en déduit que, dans K,R(f,,2,) est divi-
sible par le produit ngigm,lgjsn(ai — Bj). En comparant les degrés en ¢, ..., &y et en
Bis-- 1 B, de R{f,,2,) ¢t du produit nlggm,lggn(“i ~ B;), et en considérant le coeffi-
cient de (0, @,... )" dans R(f),£,) et dans [T} ¢, 1< j<n (% — B;), on obtient

R(flagl) = H]gjgm,lgjgn(af - ﬁ_;)

Par suite,
R(f,8) =a:;bﬁ‘n1g5m_1gj5n(a;”ﬁj)- (8.37)

Théoreme 8.45. X étant un corps algébriquement clos, le résultant de deux polynémes f
et g de K[X|, de degrés respectifsm > 1 et n > 1, tels que

S = Locicm X' = am(X — o)) ... (X — ttm),
8= Locjcnb X! = ba(X —B)...(X = B),

peut s 'exprimer comme suit :

R(f,8) —amn1<.<m3 o) =(— l)mbmnquf(ﬁ (8.38)

Ce résultat est une conséquence directe de la relation (8.37).
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Remarque 8.46. :

a) Les relations (8.37) et (8.38) confirment le Théoréme 8.42.

b) Le théoréme 8.45. peut s appliquer lorsque 1'un (et un seul) des polynémes f ou g est

constant, non nul. Supposons, par exemple,
f=a#0dans K,doncdeg f=m=0etdegg=n>1.

La fonction polynéme d étant 1’application constante telle que d(o;) =a pourtout x € X

(Cf. Ch.4), la seconde expression du résultant donnée dans la relation (8.38) implique

Ria,g) =a".

D. Discriminant d’un polynéme
K désigne tonjours un corps algébriquement clos.

Remarque 8.47. Soit f € K[X] tel que deg f > 2 et soit f’ son polyndme dérivé. D’aprés
Ia remarque 8.30., les polyndmes f et f’ ont une racine commune si et seulement si, dans
I’anneau K[X], leur p.g.c.d., noté f A f, est de degré strictement positif, ce qui équivaut
a dire que f et ' ne sont pas premiers entre eux, donc f A f # 1.

Proposition 8.48. K étant un corps algébriquement clos, soit f € K|X| tel que deg f > 2;
si f! est le polyndme dérivé de f, alors les conditions suivantes sont éguivalentes :

1) Le polyndme f a au moins une racine multiple ;

2Q0fAF#1,

3) Les polyndmes f et ' ont au moins une racine commune.

Preuve
1) <= 2):Si f a une racine taultiple o € K, alors (X — «)? divise f(X) dans K[X];
dongc il existe un polynéme non nul (X} € K[X]'tel que

FIX) = (X - a)’g(X),
dod  f(X) =2(X - a)g(X) + (X - a)?¢'(X).

Par suite (X — ¢} est un diviseur commun & f etf?, donc, dans "anneau X[X], f et f/ ont
un p.g.c.d. de degré strictement positif, d’ol1 f A f/ # 1.
Réciproquerment, supposons fA f/ £ 1 etposonsd = fA f'. Ona degd > 1, donc il existe
o € X tel que, dans X[X], on ait
(X-a)ld, dol (X—a){f et (X—a)|f.

On en déduit I’existence de g non nul dans K[X], tel que

FX) = (X —)g(X) d'on f' =g+ (X —a)g';
or par hypothese, (X — &) divise f’; par suite, (X — &) divise aussi g, d’oit (X — @t)?|f.
Ainsi Phypothése f A f' # 1 entraine que f a au moins une racine multiple.
2) <= 3) est consequence de la notion de p.g.c.d. dans K{X] (Rem. 8.30.). O

La proposition 8.48., entraine le résultat utile suivant :

Corollaire 8.49. Un polynénie non constant f € K[X| n’a que des racines simples si et
seulement si fAf = 1.

Définition 8.50. Etant donné un polyndme non constant f € K[X], on appelle discrimi-
nant de £, le résultant de £ et de son polyndme dérivé f'. On le notera A(f); donc
A(f)=R(f,[).

Comme conséquence du Th, 8.42. et de la Prop. 8.48,, on obtient :
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Théordme 8.51. X étant un corps algébriguement clos, si f € K[X] etdeg f > 2, alors le
polyndme f a au moins une racine multiple si et seulement si A(f) = 0.

Exemple 8.52. dans C[X].
1) f(X) =aX?+bX +c,avec a £ 0; f(X) =2aX +b,d oh

a 2a 0
A)=R(f.f)=|b b 2a|=aldac~b).
c 0 b

La condition a # 0 implique
A(f) =0 <= dac—b* =0 (résultat connu!).

2) f(X)=X3+ pX +¢ implique f'(X)=3X>+p,d’oh

0300

1 030

0 p 0 3 |=4p+278
p 0 p O

g 00p

A(fy=R(f,f) =

o= R T B

En supposant A (f) = 0, désignons par & la racine multiple de f dans C. On sait que o
est une racine commune A f ¢t f/ (Prop. 8.48.). L'expression de f'(X) nous donne

flla)=0 < o?= ~§.

Sip #0, alors =
27q
3 A\ L1asd .|
24,0 +29g =0==p ap
ite, a2 = _2 = 2 i __X4 - 5
par suite, o° = 3= 3 On vérifie que seul o = 2p est racine du polyndme f et

¢’est une racine double de f.
Sip=0,onaf(X)=3X%et

A(f) =0 > 274> =0 <= ¢=0.
Dans ce cas, f(X) = X> et 0 est racine triple de f.

Proposition 8.53. Soit f(X) = Ly, aX' € KIX|, n=degf > 1,K &ant un corps al-
gébriquement clos (sinon, f est supposé scindé sur K). Si ¢ ..., 04, sont les racines de f
dans K, alors

aln—1
A = (=) @ iy a0~ )2 (8.39)
Preuve : Les hypotheses impliquent f(X) = a,[1,¢;,,(X — &), d’ob

X
FX) = 0L gicnThg jn, il X = 05)) = Elsiswﬂ:’%'

On calcule alors A(f) & partir de la relation (8.38) :
A(f)=R(f,f) = a:—l H f,(a;‘) et f’(aj) = an( H (— aj));

1<i<n 1< j<n, j#i
A(f) = RZ"*IIH (o —oy).. (o =0 )0~ 0 ). (0 — )
=an2"_11!1 (=1 oy — o) (0 — 06) (05— 0yy) - (04— )

A(f) = a2 ! (—1)M H (o, — aj)z, d’ol la relation (8.39).
1<i<j<n |
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Remargque 8,54, La relation (8.39) justifie 'appellation de discriminant de f donné 2
A(f), lanotion de discriminant des X, 1 < i < n, ayant été définie (Exemple 8.12.) par
D= Hlsi«:jgn(xs - Xj)z'

6. Applications
A. Probléme général d’élimination
Il s’agit d’une généralisation du probléme qui a conduit 2 la notion de résultant.

Etant donné un corps X de caractéristique 0, algébriquement clos (en général, K = C), et
des fractions rationnelles (donc éventuellement des polynémes) q,,45,..-,4r, ¥ = 1, dans
K(X;,....Xu), n > 1, le probleme consiste & trouver une condition nécessaire et suffisante
(portant sur les coefficients des q,, 1 < k < r) pour qu’il existe au moins un élément
{&,...,0) dans K™ tel que

Ve(1 <k<r), gloyg,...,om) =0.

Définition 8.55. Résoudre le probléme précédent, ¢’est éliminer o, ..., o, entre les r
relations
g {0y,...,00)=0.

Lorsque la condition trouvée est réalisée, on peut chercher 4 déterminer les solutions com-
munes (¢,. .., 0f) aux r équations ¢ (X;,..., X,) = 0.

Exemple classique : Etant donné un polynéme f € K[X], de degré n > 1, trouver une
condition nécessaire et suffisante pour que les racines, ,. .., 0, (distinctes ou confon-
dues) de f dans K, vérifient r relations données :

gloy,...,0,) =0, 1<k<r,
oit Ies g, sont dans K(X,,..., Xn).
Signalons que dans le cas d’un tel probléme, en général on ne connait pas explicitement
les racines du polyndme f =Y ., 4,X i de degré n > 1; on est alors amené A éliminer
les ), ..., 5 entre les n + r relations :

Ei(als'”:aﬂ)=(_1)i%i 1SlSﬂ,
.

g (&, 0m) =0, 1<k<nr

Exemple 8.56. Soit f(X) = X3 + aX? 4 bX + ¢ dans C[X] ol I'on suppose abe # 0.
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que a,b, ¢ soient les racines du poly-
ndme f.

D’apres les Relations entre les coefficients et les racines d’un polyndme et la remarque
8.24. les nombres complexes a,b, ¢ sont racines de f si et seulement si les égalités sui-
vantes sont satisfaites : _

L=a+b+c=-a (8.40)
L, =ab+ac+bc="b (8.41)
I, =abc= —c. (8.42)
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La condition nécessaire et suffisante recherchée résulte donc de I’élimination de 4, b, ¢
entre les trois relations ci-dessus,

(8.1)=b+c=-2a, dou,
(8.2) = bc=b—alb+c) =b+2a%
(8.3) = ab = -1, caron asupposé abc #0.
be=b+2a> = abc = —c=ab+2a° = -1+ 2a°,
d'oi ¢=1-2a° et b+c=-2a=b=26"—-2a—1.
Par suite, ab=—-1=24"-24—6+1=0.

Ainsi a,b,c sont les racines du polyndme f si et seulement si a est racine, dans C, du
polynéme

g(X)=2X4-2X2 X 4+1=(X-1}(2x>+2x2-1)
et pour chaque racine g de g dans C,b et ¢ sont déterminés en fonction de a, par les
épalités trouvées plus haut,
En particulier,poura=1,ona b=c=-1let

fX)=X34+X2-X-1=X+1xX-1).

Le polynéme g ayant 4 racines distinctes dans C (car g A g’ = 1), le probleéme proposé
admet 4 solutions (a, b,c) € C3.

B. Transformation des égquations polyndmiales

1. Notion d’équation transfortiée

Soit £(X) un polyndéme de K[X], de degré n > 1, ot K est un corps de caractéristique 0
et algébriquement clos (sinon, on suppose f scindé sur X), les solutions de 'équation
polyndmiale f(X)=0 sont les racines c,,..., 0, (distinctes ou confondues) de f dans

K.
Etant donné une fraction rationnelle F(X} = % dans K (X)\ K n’admettant aucun des
o, 1 < i< n, pour pble (Vi{l <i < n), g{er;) #0), posons, dans K[X],

8(X) :=[11<icalX — F(a}). (8.43)

Définition 8,57, Compte tenu des hypoth@ses et des notations ci-dessus, I’équation poly-
ndmiale g(X) = 0 est appelée équation transformée par F, de I'équation f(X) = 0.
L’équation g(X) = 0 est de méme degré que I’équation initiale f(X) = 0 et ses solutions
sont les F{ot;),1 <i<n.

Remarque 8.58. :

a) Quel que soit 2 non nul dans K, I’équation Ag({X) = 0 est aussi une équation transfor-
mée de f(X) =0, par F.

b) Si ¢ est une racine de f, d’ordre &, alors F (o) est une racine de g, d’ordre au moins
égal A k;.

2. Détermination d’une équation transformée

On conserve les mémes notations que plus haut.
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a) Utilisation des polyndmes symétriques des racines de f
Enposant A _,.:= Y F(o; )F(0y)...F{ey), ona

1<i, <. < <n

gX)=X"—A_ X" (=DM X+ (1), (8.44)

Les 4;,1 < i < n, sont des polyndmes symétriques des racines @; de f, donc les coeffi-
cients du polyndme g s’expriment en fonction des coefficients de f.

Exemple 8.59. f(X) =X>+aX?+bX +cdans C[X] et F(X) = X2
Ennotant o;, 1 < i < 3, les racines de f dans C, I’équation transformée par F de f(X) =
est g{X) = 0, dont les solutions sont les &7 ; on dit que g(X) = 0 est I"équation aux carrés
des racines de f.
Comme dans la relation (8.44), on écrit
gX) =X -, X2+ A, X - A
Calculons les 4, en fonction des coefficients de f, en notant Z;, 1 < i < 3, les polynbmes
symétriques €lémentaires des o, et pour tout entier & # 0, S, les sommes des puissances
K#mes des oy,i = 1,2,3.
=Y of=5,=1}-25,=a’~2b.
1<€i<3
= Y dofal= —(S2 S
1<i< j=3

8, = 8%, — SE,4+-5,E,  (Formule de Newton)
= (a° — 280§~ 2b* + 4ac,” d’olr

A = %[(a2 —2b)* — (a” - 26)% + 27 — dac] = b’ - 2ac.

o= (o)’ =T =c%, d’ob
g(X) = X3 — (& - 2b)X2 + (b* — 2ac)X — c%.

b) Utilisation de la notion de résultant

Proposition 8.60. Avec les mémes hypothéses générales que précédemment, I'éguation

transformée de f(X) =0 par F(X} = qgg ,ou pAg=1dans K[X), s’écrit
g(¥) =0,

&(Y') étant, & un scalaire multiplicatif, non nul, prés, le résultant de f(X}etYq(X)— p(X),
considérés comme des polynomes de K(Y)[(X).

Preuve ; On sait que le résultant de f(X) et Y¢(X) — p(X) est un polynéme symétrique
en les coefﬁ(:lems de ces polyndmes, ¢’est donc un €lément de X 7).

Posons f(X = Pocica®X'sd6g f =n 2 1;ennotant @y,..., &, les racines de f dans X,
ona(Th. 8 45 2D

R(f(X), Yg(X) ~ p(X)) = a3 [T, 1n(Y2( ) — P(e1),

o d désigne le degré du polyndme Yg(X) — p(X) dans K(Y)[X].
On en déduit que

()
R(f(X),Yg(X) - p(X)) = #IT1<1cn (Y — W“xf)),
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oy = a,‘f]'[lgsﬂ g(oy) est non nul dans X, donc

g(¥) = p~'R(f(X), Yq(X) — p(X))
et g(¥)=0 <= R(f(X),Yq(X)- p(X))=0. 0

Remarque 8.61. Le résultat ci-dessus fournit un moyen simple pour obtenir une équation
polyndmiale transformée.

3. Exemples classiques de transformations
Dans C[X], soit f(X) = Eogsgnaixﬂ telquedegf=n> 1.

1) Transformation par translation : F(X) =X +a, oha € C*.
A un coefficient multiplicatif prés, le résultant de f(X) et ¥ ~ (X 4}, dans C[Y], est
f(Y — a); d’ob I'équation transformée de f(X) =0, par F :

g(Y)=f(¥Y -a)=0.

a,_
Par exemple, en prenant @ = ——!
nay,

, on obtient g(¥) =

racines est
=L — =0.
Ce procédé permet, en particulier, de ramener loule équation du type
fX)=aX?*+bX? 4+ cX+d =0,
a I’équation transformée, dite canonique, de la forme
gy =" +p¥+4¢=0,

obtenue en prenant F{X) =X + %0

2) Transformation par homothétie : F(X) = AX, ot A € C*.
L'éqguation transformée est dans ce cas, y
8(¥) = f(5) =0.

Pour A4 = —1, on obtient I'éguation aux opposés des racines de f.

3) Equation aux inverses des racines de f: F(X) = 1

On suppose f(0) # 0. Le résultant des polyndmes f(X) et YX - 1=¥(X — —;;), dans
1
C(¥), est égal au signe prés (Th. 8.45),a Y'f (?), d’oti I’équation transformée

s¥)=a,0"+a ¥ '+ . . +a, Y +a,=0. (8.45)
. . aX+b
4) Transformation par homographie : F(X) = X+d’ avecc#0,ad —bc#0, et

d
f(=2)#0.
Cette transformation généralise celle du cas précédent, qui comespondaa=0,b= 1,
c=1,d=0.
Dans le cas général, I'unique racine du polynéme Y (¢X +d) — (aX + &), dans C(¥), est
b—dY
; on en déduit (Th. 8.45.) que le résultant de f(X) et ¥ (cX +d) — (aX +b) est, au

cY-a
signe prés,
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(¢¥ —a)

d’ob I’équation transformée

g¥y=an(b—d¥)" +a, (b—dY)" N c¥ —a) +... +ay(cY —a)" =0.
La transformation homographique est bijective, par suite 1’ordre de multiplicité de toute
racine de f est conservé ; ¢’est-a-dire que si @, 1 < i < n, est une racine de f, d’ordre k;,

o+ b . A
alors — est une racine de g(¥), de méme ordre ;.

+d

5) Equation aux carrés des racinesde f: F(X) =
Déterminons le résultant de f(X) et X2 — ¥, considérés comme polyndmes de C(¥)[X)].
On admettra ici, qu’il existe nécessairement un corps X tel que
CcC¥)CKk,

dans lequel le polyndme X2 —Y a deux racines opposées, que ’on notera z et —z (Voir
Vol. 2, Extensions de Corps). Dans K[X], on a

X2-Y=(X-2z)(X+2) donc,dans K, ¥ =22,
Par suite, dans X, le résultant des polyndmes f(X) et X2 — Y est égal, au signe prés (Th.

8.45).4 f(z) f(—2).
D’autre part, il existe des polyndmes h et & dans C[X] C K[X] tels que

FX) = LpcicndX' = (X)) + XK(X?), d’od
f(2) f(=2) = (A(?) — 2k(z%)) (h(2?) + 2(k(z))
(A(2))? ~ k(D))

On en conciut que I'équation aux carrés des racines de fest

g(Y) = (A(¥)? - Y (k(¥))*=0. (8.46)

Reprenons exemple 8.59., pour lequel £{X)} = X3 +aX 2+ bX +c; alors,
fX)=aX?+c+X (X2 +b).
En appliquant la formule (8.6), on obtient

g(¥)=(a¥ +¢)? =Y (Y +b)* =0
=Y (Y2267 + b?) + (a*Y? + 2acY +¢2) =0
—(¥? = (&® - 20) Y2 + (#% — 2ac)Y — ?) = 0.

On retrouve ainsi le résultat de ’exemple 8.59., par une méthode plus rapide,

7. Exercices

1) 1°) Dans C[X;,X,, X,), calculer
A=X2 X2 +X, X3+ XX, + X, X3 +X2X3+X2X3,
B= (2X1 2 —X3) (2%, — X3 - X,)(2X; — X, — X5),
en fonction des polyndmes symémqucs éliémentaires X, 1 <i < 3
2% Dans C[X,, ..., X,], calculer
P= (XX, +X,X,) (X, X5 + X,X ) (X, X, + X, X;)
en fonctiondes L, 1 <i<4.
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2) Dans C(X,,...,X,),n > 1, on considére
X, . .
Fzzzfﬁx—'?, 1<i<n 1<j<n
J
Les polyndmes symétrigues élémentaires et les sommes de Newton des X; sont respective-
ment notés L;, pour 1 < j < n et S, pour toutk € Z.

Vérifier que F peut s’exprimer en fonctionde L, S_, S_,. En déduire, dans le cas n = 3,
Iexpression de F en fonction des £, 1 < j <3.

3) Soit f(X) =X*+X?+AX +2 dans C[X).
On note @, 1 < i < 4, les racines (distinctes ou confondues) de f dans C.
Déterminer A dans C pour que o, &, = 1.
Calculer alors les quatre racines o; de f.

4) Dans C[X], on considere les polyndmes
FX)=X3412aX2+ (@ + DX+ 1etgX)=X2+aX +1.
Déterminer g dans C, pour que f et g aient au moins une racine commune.
Répondre & la question par les deux méthodes suivantes :

a) en calculant le p.g.c.d. de f et g dans C[X];

b) en calculant le résultant R{f, g) dans C.
Pour a répondant 2 la question, préciser les racines de f et de g.

5) Soit f(X)=X"—1,n>1,dans C[X]. )
On rappelle que les racines dei fi dans C, sont les z, — exp %, 1<k<n.

1°) Pour tout p € N, soit Spi=J, ., 27 . Prouver que
Sp=n"<= p=0 (mod n);
S, =0 < p#0 (mod a).
2°) Monirer que, quels que soient les nombres complexes @ et §, on a
H1g¢gn(a + ﬁzk) =" +(_1)nwlﬁ"-
3% Prouver que pourtout 8 € R, on a
L <kcn(Zf — 2256080 +1) = 2(1 —cosn@).

6) Etant donné un entier # > 1, on considere dans C, les éléments
2kxmi
G =exp——, 12k<n.
1°) Quel est le polyndme f(X) de C[X], dont les racines sont les
ki
zk=expTl, 1<k<n—-17
2°) Déterminer 1’équation polyndmiale g(¥') = 0, ayant pour racines les
= y1€<kg<n—1.

1
En déduire P:= [ cno1 7
SRS ] _Zk
7 Soit f(X) = X>+ pX + ¢ dans C[X].
On note &, 1 <§ <3, les racines (distinctes ou confondues) de f dans C.
Etant donné j& Crel que /> =1 et j#1, on pose
00y, 0,0,) = (0 + jo, + 7 033)3.
1°) Calculer, en fonction de p et g, les sommes de Newton S, et §; des ¢, 1 <i <3, ainsi
que
M= L ooy, i #£k dans {1,2,3}.
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8

2°) Soit 8, le groupe des permutations de {1,2,3}. Pour tout & € §;, on pose

6o(a), 0y, 03) = 8{C501) Xz acr(s))'
a) Prouver que lorsque & décrit §,, 85(0;, @, &) ne prend au plus que deux valeurs dans
C, que I’on notera 8, et 6, ; si on pose 6, = 8(¢,, 0, &), préciser 'expression de 8, en
fonctiondes o, 1 <i <3,
b) Déterminer le polyndme du second degré de C[X], dont les racines sont 8, et 8,. Calculer
9, et 6, en fonction de pet 4.
¢) Pour k = 1,2, on note A, une racine cubique de 8,. Vérifier que, quel gue soit le choix
de la racine cubique 2, £ = 1,2, le triplet (@, ©,, 0;;) est solution du systéme

o+ + o =4,
o+ 0t je =4
Calculer les ¢; en fonction de p et g.
3°) On suppose f(X) = X3+ pX +¢ dans R{X]. On pose A:=4p3 +274°.
Vérifier les propriéiés suivantes :
a) 8i A =0, alors £ a au moins une racine multiple et dans tous lescas (p #O ou p=0,)
les racines de f sont réelles ; les calculer.

b) 8i A > 0, f a une seule racine réelle ; que peut-on dire des deux autres racines ?

¢) 8i A <0, f a wrois racines réelles distinctes.

Dans cet exercice, on utilise la netion de déterminant de Vandermonde (Voir un cours d’ Al-
gebre Linéaire).
Soit f(X) € CIX], un polyndmeciunirgire, dedegré n 2 1, tel que
f(X) = ZOSI’SH a:‘Xl = nlgf_{_n(x - a,-),
les o; étant les racines (distinctes ou confondues) de f dans C.
Soit V(e 0, ..., &) le déterminant de Vandermonde des oy; on rappelte que

1 1 1
o o3 o
V(ahap'”!aﬂ): o a'Z o, = H (a:_a;)
5 A S 1<<isn
b kN A

On désigne par M la matrice carrée dont le déterminant est V{a, &,,. .., t) et on note ‘M
la matrice ransposée de M.
19) Calculer det (M'M) ; en déduire que

B8 ... §
S 08 ... S
: : . . =D(a1,a2,...,a,,),
S 1 Sﬂ e Szn__'z

ou, pour tout entier k > 1,5, = Lyjc, 0f et D(¢),0,..., 0) est le discriminant des o
(Cf. Exemple 8.12.).
2°) a) Calculer Do, ;. .., 0f) en fonction des S;, pour n =2 et n =3.

b) Pour n =2 et f(X) =X*~—a,X +a,, exprimer D(c;, &) en fonction de a, et a,.

¢) Pour n =3 et f(X) = X~ a,X* + a,X —a,, exprimer D{cx,, &, ;) en fonction de
@,,a5, a5,
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9) Soit f(X) =X ~a,X*+a,X —a, dans R[X].

1°) a) Justifier 1’ affirmation suivante ; le polynéme f a trois racines (distinctes ou confon-
dues) dans C.

b) Vérifier que si @ € C est une racine de f, alors @& (I’imaginaire conjugué de o) est
aussi une racine f. En déduire que f a au moins une racine réelle.
2°) On pose (Cf. Ex. 8 précédent)

D := —4ala; + ala3 + 18a,8,a, —4a% - 2743,

a) Vérifier que f a une racine multiple si et seulement si D =0 et montrer que dans ce cas,
les racines de f sont toutes réelies.

b) On suppose I £ 0. Prouver que £ a alors, trois racines réelles distinctes gu une seule
racine réelle, snivantque 'ona D > 0 ou D <.

10) K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Soit f et g dans K[X] tels que

deef=m>1,degg=n>1.
1) Prouver que f et g ont au moins une racine commune si et seulement si, dans I’espace
vectoriel K[X], les m -+ n vecteurs

b SRV D ST U GV Sy B Sl I I N
forment une famille liée.
2°) On pose f = L1cicn@X's 8 = L1ic, 0 X"
Le résultant R(f, g) est alors le déterminant d’ordre m 4 n sur K, décrit dans la définition
3.41.
On désigne par L,L,,...,L . ;L. les vectewrs-lignes du déterminant R(f,g) et on
écrira symboliquement
Ll

I,

P

R(f.g)=:
L

m+n—1

L)n+n

En tenant compte des inclusions K € K[X] € K(X), on peut considérer que R(f, g} estun
déterminant & coefficients dans le corps K(X).
Remplagons alors, dans le déterminant R{f,g), le vecteur-tigne L, par le vecteur-ligne
L= Yy xmip,
1<i<m+n
les vecteurs-lignes L;, 1 <§ < m+n—1, restant inchangés.

a) Vérifier que
L

L
R{f.g) =|:

Lm+n— 1

L

b) Montrer que le vecteur-ligne  s’identifie au vecteur
(XPULX"2 X f X g, X0 2, X g, 8).
de I’espace-vectoriet (K{X))™ ™.
En développant le déterminant R(f,g) suivant la ligne L, prouver qu’il existe des poly-
némes u et v, dans K[X], tels que
R(f,8) = u(X)f(X) + v(X)g(X).
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11)

12)

Vérifier que si R(f,g) # 0, alors les polyndmes u et v sont uniques.

Soit X un corps algébriquement clos de caractéristique 0;K* ;= K\ {0}.

1°) Soit f et g, dans K[X], tels que deg f = m > 0, degg = n >0, m et n n'étant pas simul-
tanément nuls (Rem, 8.46.),

Dans le cas ot mn # 0, on pose

fX) =o[lgign(X - o), &X)= bn15j5n(x“ﬁj)-

On note R(f,2) le résultant de f et g.

a) On suppose deg g = n # 0; calculer
R(a,g),ohaeK* et R({X—qa),g),ob x €K,
b) Prouver que Rig, f) = (—1Y™R(f,g).
c) Soit A un polynéme non constant de K[X); démontrer que, dans le cas o mn #0, ona
R(fg.h) = R(f,h)R(g, k).
Prouver que sidegg =n #£ 0et A € K*, alors
R(A g k) = R(A,h)R(g,h).
2°} Soit p un polyndme unitaire de K[X|, de degré d > 1.
Pour tout polyndme g € K|X], on note 7 la classe de g modulo (p), oi1 (p) désigne I'idéal
de K|X] engendré par p.

[ ]

a) Vérifier que est un K-espace vectoriel dont on précisera la dimension,

b) A tout polynéme u € K[X], on associe 1a correspondance

Klxj " Kx)
o) oy
q§— Hq.

Montrer que pour tout » € K[X], 6, est une application (préciser 8, lorsque u € (p)) et que

)

¢} Prouver que, quels que soient les polyndmes u et vdans K|X],on a

3°) On reprend les hypothéses et les notations du 1°), en supposant le polynéme g ron
constant et unitaire, On associe alors, & tout polynéme u € K[X|, I’'endomorphisme 8, de
Kx]

(8

a) Démontrer que

8, est un endomorphisme du K-espace vectoriel ——

, défini comme dans le 2°).

YacK* R(o,g) =det8,;
et Vock R((X-—a),g)=detby,_ .

b) Prouver que, pour tout couple de polynémes (f, g) satisfaisant aux hypotheses du 1°), ob
I’on suppose g non constant el unitaire, on a

Soit f(X), dans C[X] tel que deg f = n > 1 et f(0) # 0. On pose
fX)= Y aX aveca,#0ecta,#0.
15ign
Soit g(X) =0, I'équation aux inverses des racines de f (Cf. rel. 8.45). On dira que f(X) =
est une équation réciproque, s’il existe 4, non nul dans C, el que

f(X) = Ag(X).
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1°) Montrer que I’équation f(X) = ¢ est réciproque si et seulement si A = =1, On dit alors
que f(X) = 0 est une équation réciproque

de premiére espéce, si A =1,  de seconde espéce, si A = —1.
2°) Etant donné une équation réciproque, f(X) =0, de degré n > 1, vérifier les propriétés
suivanies.

a) Si f(X) = O est de seconde espéce, alors, quelle que soit la parité de n, on a f{1) =0et
si f(X) = (X - 1)g{X), alors g(X) = 0 est une équation réciproque de premiére espéce.

b) Si F{X} =0 est de premiére espéce et si n est impair, alors on a f{—1) =0 et I'égalité
f(X) = (X + 1)g(X) implique que I'équation ¢{X} = 0 est réciproque de premidre espéce
et de degré pair.

En conclure que la résolution de toute équation réciproque peut e ramenée 3 celle d’une
équation réciproque de premiére espéce et de degré pair, n’ayant ni 1, ni -1 comme racines,
3°) On considére une équation réciproque f(X) = 0 n’ayant ni 1, ni -1 comme racines, de
premiére espéce, et de degré n =2m > 2.

a) Vérifier que, dans C[X], f(X) s*écrit sous la forme

f(X) = 6y + 8y X" 4 ta, X
—i_"‘l""'Xm"l'_a.na':+1Xm“1 +... +a2m—lX +a2ml

avec a,,, # 0.
b) On pose

(1] 1 "m— 1
o(X):=a,, (X +X—m)+az,,,_,(X L XTI—H—...

1
+ﬂm+1(x+ i) + G

Montrer que pour @ € C*,ona fla)=0 = ¢{a)=0
¢)OnposeY ;=X % et pour tout entier k > 1, B, =Xt %
Vérifier que pour tout & > 1, P, est un polyndme de degré k dans C[¥], que I'on peut déter-
miner par la formule de récurrence

Be=YR 1—F_y
Apartirde By =2etP, =Y.
En déduire qu’il existe, dans C(Y], un polyndme ¢ (Y) de degré m, tel que pour tout § € C
vérifiant ¢ (B) = 0, les racines du polynéme X2 — BX + 1 sont des racines de I’équation
f(X) = 0, inverses I'une de I'autre.
On dit que U'équation ¢ (¥} = 0 est la résolvante de 1’équation f(X) =0.
4°} Etant donné une équation réciproque f{X) =0, satisfaisant aux hypoth&ses de la ques-
tion 3%), retrouver la résolvante ¢ (¥) = 0, en déterminant, par la méthode du résultant,

I’équation transformée de f(X) =0 par F(X) =X + %
5%) En appliquant les résultats des questions 2°) et 3°), exprimer a I'aide de radicaux, les
2kn 2k
— et sin—

5 3 pour k=1

racines dans € du polynéme X° — 1 (on calculera d’abord, cos
eth=2).

13) Soit f(X) =X*+aX>+bX? +cX +d dans C[X), tel que £(0) # Det (1) #0.

On note g(X) = 0 1'équation teansformée de £{X) = 0 par F(X) = XXTI

1°) Ecrire le polyndme g(X) (ses coefficients étant exprimés en fonction de a, b, ¢, d).
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29 On dira que I"équation f(X) = 0 est invariante par la transformation F(X), s’il existe
p, non nul dans C, tel que g(X) = pf(X).
Trouver toutes les égquations du type f(X) = 0, invariantes par la transformation F(X).
3% Montrer que I’équation f{X) = 0 est invariante par F(X) si et seulement s’il existe s et
', non nuls dans C, tels que

FX) = (X% —sX +5) (X2 —IX +5).
4°) Vérifier que I'équation

X4-3x3+X2+4X-2=0

est invariante par la transformation F(X) = et la résoudre en utilisant le résultat du

39).

X-1
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Appendice A
Propriétés arithmétiques de Z

On suppose connue, la construction de ’anneau Z des entiers rationnels, i partir de I'en-
semble des entiers naturels muni des opérations usuelles d’addition et de multiplication
[42].

1. Rappels

a) L'anneau Z des entiers rationnels est unitaire, commutatif, intdgre ; ¢’est donc un do-
maine d'intégrité (DEF, 1,21.),
b) L'ensemble Z est muni d’une relation d’ordre total induite par I’ordre naturel de N.
N={n€eZ;n>0} ; Z\N={n€eZ;n<0}.
N est I’ensemble des entiers rationnels dits positifs ou nuls et Z\ N est ’ensemble des
entiers rationnels dits négatifs.
Toute partie non vide de N a un plus petit élémeni.
Toute partie non vide, bornée de N a un plus grand élément,
¢) A tout n € Z, on associe sa valeur absolue, notée |2, telle que
Int=n,sin>0 et |n|j=-n, sin<O
Quels que soient m et # dans Z, on a

Imj=ln| < m=x=n.
lmn| = |m|[n et lm+n| < |m|+]|n|.

Rappel de notations : Z* = Z\ {0}, N*=N\{0}.
N* est I’ensemble des entiers rationnels strictement positifs,

2. Divisibilité dans Z. Notion de nombre premier

Définition A.1. Soit (a,b) € Z x Z*.

a} On dit que & divise a dans Z, s’il existe ¢ € Z te! que a = be.

b} Ecrire a = be dans Z, c’est effectuer une factorisation de & en un produit de deux
facteurs b et ¢. Dans ce cas, on dit que, dans Z, b et ¢ sont des diviseurs de ¢ ou que g
est un multiple de b et de ¢.

¢) Pour tout a € Z*, a et —a sont dits associés dans Z.

Remarque A.2. :

a} Quel que soita € Z, 1 et —1 divisent a.

b) Notations : Soit (a,b) € Z x Z*. On écrira symboliquement
b|a, pour exprimer que b divise a;
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b fa pour exprimer que b ne divise pas a.
Par exemple, 3|12, —6]18, 4 15.
¢)Dans Z, bla < -bla.

Propriétés élémentaires de la divisibilité dans 7Z :
Le lecteur vérifiera sans peine les résultats suivants :

Proposition A.3. Poura,b,c,dans 2" :
1) ala.

2) alb == |a] < |b].

3) (albetdbla) <= a==b.

4) (albetb|c) = dc.

5) (albetalc) = a|(b+c).

Remarque A 4. :
a) La réciproque de la propriété 5), ci-dessus, est fausse. Par exemple, 7 | 21; or, si l’on
écrit21 =64 15,0na7 f6et7 f15.
b) La relation de divisibilité est une relation dite de préordre.
En effet, dans la proposition A.3., les lignes 1) et 4) expriment, respectivement, que la
divisibilité est réflexive et transitive ; 3} montre qu'elle n'est ni symétrique , ni antisymé-
trigue,
¢) En général, un entier 2 € Z* a plusieurs diviseurs distincts, autres que 1 et 4, et on peut
écrire plusieurs factorisations de a. Par exemple ;

132852 X66 =4 %33 =2% 3% 22

132 =2 % 2% 3 x11.

Dans la derniere factorisation, chaque facteur est tel qu'il n’a pas d’autre diviseur positif
que 1 et lui-méme, ce qui motive la définition suivante,

Définition A.5. Un entier p € Z est dit premier si |p| > 1 et p n’a pas d’autre diviseur
que 1 et +p.

Remarque A.6. :

a) Dans I'anneau Z, ppremier < - p premier.

On conviendra d'appeler nombre premier, un entier premier et positif dans Z.

Compte tenu de cette convention, un entier p est premier dans Z si et seulerent si |p| est
un nombre premier.

2,3,5,7,11, 13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41, ... sont des nombres premiers.

&) Les nombres premiers jouent un réle fondamental dans I’anneau Z, puisque tout entier,
autre que O et X1, est un produit d’éléments premiers (Voir plus loin le Théoréme de
Factorisation Unique). Nous utiliserons cette propriété pour prouver que I’ensemble des
nombres premiers est infini (Théoréme d’Euclide).

¢) Les nombres premiers continuent de susciter un vif intérét en Théorie des Nombres.
Les problemes qui les concermnent sont généralement assez faciles a formuler, mais trés
difficiles a résoudre ; ils se rattachent essentiellernent & deux types de questions :
Comment reconnaitre qu’un entier est premier ?

Comment se répartissent les nombres premiers ?

A ce jour, plusieurs problémes posés depuis fort longtemps n’ont pas encore ét€ totale-
ment élucidés ([52] ; [33]).
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3. Division et congruences dans Z

A. Division dans Z

Théoréme A.7. Etant donné (a,b) € Z x Z*, il existe un unigue couple {q,r) € Z x Z tel
que0<r<|bleca=bg+r.

Preuve : On considere les entiers de 1a forme a — x|b|, ol x € Z. Posons
M={a—x|b| >0;x€Z}.
Vérifions que M n’est pas vide, en prouvant que a + |a||b] > 0. En effet,
b#£0 = |b| 21,
d’ot, a+la|lb| = —|a|+|alib| = |a|(ib| - 1) = 0.
M étant une partie non vide de N il existe un plus petit entier r € M. Ecrivons r = a— k|b|,
o k € Z; alors
a=klb|+r

Montrons que 0 < r < |b]. Ona0 < r, car r € M. D autre part, r > |b| impliquerait

0<a—(k+1)|bl <r,
d’ ot une contradiction avec la minimalité de r dans M.
St b = 0, on pose g = k; si & < 0, on pose g = —k. Dans chaque cas, on obtient

a=bg+r ; 0<r<|b| (A1)

1l reste & prouver 1'unicité du couple (g, #). Supposons (¢, ) # (g, r) dans Z x Z, vérifiant
les relations (0.1);ona: blg—g)=+—r

Si ¢’ # ¢, on a nécessairemeni +/ £ r, puisque I'anneau Z est integre. Supposons # > r;
alors

O<r<|blet0<rl <|b)) = (F-n<lb;
mais (blg—¢)=r—-r) = r—rzib,

d’ot une contradiction . O
Onnoteque blga <= r=0.

Définition A.8B. Avec les notations précédentes, g et r sont appelés, respectivement, quo-
tient et reste de la division de @ par b dans Z.

B. Congruences dans Z

On rappelle ([11], Ch. 1) que pour tout entier # € N, la relation binaire R définie dans Z
par
xRy <= (x—y)€nZ

est une relation d’équivalence appelée congruence modulo n.
L'ensemble quotient Z/R est noté Z/(n) ou Z/nZ.
Onécrit: x=y (mod n} pour exprimer que x est congru & y modulo ».
Pour n =0, Z/(0) s’identifie a Z.
Pour tout x € Z, on note X la classe de congruence de x modulo »# :

¥={y€Z;39€Z,y=x+qgn}.
Supposons n > 0. Etant donné x € Z, en effectuant la division de x par », on obtient un
unique couple d’entiers rationnels (g, r) tel que

x=gn+r e 0<r<n

Par suite, pour tout x € Z, il existe un unique r € Ntel que 0 < r < netX =7 dans Z/nZ.
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On en déduit que

Z/nZ={0,1,...,n—1};
donc Z/nZ est fini de cardinal n.
On vérifie ([11], Ch. III) que la congruence modulo # est compatible avec I'addition et 1a
multiplication de I’anneau Z; autrement dit :

Proposition A.9. Dans Z, pour n > 0,
(x=x (modn) et y=y (modn)) implique
x+y=x+y (modn) et xy=xy (modn).
En particulier, quel que soita € Z,
x=y (mod n)= (a+x=a+y (modn) e ax=ay (modn).}

On peut alors définir une addition et une multiplication dans Z/nZ par

T+F=x+y e IFJ=37
Z/nZ est ainsi muni d’une structure d’anneau induite par celle de Z ( Voir Ch. 1, Exemple
1.12).
Pour n = 1, 'anneau Z/Z est nul.
Pour # > 1, I’anneau Z /nZ. est unitaire et commutatif ; 0 et 1 sont, respectivement, élément
neutre pour I’addition et la multiplication.

4. Factorisation unique dans Z

Dans un premier temps, nous considérons le probléme de la factorisation unique, pour les
entiers n > 1.

A, Théoréme Fondamental de I’ Arithmélique

Théortme A.10, Tout entier n > 1 peut s'écrire de facon unique, & I'ordre prés des fac-
teurs, comme un produit de nombres premiers ;

n=Mpy.. Pry
avec r > 1, dans N et p; premier positif, quel que soit i (1 <i<r).

Preuve : Soitn > 1 dans Z ;
si n est premier, la propriété est vérifiée avec r =1,
si n n’est pas premier, alors # admet au moins un diviseur positif autre que 1 et n, on peut
donc écrire n=nn,, avec 1 <n; <netl<n, <x Onraisonne alors, par récurrence
sur 7 , en supposant la propriété vraie pour tout entier m tel que 1 < m < n.
L’hypothése de récurrence implique que #, et n, sont produits de nombres premiers, par
suite, il en est de méme pour a. Il reste A prouver I'unicité de la factorisation de .
Supposons #=p,p, ... Pr = 4,45 - - -4s, O\, # n’étant pas premier,ona r > 1 et s > 1 dans
Netles p;,(1<i<r),g;,(1 < j<s), sont des nombres premiers.
19" cas s il existe i et j tels que p; = g;.
On peut supposer, par exemple, p; = g,. L'intégrité de Z permet d’écrire

W =pps..Pr=qyg;...4s; d'on 1<n' <n
L’hypothése de récurrence implique I’unicité de la factorisation de ', 2 ’ordre prés des
facteurs ; par suite on a s = r et il existe une permutation ¢ des entiers 2,...,r, telle que

Vi2gi<r), p= 45(i)

d’oix I'unicité de la factorisation de n, 4 Iordre prés des facteurs.
28Me (g . P # g;» quel que soit LN A<i<r1<j<s).
On a en particulier, p; # g,; supposons p, < ¢;.
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§>1 = 0<p1gp...¢s<R=¢q1Gy-. .45
Posons m=n—p,q,...qs alors,

m=(‘11_'P1)42---QJ=P](Pz-wpr_‘?r--qs)- (A.2)

s>l = l<m<n
L'hypothése de récurrence implique que m se factorise de fagon unique, a I’ordre pres des
facteurs, en un produit de nombres premiers. Les égalités (0.2) montrent que le nombre
premiet p, est un facteur de m; or on a p, # q;, quel que soit f(2 < j < §), par suite,
p, divise nécessairement (g, — p,}. On en déduit que p, divise g, ; mais p, et g, étant
premiers, positifs dans Z, on a p; = ¢y, ce qui est contraire & I'hypothése. Le second cas
envisagé est donc impossible, O

B. Théoréme de Factorisation Unique dans Z

Théoréme A.11, Tout entier n € Z, tel que n £ 0 et n # +1, se factorise de facon unique,
& Vordre prés des facreurs, en un produit d’éléments premiers de 7.

Preave .
Sin > Q, on applique le théoréme précédent,
Sin<0,n=—n avec n’ > 0 et si une factorisation de n’ en éléments premiers positifs
de Z s'écrit :
n=pp, b, lors n=(-p)py...pr,
d'oi le résultat. O

Théoréme A,12, : Théoréme d’Euclide
L'ensenmble des nombres premiers est infini.

Preuve : Soit P I’ensemble des nombres premiers, ¢'est-a-dire, d’aprds notre convention,
Pensemble des éléments premiers positifs de Z. P est une partie non vide de N, donc
totalement ordonnée par I’ ordre induit par celui de N ; on peut écrire les nombres premiers
par ordre croissant :

PL<Py<...<Py_| <Pr--.
oll py =2, p3 =3, py = 5, eic... ; p, désigne le n'*™ nombre premier,
Soit N = p\p,...pn+ 1. d’apres le Théoréme Fondamental de I’ Arithmétique, N est un
produit de nombres premiers.
Soit p un diviseur premier (positif) de N; on a nécessairement p # p;, quel que soit
i(1<i<n),donc p> pn
On en conclut qu’étant donné un nombre premier quelconque dans P, il en existe un autre
qui est strictement ptus grand ; donc ‘P est infini. ]

Remarque A,13. 1l existe d’autres preuves du Théoréme d’Euclide (Cf.[28]. [52]).

C. Conséquences du Théoréme de Factorisation Unique
Comme plus haut, on désigne par P, I’ensemble des nombres premiers.

Proposition A.14. Soit n # 0 dans Z; alors, guel que soit p € P, il existe o € N, tel que
p%|net p*tl pn.
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Preuve : Supposons n > 0 et soit p € P. Si p Jn, alors, o =0 convient.
Si p|n, on considére I’ensemble suivant ;
Ey(n) = {keN; p*|n}.
Par hypothése, 1 € Ep(n), donc E,(n) est une partie de N, non vide et non réduite 2 0. De
plus, dans Non a
(Piln = p*<n) et (pF<pttt VEkeN).

On en déduit que 'ensemble Ep(n) est borné dans N; par suite, il existe un plus grand
¢lément dans Ep(n), que nous notons ¢; alors,

Poln et (p*TIEE,(n) = p**! fn).
Si n < 0, on applique la propriété démontrée ci-dessus a n' = |n] et
(p%|, P! ') = (p%in, p™*' J). O

Définition A.15. Etant donné n € Z* et p € P, Pentier o > 0 tel que p®|n et p®+! [n, est
appelé la valuation p-adique de n. On écrira :
o = vp(n).

Proposition A.16. Tout n € Z* s’écrit
n=2I,.0"", (A3)

ot les vp(n) sont presque tous nuls dans N, ¢’est-a-dire, nuls sauf un nombre fini d’entre
eux.

Preuve : 8in = %1, alors vp(r) = 0 pour tout p & P,
Supposons n # £1. D’aprés le Théoréme de Factorisation Unique,
n=xpp, . Pr, reEN,p,ePVi(l<i<r);
en regroupant les p; qui sont égaux, on obtient :
n= :I:pf‘lpgl. ..p;f*,
ol les p;, {1 < i <k), sont deux a deux distincts dans P et &; = v, (n), quel que soit
i(1<i<k). |

5. p.g.c.d. et p.p.c.m. dans Z. Théoréme de Bezout

A, Notion de p.g.c.d. et p.p.c.m. dans Z

Remarque A,17, Soit m et n dans Z*; alors,
a)y m=%1 <= vp(n)=0,Vpe?d
by mn <= 0<vp(m)<vyin),VpeP

Notations : Quels que soient m et n dans Z* et p € P, posons :

Hp = inf(vp(m),vp(n)) vy =sup(vp(m),vy(n)) (A4)
d= l'[,,e:pp“P s 1= HPE?PVP- (A.5)

Exemple A.18. Pourm =84 =22x3x7 et n=18=2x3?
d=2x3=6 et [=22x32x7=252

Compte tenu des remarques A.17., on vérifie que les entiers strictement positifs d et |
définis par les relations (A.5) satisfont aux propriétés suivantes :
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Proposition A.19. :

1) dim e dln;

1) VeeZ*, (clm et c|n) = cl|d.
2y mjl et nll;

2y VYkeZ* (mlk et nlk) = k.

Remarque A.20, : Conséquences de la proposition A.19. :
Drapres 1), pour c € Z*, (c|m et cln) = f¢| < d.
D'aprés 2'), pour k€ Z*, (mlk et njk) == I < |-
Si § € Z* vérifie, comme d, les conditions 1) et 1°}, alors § = +d.
En effet, en appliquant 1) et 1’) & & et 4, on obtient :
(8lm et bin) = 8ld; (d|m et dln— d|8),
d'oll 6 ==xd.
De fagon analogue, on montre que si A € Z* vérifie, comme {, les conditions 2) et 2'),
alors A = 1.

Les remarques A.20. justifient les définitions suivantes.

Définition A.21. Etant donné m et n dans Z*,

a) Toutentier & € Z*, vérifiant les conditions 1) et 17}, est appelé plus grand commun
diviseurde metn (p.g.c.d. de met n).

b) Tout entier A € Z*, vérifiant les conditions 2) et 2'), est appeié plus petit commun
multiplede metn (p.p.c.m. de metn).

Remarque A.22, L’éde prégédente a moniré gue pour tout couple d’entiers non nuls
(m,n), ilexiste un p.g.c.d. et un p.p.c.m., uniques an signe pras.

Compte tenu des notations (A.4), les entiers d et ! définis par les relations (A.5), sont les
p.g.cd. et p.p.cm. positifs de m et n.

Notations : Pour m et n donnés dans Z* , un p.g.c.d. (resp. un p.p.c.m.) de m et n sera
désigné par mAn (resp. mVn).

Remarque A.23. On sait que tout sous-groupe de (Z,+) est de la forme kZ, ob k€ N
(f11], Ch. OOI). On en déduit que tout idéal de I'anneau Z (Déf. 1.42.) est aussi de cette
forme, donc est principal (Déf. 2.5.) .

Pourtoutnc Z*, —nZ=nZ et (kenZ <= nlk).

Proposition A.24. Soit (m,n) € Z* x Z*;pourd etl dans N*, on a
a) d=min <= mL+nZ=4dZ.
b) I=mvnp << mZnNnZ=I7Z.

Preuve : On rappelle que mZ 4 nZ est 'idéal de I’anneau Z engendré par m et n (Def.2.1.)
et que
mZ-+nZ={am+bn; (a,b) €EZx Z}.
a) Supposons mZ +nZ = dZ.
(medZ et nedZ) <> (dim et d|n).
D’autre part, pour ¢ € Z*,

(clmetcln) <= (mecZetnecZ),
donc (clm et cln) = mZ+nZ C ¢Z,

d’ol dZ C ¢Z, c’est-a-dire ¢|d. On en conclut que d =mAn.
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Réciproquement, supposons & =mAnetd > (), alors
(d|m et dln) = mZ+nZ C dZ.
D’autre part, tout idéal de Z étant principal, il existe ici, ¢ € N* tel que
mZ+nZ = ¢Z. On en dédvit que ¢Z C dZ , donc d divise ¢ ; or,
mZ+AnZ=cZ = (clm et c|n) = c|d,
puisque ¢ = mAn. Les entiers ¢ et 4 étant strictement positifs, on en conclut que ¢ =d,
donc mZ+ nZ =dZ.
b) Supposons mZNnZ =1Z,
lemZnnZ = (m|! et n|l). )
Pour ke Z*, (mlk et nlk) = kemZnNnZ =I1Z;
d’ol Ik et par suite, | =mVan.
Réciproquement, supposons [ =mV n,
(m|l et nll) = IZCmZNnZ.
Pour ke mZNnZ, (mk et nlk) = Ik,
puisque { =mV n; par suite,
mZnnZ ClZ, d'ou mZNnZ =1Z. 0

Remarque A.25, : Les hypoth@ses et les notations étant celles de la Prop. A.24., on a
dZ=m&+nZ <= Ia,b)c ZxZ, telque d =am-+bn. (A.6)

Dans le second membre de cette relation, le couple (a, b) n’est pas unique. En effet,
d=min = Ja,B)eEZxZ, telque m=0ad, n=Pd;
d'ob B m = an; par suite, pour tgutk € Z, on peut écrire

d = el b =(a+ kS )m + (b — ko), (A7)

De la Prop. A.24., on déduit alors la propriété suivante qui sera utilisée plus loin (Preuve
de la Prop. A.38.).

Corollaire A.26. Soit (m,n) € N* xN*relque m Jnet n fm.Sid=mAn etd >0,il
existe alors (u,v) € N* x N* tel que
d=um-—vn.

Preuwve : Les hypothéses impliquent d < m et 4 < n dans N*,
Par suite, pour tout couple {a,b) € Z x Z vérifiant la relation (0.6), on a
d=am+bn avec ab < (.

En effet, (@ > 0, et b > 0}, impliquerait (d > m et d > n),
Sia>»0ectb<0,onprendu=aetv=—b.
Sia < Oetd >0, onutilise la relation (A.7) en prenant un entier £ > O tel que a4+ &8 > 0,
alors,

(a+kB)(b—ka) <0 == (b—ka) <0.
Dans ce cas, on pose u =a+kf et v=—(b—ka). 0

Proposition A.27. Soit (m,n) € Z* X Z*; si d et | sont, respectivement, p.g.c.d. et p.p.c.m.
de m et n dans Z, alors
mn = +dli.

Preuve : D’aprés la Prop. A.16., il existe un entier s > 0, des nombres premiers distincts
Py, Py, -, s et des entiers o, B; dans N tels que

m=2Mcu, PP 5 ”:inlgfgsp,{}i-
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Quel que soit i (1 < i < 5), posons

wy=inf(e,B,) 5 v, =sup(oy,f);
onaalors, d=xJlje, Pl €t I=E[l1ge, P}

Pour tout £ (1 < i< s),ona, soit &; < B, soit §; < o, d’ob
=0, et v,=0, oubien, =5 et v, =aq;
par suite, p+¥i = p%thi, doh mn = L. 0

Remarque A.28. La recherche des p.g.c.d. par I'algorithme d'Euclide sera développée
au Chapitre 5, dans un contexte plus général.

B. Eléments premiers entre eux dans Z. Théoréme de Bezout

Définition A.29, Deux entiers non nuls dans Z sont dits premiers enire eux, s'ils n’oni
pas d’autres diviseurs communs que 1 et —1.

Proposition A.30, Pour (m,n) € Z* x Z*, les conditions suivantes sont éguivalentes :
1) m et n sont premiers entre eux

Dl=mAn

ImZ+nZ=2Z.

Hmn=mvn.

5YmZNnZ = mnZ.

6) Z/mZ X Z/nZ ~ L/mnZ (isomorphisme d'anneaux).

I’ équivalence des propriétés 1) 4,5) découle directement de la définition A.29. et des

propositions A.24. et A.27..
Pour I’équivalence entre 5) et 6}, ‘onconsidére |"application

Z—Z/mZ<xZ/nZ
x+— (o(x), 7(x))

ol o et 7 sont, respectivement, les surjections canoniques
Z — Z/mZ ; Z — Z/nZ.
([11] Th. 3.29.)

Théoréme A.31. : Théoréme de Bezout
Deux entiers m et n, non nuls dans Z, sont premiers entre eux si et seulement s'il existe a
et b dans Z, tels que

am+-bn=1. (A.8)

En effet, pour m et n dans Z*, la condition (A.6) est équivziente 2 la condition 3) de la
proposition A.28.
La relation (A.8) est appelée Relation de Bezout.

Théortme A.32. : Théortme de Gauss
Pour a,b,c non nuls dans Z. :
(alberanb=1) = alc.

Preuve ; Appliquons le théoréme de Bezout ;

anb=1 <<= Juv)€EZXxZ;uat+vb=1,
d’oll uac + vbe = ¢, par suite d’aprés la proposition A.3., 5),
(a|uac et a|lvbe) = alc. O
On remarque que la propriété est fausse si a et b ne sont pas premiers entre eux. Par
exemple, 6|12, mais 6 [3 et 6 J4.
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Corollaire A.33. Dans Z*,
(p premier et plbc) = plb ou plc.

Preuve : Les seuls diviseurs de p étant +p et +1, on a nécessairement,
phb=poupnb=1,

Si pAb = p, alors p|b; dans le cas ob pA D =1, d’aprds le théordme de Gauss, on a p|c.
O

Théoreme A.34. Soit a non nul dans Z et n > 1 dans N; alors @ désignant la fonction

d’Euler, on a
aAn=1= a®® =1 (mod n).

Preuve : On rappelle ([11], Ch. III) que @(r) est le cardinal de 1’ensemble des entiers &
telsque 1 <k<netkAn=1.
Si G, désigne le groupe des éléments inversibles de I’anneau Z/nZ, alors (Ch. 1, Prop.
1.13),
G,={G€Z/nZ;arn=1};

donc le groupe G, est d’ordre ¢(n); par suite, pour a € Z,

arn=1=aT€ G, = a*"W =T,
¢’est-a-dire, a?" =1 (mod n). O

Corollaire A.35. : Petit théoréme de Fermat
Etant donné a € Z; pour tout nombre premier p,on a
a’ =a (mod p).

Preuve : On peut supposer a 5= (.
1) Si p|a, alors
a=0 (mod p) = a4 =0 (mod p),
d’ou af = a (mod p).
2) Si p Ja, comme p est premier, on a necessairementaAp =1.
D’autre part ¢(p) = p— 1, alors I’application du théoréme précédent donne
a?~1=1 (mod p), d’ott I'on déduit (Prop. A.9.) :
a” =a (mod p). O

Théordme A.36. : Théoréme de Wilson
Soit p > 2 dans N; alors
p premier <= (p—1)!=-1 (mod p).

Preuve : Si p est premier, Z/pZ est un corps (Cor. 1.14) et ses p — 1 éléments non nuls
sont les p — 1 racines du polyndme XP~! — T dans Z/pZ. On en déduit que

XP 1 T=(X-1Tx-2)---(X—p—1).
En identifiant les termes constants dans les deux membres de I’égalité précédente, on ob-
tient -1 = (p—1)!, donc

(p—1)1=-1 (mod p).
Réciproquement, supposons (p— 1)1 = —1 (mod p);dans Z/pZona 12...p—1=-1.
On en conclut que tout élement non nul de ’annean Z/pZ est inversible, donc Z/pZ est
un corps ; par suite
(1<k<p)=kArp=1,
ce qui implique p premier. d

Les propriétés suivantes seront utiles, en particulier, dans I'étude des corps finis (Cf. Ex-
tensions de Corps).
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Proposition A.37. Poura,bndansN*,a> 1,0na
{@-1@"-1) <= s

Preuve
1°) Supposons que s divise », donc il existe d € N* tel que n = sd, d’ol a” = (a°)¢,
d—1=(@¥-1=(@ - D@ Va2 ... 41),
donc & — 1 divise a" —1.
2%) Réciproquernent, on suppose que a° — 1 divise a” — 1, dans N;; cette hypothgse im-
plique (a°~1) < {a"—1),d’oh a° < a"; alors,
(@a>letd<a") = s<n.
Effectuons la division de n par 5 : il existe des entiers g et » tels que

n=sg+n0<r<setg>0, carQ<s<n
Sir#0, alors, a"—1=a"""—-1=(a")%a"—1;
donc &"~1={(()—1)a" +a - 1.

On en déduit que
(@-1)|(a"-1) = (& -1)|(a"-1).
Or, (a>1,0<r<s) = da&-1>a-1,
d’oir une contradiction, donc r = 0 et s)n. |

Proposition A38. Soit a,m,n dans N*,a > 1, alors pour d > 0 dans Z,
d=mAng<=21a8-1=(@ =1)n(a"-1).

Preuve :
1°) Supposons d = m A n. La proposition précédente implique
(a® — ){(@™" —1) et (a?—1)|(a"—-1).
Ii reste 3 prouver que tout diviseur commun & (@™ — 1) et (a” — 1) divise (a® —1). D’aprés
la proposition A.24 ,
d=mhnr <= dZ=mZ+nZ.
Par hypothese, d,m, n sont dans N* ¢t on a nécessairement d < m et d < a. On peut alors
trouver (Cor. A.26.) u et v dans N* tels que
d =um—vn.
L égalité ci-dessus implique
a*® —~1 =avn+d_1:ad(am_ 1)_|_ad’_1.
D’ aprés la proposition 0.28 il existe b et ¢ dans N* tels que
am—1=(@"-1)b et a"—-1=(a"—1)c
On en déduit :
a®—1=(a"-1)b+at(a"—1)c;
dongc tout diviseur commun 2 (™ — 1) et {a" — 1) divise (¢ — 1) ; par suite
¢~ 1={a"-1)A(a"—1).
2°) On suppose, réciproquement, que a% — 1 est p.g.c.d de @™ — 1 et a" — 1. Par ailleurs,
soit & > 0 dans Z, un p.g.c.d. de m et n; d’aprés la premiére partie de la démonstration,
a®—1est p.g.c.d.dea™—1et a" — 1. Compte tenu de ’unicité au signe prés d'un p.g.c.d,,
(@-1>0eta®~1>0) = af—1=a% -1,
d’oitd = 8. O

Coroliaire A.39. Pour a,nt,ndans N*,.a > 1,
mAan=1 < a—-1={(a"-1)A(a"-1).
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C. Généralisation

Les notions de p.g.c.d. et p.p.c.m. se généralisent 3 un nombre fini quelconque d’entiers

rationnels non nuls {voir Ch. 5).
Les deux propositions qui suivent seront démontrées au Chapitre 5, dans un cadre plus

général.

Proposition A.40. Dans Z*, les opérations p.g.c.d. et p.p.c.m. sont associatives, ¢’est-
a-dire que pour des entiers non nuls m,,my,m;, on a

(my Amy) Amg = my A(my Amy); (A9)
(my Vmy) Vg =m V(m, Vmy). (A.10)

Proposition A41. Soit m,,...,m, dans Z*; on pose m = nym, ...my ; alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1) Les m;, (1 < i < k}, sont deux & deux premiers entre eux.

2) My MZ =mZ.

3NVZ/mZXE/mZ X X ZfmZ ~ Z[/mZ.

Ces résultats se déduisent de I’associativité des p.g.c.d. (Prop. A.40.) et des relations 5)
et 6) de la proposition A.30.



Appendice B
Produit tensoriel

Dans cet appendice, on définit la notion de produir tensoriel de modules sur un anneau
unitaire, commutatif et on en donne les propriétés essentielles qui pourront étre utilisées
dans différents chapitres de ce livre (et dans le Vol. 2, Extentions de Corps).

Dans ce qui suit, A désigne un anneau unitaire, commutaif et, sauf indication contraire,
les A-modules considérés seront des A-modules & gauche,

Notation On écrira souvent M € ,Mod, pour exprimer que M est un A-module a
gauche.

L’ anneau A étant commutatif, pour deux A-modules a gauche M et N, Hom,(M,N) estun
A-module A gauche et End, (M) est une A-algebre unitaire non commutative (Cf. Ch. 3).

1. Produit tensoriel de deux A-modules

A. Applications bilinéaires

Définition B.1, Soit M, N, P trois A-modules 4 gauche ; une application A: M xN — P
est dite bilinéaire sur A si, quels que soient x,x’ dans M,y,y dans Neta€ A, ona

iy h(x+x',y) = h(x,y) +h(X,y) (B.1)
i) h(x,y+y') = h(x,y) +A(x,y) (B.2)
iii) h{ax,y) = h(x,ay) = ah(x,y). (B.3)

On note Bil, (M x N, P) ’ensemble des applications A-bilinéaires de M x N dans P.

Proposition B.2. L'anncau A étant unitaire et commutatif, Bil ,(M x N,P) est un A-
module & gauche.

Preuve :
a) On définit une addition dans Bil, (M x N, P) telle que pour tout couple (4,,4,) d’ap-
plications bilinéaires, on ait

V(5,) EMXN, (b +hy)(x,5) = b (x,5) +hy(x,).
On vérifie que, relativement 2 cette addition, Bil, (M x N,P) est un groupe abélien, dont
I'élément 0 est 1’ application nulle de M x N dans P,
b) Pour tout g € A et tout & € Bil,(M x N, P), on note ah Iapplication :

agh:MxN-—P
(x,y) ¥ ah(x,y) = a(h(x,y)).
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On vérifie que ah est A-bilinéaire ; en effet, quels que soient x,x' dans M, y,¥ dans N et
a,bdansA,ona

ah(x+x',y) = alh(x+x,y) = a(h{x,y) + h(¥',y)
= ah(x,y) +ah(x',y);
de méme, ah{x,y+y) = ah(x,y) +ah(x,y’) et d’autre part,
ah{bx,y) = a(h{bx,y}) = a(h(x,by)) = a(bhix,y))
= abh(x,y).

L’anneau A étant commutatif, on a ab = ba, d’olr
ah(bx,y) = bah(x,y) = b(ah(x,y)),
donc ah € Bil ,(M x N, P).
On vérifie , alors, que le groupe abélien Bil, (M x N, P) est un A-module & gauche. 0O

B. Construction du produit tensoriel de deux A-modules
1, Probléme

La construction du produit tensoriel de deux A-modules M et N répond au probigme
suivant :

Trouver un A-module T et une application 8 € Bil, (M x N, T) tels que, quels que soient
le A-module P et I'application & € Bil, (M x N,P), il existe un unique f € Hom,(T,P)
tel que fo 8 = A ; ¢’est-d-dire que le diagramme svivant commute

@

MxN T

Af
t
P
Le but de ce qui suit est de montrer que pour M et N donnés, il existe, 3 un isomorphisme

prés, un unique couple (7, 8) répondant & 1a question. Le A-module T sera appelé produit
tensoriel sur A des A-modules M et N.

2, Existence d’un couple (T,5)

Compte tenu des hypotheses et des notations ci-dessus, considérons le A-module libre F
ayant pour base I’ensemble M x N (Cf. Ch. 3). Soit & I’injection canonique de M x N dans
F. La propriété universelle du couple (F, &) (Th. 3.67.) implique que, quels que soient le
A-module P et I'application # € Bil, (M x N, P), il existe un unique g € Hom,(F,P) tel
que go o = h, d’ob le diagramme commutatif suivant :

o

MxN F

dte

¥
P
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Mais, en général, I'injection canonique @ n'est pas bilinéaire ; on a par exemple, pour
x,x dans M et y dans N,

o (x+¥,y) = (x+x,y) # (x,y) +(x,y), en général.
Le couple (F, &} ne répond donc pas au probléme posé.
On considére alors le sous-module § de F engendré par 'ensemble de tous les éléments
s’écrivant sous 1'une des formes (B.4) ou (B.5) suivantes :

(ax+afx,1y)_a(x1y)_a;(x’1y) (B4)
(x, by +b'y) — b(x,y) - b'(x,5) (B.5)

pour x,x’ dans M, y,¥ dans N, et a,a’,b,b’ dans A.

Soit 7 la surjection canonique de F sur le module quotient F /5.

Posons T = F /S et 6 = mo ¢ et démontrons que le couple (T,8) est une solution au
probléme posé dans 1..

- L’ application @ est A-bilinéaire ; en effet, quels que secient x,x’ dans M, y,y’ dans N eta
dans A, '

(BA) = 0(x+x,y) =n(x+X,3) =r(x,y) + 5 (x,y)
=8 (x!y) + 86 (x',y]
(B.5) = 8(x,y+Y) =r{xy+Y)=n(xy)+x(xy)
=8(x,y)+0(x,y).
(B.4) = B{axy) = mla(x,y)) = an(x,y)
=ab (x,y)
(BS) = 6 (xlay} = Jr(a(x,y)) =aﬂ'-(x1y)
=af(x,y).

- Vérifions que S C Ker g. Il suffit de montrer que les générateurs du sous-module § sont
dans Kerg. Pour tout (x,y) dans M x N,
goa=h = g(x,y)=h(xy).

Soit z un générateur de § de la forme (B.4), alors

g(z) =h(ax+a'x,y)—ah{x,y)—a'h(x,y)
et la bilinéarité de 4 implique g(z) = 0. On vérifie de méme que pour un générateur z de
S de la forme (B.5), on a encore g (z) = 0.
D’aprés la propriété universelle du couple (¥/S,7) (Th. 2.31.), la condition § C Kerg
entraine I'existence d’un unique f € Hom, (F/S,P) telque for=g:

4

F F/s

& 3y
'
P
donc fomo=goa=~h.

En posant, comme plus haut, 7 = F/§ et 8 = % o &¢, on obtient que, quels que soient le
A-module P et P'application k € Bil, (M x N, P), il existe un unique f € Hom,(T,P) tel
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que fo 8 = h, d"oi le diagramme commutatif :

MxN T

1
3tf
+
P
3. Unicité du couple (T, 8), & un isomorphisme prés

Supposons (T7,8") vérifiant la méme propriété que le couple (T, 8), relativement aux A-
modules M et N donnés. On a donc les deux diagrammes commutatifs suivants :

1

MxN T MxN T’
o IS p =iy

' ;

T T

alors,de fo8 =6" et f'o8' =0, on déduit :

flofo@=8 et foflol =¢.
Or idy 08 = 0, par suite, la proprici€ imposce, par consiruction, au couple (7', 6 ) implique
fof =idy;onademéme fof =id,, donc f est un isomorphisme de A-modules de
Tsur et f' =f1.

Notation définitive : Le A-module T, appelé produit tensoriel sur A des A-modules M
etN,estnoté MQ, N. )
L'application A-bilinéaire 6 est notée @ et pour (x,y) € M x N, on écrit alors

8 (x,y) = x®y.

4. Propriété universelle du produit tensoriel

La construction du produit tenseriel M ®, N et la preuve de son unicité, a un isomor-
phisme prés, démontrent le résultat suivant :

Théoré¢me B.3. Propriété universelle

Pour deux A-modules & gauche M et N, il existe, ¢ un isomorphisme preés, un unique
couple (M@, N,®), ot M@, N estun A-module & gauche et @ € Bil,(M xN,M®, N),
pour lequel, quels que soient le A-module P et l'application h € Bil (M x N, P), il existe
un unique morphisme f € Hom,(M &, N, P) vérifiant fo® = h.

Le Th. B.3., exprime I’ existence et la commutativité du diagramme svivant :

MxN—2. Mg, N

P ET;

t
P
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Remarque B.4. Le A-module M @ N est engendré par I'ensemble des éléments x®y, ol
(x,y) e M x N,
En effet, compte tenu des notations utilisées dans la construction du produit tensoriel,
ona M®,N="F/S, ou F est le A-module libre de base M x N. Par suite, M®, N est
engendré par les éléments
Rox(xy)=0(x,y)=x®y, olu(x,y)EMxN.

De plus, dans F /S, quels que soient (x,y) e M xNeta€A,ona

z(a(x,y)) = n{ax,y) = £ (x,ay).
Par suite, un élément quelconque ¢ du A-module M ®, N s’écrit

P =Y cicnXi QY oune N et Vi(l <i<n), (x,y) EMxN.

En conséquence, tout morphisme de A-modules f défini sur M @, N sera déterminé par
la donnée des f{x®y), pour tous les éléments (x,y) € M X N.

C. Propriétés du produit tensoriel

Proposition B.5. Pour deux A-modules a gauche M et Non a
M,N=Ne,M (isomorphisme de A-modules).

Preuve : Soit h I’application de M x N dans N @, M telle que pour tout (x,y) € M X N,
h(x,y) =y®x.

On vérifie que A est A-bilinéaire ; d’apres le Th. B.3,, il existe un unique morphisme
fe€Hom,(M®,N,NQ, M) tel que fo® = h, donc pour tout générateur x®@y du A-
module M®, N, on a

Y(x®y)=yRx.
De 1a méme fagon, en considérant Iapplication " de N x M dans M ®, N telle que
K (y,x) =x®y, on obtient f' < Hom,(N®, MM N)tel que f o® = k', d’od pour
tout générateur y@x de N®, M,

Fyoxr) =x®y.
Par suite, f'o f = idyg, y et f'of = idyg ), donc f est un isomorphisme pour lequel

fl=7. O

Proposition B.6. Quels que soient M € ,Mod etn>0dans N,ona
A"Q, M~ M" (isomorphisme de A-modules).

Preuve ; Considérons le couple (M™, 1), ol u est ’application
A" xM— M
((ai')lgignix) — (@;X) 1 <icnr

Montrons que le couple (M™,u) vérifie la propriété universelle du produit tensoriel du
A-module A gauche A" par M (Th B.3.).
Etant donné P € ,Mod et h € Bil,(A" x M, P), considérons I’application

f:M'—P

(%) <i<n " Li<icalt (e, x;),
ol {¢;}1<;<, €st la base canonique du A-module & gauche libre A" ; alors

(f ou) {(a)1cicm®) = F (%) 1 <cin) = Li<icn(€118,%)
= h(E|<icn @i€irX) = h((ai)lgfsn’x)’
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d’ob f ou = h. De plus on vérifie facilement !'unicité du morphisme de A-modules f qui
rend le diagramme suivant commutatif :

ArxM—2 M
:

h If

[}

t
P

L'unicité, 4 un isomorphisme prés, du produit tensoriel des A-modules & gauche A” et M
implique M" ~A"®, M.

Compte tenu de la proposition B.5., on a aussi M™ ~ M @, A" et en particulier,
M~AQ,M~M®, A. O

Proposition B.7. Quels que soient les A-modules & gauche M\N,P,on a
Hom,(M®, N,P) =~ Bil,(M xN,P) (isomorphisme de A-modules).

Preuve : D’ apres la propriété universelle du produit tensoriel, les applications

@ :Bil,(MxN,P) — Hom,(MQ,N,P)
h— f, telque fo@="h,
v:Hom,(MQ,N,P) — Bil,(MxN,P)

fr— fo®
sont inverses I'une de I'autre, done @ est une bijection et w = ¢~ 1.
Montrons d’autre part, que ¥ est ui morphismie de A-modules 4 gauche, En effet, soit f;
et f, dans Hom,(M Q4 N, P), alors

vifit+h) =i+ h)e®,

et pour tout (x,y) EM x N,
((fl +f2)°®)(x:}') = (fi + £,) (x®y)
=f1(x®)’)+f2(x®J’)
=y (f))xy)+v(H)xy).
dod y(fi+5)=v{fi}+v(f)
De plus, pour f € Hom,(M®,N,P), on a, quels que soienta € A et (x,¥) € M x N,
(¥ (af))(x,y) = af (x®y) =a(f (x®Y))
=a(y () x,),

d’ot y(af) =a(y(f)) 0

Corollaire B.8. Quels que soient les A-modules a gauche M,N,P, on a
Hom,(M®,N,P) ~ Hom,(M,Hom,(N,P)).

Preuve : D’aprés 1a Prop. B.7., il suffit de montrer que les A-modules Bil, (M x N, P) et
Hom,(M,Hom,(N,P)) sont isomorphes.
Soit & € Bil ,(M x N,P); pour tout x € M, I'application
h.'l: . N — P
¥ = bx(y) == h(x,y)
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est A-linaire, donc Ay € Hom,(N,M).
D’autre part, pour f € Hom,(M,Hom,(N,P)), I"application
MxN — P
(x3) — () 0)

est A-bilinéaire. On considére alors les applications :

¢ : Bil,(M xN,P) — Hom, (M,Hom,(N,P)
h —_ ¢h

telle que pour tout x € M ettout y € N,
¢ (x)(¥) = h(y) = h(x,3);

v : Hom,(M,Hom,(N,P)) — Bil,(M xN,P)
fr— vy

telle que, pour quel que soit (x,y} € M x N,
v (x3) = £(x) ).

On vérifie que les applications ¢ et  sont A-linéaires et inverses ’une de |’ autre, dong ¢
est un isomorphime de A-modules et ¢ ! = . O

Proposition B.9, : Associativité du produit produit rensoriel,
Quels que soient MNP dans ,Mod, on a
(MO NS P & M, (N®yP).

Prewve : Soit hy I"application de'{Me2, ) x P dans M &, (N ®, P) telle que

Vit ,2) EMXNXP, h((x®y),7) =x8{y®z).
h, est A-bilin€aire, donc il existe un unique morphisme de A-modules f rendant le dia-
gramme suivant commutatif

(M®,N)xP 2 (M®,N)©P
=T
+

M®, (N, P)

g\

dol, V(x,y,z) EMxNxP, f(x®y)®z) =x8(y®z).

De méme, avec I'application A-bilinéaire £, de M x (N®, P) dans (M @, N) QP telle
que
V(x,y,2) EMXNXP, hyx,y®z) = (x®y) 0z,
on obtient un unique morphisme de A-modules
g:M®, (N9, P) — (M®,N)Q, P
tel que quel que soit (x,y,z) € M XN x P,
_ _ gx®(y®r)) = (x@y) Oz
Par suite, fog= ‘dMsd(NeﬁP) etgof= ;d(M%N)@ﬁP, d’ou le résultat énoncé. 0

Remarque B.10, :
a) L’isomorphisme f mis en évidence dans la démonstration précédente permet d’identi-
fier les A-modules (M ®,N)®,Pet M®, (N®, P) que’on désigneraparM @, N®, P.
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On écrira alors, pour (x,y,z) dans M x N x P,

(xRyY)@z=x(y®2) =x®yR®z.
b) L'associativité du produit tensoriel permet de définir, par récurrence, le produit tenso-
riel d’un nombre fini quelconque de A-modules.

2. Produit tensoriel de morphismes de A-modules

Proposition B.11, Soit M,M', NN’ des A-modules & gauche ; étant donné
f€Hom,(M,M’') et g € Hom,(N,N'), il existe un unique morphisme not¢ f ®g, dans
Hom,(M®N,M' ®N'), tel que pour tout générateur (xy) de MO N,

(f®8)(x®y) = f(x)®g(y)

Preuve : On considere I'application 2: M x N — M’ ®, N’ telle que

Y{x,y) € M XN, hx,y) = f(x) @ (»)-
La linéarité des morphismes f et g, ainsi que la bilinéarité de I’application @ impliquent
que k est bilinéaire. D apres la propriété universelle du produit tensoriel M @ N, il existe
alors un unique t € Hom, (M &, N, M’ ®, N’) tel que le diagramme suivant commute

MxN—2. Mg, N

1
\ :EII!‘

\ v
M®,N

donc £ 0o® = A. Le morphisme ¢ est noté f® g ¢t appelé produit tensoriel des mor-
phismes f et g. On en déduit le résultat énoncé. O

Proposition B.12. Etant donné M, M’ ,M" ,N,N',N", dans ,Mod,
1) Quels que soient f € Hom,(M,M’), g € Hom,(M',M"),
he Hom,(N,N'} et k€ Hom,(N',N"),on a
(g0 f)®(koh) = (g®k)o (fBh). (B.6)

2) Pour f,, f, dans Hom,(M,M') et g € Hom,(N,N'), on a

(+hHh)eg=fi®s+1, s (B.7)
3) Si f € Hom,(M,M’) et g,,2, sont dans Hom (N,N'), alors

fog +g)=og+rRs,. (B.8)
Démontration laissée au lecteur.

Corollaire B.13. Quels que soient M,M',N,N' dans ;Mod,
(MM et N N')=> MQ N ~ M &, N

Preuve : Soit ¢ et y des isomorphismes de A-modules de M sur M’ et N sur V', respecti-
vement, alors ¢ ® y € Hom,(MQ,N,.M' &, N') et
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¢ '@yt € Hom,(M' @, N' .M, N).
D’aprés le théoréme précédent, on a

(0 'ov o(dRy)=(¢""op)® (¥ oY)

Onademéme (9@ W) o(¢ 'y )= ide@},Ma donc ¢ ® y est un isomorphisme de
A-moduleset ¢l @y = (p@y) L ]

Proposition B.14. {M,},., er {N,} ., étant deux familles non vides de A-modules &

gauche, alors,
(M= MeaN=D,N;) = MN ~ EB(f,j)e!xJMi ®y N

Preuve : Soit {q;},c; et {P}ics (tesp. {4} c; €t {P)};es) les injections et projections
canoniques associées  la somme directe des M;,i € J (resp. N i Jj € ) (Cf. Ch. 3). Pour
tout (i, j) €I xJ,ona
(P:®P))o(9:04)) = (p;oq) ®(Pjogs) = idy, Qidy = idy g -
D’autre part, pour tous les couples (i,k),i # k et (,1), j # ! dans I xJ,
(pi®p;)olg,®q)) = (p;oq)® (Pjog) =0
Compte tenu de la propriété qui caractérise une somme directe de A-modules (Ex. 7, Ch.
3), pour montrer que M &, N est un A-module isomorphe 2 EB(*'.J’)EIXJ M;®,4N;, il reste 3
prouver que pour tout z € M ®,N,ona
z(fj)e[xj((ql ®QJ) (pa ®PJ )(Z)
11 suffit de montrer cetie propnété pour les générateurs du A- module MQ, N, c'est-d-dire
pour les éléments x®y, ol {x, V)€ M X V.
Soit x = (x;);c; dans M ety = (yJ,)J,EJr dans ¥. On sait que x et y sont a support fini (Cf.
Ch, 3) ; on peut écrire

x=Yirqi(x) et y= ZjeJq{i(yj)’
d’ou X®y= E(i’j)E;XJQ;(x;) ®Q:;()’;) = Z(i,j)efo(ql' ®qj)(x;®yi);

alors, pour tout (i, j) € I x J, (p;® p)(x®y) = x;®y;; par suite,
x®@y =L nerxs(4:94;) 0 (p; @ P} x®Y). O

Corollaire B.15. Soit F # 0 un A-module & gauche libre de base {¢;},; et N € ,Mod,
alors tout élément de F @, N s’écrit de fagon unique :

Lic1¢;®Y;, ou les y; sont presque tous nuls dans N.
(Méme propriété pour NQ, F.)

Preuve : 11 suffit de prouver la propriété pour les générateurs x®y du A-module F &, N.
Soit (x,y) € F x N;x € F implique x = T, a¢;, ol les g; sont presque tous nuls dans A.
28y = (Li;a,8,) ®y = Ly (€, @)

En posant, pour tout i € /, y; = a,;y, on obtient

X®y= Ziei(e.'@)';): (B.9)

ol les y; sont presque tous nuls dans N,
Démontrons I"unicité de I'écriture d’un générateur x ® y de F ®,4 N, sous la forme (B.9).
D’aprés la propriété précédente, on a

F =, Ae;, = FQ,N~@P,,(Ae; ON).
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D’autre part, pour tout i € I, on aAe; = A; le Cor. B.13. et la Prop. B.6. impliquent alors
Ag;QN~AQ,N=N.
On en déduit que I’application ¢ : FQ, N — N, telle que pour tout i € J et tout ¥ €
N, ¢ {e; ®Yy;) = y; définit un isomorphisme de A-modules. En conséquence,
Lic/{e;®y) =0 <= Viel, ¢®y, =0 <= Vicl, y,=0,
d’ob I’unicité de I’expression de x @y sous la forme (B.9). |

Corollaire B.16. Si M et N sont deux A-modules & gauche libres de bases respectives
{e;}ici et (£} jcsr alors M@, N est un A-module libre de base {e,-®fj}{‘-‘ﬂem.

Preuve : D’apres le Cor. B.15., tout z € M@, N s’écrit de fagon unique : 2 =Y, ¢; @y,
ol les y; sont presque tous nuls dans N.
Mais dans N, tout y, s’écrit de fagon unique : y, =¥ ., a;,f;, on les a;; sont presque tous
nuls dans A ; par suite

=Y (€, QY jeya;f3) = ):(a,j)efoafj(es®fj)-
Ainsi les €léments {¢;® f;}; i/, ; engendrent le A-module  gauche M ®, N; mon-
trons qu’ils forment une famille libre sur A. Compte tenu des hypothéses et des résultats
précédents, on a

L perxs %6 ®F) =0 <= Yoy (e,®L;cs9:f;) =0
= V(i,)eiIxJ, a;=0.
On en conclut que {¢;® f;} (i, Vet x4 S51 10€ base du A-module M Q, N. 0
Corollaire B.17. Soit K est un corps. 8i E et F sont des K-espaces vectoriels, alors
EQy F est un K-espace vectoriel et si E et F sont de dimension finie, on a

dimy(E ® F) = (dimy E) (dimy F).

Ce résultat est une conséquence directe du corollaire précédent.

3. Produit tensoriel et suites exactes

Théordme B.18. Erant donné une suite exacte de A-modules & gauche de la forme :

0—M LM, (B.10)
pour tout A-module & gauche N, les deux suites ci-dessous sont exactes ;

1, &f 1,,®8
N M 2= No,M = N, M" — 0. (B.12)

Preuve : 1), désigne 'application idy,. La méthode de démonstration étant la méme, pour
les suites (B.11) et (B.12), considérons (B.11). L’hypothese implique go f = 0 alors,
(gof)®1y=0=(g®@1,)0(f®1,), entraine

Im(f®1,) CKer(g®1y). (B.13)
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D’apres la propriété universelle du module quotient M ®, N/Im(f ® 1), il existe alors,
un unique morphisme de A-modules u tel que le diagramme suivant commute

M@,N —2 M&, N/Im(f®1,)
1 =
® i
g N ;
Mﬂ" ®AN

c’est-d-dire, uo @ = g® 1y, 0 T est la surjection canonique.,

Démontrons que # est un isomorphisme ; pour cela on construit le morphisme v inverse
de u. Par hypothese, le morphisme g est surjectif, donc pour tout x” € M”, il existe x € M
tel que g{x) =x"; on considére alors la correspondance suivante :

¢:M' xN— MR,N/Im(f®1y)
(8(x}y) — w(x®Y)

Vérifions que ¢ est une application, Soit x et x, dans M tels que x” = g(x) = g(x,), alors
2(x®y) —w(x ®y) =n((x—x,) ®y).
Or (x—x,) € Kerg =1Imf ; de plus f estinjectif, donc il existe un unique x € M’ tel que
(x—x)) = f(x),dod
(x—x)®y=fX)Qy=(f R 1,}{(¥ ®Y).

Compte tenu de I'inclusion (13}, on a 7 ((x — x,} ®y) = 0, donc¢ ¢ est une application
de M x N sur I'ensemble des générateurs du A-module M ®, N/Im(f ® 1,,). D’autre
part, on vérifie facilement que @ est bilinéaire, par suite, d’aprés la propriété universelle
du produit tensoriel M” @, N, ii existe un unique morphisme v qui rend le diagramme
suivant commutatif :

M"xN M'®,N

=

¢

]
M, N/Im(f 1)

La relation vo® = ¢ implique que pour tout générateur x” @ y du A-module M” @ N, on
av(xX’®@y)=n(x®y), ol g(x) =x", par suite,

(eov)(x" ®y) = (uo M) (xQy)
= (g®1,)(x®y) =" ®3,

et pour tout générateur £ {x®y) du A-module M @, N/Im(f®@1y)}ona
(vou)(m(x®y)) = v{(uem)(x®y))

= po (g®1N)(x®y)
=v(gx)®y) = ¢ (g(x),y)
= (xQY).

On en conclut que yov =1, et vou =1 donc « est un isomorphisme

M@ N/im(f®ly)
etv=yu"!,d’ou
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M'@,N=2MQ,N/Im(fo1ly)
Or, uo & = g&® 1, u est un isomorphisme, % est surjectif, donc g ® 1, est surjectif et

M@ N~MQ,N/Ker(g®1,),
dod M, N/Im(f®1y,) ~MS,N/Ker(g®1y).

En tenant compte de I'inclusion (B.13), on obtient I'égalité :
Im(f® 1N) =Ker(g® IN);
on en déduit que Ia suite (B.11) est exacte. O

Remarque B.19. Soit M,M',N, dans ,Mod ; si f € Hom,(M',M) est injectif, les mor-
phismes f® 1, et 1, @ f ne sont pas nécessairement injectifs.
En effet, prenons, par exemple, M =M’ =Z N =Z/2Z et f: Z — Z tel que, pour tout
x € Z, f(x) = 2x; alors le morphisme de Z-modules f® 1, n’est pas injectif, car pour
tout générateur x@y de ZAON, on a

(fR®1y)(xQy) =fx} Ry =21Qy =12y =0.
On a cependant le propriété suivante :

Proposition B.20. M et M' étant des A-modules & gauche, si F est un A-module & gauche
libre, alors pour tout morphisme injectif f € Hom (M, M’), les morphismes f® 1, et
1. ® f sont injectifs. ’

Preuve : Vérifions, par exemple, que Ker (1, ® f) = (0).
Soit {€;},.;uncbasede Fetz € F @, Miel que (1, ® f)(z) = 0. D’aprés le Cor. B.15., 2
s'écrit de fagon unique :
=Y e, ® %, les x; ctant presque tous nuls dans M,
d’ob {15 ® f)(z) = L, 6,® f(x;) = 0. Toujours selon 1'écriture unique d’un €lément de
Fe,M ona
i f(x) =0 = Vi€l f(x;)=0.

f étant injectif, on ax; =0, pourtout i € I, d’oli z = 0. 0
Définition B.21. Un A-module & gauche P est dit plat, si quels que soient les A-modules

a gauche M et M, on a, pour tout f € Hom,(M,M'),
Sfinjectif = f®1,et1,® finjectifs.

Remarque B.22. :
a) Selon la Prop. B.20., tout A-module libre est plat, mais la réciproque est fausse ([51).
b) Si K estun corps, tout K-espace vectoriel est un K-module plat.

4. Restriction et extention des scalaires

A. Restriction des scalaires

Soit A et B deux anneaux vnitaires commutatifs ; alors la donnée d'un morphisme d’an-
neaux unitaires f € Hom (A, B) permet de munir tout B-module & gauche N d'une struc-
ture de A-module i gauche, la multiplication externe,  opérateurs dans A, étant définie
par I’application

AxXxN —N
(@, x) — ax:= f(a)x.
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Définition B.23. Compte tenu des notations précédentes, on dit que le A-module & est
obtenu, A partir du B-module N, par restriction des scalaires.

En particulier, la donnée de f € Hom(A, B) définit sur B une structure A-module, grice a
’application

AxB— B
(a,b) — ab:= f(a)b.

Proposition B.24. Dans le contexte précédent, si N est un B-module de type fini et si B,
en tant que A-module a gauche, est de type fini, alors N est un A-module & gauche de type

Sfini.

Démonstration laissée au lecteur.

B. Extention des scalaires

A et B étant deux anneaux unitaires, commutatifs, soit M un A-module 4 gauche. On
suppose B muni d'une stucture de A-module A gauche définie, comme plus haut, par la
donnée d'un morphisme f € Hom (A, B).
Le produit tensoriel B ®, M peut alors &tre muni d’une stucture de B-module & gauche,
grice a Papplication
Bx(B®, M) — BR,M
(b %) — bV ®a):=bb x,

ol ¥’ ® x est un générateur quelconque du A-module B Q4 M.

Définition B.25. Compte tenu des hypothéses et notations précédentes, on dit que le B-
module B®, M est obtenu & partir de M, par extention des scalaires.

Proposition B.26. Dans le contexte précédent, si M est un A-module de type fini, alors
(B®, M) est un B-module de type fini.

En effet, si {x;,%,,...,%.} engendre le A-module M, alors {1;®x;}, ., engendre le
B-module (B®, M). o

5. Produit tensoriel de A-algebres
Remargue B.27, Soit R une A-algébre. L' application
a:RxR—R
(2,) — xy

qui définit 1a multiplication de |’anneau unitaire R est A-bilinéaire ; par suite (Th. B.3.),
il existe un unique morphisme f € Hom,(R®, R,R) tel que

Y(x,y) ERXR, B(x®y) =xy.
D’autre part, I'élément unité 1, de R détermine le morphisme de A-modules

ui,A—R
ar—alg;



244 Appendice B. Produit tensoriel

on en déduit que R est isomorphe aux A-modules A®, Ret RQ 4 A par

p:A®,R— R e p:R®A —R
agx — ax x®a — Xa.

d'oir le diagramme commutatif suivant
!

ag, Rt gL ro.a

uQidy ide | |idg id, ®u

R®,R R R®,R
A ﬂ ﬁ A
Réciproquement, si M est un A-moduie A gauche et §’il existe des morphismes de A-
modules B : M®, M — Metu:A — M tels que le diagramme suivant commute

!

u i

AQM M M®,A
u®idy, idy, | |idy, idy®u
MM —— M —— MR, M

alors M est muni d’une structure de A-algébre dont la multiplication interne est définie
par I’application
MxM—M
(x,y) — xy:= B (x®Y).
L’élément unité de 1'anneau M est alors u(1,).

Produit tensoriel de deux A-algébres
Soit R et § deux A-algebres ; posons T =R, S et montrons que 1’on munir le A-module
T d’une structure de A-algibre,
Considérons 1’application
A:RXSXRxS8—T
(x)y)xf!y’) Hxx’ ®}ry"
A est linéaire par rapport 3 chacune des composantes x,y,x',y’; d’aprés la propriété uni-
verselle du produit tensoriel généralisé 3 un nombre fini quelconque de A-modules, il
€xiste un unique morphisme
B:R®,8®,R®,8§—T
xQyRx @y — xx ®yy.
OnaR®,S®,R®,5=TQT. Dautre part, R et § sont des A-algebres ; d’aprs la
rernarque B.27. en utilisant le morphisme
u:A—T=R®,§
a—a(l,®1y),
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on munit le A-module T d’une structure de A-algebre, dont la multiplication interne est
définie par

TXT —T
(x®y,X ®)) - xx' @y’

et'élément unité est 1(1,) = 1, @ 1.
Ainsi le produit tensoriel de dewx A-algébres est une A-algébre,
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— fondamental de 1’arthmétique,

A0,
— d’isomorphisme d’anneaux,

2.34.,2.39,241,
— d’isomorphisme de A-modules,

3.40.,,3.41.,3.43,
trace (d’un quaternion), 3.95.
transformée (d’une équation), 8,57.

U
unité d’un anneau, 1.7.

v
Vandermonde (déterminant de —),
Ex.8,Ch. 8.
valnation p-adique dans Z, A.15.

W
Wedderburn (théordme de -—), 1.25.
Wilson (théoréme de —), A.36.

Z
Zariski (topologie de —), Ex. 18,
Ch, 2.
Zomn (axiome de —), 2.69,
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La collection Mathématiques d I'Université se propose de mettre a la disposi-
tion des étudiants de troisieme, quatriéme et cinquiéme années d’études supé-
rieures en mathématiques des ouvrages couvrant l'essentiel des programmes

actuels des universités francaises. Certains de ces ouvrages pourront étre utiles
aussi aux étudiants qui préparent le CAPES ou 'agrégation, ainsi qu'aux éléves

des grandes écoles.

Nous avons voulu rendre ces livres accessibles a tous : les sujets traités sont
présentés de maniere simple et progressive, tout en respectant scrupuleuse-
ment la rigueur mathématique. Chaque volume comporte un exposé du cours
avec des démonstrations détaillées de tous les résultats essentiels et de nom-
breux exercices. Les auteurs de ces ouvrages ont tous une grande expérience
de I'enseignement des mathématiques au niveau supérieur.

Ce livre, d’abord destiné aux étudiants de licence et de maitrise de
mathématiques, contient I'essentiel des connaissances de base de la
théorie des anneaux commutatifs ; il doit donc intéresser les candi-
dats a l'agrégation de mathématiques et les éleves des classes prépa-
ratoires aux grandes écoles scientifiques.

Chaque chapitre est suivi d’exercices ou problémes qui mettent en
relief les principaux résultats du cours ou les complétent.

A ),
Josette Calais est Professet ¢'£*1n'§rit‘:." a 'Universite de Reims-Champagne-Ardenne.
Elle est l'auteur des E f& dg iey des groupes, publié aux Presses
Universitaires de France.
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