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Présentation de la collection 
"Mathématiques à l'Université" 

Depuis 1997, cette collection se propose de mettre à la disposition des étu­
diants de troisième, quatrième et cinquième années d'études supérieures en 
mathématiques des ouvrages couvrant l'essentiel des programmes actuels des 
universités françaises. Certains de ces ouvrages pourront être utiles aussi aux 
étudiants qui préparent le CAPES ou ]'Agrégation, ainsi qu'aux élèves des 
grandes écoles et aux ingénieurs désirant actualiser leurs connaissances. 
Nous avons voulu rendre ces livres accessibles à tous : les sujets traités sont 
présentés de manière simple et progressive, tout en respectant scrupuleu­
sement la rigueur mathématique. Chaque volume comporte, en général, un 
exposé du cours avec des démonstrations détaillées de tous les résultats es­
sentiels, des énoncés d'exercices ou de problèmes. 
Nous sommes heureux d'accueillir dans notre collection l'ouvrage de Madame 
Josette Calais, Professeur. 11 avait été déjà publié en 2002 aux Presses Uni­
versitaires de France; mais cette édition est aujourd'hui introuvable. Aussi 
avons-nous décidé de le rééditer dans notre collection. 11 peut servir d'intro­
duction au nouvel ouvrage sur les extensions de corps et la théorie de Galois, 
que Madame Calais publie aussi dans cette collection. 
L'anneau Z des entiers rationnels est utilisé par les enfants dès leurs années 
de collège. C'est dire à quel point la structure d'anneau est fondamentale en 
mathématiques. Madame Josette Calais en fait dans ce livre une étude appro­
fondie. Après avoir introduit les concepts de base (notion d'idéal, factorisation) 
et en avoir déduit certaines propriétés fondamentales, elle étudie les impor­
tantes constructions utilisant la structure d'anneau: localisation, modules et 
algèbres sur un anneau, algèbres des polynômes à une ou plusieurs indéter­
minées et algèbre des séries formelles. Le second volume, qui traite des exten­
sions de corps et de la théorie de Galois, utilisera ces résultats, en particulier 
les propriétés des polynômes symétriques présentées dans le dernier chapitre. 
De nombreux exercices permettront au lecteur de mieux se familiariser avec 
toutes les notions introduites. 

Charles-Michel Marle Philippe Pilibossian 





Préface 

La notion d'anneau fait partie des concepts fondamentaux de l' Algèbre et elle intervient de façon 
naturelle, en Théorie Algébrique des Nombres et plus encore, en Géométrie Algèbrique. 
L'appellation anneau (ring, en langue anglo-saxonne) est probablement due au mathématicien 
allemand David IIlLBERT (1862-1943). 

Un anneau est un ensemble muni de deux lois de composition internes, dont l'une lui confère une 
structure de groupe (additif) abélien. Les règles de calcul dans les anneaux dépendent donc, en 
partie, des propriétés axiomatiques des groupes abéliens ([11]). 

Ce livre s'intéresse, principalement, aux anneaux unitaires et commutatifs. Cependant, certains 
exemples d'anneaux non commutatif.~ s'imposent, tels les anneaux de matrices carrées; d'ailleurs, 
l'évocation du cas des anneaux non commutatifs permet, parfois, de mettre en évidence l'impor­
tance du rôle joué par la commutativité, lorsqu'elle est présente (Cf. Ch. 3). 

Un cas particulier très important d'anneau est celui de corps. Les corps de nombres classiquement 
connus, Q,R.,C, sont couramment utilisés dans l'ensemble les disciplines scientifiques; de plus, 
la structure algèbrique de corps, qui est, en particulier à la base de la notion d'espace vectoriel, 
intervient, à des degrés divers, dans pratiquement tous les domaines des mathématiques. 

Une étude plus approfondie des corps et des Extensions de corps, conduisant à la Théorie de 
Galois, sera faite dans un prochain volume. Mais déjà, dans ce livre, plusieurs propriétés des 
domaines d'intégrité (Ch. 5) et des polynômes (Ch. 4 et 8) sont préliminaires à l'introduction des 
Extensions de corps. 





Introduction 

Ce volume comprend huit chapitres et deux appendices (A et B). 

Le premier anneau rencontré par un étudiant scientifique (en 1er cycle ou même plus tôt) est 
celui des entiers, noté Z; ses propriétés arithmétiques sont rappelées dans l' Appendice A, qu'il 
est conseillé de lire, avant même d'aborder le chapitre 1, car l'anneau Z servira de référence, 
pratiquement tout au long de ce livre. 

Les chapitres 1, 2, 5 contiennent les propriétés fondamentales des anneaux unitaires et commu­
tatifs, essentiellement issues du concept d'idéal (Ch. 1 et 2) et du principe de factorisation (Ch. 
5). Ces propriétés conduisent à définir, en particulier, les anneaux dits principaux, noethériens, 
euclidiens, factoriels (Ch. 2 et 5). 

Les notions de module et d'algèbre, directement liées à celle d'anneau, sont définies au chapitre 
3, en vue de la construction des algèbres de polynômes (Ch. 4) et de séries formelles (Ch. 7). 

Le chapitre 6 fait naturellement suite au chapitre 5, car la localisarion des anneaux unitaires, com­
mutatifs généralise la construction du corps des fractions d'un domaine d'intégrité (Ch. 5). 

Dans le chapitre 8, nous revenons sur les polynômes à plusieurs indéterminées pour étudier les pro­
priétés des polynômes symétriques et certaines de leurs applications (Résultant, Transformations 
d'équations polynomiales). 
Plusieurs résultats de ce dernier chapitre seront exploités dans un prochain livre concernant les 
Extensions de corps. 

L'introduction du Produit Tensoriel de modules et d'algèbres motive l' Appendice B et représente 
une ouverture en direction de domaines plus élaborés de l'Algèbre, où le Produit Tensoriel est 
souvent primordial (tel, par exemple, l' Algèbre Homologique). 
D'autre part, le Produit Tensoriel est préliminaire au Calcul Tensoriel abondamment employé en 
Géométrie Différentielle, ainsi qu'en Mécanique classique ou relativiste. 
Dans ce livre, le Produit Tensoriel est utilisé dans les chapitres 3 et 6. 

Tout au cours de ce volume, pour chaque construction d'un nouvel anneau (resp. module ou al­
gèbre) faite à partir d'un ou plusieurs anneaux (resp. modules ou algèbres) donnés, l'utilisation 
systématique de la Propriété Universelle garantit l'unicité, à un isomorphisme près, du nouvel 
objet construit, ce qui, mathématiquement, est très important. 
Par ailleurs, la considération d'anneaux (tels que les anneaux de polynômes, de séries formelles 
ou les localisés d'anneaux) construits à partir d'un anneau possèciant des propriétés algébriques 
intéressantes , amène à se poser la question du transfert de ces propriétés au nouvel anneau. Ce 
type de problème sera régulièrement examiné dans les chapitres 2, 5, 6 et 7. 
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Chapitre premier 
Structure d'anneau 

Les notions de loi de composition interne, de groupe et en particulier de groupe abélien, 
sont supposées connues, ainsi que leurs propriétés élémentaires ([11]). 

1. Notions Fondamentales 

A. Anneau 

Définition 1.1. On appelle anneau tout ensemble non vide A muni de deux lois de com­
position internes, généralement notées l'une additivement, l'autre multiplicativement, vé­
rifiant les trois axiomes suivants : 

(A1) : (A,+) est un groupe abélien dont l'élément neutre est noté O. 

(A2 ) : La multiplication est associative : quels que soient x,y,z,dans A, 
x(yz) = (xy)z. 

(A3) : La multiplication est distributive à droite et à gauche par rapport à l'addition : 
quels que soientx,y,z, dans A, 

(x+y)z=xz+yz et x(y+z) =xy+xz. 

Cas particuliers : A étant un anneau, 
a) A est dit nul, si A est réduit à {O}. 
b) A est dit unitaire, s'il possède un élément neutre pour la multiplication, appelé élément 
unité de A et noté 1 A ou 1, s'il n'y a pas d'ambiguïté. 
c) A est dit commutatif, si la multiplication de A est commutative. 

Dans toute la suite, on note N l'ensemble des entiers naturels: 
N={0,1,2, ... } 

et Z l'ensemble des entiers positifs, négatifs ou nuls, que nous appellerons ensemble des 
entiers rationnels (on dit aussi entiers relatifs). On pose 

N* = N \ { 0} et Z* = Z \ { 0}. 
On suppose connues les propriétés de l'addition et de la multiplication des entiers ration­
nels, impliquant que Z est un anneau unitaire, commutatif ([42]). 
Les propriétés arithmétiques de l'anneau Z sont traitées dans /'Appendice A de ce livre. 

B. Règles de calculs dans les anneaux 

Ces règles résultent des propriétés élémentaires des lois de composition internes, ainsi 
que des axiomes (A 1), (A2), (A3). 
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Proposition 1.2. Tout anneau A vérifie les propriétés suivantes : 
1) Pour tout x E A, Ox = xO = O. 
2) Quels que soient x,y dans A : 

(-x)y = x(-y) = -xy. 
3) Quels que soient x,y dans A et n dans Z: 

(nx)y = n(xy) =x(ny). 
4) Quels que soient met n dans N*, X; et yi dans A, avec 1 :::; i:::; met 
l::;j::;n: 

5) Quels que soient x E A et (m,n) EN* x N*: 
xn+n = x!" x!' = x!' x!" et ( x!") n = x""'. 

Preuve: 
1) En utilisant l'axiome (A3) et la règle de simplification dans le groupe (A,+), on ob­
tient: 

(O+O)x = Ox+Ox ===? Ox = Ox+Ox ===? Ox =O. 
On montre de même que xO =O. 
2) D'après 1), on peut écrire 

O=(x-x)y=xy+(-x)y, d'où (-x)y=-xy. 

O=x(y-y) =xy+x(-y), d'où x(-y) = -xy. 

3) Sin= 0, le résultat découle de 1); sin> 0, la distributivité à gauche et à droite de la 
multiplication par rapport à l'addition implique: 

(nx)y = n(xy) et x(ny) = n(xy). 
Sin< 0, on pose n = -n', avec n' > 0; alors nx = (-n')x = -(n'x) implique 

(nx)y = -(n'x)y = -(n'xy) = (-n')xy, d'où (nx)y = n(xy). 
On obtient de même x(ny) = n(xy). 
4) est conséquence de l'axiome (A3). 

5) est conséquence de l'axiome (A2 ). D 

Remarque 1.3. : 
a) Pour n E Z et x, y dans A, on pourra écrire nxy à la place de n(xy). 
b) Dans un anneau A unitaire, non nul, on a nécessairement 1 A f= O. 
Un anneau unitaire quelconque sera, par convention, supposé non nul. 
c) Dans tout anneau unitaire A, pour tout x E A\ { 0}, on pose x0 = 1 A. 

Proposition 1.4. A étant un anneau unitaire, commutatif, quels que soient x,y dans A et 
n dans N*, on a 

où 

(x+yt = Eo::::;k::::;nl'!.xkyn-k, 

~= n(n-1) ... (n-k+l) = n! 
n k! k!(n-k)!' 

avec la convention : O! = 1. 
La relation (1.1) est appelée formule du binôme. 

(1.1) 

Preuve : Notons Bn la relation (1.1) écrite pour x et y donnés dans A et n fixé dans N*. La 
formule Bn se démontre par récurrence sur n. 
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Pour n = l, B1 s'écrit: x+y = y+x; B1 est vérifiée, puisque (A,+) est un groupe abélien. 
Supposons n > 1 et Bn- l vérifiée ; calculons (x +y )n . 

(x+yr = (x+yr- 1(x+y) 

= (Eo~j~n-1 CL1xiyn-1-j) (x+y) 

_ r C'i j+l n-1-i+r C'i j,,n-j 
- k-O~j~n-1 n-1X Y k-O~j~n-1 n-1X Y • 

En posant : k = j + 1, on peut écrire : 

Eo~j~n-1 CL1xi+Iyn-l-j = E1~k~nC!=t_xkyn-k. 

On obtient alors : 

(x+y)n = C~~ + E1~k~n-1 (C!=t +c!-1).xkyn-k +c~-1yn, 

d'où la relation Bn. compte tenu des égalités (à vérifier): 

c:=t = c~ = 1, ~ = ~-1 =1, c!=t +c!_1 = c!. 
Remarque 1.5. Soit A un anneau unitaire, non nécessairement commutatif. 

D 

a) Quel que soit n EN*, on peut écrire la formule du binôme Bn, pour deux éléments x et 
y de A, si et seulement si xy = yx (autrement dit, six et y commutent). 
b) Pour tout x E A et tout n E N*, 

(x+ 1r = Eo~k~ne!xk, 
d'où x = 1 ==> Eog~nC! = 2n 

et X= -1 ==> ko~k~n(-l)ke! =0. 

C. Eléments inversibles dans un anneau unitaire - Corps 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 

Soit A un anneau unitaire, non nécessairement commutatif. Si un élément non nul x de A 
.possède, dans A, un inverse à gauchex' et un inverse à droite x'', alors x' = x''. En effet: 

(x'x = 1 et xx'' = 1) ==> x'(xx'') =x' = (x'x)x'' =x''. 
On dit alors que x est inversible dans A et l'élément x' = x'' est l'inverse de x dans A; il 
est généralement noté x-1• 

Définition 1.6. : 
a) Un anneau unitaire, non nécessairement commutatif, dans lequel tout élément non nul 
est inversible est appelé : anneau à division ou corps gauche. 
b) Un anneau unitaire, commutatif dans lequel tout élément non nul est inversible est 
appelé corps commutatif. 

Remarque 1.7. : 
a) Tout corps, gauche ou commutatif, a au moins deux éléments 0 et 1. 
b) Dans toute la suite, un corps commutatif sera appelé un corps. 

Notations : Pour tout anneau non nul A, on pose A* =A\{0}. 
Pour tout anneau unitaire A, on notera UA l'ensemble des éléments inversibles de A, qui 
sont aussi appelés les unités de A. 

Remarque 1.8. Dans tout anneau unitaire A, on a UA =/: 0, car 1 et -1 sont dans UA. 
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Proposition 1.9. Dans tout anneau unitaire A, UA est un groupe, relativement à la mul­
tiplication de A, appelé groupe des éléments inversibles de A, ou groupe des unités de 
A. 

Preuve: D'après la remarque précédente, on a UA f. 0 et 1 E UA. 
D'autre part, pour x et y dans UA, 

y-lx-1.xy = 1 => (.xy)-1 = y- 1x-1; d'où, (x,y) E UA X u => xy E UA; 
x-1x = 1 => (x-1)-1 =X, donc XE UA =>x-1 E UA, 

d'où le résultat énoncé. D 

Remarque 1.10. : 
a) Le groupe UA est abélien si et seulement si l'anneau A est commutatif. 
b) Pour l'anneau des entiers Z, on a Uz = {-1, 1}. 
c) Si K est un corps, gauche ou commutatif, alors U K = K* ( = K\ { 0}). 

D. Premiers exemples d'anneaux et de corps 

Exemple 1.11. Anneaux et corps de nombres 1) On a rappelé plus haut que, muni des 
opérations usuelles d'addition et de multiplication, l'ensemble Z des entiers rationnels est 
un anneau unitaire, commutatif. 
2) On suppose connues ([42]) la construction et les propriétés élémentaires des corps 
commutatifs Q, R et C des nombres, respectivement, rationnels, réels et complexes, tels 
que: 

ZcQcRcC. 

Exemple 1.12. Anneau des classes de congruences modulo n 
La construction de l'anneau Z/nZ des classes de congruence modulo un entier n EN est 
faite dans l' Appendice A de ce livre. Pour n > 0 l'anneau Z/nZ est fini de cardinal n. On 
peut supposer n > 1 et en adoptant les notations définies dans l' Appendice A, on écrit 

Z/nZ= {O,î, ... ,n-1}. 
D'autre part, on rappelle ([11], Ch. III) que le groupe (Z/nZ, +) est cyclique et qu'un 
élément k est un générateur de ce groupe si et seulement si k est premier avec n (Ecriture 
symbolique : k /\ n = 1; Cf. App. A, Déf. 0.27.). 
Le cardinal de l'ensemble de ces générateurs est donc égal au nombre d'entiers k tels que 
1 :::; k :::; n- 1 et k /\ n = 1; ce nombre est noté <p(n); la fonction numérique <p est appelée 
Fonction d'Euler ([47]). 

Le Théorème de Bezout (App. A, Th. 0.24.) permet alors de démontrer le résultat suivant. 

Proposition 1.13. Pour n > 1 dans N, le groupe Gn des unités de l'anneau Z/nZ est 
fonné par l'ensemble des générateurs du groupe cyclique (Z/nZ,+); donc Gn est un 
groupe multiplicatif abélien d'otrlre <p(n). 

P-reuve : Compte tenu de la définition du groupe Gn, on a 

k E Gn <===> 3k' E Z/nZ tel que kk' = Î 
<===> 3k' E Z tel que (kk' -1) E nZ 

<===> 3(k',q) E Z x Z tel que kk' - nq = 1. 

D'après le Théorème de Bezout, 
kk'-nq = 1 <===> k/\n = 1, 

donc k E Gn si et seulement si k/\n = 1, d'où le résultat énoncé. D 
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Corollaire 1.14. L'anneau Z/pZ est un corps si et seulement si p est un nombre premier. 

Preuve: D'après la proposition 1.13., Z/ pZ est un corps si et seulement si tout entier k tel 
que 1 ::; k ::; p - 1 est premier avec p; ce qui équivaut à dire que p est un nombre premier 
(App. A, Déf. 0.5.). D 

Exemple 1.15. Anneau des endomorphismes d'un groupe abélien 
Soit End G l'ensemble des endomorphismes d'un groupe abélien ( G, + ). L'application 

telle que 

EndG x EndG-+EndG 

(f,g)~f+g, 

\:/ x E G, (! + g)(x) = f(x) + g(x), 
définit une loi de composition interne dans End G. 
On vérifie que End G est alors un groupe additif abélien dont l'élément neutre est l' endo­
morphisme nul de G. 
En considérant la loi o de composition des endomorphismes de G, comme une multipli­
cation dans End G on montre que (End G, +, o) est un anneau unitaire, en général non 
commutatif (id0 est l'élément unité). 
Le groupe des éléments inversibles de cet anneau est le groupe des automorphismes de 
(G,+). 

Exemple 1.16. Les exemples décrits ci-dessous supposent connues les notions et proprié­
tés élémentaires de 1' Algèbre Linéaire. 
1) Anneau des endomorphismes d'un espace vectoriel 
E étant un espace vectoriel sur un corps K, on note LK(E) l'ensemble des endomor­
phismes K-linéaires de E. Comme dans l'exemple 1.15., on définit une addition dans 
LK(E) par l'application: 

telle que 

LK(E) x LK(E) -+ LK(E) 
(f,g) ~ f+g, 

\:/ x E E, (! + g)(x) = f(x) + g(x). 
(LK(E), +) est alors un groupe additif abélien, dont l'élément neutre est l'endomor­
phisme nul de E. 
D'autre part, la composition des K-endomorphismes de E, notée o, définit une seconde 
loi de composition interne dans LK(E), admettant idE comme élément unité et telle que 
(LK(E), +, o) est un anneau unitaire, non commutatif en général. 
Le groupe des éléments inversibles de cet anneau est le groupe GLK(E) des automor­
phismes K-linéaires de E. 
2) Anneaux de matrices carrées sur un corps 
Soit n EN* et Mn(K) l'ensemble des matrices carrées d'ordre n sur un corps K; muni de 
l'addition et de la multiplication des matrices, Mn(K) est un anneau unitaire, non commu­
tatif en général; l'élément unité étant la matrice carrée unité In. 
Le groupe des unités de l'anneau Mn(K) est le groupe GLn(K) des matrices inversibles de 
Mn(K). 

Exemple 1.17. Corps gauche des quaternions dans M2 ( C} 
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Dans l'anneau M2(C) des matrices carrées d'ordre 2 sur le corps des nombres complexes 
C, on considère 

(x,y) E C XC}, 

où x et ji sont, respectivement, les imaginaires conjugués de x et y dans C. 
Connaissant les règles de calcul dans Cet dans M2 (C), on vérifie que !HI est un sous­
anneau unitaire, non commutatifdeM2(C). 
D'autre part, pour toute matrice 

A= ( x_ ~ ) non nulle dans !HI, on a 
-y X 

det(A) = xx + yY = lxl2 + IYl2 =/= 0, 

donc A est inversible dans M2 ( C). Montrons que A - l E !HI. 
On rappelle (voir un cours d' Algèbre Linéaire) que 

A-1 =Â-1A, 
où Â = det(A) et A est la matrice adjointe de A, c'est-à-dire, la transposée de la matrice 
des cofacteurs des éléments du déterminant de A, donc 

Â-l E JR, par suiteA- 1 E !HI. 
On en conclut que !HI est un corps gauche ou anneau à division (Déf. 1.6.). 

Une étude détaillée de ce corps gauche, appelé corps des quaternions, sera faite au 
Chapitœ 3. 

Exemple 1.18. Soit E un ensemble non vide et A un anneau. On note AE l'ensemble 
des applications de E dans A et on vérifie facilement que AE est muni d'une structure 
d'anneau, grâce aux deux lois de composition internes définies par: 

telles que, quels que soit x E E, 

AE X AE----+ AE 

(!, g) 1--+ f + g 
(!, g) 1--+ f g 

(! + g)(x) = f(x) + g(x) et (fg)(x) = f(x)g(x). 
L'élément neutre pour l'addition est l'application nulle de E dans A. 
On vérifie que : 
a) A unitaire ===? AE unitaire. 
L'élément unité deAE est alors l'application e telle que, pour toutx E E, e(x) = 1. 
b) A commutatif ===? AE commutatif. 

Cas particulier : si l'on considère l'intervalle fermé [O, 1] de JR, d'après ce qui précède, 
JR[O,l] est un anneau unitaire et commutatif. 
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E. Diviseurs de zéro - Anneaux intègres 

Définition 1.19. Dans un anneau A, un élément x est un diviseur de zéro à gauche (resp. 
à droite), six f. 0 et s'il existe y f. 0 dans A tel que xy = 0 (resp.yx = 0). 

Dans un anneau commutatif on parlera seulement de "diviseur de zéro". 
Exemple: Dans Z/6Z, 2 et 3 sont des diviseurs de zéro. 

Remarque 1.20. : 
a) Si un anneau A, non commutatif, n'a pas de diviseur de zéro à gauche, il n'a pas non 
plus de diviseur de zéro à droite (et inversement). 
En effet, si x est un diviseur de zéro à droite dans A, alors il existe y f. 0 dans A, tel que 
yx = 0 ; par suite y est un diviseur de zéro à gauche dans A. 
b) Pour un élément x f. 0 d'un anneau unitaire A, on a : 

x inversible ===? x non diviseur de zéro. 
En effet, xy = 0, avec y f. 0 dans A, implique 

x-1(.xy) = 0 = (x- 1x)y =y, d'où une contradiction. 
Conclusion : un COl'fJS, gauche ou commutatif, n'a pas de diviseur de zéro. 

Définition 1.21. : 
a) Un anneau est dit intègre s'il est non nul et sans diviseur de zéro. 
b) On appellera domaine d'intégrité tout anneau unitaire, commutatif intègre. 

Remarque 1.22. Pour x et y dans un anneau intègre, on a : 
xy = 0 ===? X= 0 OU y= 0. 

Exemple 1.23. : 
1) Tout corps (gauche ou commutatif) est intègre. 
Tout corps commutatif est un domaine d'intégrité. 
2) Z est un domaine d'intégrité. 
3) Z/nZ est un domaine d'intégrité si et seulement sin est un nombre premier et dans ce 
cas, on sait que Z/ nZ est un corps (Cor. 1.14.). 
En effet, pour tout entier k divisant n et tel que 1 < k < n, k est un diviseur de zéro dans 
Z/ nZ ; on en déduit que : 

Z/nZ non intègre {::::::::} n > 1 et n non premier. 

Proposition 1.24. Tout domaine d'intégrité fini est un COl'fJS. 

P-reuve : Soit A un domaine d'intégrité fini. 
Si card (A} = 2, A= {O, 1}; A est un corps. 
Supposons card(A} = n > 2 et posons: A= {O, 1,~, . .. ,an}. 
Soit a; E A, tel que 3 ~ i ~ n; considérons : 

a;A = {O,a;,a;a3 , ... ,aian}· 
(3 ~ i ~ n) ===?(a; f.O et a; f. l}. 

A étant intègre, on a a;aj f. 0 quel que soit j (3 ~ j ~ n) et de plus, pour 3 ~ j ~ n et 
3~k~n, 

a;ai=a;ak ===? a;(ai-ak) =0 ===? ai=ak, 
c'est-à-dire que a;A contient n éléments distincts, d'où a;A =A. 
On en déduit qu'il existe j(3 ~ j ~ n), tel que a;aj = 1. 
Ainsi tout élément non nul de A est inversible, donc A est un corps. 0 
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Remarque 1.25. On peut noter que la commutativité de A n'intervient pas dans la dé­
monstration précédente. Dans le Volume 2 (Extensions de corps), nous démontrerons le 
résultat suivant (Théorème de Wedderburn) : 

"Tout anneau à division fini est un corps commutatif". 

Définition 1.26. Dans un anneau A, un élément x est dit nilpotent, s'il existe n E N* tel 
quer' =0. 

Exemple : dans l'anneau de matrices M2 (R) : 

Remarque 1.27. Un élément nilpotent non nul est nécessairement un diviseur de zéro 
dans A. 

Définition 1.28. Dans un anneau A, un élément x est dit idempotent, si i2 = x. 

Exemple : dans l'anneau M2 (R), la matrice ( ~ ~) est idempotente. 

2. Sous-anneaux 

A. Notion de sous-anneau - Propriétés élémentaires 

Définition 1.29. A étant un anneau, une partie non vide B de A est un sous-anneau de A, 
si: 
i) B est un sous-groupe de (A,+) ; 
ii) Best stable pour la multiplication de A; c'est-à-dire que pour x et y dans A, on a: 

(x,y) EBxB ==> xyEB. 

Remarque 1.30. D'après la définition 1.29., pour démontrer qu'une partie non vide B de 
A est un sous-anneau de A, il suffit de vérifier que pour x et y dans A, on a : 

(x,y) EBxB ==> (x-y) EB et xyEB. 

Exemple 1.31. : 
1) Dans tout anneau non nul A, (0) etA sont des sous-anneaux. 
2) Pour tout entier n EN, nZ est un sous-anneau de Z et tout sous-anneau de Z s'écrit 
sous cette forme, de façon unique. 
En effet, nZ est stable pour la multiplication des entiers et d'autre part, pour tout sous­
groupe H de (Z, +)il existe un unique n EN, tel que H = nZ ([11), p. 31). 
3) A= {a+bJ2; (a,b) E Z x Z} 
est un sous-anneau du corps R des nombres réels, noté Z[J2]. 
4) A= {a+ib; (a,b) E z X Z}, 
où i est le nombre complexe tel que i2 = -1, est un sous-anneau du corps C, noté Z[i] et 
appelé anneau des entiers de Gauss. 
5) L'anneau JR.[O,l] défini dans l'exemple 1.18. contient plusieurs sous-anneaux intéres­
sants en Analyse, en particulier: l'anneau des fonctions réelles bornées (resp. continues, 
continûment différentiables) sur l'intervalle [O, 1 ]. 

Définition 1.32. A étant un anneau, on appelle centre de A, l'ensemble : 
Z(A) = {x EA; ax=xa,Va EA}. 
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Proposition 1.33. Pour tout anneau A, Z(A) est un sous-anneau de A et 
Z(A) =f A {::::::::} A non commutatif 

Vérification laissée au lecteur. 

Remarque 1.34. : 
a) Un sous-anneau B d'un anneau unitaire A ne contient pas nécessairement l'élément 
unité 1 A. Par exemple, pour tout entier n > 1, nZ est un sous-anneau de Z ne contenant 
pas 1. 
b) Un sous-anneau B d'un anneau unitaire A peut être unitaire et tel que 18 :f lA (Voir 
Ex. 8, Chap. 1). 
c) Etant donné un anneau unitaire A, nous conviendrons d'appeler sous-anneau unitaire 
de A, tout sous-anneau de A contenant 1 A. 

d) Tout sous-anneau d'un corps gauche ou commutatif est intègre. 

Proposition 1.35. Dans tout anneau A, l'intersection d'une famille quelconque de sous­
anneaux de A est un sous-anneau de A. 

Vérification laissée au lecteur. 

Remarque 1.36. En général, la réunion d'une famille de sous-anneaux de A n'est pas un 
sous-anneau de A . 
Par exemple, dans l'anneau Z, 3Z U 5Z n'est pas un sous-anneau de Z, puisque ce n'est 
pas un sous-groupe de (Z, +) . 

On a cependant la propriété suivante : 

Proposition 1.37. A étant un anneau, si {A;hei est une famille de sous-anneaux de A 
totalement ordonnée par l'inclusion, alors U;eiA; est un sous-anneau de A. 

Même démonstration que dans le cas des groupes ([11], p. 31). 

B. Sous-anneau engendré par une partie non vide d'un anneau 

Définition 1.38. Soit Sune partie non vide d'un anneau A; notons '.Bs l'ensemble des 
sous-anneaux de A contenant S et posons : 

<S>=nse'.B B. s 

< S > est un sous-anneau de A (Prop. 1.35.) appelé sous-anneau de A engendré par S. 

Remarque 1.39. Dans l'ensemble des sous-anneaux deA ordonné par l'inclusion,< S > 
est le plus petit sous-anneau de A contenant S. 

Proposition 1.40. S étant une partie non vide d'un anneau A, on a : 

< S > = { L X;1 ... X;n ; n E N*, X;. E Soit - X;. E S, V j ( 1 ~ j ~ n)}. 
( . . ) ,.,n J J 
11,. .. ,ln En 

Principe de la démonstration : 
i) Désignons par S' le second membre de la relation ci-dessus; on remarque que S Ç S'. 
ii) On démontre que S' est un sous-anneau de A ; on en déduit que S' appartient à l'en­
semble '.Bs des sous-anneaux de A contenant S, d'où 

<S>ÇS'. 
D'autre part, tout sous-anneau de A, contenant S, contient nécessairement tous les élé­
ments de S'; par suite S' =< S >. 

Exemple 1.41. L'anneau des entiers de Gauss, Z[i], est le sous-anneau de C engendré par 
{i}. 
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3. Notions d'idéal à gauche, à droite, bilatère 

Définition 1.42. Soit A un anneau. 
a) Une partie non vide L de A est un idéal à gauche de A, si 
i) Lest un sous-groupe de (A,+); 
ii) Pour tout x E L et tout a E A, ax E L. 
b) Une partie non vide R de A est un idéal à droite de A, si 
i) R est un sous-groupe de (A, +) ; 
ii) Pour tout x E R et tout a E A, xa E R. 
c) Une partie non vide Ide A est un idéal bilatère de A, si I est à la fois un idéal à gauche 
et un idéal à droite de A. 

Remarque 1.43. : 
a) Tout idéal d'un anneau A est un sous-anneau de A. 
b) Dans un anneau commutatif, tout idéal est bilatère. 

Exemple 1.44. : 
1) Dans tout anneau non nul A, ( 0) et A sont des idéaux bilatères de A. 
2) Les idéaux de l'anneau Z sont les nZ pour n EN (App. A). 
3) Soit S une partie on vide d'un anneau A. On pose : 

Ann8 (S) ={a EA; ax = 0, Vx ES}. 
Annd(S) ={a EA; xa =0, VxE S}. 

Ann8 (S) (resp. AnniS)) est appelé l'annulateur à gauche (resp. à droite) de S dans A. 
On vérifie que, quelle que soit la partie non vide S de A, Ann8 (S) (resp. AnniS)) est un 
idéal à gauche (resp. à droite) de A. 
Si l'anneau A est commutatif, on appelle annulateur d'une partie non vide S de A, l'idéal 
notéAnn(S) tel que: 

Ann(S) =Ann8 (S) =AnniS). 

Définition 1.45. J étant un idéal à gauche (resp. à droite ou bilatère) d'un anneau A, on 
dira que J est un idéal à gauche (resp. à droite ou bilatère) propre de A, si J =I= A . 

Remarque 1.46. : 
a) Dans tout anneau non nul, (0) est un idéal propre. 
b) Dans un anneau unitaire A, pour tout x E A\ {O}, l'idéal Ann8 (x) (resp. Annd(x)) est 
un idéal à gauche (resp. à droite) propre de A et 

Ann8 (x) = (0) {:::=} x est non diviseur de zéro à droite dans A. 
Annd(x) = (0) {:::=} x est non diviseur de zéro à gauche dans A. 

Proposition 1.47. Soit A un anneau unitaire. Si J est un idéal à gauche (à droite, ou 
bilatère) de A, alors les conditions suivantes sont équivalentes: 
1) J=fA. 
2) 1 ~J. 
3) JnUA = 0. 

Preuve : On suppose J idéal à gauche de A. 

1) ==> 2) : Si 1 E J, alors, quel que soit a E A, al= a appartient àJ, d'oùJ =A, ce qui 
contredit l'hypothèse 1). 

2) ==> 3) : Supposons x E J n UA; alors, x-1x = 1 ==> 1 E J, ce qui est contraire à 
l'hypothèse 2). 
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3) ====> 1) : L'hypothèse 3) implique 1 </. J; d'où J -::1 A. 0 

Corollaire 1.48. Un c01ps (gauche ou commutatif) K n'apas d'autre idéal que (0) et K. 

Ce résultat découle du 3) de la proposition 1.47 ., puisque U K = K*. 

Les propriétés des idéaux d'un anneau seront étudiées dans le Chapitre 2. 

4. Morphismes d'anneaux 

A. Définitions 

Définition 1.49. A et B étant deux anneaux, une application f de A dans B est un mor­
phisme d'anneaux si 
i) f est un morphisme de groupes de (A,+) dans (B, +). 
ii) f(xy) = f(x)f(y), quels que soient x et y dans A. 

On notera Hom(A,B) l'ensemble des morphismes d'un anneau A dans un anneau B. 
Un morphisme d'anneaux est aussi appelé un homomorphisme d'anneaux. 
Un morphisme d'un anneau A dans lui-même est appelé un endomorphisme d'anneau. 
L'ensemble des endomorphismes d'un anneau A sera noté End(A). 

Remarque 1.50. Si A et B sont deux anneaux unitaires, f E Hom(A,B) n'implique pas 
nécessairement/(lA} =ln (Ex. 5, Ch. 1), ce qui justifie la définition suivante: 

Définition 1.51. A et B étant deux anneaux unitaires, on dira qu'une application f de A 
dans Best un morphisme d'anneaux unitaires, si 

f E Hom(A,B) et /(lA} = ln. 

B. Propriétés des morphismes d'anneaux 

Définition 1.52. Soit A etB deux anneaux et f E Hom(A,B); alors, 
f(A) = {f(x); x EA} est appelé image def et noté Imf, 
/-1(0) = {x EA; f(x) = O} est appelé noyau de f et noté Kerf. 

Proposition 1.53. Compte tenu des hypothèses et des notations de la définition 1.52., on 
a 
1) A' sous-anneau de A ====> f (A') sous-anneau de B. 
En pa11iculier, lm/ est un sous-anneau de B. 
2) Si A est unitaire, alors lm/ est un anneau unitaire dont l'élément unité est f(lA); de 
plus, six est inversible dans A, alors f(x) est inversible dans lm/ et (f(x))- 1 = f(x- 1 ). 

3) B' sous-anneau de B ====> f- 1(B') sous-anneau de A. 
4) Si J est un idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) de B, alors 1-1(1) est un idéal à 
gauche (resp. à droite, bilatère) de A. 
En pa11iculier, Ker f est un idéal bilatère de A. 
5) 'Vn E Z, \lx E A, f(nx) = nf(x). 
6) \ln EN, 'Vx E A, f(X') = (f(x))n. 

Vérification laissée au lecteur. 
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Remarque 1.54. Si Lest un idéal à gauche de A, alors f(L) est un sous-anneau de B, 
mais n'est pas en général, un idéal à gauche de B. Cependant, f(L) est un idéal à gauche 
dans l'anneau lmf. 
La même remarque est valable pour un idéal à droite ou bilatère de A. 

Définition 1.55. Un anneau Best dit image homomorphe d'un anneau A, s'il existe un 
morphisme surjectif de A sur B. 

Remarque 1.56. A et B étant deux anneaux, soit f E Hom(A,B). 
a) Si A est unitaire et si f est surjectif, alors d'après le 2) de la proposition 1.53., Best 
unitaire et 18 = f(1A); donc f est nécessairement un morphisme d'anneaux unitaires. 
b) f E Hom(A,B) implique que f est un morphisme de groupes de (A,+} dans (B,+}, 
par suite, f est injectif si et seulement si Kerf = (0). 

Exemple 1.57. : 
1} Soit A' un sous-anneau d'un anneau A; alors l'injection canonique 

i:A' ~A 
X 1----+ X. 

est un morphisme injectif d'anneaux. 
2) A et B étant deux anneaux, l'application 

A~B 

X 1----+ 0. 

est un morphisme d'anneaux, appelé morphisme nul et noté O. 
Pour f E Hom(A,B), on a: f = 0 o{=? Kerf =A. 
3) Pour n > 1 dans N, la surjection canonique de Z dans l'anneau Z/nZ (Exemple 1.12.): 

ir:z~z/nZ 

X 1----+ X. 

est un morphisme surjectif d'anneaux unitaires tel que Kerir = nZ. 

Proposition 1.58. Soit K un corps (gauche ou commutatif) et A un anneau; alors tout 
morphisme non nul de K dans A est injectif. 

Preuve: Soit f E Hom(K,A), f f: 0, donc Kerf f: K. D'après le corollaire 1.48., K n'a 
pas d'autre idéal que (0) et K, d'où nécessairement Kerf = (0), donc f est injectif (Rem. 
1.56., b)). D 

Corollaire 1.59. Soit K un corps (gauche ou commutatif) et A un anneau unitaire; alors 
tout morphisme d'anneaux unitaires de K dans A est injectif. 

Preuve : Rappelons qu'un anneau unitaire quelconque est supposé non nul; par suite, si 
f E H om(K,A), alors f ( 1 K) = 1 A implique f f: 0 , donc f est injectif, d'après la propo­
sition 1.58. D 

Proposition 1.60. Soit trois anneaux A,A' ,A", alors 
(f E Hom(A,A') et g E Hom(A',A")) => go f E Hom(A,A"). 

De plus, si les trois anneaux sont unitaires et si f et g sont des morphismes d'anneaux 
unitaires, alors go f est un morphisme d'anneaux unitaires. 
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Vérification laissée au lecteur. 

Définition 1.61. Une application f d'un anneau A dans un anneau Best un isomorphisme 
d'anneaux, si f E Hom(A,B) et s'il existe g E Hom(B,A) tel que: 

gof = idA et f og = id8 . 

Proposition 1.62. Soit deux anneaux A et B, 
1) f étant une application de A dans B, alors 
f isom01phisme de A sur B *=> f E Hom(A,B) et f bijectif. 
2) f isomorphisme de A sur B ===} 1-1 isomorphisme de B sur A. 

La méthode de démonstration est semblable à celle utilisée dans le cas des morphismes 
de groupes ([11], Prop. 1.66.). 

Définition 1.63. : 
a) Deux anneaux A et B sont dits isomorphes, s'il existe un isomorphisme d'anneaux de 
l'un sur l'autre; dans ce cas, on écrit : A~ B. 
b) Un isomorphisme deA sur lui-même est appelé un automorphisme de A. L'ensemble 
des automorphismes d'un anneau A est noté Aut(A). 

Proposition 1.64. Pour tout anneau A, Aut(A) est un groupe relativement à la loi o de 
composition des morphismes. 

Preuve : Des propositions 1.60. et 1.62., on déduit que Aut(A) est un sous-groupe du 
groupe symétrique (SA, o) formé par les bijections de A sur lui-même. 0 

Exemple 1.65. Soit ,C,K(E) l'anneau des endomorphismes d'un K-espace vectoriel E 
de dimention finie net Mn(K) l'anneau des matrices carrées d'ordre n sur K (Exemple 
1.16.); on suppose n 2: 1. 
A toute base b = {e1,e2, ... ,en} de E sur K, on peut associer l'application 

Mb: ,C,K(E) ----+ Mn(K) 

u 1-------+ Mb(u), 

où Mb(u) est la matrice de l'endomorphisme u dans la base b, c'est-à-dire la matrice 
carrée d'ordre n, dont les colonnes sont respectivement formées par les composantes, 
dans la base b, des vecteurs u(e1),u(e2), ... ,u(en)· 
On démontre en Algèbre Linéaire que, pour toute base b de E, Mb est un isomorphisme 
d'anneaux unitaires. 

C. Caractéristique d'un anneau unitaire 

Proposition 1.66. A étant un anneau unitaire, il n'existe qu'un seul morphisme d'anneaux 
unitaires de l'anneau des entiers Z dans A. Si l'on note cp ce morphisme, alors cp(n) = nlA' 
quel que soit n E Z. 

En effet, d'après le 5) de la proposition 1.53. : 
cp(l) = lA ===} cp(n) = nlA, Vn E Z. 

cp sera appelé le morphisme canonique de Z dans A. 
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Proposition 1.67. Soit A un anneau unitaire. 
1) Pour tout n dans Z, nl A appartient au centre de A (Déf. 1.32.). 
2) PourndansZ: nlA =0 <==> (nx=O, \lx EA). 
Autrement dit, Ker~ = { n E Z ; nx = 0, \lx E A}, tP étant le morphisme canonique de Z 
dans A. 

Preuve: 
1) D'après le 3) de la proposition 1.2., pour toutx E A: 

(nlA)x = n(1Ax) = n(xlA) = x(nlA). 
2) Il est immédiat que: (nx = 0, Vx E A) ==* nlA =O. 
Réciproquement, sin E Z et nlA = 0, alors: 
V x E A, (nlA)x = n(1Ax) = nx =O. D 

Rappel : Pour tout idéal I de l'anneau Z, il existe un unique k E N tel que I = kZ; 
d'autre part, le noyau d'un morphisme d'anneaux est un idéal bilatère (Prop. 1.53.), d'où 
la définition suivante : 

Définition 1.68. A étant un anneau unitaire et tP le morphisme canonique de Z dans A, on 
appelle caractéristique de A, l'unique entier k EN tel que Kert/> = kZ. On écrit alors : 
carA=k. 

Remarque 1.69. De la notion de caractéristique d'un anneau unitaire, on déduit les rela­
tions suivantes, dans lesquelles n est un entier : 

Exemple 1.70. : 

car A= 0 <==> {(nx = 0, \lx E A) <==> n = O} 
car A= k > 0 <==> {(nx = 0, \lx E A) <==> n E kZ}. 

carA=k>O <==> k=lnf{nEN*;nx=O,VxEA}. 

1) L'anneau Z, ainsi que les corps Q,IR,C sont de caractéristique O. 
2) Pour n > 1 dans N, l'anneau Z/nZ est de caractéristique n. 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

En particulier, si p > 1 est un nombre premier (App. A, Déf. 0.5.), le corps Z/ pZ (Cor. 
1.14.) est de caractéristique p. 

Remarque 1.71. A étant un anneau unitaire, si Best un sous-anneau unitaire de A, c'est­
à-dire que lA E B, alors 

carB=carA. 

Proposition 1. 72. Soit p un nombre premier, alors dans tout anneau A, unitaire, commu­
tatif et de caractéristique p, on a, quel que soit (x,y) E A x A, 

(x+y)P =xP +yP et (x-y)P =xP + (-l)PyP. (1.8) 

Preuve: D'après laformule du biname (Prop. 1.4.), on a 

(x+y)P = Lo~k~pd~yp-k et (x-y)P = Lo~k~p(-1)P-k0.xkyP-k, 

avec 

c;= k!(:~k)!' \/k(O~k~p). 
Par suite, S! =CC= 1 et p divise 0 dans Z, pour tout k (0 < k < p); d'où les relations 
(1.8), puisque p est la caractéristique de A. 
On remarque que si p = 2, on a -1 = 1 et les relations (1.8) sont alors identiques. D 
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Remarque 1.73. Les relations (1.5) et (1.7) permettent de définir la notion de caractéris­
tique pour un anneau non nul A, non nécessairement unitaire : 
A est dit de caractéristique 0, si {(nx = 0, Vx E A) ===> n = O}. 
A est dit de caractéristique non nulle, s'il existe n EN* tel que nx = 0, pour toutx dans 
A. L'entier k = lnf { n E N* ; nx = 0, V x E A} est alors appelé la caractéristique de A. 

5. Produit direct d'anneaux 

A. Produit direct de deux anneaux 

A 1 et A2 étant deux anneaux, on considère l'ensemble produit direct 

On vérifie que A est muni d'une structure d'anneau, grâce à l'addition et à la multiplication 
respectivement définies par les applications suivantes : 

A xA--+A 

((x1,X2),(y1,Y2)) 1--+ (x1 +y.,x2+Y2)· 
((X1,X2), (y1,Y2)) 1--+ (X1Y1,XiJ2)· 

Définition 1.74. L'anneau A1 x A2 est appelé anneau produit direct des anneaux A1 et 
A2. 

Remarque 1.75. Compte tenu des notations ci-dessus, 
a) A1 xA2 est unitaire -Ç=::> A1 etA2 sont unitaires. 
(lA , lA ) est alors l'élément unité de l'anneau A1 x A2. 

l 2 

b) A1 x A2 est commutatif -Ç=::> A1 etA2 sont commutatifs. 

Remarque 1.76. L'anneau produit direct de deux anneaux n'est jamais intègre. En par­
ticulier, l'anneau produit direct de deux corps n'est jamais un corps. 

En effet, A1 et A2 étant deux anneaux non nuls, soit x1 f= 0 dans A1 et y2 f= 0 dans A2; 
alors (x1,0)(0,y2) = (O,O), doncA1 xA2 n'est pas intègre. 
En particulier, si K1 et K2 sont deux corps dont les éléments unités sont, respectivement, 
lK et lK , alors l'anneau K1 x K2 n'est pas intègre, car 

l 2 

(lK ,0) (0, lK) = (0,0). 
l 2 

Définition 1.77. Au produit direct de deux anneaux A1 et A2, on associe deux couples 
d'applications: 
a) les projections canoniques p1 et p2, telles que: 

p1 :A1 xA2 --+A1 et p2 :A1 xA2 --+A2 
(x1,Xi) 1--+Xl (x1,X2) 1--+X2· 

b) les injections canoniques q1 et q2, telles que: 

q1 :A1 --+A1 xA2 et q2 :A2 --+A1 xA2 

x11--+ (x1,0) x2 1--+ (O,x2). 
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Proposition 1.78. (à vérifier par le lecteur) 
1) p1 et p2 sont des morphismes surjectifs d'anneaux. 
De plus, si les anneaux A1 et A2 sont unitaires, alors p 1 et p2 sont des morphismes d'an­
neaux unitaires. 
2} q1 et q2 sont des morphismes injectifs d'anneaux. 
3) P1oq1 =idA, P2oq2=idA. 

1 2 
4) Les restrictions surjective:,· de q1 et q2, c'est-à-dire les applications: 

A1 ---+ A1 x (0) = Imq1 et A2 ---+ (0) x A2 = Imq2 
Xi 1----t (x1, 0) Xz 1----t (O,Xz) 

sont des isomorphismes d'anneaux; par suite, l'anneau A 1 x A2 contient au moins un 
sous-anneau isomorphe à A 1 et un sous-anneau isomotphe à A2 . 
5) Pour x = (x1 ,Xz) E A1 x A2, on peut écrire : 

x= (p1(x),p2(x)) 

et X= qI (xi) +q2(X2)· 

B. Produit direct d'une famille quelconque d'anneaux 

(1.9) 

(1.10) 

Soit/ un ensemble non vide, quelconque et {AJieI une famille d'anneaux indexée par/. 
Comme dans le cas I = {1,2} considéré ci-dessus, on munit 

A= Ue1Ai = { (xJieI ; xi E Ai, 'li E /} 

d'une addition et d'une multiplication, grâce aux applications: 

AxA ---+ A 

((xi)iEI• (yi)iEI) 1----t (xi +yi)iEI 
((xi)iEI• (yi)iEI) 1----t (xiyi)iE/' 

On vérifie que, relativement à ces deux lois de composition, A est un anneau. 

Définition 1. 79. L'anneau A = Ue1Ai est appelé anneau produit direct des anneaux Ai, 
i El. 

Pour tout j E I, on définit : 
a) la projection canonique: 

b) l'injection canonique: 

Pi =Ue1Ai --+Ai 

(xi)ieI 1----t xi. 

qj : A j ---+ Ue1Ai, 

telle que pour tout xi EAi' q/xi) = (xi)ieI• où xi =0, si if= j. 

Remarque 1.80. Pour tout i E /, la projection (resp. l'injection) canonique pi (resp. qi) 
est un morphisme surjectif (resp. injectif) d'anneaux. 
Comme dans la proposition 1.78., pour tout i E /,on a 

pioqi=idAi , Imqi-:::=Ai et \:/xEIIieIAi, x= (Pi(x))iEI' 
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Cette dernière relation généralise le relation (1.9). Par contre, la relation (1.10) ne peut 
être généralisée que dans le cas où l'ensemble non vide I est.fini, puisque dans le groupe 
(A,+), seule la somme d'un nombre fini d'éléments a un sens. Ainsi pour 
I = {1,2, ... ,n},n EN* etx = (x1 ,x2, ... ,Xn) E II1 ~;~nA;. on a 

(1.11) 

C. Propriété universelle du produit direct d'anneaux 

Théorème 1.81. Soit I un ensemble non vide, {A;};er une famille d'anneaux et {P;her la 
famille des projections canoniques associées à l'anneau produit direct Il;erA;. 
Etant donné un anneau B, alors quelle que soit la famille {fiher de morphismes d'an­
neaux telle que, pour tout i E /,fi E Hom(B,A;), il existe un unique morphisme 
h E Hom(B,Il;erA;) vérifiant: 

P; oh= fi, quel que soit i E /. 

La démonstration de ce résultat se fait exactement comme dans le cas des groupes ([11), 
Th. 1.91.). 

Remarque 1.82. La propriété universelle (Th. 1.81.) exprime que pour tout i E /,le dia­
gramme suivant commute : 

3!h 
B - - - - _ .. Il· 1A. 

IE 1 

J, /. 

A; 

et P;oh=fi, ViE/ <===? h(x) = (fi(x));er• VxEB. 
Dans le cas où I = { 1, 2}, la propriété universelle se traduit par le diagramme commutatif: 

B 

/i~ 
A1 ---A1 xA2 ---A2 

P1 P2 

donc p1 oh= / 1, p2 oh= / 2 et h(x) = (/1 (x),f2(x)), V x E B. 

6. Exercices 

1) Soit G un groupe additif abélien, non réduit à {O}. On définit dans G une multiplication par 
l'application: 

GxG--+G 

(x,y) f-+ O. 

Vérifier que Gest alors muni d'une structure d'anneau. 
Cet anneau est-il commutatif? est-il unitaire? 
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2) Soit A un anneau unitaire, commutatif et a1, a2, ••• , as des éléments de A, s ~ 2 dans N. 
Démontrer que pour tout entier n ~ 2, on a : 

l'"' n' . . . 
(a1 +ai+ ... +as)"= L,, . 1• 1 • • 1 a~•ai .. . tJ!•, 

11·12····1s· 

où la somme I:estprise pour tous less-uples (i1 ,i2, ••• ,is) E Ns tels que i1 +i2+ · · ·+is =n 
(Faire une récurrence surs). 

3) On pose: 
Z[iVS] = {a+ibVS; (a,b) E Z x Z}, 

Q[iVS] = {p + iqVS; (p,q) E Q X Q}, 

où i2 = -1 dans le corps des nombres complexes C. 
Vérifier que Z[iVS] est un sous-anneau unitaire de Cet que Q[iVS] est un sous-corps de C. 

4) Soit deux anneaux A, B et f E Hom(A,B). On suppose A unitaire, B intègre et f =f. O. Dé­
montrer que /(IA) est élément unité de B. 

5) Plongement d'un anneau non nul et non nécessairement unitaire A dans un anneau unitaire 
B. 
1°) On suppose A de caractéristique O. On considère le groupe additif abélien : 

B=AœZ. 
On rappelle ([11], Ch. VIII) que B = {(a,m); a E A, m E Z} 
et que l'addition dans Best telle que: 

(a,m) +(b,n) = (a+b,m+n), V((a,m),(b,n)) E B x B. 
On définit dans B, une "multiplication" par l'application: 

BxB--+B 

((a,m),(b,n)) 1---+ (ab+na+mb,mn). 

- Prouver que Best ainsi muni d'une structure d'anneau unitaire, de caractéristique O. 
- Montrer que B est commutatif, si et seulement si A est commutatif. 
- Vérifier que 

f :A--+ B 

a 1---+ (a,O) 

est un "plongement" de A dans B, c'est-à-dire un morphisme injectif d'anneaux. 
2°) On suppose A de caractéristique k =/:- O. On considère le groupe additif abélien 

B=AœZ/kZ. 
On note m la classe modulo kZ d'un entier m E Z. 
- Démontrer que la correspondance : 

µ:BxB--+B 

((a,m),(b,n)) 1---+ (ab+na+mb,mn) 

définit une loi de composition interne dans B, que l'on appelera "multiplication". Il faut 
vérifier que 

(m'=m et n'=il) ==> µ((a,m'),(b,iii)) =µ((a,m),(b,n)).] 

- Montrer que Best alors muni d'une structure d'anneau unitaire, de caractéristique k et 
qu'il existe, comme dans le 1°), un plongement de l'anneau A dans l'anneau B. 
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3°) f désignant le plongement de A dans B (défini dans le 1°) ou le 2°)) , vérifier que si A 
est unitaire, on a f(lA) =/:- lB; autrement dit/ n'estpas un morphisme d'anneaux unitaires 
(Déf. 1.51.). 

6) Soit Z l'anneau des entiers. 

1°) On note End (Z, +) l'anneau des endomorphismes du groupe additif abélien (Z, +) 
(Exemple 1.15.). 
A tout k E Z, on associe l'application 

a) Vérifierque/k eEnd(Z,+). 

b) Montrer que quel que soit g E End (Z, +), il existe un unique k E Z tel que g = fk. 

c) Démontrer que l'application 

f: Z--+ End(Z,+) 

b--+ fk 

est un isomorphisme d'anneaux unitaires. 

2°) Pour n > 1 dans Z, on considère l'anneau Z/nZ des entiers modulo n (Exemple 1.12), 
ainsi que l'anneau End (Z/ nZ, +) des endomorphismes du groupe abélien (Z/nZ, +). 
A tout k E Z/ nZ, on associe la correspondance 

fië: Z/nZ --+ Zf nZ 

l' 1---+ ïât. 

a) Démontrer que fië est une application, c'est-à-dire est indépendante du représentant de 

l'élément k et prouver que fië E End(Z/nZ,+ ). 
b) Montrer que 

/:Z/nZ--+ End(ZfnZ,+) 

k 1---+ fië 

est un isomorphisme d'anneaux unitaires. 

3°) A étant un anneau unitaire quelconque, on considère l'anneau End(A,+) des endo­
morphismes du groupe abélien (A,+). 
A tout a E A, on associe l'application 

a) Vérifier que/a E End(A,+). 
b) Montrer que 

fa:A-+A 

X 1---+ ax. 

f :A --+ End(A,+) 

a 1---+ fa 

est un morphisme injectif d'anneaux unitaires. 
Quelle conclusion générale peut-on en déduire? 
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7) On considère l'anneau M2(JR) des matrices carrées d'ordre 2 sur le corps des nombres réels 
R On pose: 

A= { ( ~ ~ ) (x,y) ER x R}, 

B = { ( ~ ~ ) ; XE R} et C = { ( ~ ~ ) ; x ER}. 

1°) Vérifier queA,B,C sont des sous-anneaux de M2(R.). 
Sont-ils commutatifs? Sont-ils unitaires? (préciser, le cas échéant, l'élément unité). 
2°) Montrer que l'anneau A a une infinité d'éléments unités à gauche et aucun élément 
unité à droite. 
3°) Prouver que B et C sont des corps isomorphes à R.. 

8) Dans l'anneau M2(Q) des matrices carrées d'ordre 2 sur le corps des nombres rationnels Q, 
on considère l'ensemble, noté M2(Z), des matrices à coefficients dans l'anneau des entiers 
z. 
1°) Vérifier que M2 (Z) est un sous-anneau unitaire de M2 ( Q). 

2°) Pour tout n E Z, on pose M(n) = ( ;n ~ ) . 

-Montrer que A= {M(n) ; n E Z} est un sous-anneau de M2(Z), isomorphe à Z (ne conte­
nant pas la matrice unité de M2(Z)). 
-Trouver d'autres sous-anneaux de M2(Z), isomorphes à Z. 

9) A étant un anneau non nul et Q le corps des nombres rationnels, soit f et g deux morphismes 
(d'anneaux) non nuls de Q dans A. 
On note respectivement, f;z etg/z les restrictions de f et g à l'anneau des entiers Z. 
Démontrer que 

10) Soit A un anneau non nul; on suppose que pour tout a f= 0 dans A, il existe un unique b E A 
tel que 

Démontrer les propriétés suivantes : 
i) A est intègre. 

a =aba. 

ii) Pour a et b dans A : a = aba ===} b = bab. 

iii) A est unitaire. 
iv) A est un anneau à division (ou corps gauche). 

11) SoitZ(A) le centre d'un anneau non nul A (Déf. 1.32.). On suppose que pour toutx EA, on 
a: (x2-x) E Z(A). 

Prouver que, quelque soit (x,y) EA xA, on a (xy+yx) EZ(A). 
En déduire que l'anneau A est commutatif. 

12) A étant un anneau non nul, vérifier les propriétés suivantes. 
1°) Six est un élément non nul etidempotent deA (Déf. 1.28.), alors x n'est pas nilpotent 
dans A (Déf. 1.26.). 
2°) Si A est unitaire et intègre, alors 0 et 1 sont les seuls éléments idempotents de A. 
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13) Soit A un anneau unitaire, commutatif. 
1°) Montrer que pour a et b dans A on a : 

(a et b nilpotents) ===> a + b 11il pote nt. 
2°) En considérant, dans l'anneau de matrices M2(R.), les éléments: 

a= ( ~ ~) et b = ( ! =! ) , 
montrer que la propriété du 1°) n'est plus vraie dans un anneau non commutatif. 
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14) Dans l'anneau R_(O,l) (Exemple 1.18.) , on considère le sous-anneau A des fonctions réelles 
continues sur [O, 1] (Exemple 1.31., 5)). 
1°) Soit f et g dans A, tels que : 

f(x) = {O 1 s~ ~:::; x:::; ! , g(x) = { 0-x+ ! si 
X- Ï Sl Ï <X:::; 1 si 

Montrer que f et g sont des diviseurs de 0 dans A. 

o:::;x:s;! 
!<x:s;l. 

2°) Démontrer qu'un élément h E A est un diviseur de 0 dans A, si et seulement si l'en­
semble des x E [O, 1 ], tels que h(x) = 0, contient un intervalle ouvert. 
3°) Déterminer les éléments idempotellts, les éléments nilpotents et les éléments inversibles 
de A. 

15) Soit E un ensemble non vide et S = ~(E), l'ensemble des parties de E. 
Pour A etBdans S, on pose A \B ={a EA; a <t B}. 
On définit, dans S, deux lois de composition internes, notées respectivement additivement 
et multiplicativement, telles que : 

SxS: - S 
(A,B) i--+ A+B :=(A \B)U(B\A) 

(A,B) i--+ AB :=An B. 

1°) Montrer que S est ainsi muni d'une structure d'anneau commutatif et unitaire; préciser 
l'élément neutre de l'addition et l'élément unité. 
Vérifier que l'anneau S est de caractéristique 2 et que tout élément de S est idempotent. 
S est appelé l'anneau de Boole des parties de E. 
2°) On suppose l'ensemble Ede cardinal infini. Soit T = ~(E), l'ensemble des parties 
finies de E. 
a) Montrer que T est un sous-anneau de S. 

b) Vérifier que T n'est pas unitaire et que tout élément "non nul" de Test un diviseur de 
zéro dans T. 

c) Prouver que dans l'anneau S, tout élément "non nul" et différent de l'élément unité est 
un diviseur de zéro. 

16) Soit A , B deux anneaux et f une application de A dans B. 

1°) On dit que f est un monomorphisme d'anneaux de A dans B, si f E Hom( A, B) et si 
pour tout anneau R, on a : 

(uetvdansHom(R,A) et fou=fov) ===> u=v. 
a) Montrer que si un morphisme f E H om(A, B) est injectif, alors c'est un monomorphisme 
deA dans B. 
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b) Réciproquement, on suppose que f est un monomorphisme d'anneaux deA dans B. Soit 
x et x' dans A, vérifiant: f(x) = f(x'). 
En utilisant les morphismes d'anneaux u et v de .Z dans A, tels que: 

u : Il 1----+ x!' et v : /1 1----+ x'n, 
démontrer que f est injectif. 

2°) On dit qu'une application f est un épimorphisme d'anneaux de A dans B, si 
f E Hom(A,B) et si pour tout anneau R, on a: 

(uetvdansHom(B,R) et uof=vof) => u=v. 

a) Prouver que si f E Hom(A,B) est surjectif, alors c'est un épimorphisme deA dans B. 

b) Soit j l'injection canonique de .Z dans Q et Run domaine d'intégrité (Déf. l.21.). Soit 
u et v deux morphismes d'anneaux unitaires de Q dans R tels que : u o j = v o j. 

Démontrer que j est un épimorphisme de .Z dans Q. 

Quelle conclusion peut-on tirer des résultats ci-dessus? (Conclusion que l'on pourra com­
parer à celle obtenue dans le cas des morphismes de groupes (Cf. [11], Prop. l.80)). 



Chapitre 2 
Idéaux d'un anneau 

La notion d'idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) a été introduite dans le Chapitre 1 
(Déf.1.42.). 

1. Idéal engendré par une partie d'un anneau 

Définition 2.1. Soit Sune partie non vide d'un anneau A. On appelle idéal à gauche de 
A engendré par S, l'intersection de tous les idéaux à gauche de A contenant S. 
On définit de même l'idéal à droite (resp. bilatère) de A engendré par S. 

On notera, respectivement, (S)8 , (S)d et (S) les idéaux à gauche, à droite et bilatère de A, 
engendrés par S. 

Remarque 2.2. D'après la définition (2.1.), (S)8 (resp. (S)d, (S)) est (relativement à l'in­
clusion) le plus petit idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) de A contenant S. 

Proposition 2.3. Soit A un anneau unitaire et S une partie non vide de A, alors : 

(S)8 = {E1~i~ma;X;; m EN*, Vi(l ~ i ~ m), a; EA,x; ES} 

(S)d = {E19~mx;a;; m EN*, Vi(l ~ i ~ m), a; EA,x; ES} 

(S) = {E1 ~i~ma;X;b;; m EN*, Vi(l ~ i ~ m), (a;,b;) EA xA,x; ES}. 

Preuve : Démontrons, par exemple, la première égalité ; désignons par L son second 
membre. On vérifie aisément que L est un idéal à gauche de A et que S Ç L; or, (S)8 

est le plus petit idéal à gauche deA contenant S, d'où: (S) 8 Ç L. 
D'autre part, tout idéal à gauche de A contenant S, contient nécessairement tous les élé­
ments de L, on a donc L Ç (S)8 et par suite (S) 8 = L. D 

Remarque 2.4. L'anneau A étant unitaire, si S = {x1,.xz, ... ,xn}, n EN*, alors, 

(S)8 = {E1~i~na;X;; Vi(l ~ i ~ n), a; EA}; 

les éléments des idéaux (S)d et (S) s'écrivent de façon analogue. 
Cas particulier : S = {x }, où x E A : 
(x)8 = {ax; a E A} est noté: Ax 
(x)d = {xa; a EA} est noté: xA 
(x) = {E1~i~ma;Xb;; m EN*, Vi(l ~ i ~ m), (a;,b;) EA xA}. 

Définition 2.S. Soit 1 un idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) d'un anneau A, 
a) 1 est dit principal s'il est engendré par un seul élément. 
b) 1 est dit de type fini s'il est engendré par un nombre fini d'éléments. 
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Remarque 2.6. : 
a) Dans tout anneau unitaire A, les idéaux bilatères (0) etA sont principaux (l'idéal A est 
engendré par 1 A). 

b) Dans l'anneau Z, tout idéal est de la forme nZ, n EN, donc tout idéal est principal (Cf. 
App. A). 

Définition 2.7. : a) On appellera anneau principal, tout anneau unitaire, commutatif, 
dans lequel tout idéal est principal. 
b) On appellera domaine principal, tout domaine d'intégrité (Déf. 1.21) dans lequel tout 
idéal est principal. 

Z est le premier exemple de domaine principal (Cf. App. A). 

Remarque 2.8. Dans certains ouvrages, ce que nous appelons domaine principal est ap­
pelé anneau principal. 

2. Opérations sur les idéaux d'un anneau 

A. Intersection, réunion d'idéaux 

Proposition 2.9. Soit Vth.EA une famille non vide d'idéaux à gauche (resp. à droite, 
bilatères) d'un anneau A, alors]= nÀEA /À est un idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) 
de A. 

Vérification laissée au lecteur. 

Remarque 2.10. Les hypothèses étant celles de la proposition précédente, U.lEA IÂ n'est 
pas, en général, un idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) de A (Rem. 1.36.). On a cepen­
dant le résultat suivant : 

Proposition 2.11. Si dans un anneau A, {JÂhEA est une famille non vide d'idéaux à 
gauche ( re5p. à droite, bilatères) totalement ordonnée par l'inclusion, alors UÂEA IÂ est 
un idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) de A. 

La preuve est la même que pour les sous-anneaux (Prop. 1.37.). 

B. Somme d'idéaux dans un anneau unitaire 

1. Cas d'unefamülefinie d'idéaux 

Soit {/;}i<i<n• n EN*, une famille finie d'idéaux à gauche (resp. à droite, bilatères) d'un 
anneau A.-On pose 

(2.1) 

On vérifie facilement que Ei~i~n/i est un idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) de A. 

Définition 2.12. L'idéal Ei<i<n/i défini par la rel. (2.1) est appelé somme des idéaux à 
gauche (resp. à droite, bilatères) Ji, (1 :::; i:::; n). 

On pourra écrire E1 ~i~n/i = 11 +12 +···+ln· 

Proposition 2.13. Soit {li} 1 <i<n une famille finie d'idéaux à gauche ( resp. à droite, bila­
tères) d'un anneau unitaire .A;E1<i<n1; est alors l'idéal à gauche ( re5p.à droite, bilatère) 
de A engendré par U19~n/i. - -
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Preuve : Démontrons la propriété dans le cas des idéaux à gauche et supposons n = 2. 
Notons (/1 U/2) l'idéal à gauche de A, engendré par / 1 U/2• 

/ 1 +12 = {x1 +x2 ; x1 EJ1,x2 E12} implique 

(2.2) 

(/1 U/2) = {E1:5i:5maixi; m EN*, Vj(l ~ j ~ m), ai EA,xi E /1 U/2}. 

Dans l'expression ci-dessus m décrit N*, par suite, tout z E (/1 U /2) peut s'écrire sous la 
forme: 

Z = E1:5j:5m1 ajxj + E1:5k:5m2 bkxk, où 

VmEN*,(m1,m2)EN*xN*, l~m1 ~m, l~m2 ~m, et 

Vj(l ~ j~ m1), ai EA,xi E /1' Vk(l ~ k ~ m2), bk EA,xk E/2. 

On en déduit que z =z1 +z2 , où z1 E / 1 etz2 E /2, d'où 

(/1 U/2) Ç/1 +12; (2.3) 

Les inclusions (2.2) et (2.3) impliquent / 1 +12 = (/1 U/2). 

Pour n ~ 2, on démontre la propriété par récurrence sur n. 

Remarque 2.14. Les hypothèses étant celles de la proposition 2.13., quelque que soit 
j(l ~ j ~ n), on a 

2. Cas d'une famille quelconque d'idéaux 

D 

Soit A un anneau unitaire et {JÂ.heA une famille d'idéaux à gauche (resp. à droite, bi­
latères) de A, A étant un ensemble non vide quelconque, donc éventuellement infini. On 
définit l'ensemble 

La proposition 2.13. se généralise comme suit : 

Proposition 2.15. Compte-tenu des hypothèses ci-dessus, EÂ.EA /À. est l'idéal à gauche 
(resp. à droite, bilatère) de A engendré par UÂ.EA /À.; il est appelé somme des idéaux à 
gauche (resp. à droite, bilatères) /À., Â. E A. 

Remarque 2.16. Avec les notations précédentes : 
a) Pour toutµ E A, on a Iµ Ç EÂ.EA /À.. 
b) Si A est de cardinal infini, alors x E EÂ.EA /À. si et seulement s'il existe une partie finie 
{Â.j; 1 ~ j ~ m} de A, m EN*, telle quex E E 1:5j:5m/À./ 

On pourra cependant écrire, d'une façon générale, 

où il est entendu que les xÂ. E /À. sont "presque tous nuls", c'est-à-dire "nuls, sauf un 
nombre fini d'entre eux". 
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3. Somme directe d'idéaux 

Définition 2.17. {/').}').eA étant une famille non vide d'idéaux à gauche (resp. à droite, 
bilatères) d'un anneau unitaire A, on dit que I:').eA /').. est somme directe des I ')., Â. E A, si 
toutx E I:').eA /').. s'écrit de façon unique 

x = I:1< 1·<mx'). , où m EN*, Vj(l '5: j '5: m), Â.i E A etx').. E /')... 
- - j J j 

Dans ce cas I:Â.EA ]'). est noté œÂ.EA ]').. 

Proposition 2.18. Les hypothèses étant celles de la définition 2.17 ., les conditions sui­
vantes sont équivalentes : 
1) La somme I:').eA /').. est diœcte. 
2) I:Â.EAXÂ. = 0 ====? VÂ. E A, X').= o. 
3) vµ E A, 1µ nI:Â.EA\{µ}1'). = (o). 

Preuve: 
1) ====? 2) : Si la somme I:Â.EA/'). est directe, alors 0 s'écrit de façon unique, I:Â.EAx')., 
d'où x'). = 0, quel que soit Â. E A. 
2) ====? 3) : Soitx E Iµ n I:Â.EA\{µ}/').; si X# 0, on peut écrire 

x =Xµ = I:1$j$mx').i' où m EN* et V j (1 '5: j '5: m), Â.i E A\{µ}; 

par suite, Xµ - I:1$j$mx').1 =O. L'hypothèse 2) implique alors : Xµ = 0, donc x =O. 

3) ====? 1): Supposonsx E I:').eA/'). tel que 

X= I;Â.EAXÂ. = I;Â.EAYÂ.' 

où les x'). et les Y'). sont presque tous nuls dans/')... 
S'il existeµ E A tel que Xµ #Yµ, on obtient, à partir des égalités (2.4): 

Xµ -yµ= I:Â.EA\{µ}(Y')., -X').); 

(2.4) 

l'hypothèse 3) implique alors Xµ -yµ= 0, d'où une contradiction. On en conclut que 
dans (2.4), quel que soit Â. E A, x'). =y').. D 

C. Produit d'idéaux dans un anneau unitaire 

1. Cas de deux idéaux 

Définition 2.19. Soit 11 ,12 deux idéaux à gauche (resp. à droite, bilatères) d'un anneau 
unitaire A. L'idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) engendré par l'ensemble 

S = {X1Xz ; x1 E / 1 , x2 E 12} 

est noté 1112 et appelé produit des idéaux à gauche (resp. à droite, bilatères) 11 et12 (pris 
dans cet ordre). 

Proposition 2.20. Avec les hypothèses de la définition 2.19., on a 

(2.5) 

La relation (2.5) se déduit de la prop. 2.3.; elle exprime que x E / 112 si et seulement s'il 
existe deux parties finies non vides N1, N2 de N telles que 

x=I:c,· ,·)eNxN.x;x;, où V(i1,i2)EN1 xN2,x; E/1,x. El2• 
l' 2 1 2 1 2 1 12 
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Proposition 2.21. Dans un anneau unitaire A : 
1) L1, Li idéaux à gauche => L1 Li Ç Li et LiL1 Ç L1. 
2)R1,R2 idéauxàdroite => R1R2 ÇR1 et R2R1 ÇR2. 

3) 11, 12 idéaux bilatères => /112 ç /1 n /2 et 1211 ç /1 n 12. 
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Preuve : Dans le cas des idéaux à gauche par exemple, L1 Li est engendré par l'ensemble 
S des produits x1x2, oùx1 E L1 etx2 E Li; or, Li est un idéal à gauche de A, d'où S Ç Li; 
par suite L1 Li Ç Li. 
OnademêmeLiL1 ÇL1. 0 

2. Cas d'un nombre.fini quelconque d'idéaux 

La définition 2.19., ainsi que les propositions 2.20. et 2.21. se généralisent, de façon na­
turelle, à un nombre fini quelconque n d'idéaux à gauche (resp. à droite, bilatères) d'un 
anneau unitaireA. 
Si l'on considère, par exemple, une famille finie L1,Li, .. . Ln, d'idéaux à gauche de A, 
alors l'idéal à gauche engendré par l'ensemble 

S = {x1x2 .. ·Xn; \li(l:::; i:::; n), X; EL;} 
est noté L1 Li· · ·Ln et appelé produit des idéaux à gauche L1, Li, · · · ,Ln (pris dans cet 
ordre). On a: 

Li 1 - ···Ln= {~fi · X· X· ···X· ; \11'(1<1· < n), x. EL.} '"'2 /.. me 11 12 ln - - 1j J 

et L1Li .. ·Ln Ç Li~ .. ·Ln Ç ·· · Ç Ln. 
En particulier, si I est un idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) de A, pour tout n EN, on 
note 1n l'idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) deA engendré par l'ensemble 

s = {x1X2. "Xn; \li(l:::; i:::; n), X; E /}. 
On a / 1 = I et \1 n E N*, 1n Ç /. 

D. Propriétés des opérations sur les idéaux 

Désignons par 18 (resp. Jd, J) l'ensemble des idéaux à gauche (resp. à droite, bilatères) 
d'un anneau unitaire A. 
L'étude faite dans les paragraphes précédents montre que l'intersection, la somme et le 
produit des idéaux définissent des lois de composition dans les ensembles 18 , Jd, J; ces 
lois vérifient les propriétés suivantes : 

Proposition 2.22. A étant un anneau unitaire, quels que soient I,J,K, dans 18 (re~p. 

Jd, n ona 
l)InJ=JnI et I+J=J+I. 
2) In (JnK) = (InJ) nK. 
3) I + (J +K) = (/ +J) +K. 
4) I(JK) = (IJ)K. 
5) I(J +K) = IJ +IK et (/ +J)K = IK +JK. 

Démonstration proposée en exercice (n°3, Ch. 2). 

Remarque 2.23. : 
a) La proposition 2.22. exprime que dans 18 (resp. Jd, J), les opérations "intersection" 
et "somme" sont commutatives [Cf. l)] et associatives [Cf. 2) et 3)]; le "produit" est 
associatif[Cf. 4)] et distributif à droite et à gauche par rapport à la "somme" [Cf. 5)]. 
Le "produit" des idéaux n'est commutatif que si l'anneau A est commutatif. 
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b) L'associativité du produit des idéaux implique que pour tout idéal à gauche, à droite 
ou bilatère, Ide A et tout n > 1 dans N, l'idéal 1n est défini inductivement par 

1n = 11n-l = 1n-l]. 

Proposition 2.24. A étant un anneau unitaire, pour x E A, notons respectivement Ax,xA 
et (x), les idéaux à gauche, à droite et bilatère engendrés par x; on a alors, quels que 
soient x et y dans A : 

AxyÇAxAy; xyA ÇxAyA; (xy) Ç (x)(y). 

(xy) = (x)(y) {=::::> A est commutatif 
(2.6) 

(2.7) 

Preuve: L'anneau A étant unitaire, on axy EAxAy etxy ExAyA, d'où les inclusions (2.6). 
Si l'anneauA est commutatif, alors toutz E (x)(y) s'écritz =axby, où (a,b) EA xA, d'où 
z = abxy E (xy). 
Si l'anneau A n'est pas commutatif, un élément de l'idéal bilatère (x)(y) n'appartient 
pas nécessaiement à l'idéal bilatère (xy) (voir un exemple dans M2(C)); on en déduit 
l'équivalence (2.7). 0 

3. Anneaux Quotients 

A. Notion d'anneau quotient 

On suppose connues la propriété de compatibilité d'une relation d'équivalence avec une 
loi de composition, ainsi que la notion de loi de composition quotient ([11], p. 80). 

Proposition 2.25. A étant un anneau, soit I un sous-groupe du groupe (A,+); alors, la 
relation d'équivalence ~1• associée à I dans le groupe abélien (A,+), est compatible avec 
la multiplication de l'anneau A, si et seulement si I est un idéal bilatère de A. 

Preuve: On rappelle ([11], Ch. II) que la relation d'équivalence ~1 est définie dans A par 

et qu'elle est compatible avec l'addition de l'anneau A. 
Si I est un idéal bilatère de A, alors 

(x-x') E I et (y-y') E I ===> xy-x'y' = [x(y-y') + (x-x')y'] E /; 
par suite, ~1 est compatible avec la multiplication de l'anneauA. 

(2.8) 

Réciproquement, supposons la relation ~1 compatible avec la multiplication de A et mon­
trons que le sous-groupe Ide (A,+) est alors un idéal bilatère de l'anneau A. Quels que 
soient x E I et a E A, on peut écrire : 

a~1 a et (x+x)~1 x. 
En appliquant l'hypothèse, on obtient : 

a(x+x)-ax=axEI et (x+x)a-xa=xaEI, 
donc I est un idéal bilatère de A. O 
Sachant que dans le groupe abélien (A,+), toute relation d'équivalence compatible avec 
l'addition est du type ~1 , où I est un sous-groupe de (A,+) (Cf. [11], Ch. II), la proposi­
tion 2.25. implique: 

Corollaire 2.26. Dans un anneau A, toute relation d'équivalence compatible avec l'ad­
dition et la multiplication est du type ~1, où I est un idéal bilatère de A. 
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En conséquence, pour tout idéal bilatèœ I d'un anneau A, on peut définir dans l'ensemble 
quotient A// =A/'.R.1 une structure d'anneau, induite par celle de A. 
Désignons parx la classe d'équivalence "modulo/" (c'est-à-dire modulo '.R.1) d'un élément 
quelconquexdeA;x=x+/ = {x+a; a E I} et 

A/l=A/'.R.1 = {x; x EA}. 
La compatibilité de la relation d'équivalence '.R.1 avec les deux lois de composition internes 
de A implique que les correspondances : 

A/IxA/J __.A/I 

(x,y)f--+x+y 
et A/IxA/J __.A/I 

(x, y) f--+ xy 

sont des applications définissant dans A/ I une addition et une multiplication, telles que : 

et xy=xy. (2.9) 

On vérifie que, muni de ces deux opérations, A/I est un anneau. 

Définition 2.27. L'anneau A//, défini ci-dessus, est appelé anneau quotient de l'anneau 
A par l'idéal bilatère/. 

Remarque 2.28. I étant un idéal bilatère d'un anneau A, on vérifie facilement les pro­
priétés suivantes : 
a) Si A est commutatif, tout idéal de A est bilatère et tout anneau quotient de A est com­
mutatif. 
b) Si A est unitaire et si I f= A, alors A/ I est un anneau unitaire dont l'élément unité est 
î, 1 étant l'élément unité de A. 
c) La surjection canonique 

n:A ____. A/I 

X f--+ X 

est un morphisme surjectif d'anneaux et si A est unitaire, n est un morphisme d'anneaux 
unitaires. 
d) Sil= (O),A/(O) s'identifie à A, car pour tout a EA, on peut écrire n(a) =a. Sil =A, 
A/A est l'anneau nul, car quel que soit a E A, n(a) =O. 

Premier exemple d'anneau quotient: Z/nZ, pour n EN (Exemple 1.12.). 
Pour n > 1, l'anneau Z/nZ est commutatif, unitaire et fini, de cardinal n (Voir App. A). 
On peut écrire : 

Z/nZ = {O,T, .. · ,n-1} 
où, pour tout k E Z, k est la classe de k modulo n. 

Proposition 2.29. Si I est une panie non vide d'un anneau A, alors I est un idéal bilatère 
de A si et seulement s'il existe un anneau A' et un morphisme d'anneaux f de A dans A' 
tel que Kerf = 1. 

Pœuve : Si A' est un anneau et f E Hom(A,A'), on sait que Ker/ est un idéal bilatère 
de A (Prop. 1.53.). Inversement, si I est un idéal bilatère de A, en prenant A' =A/ I, on a 
I = Ker n, où n est le morphisme canonique A ____.A/ l. D 



30 Chapitre 2. Idéaux d'un anneau 

Remarque 2.30. : 
a) Le résultat de la proposition 2.29 montre que dans un anneau, les idéaux bilatèœs 
jouent un rôle analogue à celui des sous-groupes nonnaux dans un groupe ([11], Ch. IV). 
b) La relation d'équivalence ~1• associée à un idéal bilatère I d'un anneau A, est appelée 
relation d'équivalence modulo/. Pour x et y dans A, tels que x ~1 y, on dit que: x est 
équivalent à y, modulo/, et on écrit 

x::y (mod /). 

B. Propriétés des anneaux quotients 

1. Propriété universelle de l'anneau quotient 

Théorème 2.31. Soit I un idéal bilatère d'un anneau A et n le m01phisme canonique : 
A --+A//; alors, quels que soient l'anneau B et f E Hom(A,B) tel que 1 Ç Ker/, il 
existe un unique m01phisme <p E Hom(A/1,B) tel que 

<pon=f. 

La méthode de démonstration de cette propriété est exactement la même que celle utilisée 
dans le cas des groupes quotients ([11], Ch. IV); elle est ici proposée en exercice, (n°4, 
Ch. 2). Le résultat s'exprime par la commutativité du diagramme suivant: 

A n A/1 

~;3!~ 
B 

c'est-à-dire: Vx E A, <p(n(x)) = f(x). 

Corollaire 2.32. Les hypothèses étant celles du théorème 2.31., 
a) f surjectif===> <p surjectif. 
b) 1 = Ker f ===> <p injectif. 
c) ( f surjectif et 1 = Ker f) ===> <p isomorphisme. 

Vérification laissée au lecteur. 

Remarque 2.33. Comme dans le cas des groupes, la "propriété universelle" énoncée dans 
le théorème 2.31. est une propriété du couple (A/I, n). 

Théorème 2.34. Premier théorème d'isomorphisme 
Pour tout morphisme f d'un anneau A dans un anneau B, on a 

lm/ ~ A/Ker/ (isomorphisme d'anneaux). 

Pœuve : On considère la restriction surjective / 1 de f, définie par 

/ 1 :A--+ lm/ 

x .-- / 1 (x) = f(x). 



§ 3. Anneaux Quotients 31 

Kerli = Kerl donc (Th. 2.31.), il existe un unique morphisme <p E Hom(A/Kerl,lml) 
tel que le diagramme suivant commute : 

c'est-à-dire que <p on =li; alors 

1r 
A A/Kerl 

! 3!<p 
1 

t 

Iml 

(Imli = lml) ===? <p surjectif et (Ker li = Kerl) ===? <p injectif, 
par suite, <p est un isomorphisme deA/Kerl sur /ml et 
'r/x = n(x) E A/Kerl, <p(x) = l(x). O 

2. Sous-anneaux et idéaux d'un anneau quotient 

Théorème 2.35. Soit I un idéal bilatère d'un anneau A et n le m01phisme canonique : 
A --+ A/I. 
1) Tout sous-anneau (resp. idéal à gauche, à droite ou bilatère) de A// est l'image par n 
d'un unique sous-anneau (resp. idéal à gauche, à droite ou bilatère) contenant/. Plus 
précisément, si J est un sous-anneau ( resp. idéal à gauche, à droite ou bilatère) de A//, 

J = n(l), où l = n-i(J) 2 /; ainsi J = l //. 
2) Si li est un sous-anneau ( resp. idéal à gauche, à droite ou bilatère) de A tel que I i li, 
alors I +li est le plus petit sous-anneau (resp. idéal à gauche, à droite ou bilatère) de A 
contenant/ etn(Ji) = (I+li)/I. 

La démonstration du théorème 2.35. est la même que celle faite dans le cas des sous­
groupes d'un groupe quotient ((11], Ch. IV); elle est proposée ici en exercice (n°4, Ch. 
2). 

Exemple 2.36. Pour n ~ 2 dans N, les idéaux de Z/nZ sont les kZ/nZ, tels que k divise 
n dans N; ce sont aussi les seuls sous-anneaux de Z/nZ. 

3. Deuxième et troisième théorèmes d'isomorphisme 

Lemme 2.37. Soit deux anneaux A et A' et deux idéaux bilatères I dans A et I' dans 
A'; alors, pour tout morphisme I E Hom(A,A') tel que 1(1) Ç I', il existe un unique 
morphisme 7 E Hom(A/I,A' /I') tel que 

7 on = n' o I, 
où net n' sont les surjections canoniques A --+ A/ I et A' --+ A'/ I'. 

Preuve: 
1(1) Ç I' ~ I Ç 1-i(I'); 

d'autre part, on vérifie que Ker( n' o 1) = 1- i (I'). 
D'après le théorème 2.31., la condition I Ç Ker(n' o 1) implique l'existence d'un unique 
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morphisme d'anneaux 7 E Hom(A/I,A' /I') tel que le diagramme suivant commute: 

donc 7 o n = n' of. 

A--1- ..... A' 

n' 

3!j I I 
A// - - - - -~A// 

Remarque 2.38. Comme conséquences du corollaire 2.32., on a: 
a) Si n' o f est surjectif, alors 7 est surjectif. 
On notera que n' of peut être surjectif, sans que f le soit (voir Th. 2.39.). 
b) Si Ker( n' of) = I ( <==> 1-1 (I') = /), alors 7 est injectif. 

Théorème 2.39. Deuxième théorème d'isomorphisme 
Quels que soient les idéaux bilatères I et J d'un anneau A, on a : 

I/(I n J) ~ (/ +J)/J (isom01phisme d'anneaux). 

Preuve: Soit a l'injection canonique de I dans I +J; alors, 
a(InJ) =InJÇJ; 

D 

d'après le lemme 2.37., il existe un unique a E Hom(I/InJ,(I +J)jJ) tel que le dia­
gramme suivant 

a 
1---I+J 

n' 

31-
I/(InJ) - ·~ {/ +J)f J 

commute: a on= 'Ir' o a, où net n' sont les surjections canoniques. 
'Ir' o a(/)= 'lt'(I) = (I +J)jJ, 

donc n' o a est surjectif (bien que a ne le soit pas) ; on en déduit que a est surjectif (Rem. 
2.38., a)). D'autre part, a-1 (J) = InJ, donc a est injectif (Rem. 2.38., b)); par suite a 
est un isomorphisme. D 

Remarque 2.40. : 
a) Les hypothèses du théorème 2.39. impliquent aussi: 

Jj(I n J) ~ (I+J)/I. 
b) Si la somme I + J est directe, on a In J = (0), d'où 

J ~ (IœJ)/I et I ~ (IœJ)/J. 

Théorème 2.41. Troisième théorème d'isomorphisme 
Quels que soient les idéaux bilatères I et J d'un anneau A tels que 1 Ç J, on a 

A/J ~ (A/I)/(J //) (isomorphisme d'anneaux). 

Preuve: Soit a la surjection canonique A--+ A//. 
IÇJ ==> a(J) =J/I. 
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Il existe alors un unique morphisme <JE Hom(A/J,(A/I)/(J/I)) tel que le diagramme 
suivant commute (Lemme 2.37) 

(] 
A----A/I 

n' 

31-
A/J - - -·~ (A/I)/(J /I) 

donc, <J on = n' o <J, où n et n' sont les surjections canoniques. 

n' o <J surjectif ===? a surjectif, 

Ker(n' o a) = J ===? <J injectif; 

donc Ci est un isomorphisme. 

C. Idéaux bilatères copremiers (ou étrangers) 

1. Idéaux bilatères copremiers dans un anneau unitaire 

0 

Définition 2.42. A étant un anneau unitaire, deux idéaux bilatères I et J de A sont dits 
copremiers (ou étrangers), si 

l+J=A. 

Remarque 2.43. Deux idéaux non nuls mZ et nZ sont copremiers dans Z, si et seulement 
si m et n sont premiers entre eux (App. A, Prop. A.28.). 

Lemme 2.44. Soit {Ijh$j$n' n ~ 2 dans N, une famille finie d'idéaux bilatères d'un 
anneau unitaire A; alors les idéaux li' 1 ::::; j ::::; n, sont deux à deux copremiers si et 
seulement si, pour tout j ( 1 ::::; j ::::; n ), 

Preuve: 

A =li+ n lk. 
l$k$n,k#j 

(2.10) 

a) Supposons les idéaux bilatères li , 1 ::::; j ::::; n, deux à deux copremiers ; quel que soit 
(j,k), j -f. k dans {1,2, · · · ,n}, on a 

A =li+lk. 
Si n = 2, la relation (2.10) est vérifiée. Pour n ~ 3, on raisonne par récurrence sur n. 
L'anneau A est unitaire, donc en tant qu'idéal bilatère de lui-même, il vérifie: A2 =A. 
L'hypothèse de récurrence permet d'écrire : 

A = 11 + n2$k$n- l Ik; 

par suite, A =A2 = {11 +n2$k$n-/k){/1 +In)· 

{11 + n2$k$n-l /k)(/1 +ln) Ç 11 + Cn2$k$n-1 Ik)In 

ç 11 + <n2$k$n-1 Ik) nin; 

d'où A= / 1 + n2<k<nlk. On a ainsi prouvé la Rel. (2.10) pour j = 1, on la démontrait 
de même pour tout}(l < j::::; n). 
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b) Réciproquement, si la relation (2.10) est vérifiée quel que soit j, (1 ::; j::; n), alors 
pour tout couple (j, l) tel que j f= l dans { 1, 2, · · · , n} : 

A= li+ nI$k$n,kF/k Ç /j +l1 

implique A = li + 11, donc les /j, ( 1 ::; j ::; n), sont deux à deux copremiers. 0 

Proposition 2.45. Soit {Ijh$j$n' n 2::: 2 dans N, une famille finie d'idéaux bilatères 
d'un anneau unitaire A, deux à deux copremiers; alors, quels que soient les éléments 
a1,a2, ···,an de A, il existe un élément b E A tel que: 

De plus, si c E A vérifie la m€me propriété que b, alors 

c = b (mod n1$j$n/j). 

Preuve : D'après la relation (2.10) du lemme 2.44., quel que soit 
j (1 ::; j::; n), il existe xj E /jet b j E nkf /k• (1 ::; k::; n), tel que 

ai =xi+bp 

donc bi =ai (mod li), 

et bi = 0 (mod Ik), Vk f= j. 

Par suite, en posant b = b1 + b2 + · · · + bn, on obtient 

Vj(l::; j::; n), b =ai (mod 1/ 
Sic E A est tel que V j (1 ::; j::; n), c =ai (mod li), 

alors, Vj(l::; j::; n), b = c (mod li), 

d'où b = c (mod n1$j$n/j). 

(2.11) 

0 

Proposition 2.46. Soit {li} 1 $j$n une famille finie d'idéaux bilatères d'un anneau unitaire 
A, (n 2::: 2 dans N). On considère l'application 

8 :A--+ TI1<.<nA//. _}_ J 

a 1--+ (n/a))i$j$n 

où, pour tout j (1 ::; j::; n), ni est la surjection canonique A--:--+ A/li; 

Preuve: 

8 surjectif <===> /1 ,12 , ... ,ln deux à deux copremiers. 

8 injectif <===> n1$j$n/j =o. 

a) Supposons les idéaux bilatères Ir 1 ::; j ::; n, deux à deux copremiers. 
Soit (n/ai))i$j$n un élément quelconque du produit direct TII$j$nA/Ii' 
D'après la Prop. 2.45., il existe b E A tel que: 

V j (1::; j::; n), n/b) = nj(aj), d'où (n/ai))i$j$n = (n/b)) 1$j$n = 8(b), 
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donc 6 est surjectif. 
Réciproquement, si 6 est surjectif, il existe, en particulier, b E A tel que : 

6(b) = (n/b))i~j~n = (Ï,O, ... ,0); 

donc b=l (mod/1) et Vk(25:.k5:.n),b=O (modlk). 

Par suite il existex1 E / 1 tel queb-1 =x1; d'autre part, b E n2~k~nlk d'où: 

b-x1 = 1 ===> 11 + n 1k =A. 
2~k~n 

La relation (2.10) est donc vérifiée par les idéaux {Iih~j~n' pour j = 1 et on montrerait 
de même, qu'elle l'ai pour tout j(l < j 5:. n); les idéaux li, 15:.j5:. n, sont alors deux à 
deux copremiers. 
b) La définition de 6, implique Ker6 = ni~j~nli, d'où le résultat énoncé. D 

2. Cas de l'anneau Z 

Théorème 2.47. Théorème des restes chinois 
Etant donné m etnpremiers entre eux dans Z*, pour tout couple d'entiers (a,b) E Z x Z, 
il existe x E Z tel que 

x =a (mod m) et x = b (mod n). 
De plus, si y E Z vérifie la mime propriété que x, alors 

y= x (mod mn). 

Preuve : Il suffit d'appliquer la proposition 2.45. dans le cas des idéaux mZ et nZ, sachant 
que m et n sont premiers entre eux si et seulement si mZ n nZ = mnZ (A pp. A, Prop. 
~J D 
Une autre démonstration de ce théorème sera proposée en exercice (n ° 6, Ch. 5). 

Proposition 2.48. Théorème des restes chinois généralisé 
Soit m1,m2, ••• ,mm des entiers deux à deux premiers entre eux dans Z* ,n;::: 2 dans N ,· 
alors quels que soient a1, a2 , •.. , an dans Z, il existe x E Z tel que 

V i (1 5:. i 5:. n), x =a; (mod m;). 
De plus, si y E Z vérifie la mime propriété que x, alors 

y=x (mod nl~i~nmi). 

Ce résultat se déduit des propositions 2.45. et A.28.,App. A. 

4. Idéaux premiers - Idéaux maximaux 

Remarques préliminaires: Soit I un idéal bilatère d'un anneau unitaire A et n la surjec­
tion canonique A -4 A//. 
a) On sait que six est inversible dans A, alors n(x) est inversible dans A//; mais la réci­
proque est fausse. En effet, Z n'est pas un corps, cependant, pour tout nombre premierer 
p,Z/ pZ est un corps (Cor.1.14.). 
b) Six est non diviseur de zéro dans A, on n'a pas nécessairement n(x) non diviseur de 
zéro dans A//. 
En effet, Z est un anneau intègre, mais, pour tout entier n > 1 et non premier, Z/nZ n'est 
pas intègre. 
Dans ce qui suit, nous allons caractériser les idéaux I d'un anneau unitaire et commutatif 
A, pour lesquels A// est intègre ou A// est un corps. 
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A. Idéaux premiers d'un anneau unitaire et commutatif 

Proposition 2.49. Pour un idéal propre P d'un anneau unitaire commutatif A, les deux 
conditions suivantes sont équivalentes: 
1) ((x,y)EAxAetxyEP) ==> xEPouyEP. 
2) (/et J idéaux de A et IJ Ç P) ==> I Ç Pou J Ç P. 

Preuve: 
1) ==> 2) : / et J étant deux idéaux de A, supposons IJ Ç P et I S?; P; il existe alors x E I 
tel quex <f. P. D'autre part, quel que soit y E J, on axy E /J, doncxy E Pet, par hypothèse, 

(xy E Petx </. P) ==> y E P, d'où J Ç P. 
2) ==> 1) : Supposons x et y dans A tels que xy E P et x </.P. 
Soit (x) et (y) les idéaux de A, respectivement engendrés par x ety. La commutativité de 
l'anneau A implique (xy) = (x)(y) (Prop. 2.24.); par suite, 

xy E P ==> (x) (y) Ç P; d'autre part, x </. P ==> (x) i P, 
alors compte tenu de l'hypothèse 2) on obtient: 
( (x)(y) Ç Pet (x) S?; P) ==> (y) Ç P, donc y E P. D 

Définition 2.50. Dans un anneau unitaire et commutatif A, un idéal Pest dit premier, si 
i) P est un idéal propre de A. 
ii) P vérifie l'une des conditions équivalentes de la proposition 2.49. 

Remarque 2.51. Dans un anneau unitaire, non commutatif A, on peut définir une notion 
d'idéal bilatère premier: 
Un idéal bilatère propre de A est dit premier, si 

(/etJidéauxdeAet/JÇP) ==> IÇPouJÇP. 
A n'étant pas commutatif, cette condition n'est plus équivalente à la condition 1) de la 
propotion 2.49., car en général (Prop. 2.24.), 

xyEP # (x)(y) ÇP. 

Théorème 2.52. Dans un anneau unitaire commutatif A, 
I est un idéal premier {::::::=? A// est un domaine d'intégrité. 

Preuve : Supposons I premier; alors 
I =f A ==> A/ I non nul. 

A/I est un anneau unitaire commutatif, montrons qu'il est intègre. 
Notonsx la classe modulo I d'un élémentx de A. SoitX,y dans A//, tels quexy =O. 

X y= 0 <==> xy = 0 {::::::=? xy E /. 
I étant premier : xy E I ==> x E I ou y E I; 

par suite : x y= 0 ==> x = 0 ou y= 0, donc A/ I est intègre. 
On en conclut que A// est un domaine d'intégrité. 
Réciproquement, on suppose que l'anneau A// est un domaine d'intégrité ; nécessaire­
ment, A/ I est non nul, donc I est un idéal propre de A. Soit x et y dans A tels que xy E /. 

donc I est premier . 

DansA//: xy=O ==> x=Oouy=O; 
par suite : xy E I ==> X E I ou y E /, 

D 

Corollaire 2.53. Si A est un anneau unitaire et commutatif, alof'S A est intègre si et seule­
ment si (0) est un idéal premier. 
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Exemple 2.54. On sait que Z/nZ est intègre si et seulement sin= 0 ou n est un nombre 
premier; on en déduit que les idéaux premiers de Z sont (0) et les pZ, pour p premier. 

Proposition 2.55. Soit A un anneau unitaire commutatif, P un idéal premier de A et n ~ 2 
dansN. 
1) Pour des éléments Xi 1Xz, ... ,xn de A, on a 

XiXz .. ·Xn E P ==> 3i (1 ~ i ~ n) tel que xi E P. 
2) Pour des idéaux Ii,12, ••• ln de A : 

Iil2 ... ln Ç P ==> 3i (1 ~ i ~ n) tel que I; Ç P. 

Preuve : Démontrons la propriété 1) ; supposons 
XiXz ... Xn =Xi (x2 •• • Xn) E P. 

L'idéal Pétant premier, on a Xi E Pou x2 ..• xn E P. 
Si Xi E P, la propriété est démontrée . 
Si Xi '/. P, on réitère le raisonnement précédent à partir de x2 . .. Xn et de proche en proche, 
on en déduit qu'il existe nécessairement i ( 1 ~ i ~ n) tel que X; E P. 
Par le même processus, on démontre la propriété 2). D 

Corollaire 2.56. P étant un idéal premier d'un anneau unitaire commutatif A, pour tout 
nEN*: 
1) (x E A et xn E P) ==> x E P. 
2) (/idéal de A et 1n Ç P) ==> I Ç P. 

Proposition 2.57. Soit f E Hom(A,B), un moryhisme d'anneaux unitaires commutatifs. 
1) Quel que soit l'idéal premier Q de B, 1-i(Q) est un idéal premier de A contenant 
Ker/. 
2) Dans le cas où f est surjectif, quel que soit l'idéal premier P de A contenant Ker/, 
f(P) est un idéal premier de B. 

Preuve: 
1) Qétant un idéal deB, on sait que 1-i(Q) est un idéal de A, contenant Ker/, carO E Q. 
Il reste à vérifier que 

QpremierdansB ==> 1-i(Q) premier dans A. 
Soitxy E 1-i(Q); alors, f(xy) = f(x)f(y) E Q et 

((f(x)f(y) E QetQpremier) ==> f(x) E Q ou f(y) E Q 

donc, xyEf-i(Q) ==>xEf-i(Q) ou yEf-i(Q). 

2) Si f est surjectif et Pest un idéal premier de A contenant Ker/, alors f(P) est un idéal 
de B =lm/ (Rem. 1.54.). Montrons que f (P) est premier. 
Soit f(x) et f(x) dans B tels que f(x)f(x) E f(P). Il existe alors a E P, tel que 

f(d) = f(x)f(x) = f(a); par suite, 
((xx' -a) E Ker/, Ker/ Ç Pet a E P) ==> xX E P. 

On en déduitquex E Poux E P, d'où: 
f(x)f(x) E f(P) ==> f(x) E f(P) ouf(x) E f(P), 

donc f(P) est un idéal premier de B. D 

Corollaire 2.58. Soit I un idéal propre d'un anneau unitaire commutatif A. Notons 1r: la 
surjection canonique: A --+ A/I; alors, Pest un idéal premier de l'anneau A// si et 
seulement si 'lr:-i (P) est un idéal premier de A contenant 1. 
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Ce résultat est une conséquence directe de la proposition précédente, puisque 1C est un 
morphisme surjectif et Ker 1C = I. 
Définition 2.59. L'ensemble des idéaux premiers d'un anneau unitaire, commutatif A est 
appelé le Spectre de A ou plus précisement, le Spectre premier de A et noté Spec(A). 

B. Idéaux maximaux d'un anneau unitaire 

1. Notion d'idéal maximal 

Définition 2.60. I est un idéal bilatère maximal d'un anneau A, si 
i) I est un idéal bilatère propre de A. 
ii){Jidéal bilatère deA et/ Ç J ÇA) => J =I ou J =A. 
On définit, de la même façon, un idéal à gauche (resp. à droite) maximal de A. 

Remarque 2.61. La définition 2.60. exprime qu'un idéal bilatère I d'un anneau A est 
maximal, si c'est un élément maximal dans l'ensemble des idéaux bilatères propres de 
A, ordonné par l'inclusion. 
La même remarque peut être faite pour les idéaux maximaux à gauche, ou à droite de A. 

Théorème 2.62. Dans un anneau unitaire et commutatif A, on a : 
I est un idéal maximal <==> Af I est un corps. 

Preuve : Si Af I est un corps, on a nécessairement I f A. D'autre part, supposons J idéal 
de A tel que I Ç J; alors J fi est un idéal non nul du corps Af I, donc J fi= Afl, (Cor. 
1.48.). Par suite J =A, donc I est un idéal maximal de A. 
Réciproquement, soit I un idéal maximal de A, alors Af I est non nul et c'est un anneau 
unitaire commutatif; la maximalité de I implique que Af In' a pas d'autre idéal que (0) et 
Af/,doncAf/estuncorps (Cor.1.48.). D 

Remarque 2.63. Dans tout corps K, (0) est le seul idéal maximal. 

Corollaire 2.64. Pour un idéal I d'un anneau unitaire commutatif A, on a 
I maximal => I premier. 

Ce résultat se déduit des théorèmes 2.52. et 2.62., puisque 
Af I est un corps => Af I est intègre. 

Remarque 2.65. La réciproque du corollaire 2.64. est fausse. 
Par exemple, dans Z, (0) est un idéal premier qui n'est pas maximal. 

On a cependant le résultat suivant : 

Théorème 2.66. Dans un domaine principal (Déf. 2.7.) tout idéal premier non nul est 
maximal. 

Preuve : Soit I un idéal premier non nul d'un domaine principal A. Il existe a f O dans 
A, tel que I = aA. 
Supposons J idéal de A tel que I Ç J; il existe alors b non nul dans A tel que J = bA et 
b ç/. /. 

aA Ç bA => 3x E A tel que a= bx. 
( bx E aA, aA idéal premier et b ç/. aA) => x E aA. 

On en déduit qu'il existe y non nul dans A tel que x = ay, d'où a= bay. L'anneau A étant 
commutatif, unitaire et intègre, on a 

a=bay => a(l-by)=O => by=l. 
b est donc inversible dans A, d'où J = bA =A (Prop. 1.47.). 
On en conclut que l'idéal I = aA est maximal dans A. D 



§ 4. Idéaux premiers • Idéaux maximaux 39 

Remarque 2.67. Z étant un domaine principal, les idéaux maximaux de Z, sont les pZ, 
pour tous les nombres premiers p. 

2. Existence des üléaux maximaux dans un anneau unitaire 

Le résultat fondamental de ce paragraphe est le suivant : 

Théorème 2.68. Tout anneau unitaire a au moins un idéal bilatèn (resp. à gauche, à 
droite) maximal. 

Nous rappelons, ci-dessous, la notion d'ensemble inductif et l' Axiome de Zorn ([11], 
p.162) qui seront utilisés dans la preuve du théorème 2.68. 

Définition 2.69. Un ensemble E, non vide et partiellement ordonné, est dit inductif, si 
tout sous-ensemble non vide et totalement ordonné de E a un majorant dans E. 

Axiome de Zorn : Tout ensemble non vide, partiellement ordonné et inductif, a au moins 
un élément maximal. 

Preuve du théorème 2.68. : Soit A un anneau unitaire. 
Notons '.B l'ensemble des idéaux bilatères propres de A. On a (0) E '.B, donc '.B =/= 0 et '.B 
est partiellement ordonné par l'inclusion. 
Soit {llhEA une famille d'éléments de '.B, totalement ordonnée par l'inclusion. On sait 
que dans ce cas, 1 = UÂEA Il est un idéal bilatère de A (Prop. 2.11.). De plus, par hypo­
thèse, pour tout Il E A, Il est un idéal propre de A, par suite 

(Vil E A, 1 ~Il) ==> 11;0. 
On en déduit que 1 est un idéal propre de A, donc 1 E '.B; ainsi '.B est inductif, car 1 est un 
majorant de la famille { 1 l} ÂEA. En vertu de l 'Axiome de Zorn, on en conclut qu'il existe 
au moins un idéal bilatère maximal dans A. 
On prouve, de la même façon, l'existence d'un idéal à gauche (resp. à droite) maximal, 
dans l'anneau unitaire A. D 

Corollaire 2.70. Tout anneau unitain commutatif A a au moins une image homomorphe 
(Déf. 1.55.) qui est un corps. 

En effet, A a au moins un idéal maximal M; le morphisme canonique : 
A---+ A/M est surjectif etA/M est un corps (Th. 2.62.). 

Corollaire 2. 71. Dans un anneau unitaire A, tout idéal bilatère propre 1 est contenu dans 
un idéal bilatère maximal de A. 

Preuve : 1 =/=A ==> A/1 =/=O. L'anneau A/I est unitaire, donc d'après le théorème 2.68., 
il existe un idéal bilatère maximal M dans A/I. On en déduit qu'il existe un unique idéal 
bilatère M de A, tel que (Th. 2.35.) 

/ÇMet~(M) =M=M/I, 
où ~ est la surjection canonique de A sur A/ 1. 
Vérifions que M est un idéal bilatère maximal de A. Soit J un idéal bilatère de A tel que 

IÇMÇJÇA. 
DansA/1, ona:M/IÇJ/IÇA/1. 
La maximalité de M = M / 1 dans A/ 1 implique alors 
Jfl=M/louJ/l=A/I; doncJ=MouJ=A. D 
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Corollaire 2. 72. Dans un anneau unitaire commutatif, 
a) tout idéal propre est contenu dans un idéal maximal. 
b) tout élément non inversible est contenu dans un idéal maximal. 

La propriété a) est justifiée par le corollaire 2.71.; la propriété b) s'en déduit immédiate­
ment, puisque qu'un élément non inversible engendre un idéal propre. 

S. Notion d'anneau local 

Définition 2.73. On appellera anneau local tout anneau unitaire commutatif n'ayant 
qu'un seul idéal maximal. 

Remarque 2.74. D'après la remarque 2.63., tout corps (commutatif) est un anneau local, 
mais nous rencontrerons plus loin des exemples d'anneaux locaux qui ne sont pas des 
corps. 

Proposition 2.75. Si '.M est l'unique idéal maximal d'un anneau local, alors '.M est l'en­
semble des éléments non inversibles de A. 

Preuve : Tout élément non inversible de A est dans '.M (Cor. 2.72.). Inversement, six E '.M, 
alors l'idéal principal (x) est inclus dans '.M, c'est donc un idéal propre de A, d'où x non 
inversible (Prop. 1.47.). D 

Remarque 2.76. En général, dans un anneau unitaire commutatif, l'ensemble des élé­
ments non inversibles ne forme pas un idéal. Par exemple, dans Z, l'ensemble Z\ { -1, 1} 
des éléments non inversibles n'est pas un idéal. 

Théorème 2.77. Un anneau unitaire commutatif A est local si et seulement si l'ensemble 
de ses éléments non inversibles fomie un idéal de A,· c'est alors l'unique idéal maximal 
de A. 

Preuve: Désignons par (e) la condition: 
''Dans A, l'ensemble des éléments non inversibles fomie un idéal." 

D'après la proposition 2.75., tout anneau local satisfait à la condition (e). 
Réciproquement, supposons la condition ( e) vérifiée par A et notons/, l'idéal de A formé 
par les éléments non inversibles. On remarque que I est nécessairement un idéal propre de 
A (Prop. 1.47.). Si l'on suppose I non maximal, alors d'après le corollaire 2.72., il existe 
un idéal maximal M de A tel que 

IÇMÇA. 
Par suite, il existe x E M tel que x fi. I; or, 

x E M ===> x non inversible ===> x E I; 
d'où une contradiction. En conclusion, I est maximal et c'est l'unique idéal maximal de 
A, puisqu'il contient tous les éléments non inversibles de A. D 

Définition 2.78. Si '.M est l'unique idéal maximal d'un anneau local A, le corps A/'.M est 
appelé le corps résiduel de A. 

6. Notion d'anneau commutatif noethérien 

A. Condition maximale - Condition de chaîne ascendante 

Définition 2.79. Soit E un ensemble non vide, partiellement ordonné. 
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a) On dit que E vérifie la condition maximale ( C.M. ), si tout sous-ensemble non vide de 
E contient au moins un élément maximal. 
b) On dit que E vérifie la condition de chaîne ascendante (C.C.A.) si toute suite stricte­
ment croissante d'éléments de E: 

est finie. (2.12) 

autrement dit, si toute suite croissante d'éléments de E : 

est stationnaire. (2.13) 

On rappelle qu'une suite telle que (2.13), est stationnaire s'il existe un entier l ;::: 1 tel 
que Xn =xi' quel que soit n ;::: l. 

Proposition 2.80. Dans un ensemble partiellement ordonné la condition maximale est 
équivalente à la condition de chaîne ascendante. 

Preuve : Soit E un ensemble non vide partiellement ordonné. 
1°) Supposons la C.M. vérifiée; soit 

X1 < Xz < ... < Xn < Xn+l < ... 
une suite strictement croissante dans E. Posons : 

X= {x11x2 , ... ,xn, ... }. 
X est un sous-ensemble non vide de E ; la condition C.M. implique qu'il contient au moins 
un élément maximal ; celui-ci est nécessairement un plus grand élément, car les éléments 
de X forment une suite strictement croissante. On en conclut que la suite des Xn,n EN*, 
est finie, donc la C.CA. est vérifiée. 
2°) On suppose que E vérifie la C.C.A., mais ne vérifie pas la C.M.; il existe alors une 
partie non vide X de E ne contenant pas d'élément maximal. 
Soitx1 EX, x1 n'étant pas maximal dans X, il existe x2 EX tel quex1 < x2. 

L'élément x2 n'étant pas maximal dans X, il existe x3 E X tel que .xz < x3, d'où : 
X1 <Xz <X3. 

On peut ainsi construire une suite strictement croissante infinie d'éléments de E, ce qui 
contredit la C.C A. ; on en conclut que nécessairement la C.M. est vérifiée dans E. 0 

B. Anneau commutatif noethérien 

Définition 2.81. Un anneau unitaire commutatif est dit noethérien, si l'ensemble de ses 
idéaux, partiellement ordonné par l'inclusion, vérifie la C.C.A. (équivalente à la C.M.). 

Théorème 2.82. Un anneau unitaire commutatif A est noethérien si et seulement si tout 
idéal de A est de type fini (Déf. 2.5.). 

Preuve: Supposons A noethérien. Soit I un idéal de A; si I = (0) ou I =A, alors I est 
principal, donc de type fini. Dans ce qui suit, I sera un idéal propre, non nul, de A. 
Notons 8, l'ensemble des idéaux J de A tels que : 

J est de type fini et J Ç /. 
On a 8 f:. 0, car (0) E a. A étant noethérien, l'ensemble des idéaux de A vérifie la C.M., 
donc il existe un élément maximal lo dans a. 
Supposons lo f:. I, donc J0 Ç /;il existe alors x E /, tel que x rt J0 • 

L'idéal Io étantde type fini, soit {a1 ,a2, · · · ,ar} une famille génératrice finie de lo. rE N*. 
NotonsJ l'idéal deA engendré par {a11 a2,· • • ,ar,x}; on a alors: 
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J E ;J et Jo Ç J Ç 1, 
ce qui contredit la maximalité de J0 dans ;J. Par suite, J0 =1, donc I est de type fini. 
Réciproquement, soit A un anneau unitaire, commutatif, dans lequel tout idéal est de type 
fini ; montrons qu'il vérifie la C.C.A. Si 

(2.14) 

est une chaîne strictement croissante d'idéaux de A, alors I = UnEN/n est un idéal de A 
(Prop. 2.11.). Supposons I engendré par { a1, a2, • • · , ar}, r E N*. 
Quel que soit i (l ~ i ~ r), il existe n; EN, tel que a; E In;· Soit m = sup{n;; 1 ~ i ~ r}; 
pour tout i (l ~ i ~ r), on aln; Ç lm, d'où {a1,a2, • · · ,ar} C lm et par suite, I Ç lm. 
Mais I = UnEN/n implique lm Ç 1, donc I =lm; ainsi la chaîne (2.14) est finie et A est 
noethérien. 0 

Remarque 2.83. : 
a) Tout corps (commutatif) K est noethérien, puisque l'ensemble des idéaux de K est 
réduit à {(O),K}. 
b) Tout anneau principal est noethérien, en particulier, l'anneau Z est noethérien. 
Des exemples d'anneaux noethériens non principaux apparaitront dans les chapitres sui­
vants. 

Proposition 2.84. Un anneau unitaire et commutatif A est noethérien si et seulement si, 
quel que soit l'idéal propre Ide A, A/ I est noethérien. 

Preuve : Supposons A noethérien. Soit I un idéal propre de A et 

(2.15) 

une chaîne strictement croissante d'idéaux de l'anneau unitaire et commutatif A/I. Pour 
tout n EN*, posons Jn = n-1(Jn), où n est le morphisme canonique deA sur A/I; alors 

I Ç Jl Ç lz Ç ... Ç ln Ç Jn+l Ç ... 
est une chaîne croissante d'idéaux de A, donc elle est stationnaire. Par suite, la chaîne 
(2.15) est finie, d'où A/ I noethérien. 
Réciproquement, si quel que soit l'idéal I =/: A,A/I est noethérien, alors A = A/(O) est 
noethérien. 0 

Théorème 2.85. Un anneau unitaire et commutatif A est noethérien si et seulement si tout 
idéal premier de A est de type fini. 

Preuve : Si A est noethérien, alors (Th. 2.82.) tout idéal premier est de type fini ; démon­
trons la réciproque. 
Tout idéal premier de A étant, par hypothèse, de type fini, supposons A non noethérien ; 
l'ensemble X des idéaux de A qui ne sont pas de type fini est alors non vide ; de plus X est 
partiellement ordonné par l'inclusion. On vérifie alors facilement que X est inductif (Déf. 
2.69.) et l'A.xiome de Z-om implique l'existence d'au moins un élément maximal P dans 
X (voir la preuve du Th. 2.68.). 
Compte tenu des hypothèses, P n'est pas un idéal premier, donc il existe a,b dans A tels 
queabEP,arj.P,brj.P. 
On aPÇ P+ (a), P Ç P+(b) etPmaximal dans X, par suite les idéauxP+ (a) etP+ (b) 
ne sont pas dans X, donc sont de type fini. 
Soit {x; +aY;h<i<n une famille génératrice finie de l'idéal P +(a); n EN* et pour tout 
i ( 1 ~ i :::; n), X; E P, Y; E A. 
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Soit J := { z E A ; az E P}; on a P c Jet on vérifie que J est un idéal de A; alors, 
(P c Jet ab E P) ===> b E J ===> P+(b) cJ. 

On en déduit que J rJ. X, donc J est un idéal de type fini. Supposons J engendré par 
{z1,z2 , ... ,Zr}, r EN* et démontrons que l'ensemble {x1, ••• ,xn,az1, ... ,azr} engendre 
l'idéal P. 
Soit p E P, a fortiori p E P +(a), d'où 

P = I:1g5'.na;(x;+ay;), où Vi(l:::; i:::; n), a; EA; 

P = E1:5'.i:5'.n a;X; +a (1:19:5'.n a;Y;) ===>a (EI:5'.i:5'.n a;Y;) E P, 

alors, E 1:5'.i:5'.n a;Y; E J, donc il existe des /3j E A, 1 :::; j:::; r, tels que 

P = E1:5'.i:5'.n a;X; + E1:5'.j:5'.r/3j(az/ 

Ainsi P est de type fini, ce qui contredit le fait que P E X. On en conclut que A est 
noethérien. D 

7. Nilradical et Radical de Jacobson 

Dans tout ce paragraphe, on ne considère que des anneaux commutatifs, unitaires. 

Proposition 2.86. Dans un anneau commutatif, unitaire A, l'ensemble 'N des éléments 
nilpotents/orme un idéal de A et l'anneauA/'N n'apas d'élément nilpotent non nul (Déf. 
1.26.). 

Preuve: Par définition, 'N = {x E A; 3n EN* tel quexn = O}. 
'N n'est pas vide, car 0 E 'N. Soit x, y dans 'N; il existe m et n dans N* tels que X" = 0 et 
yn = 0, alors 

(-xr = (-trx"' = O et (x+yr+n = Eo:5'.p:5'.m+nC~+nxPyn+n-p = O 

et quel que soit a EA, (axr = amxn =O. Par suite, 'N est un idéal de A. 
Notons x, la classe modulo 'N d'un élément x de A. Supposons :X nilpotent dans A/'N; il 
existe m E N* tel que 'X" = 0; alors 

xm = o *'=* xm = o *'=* x"' E 'N. 
x"' E 'N *===? 3p E N* tel que (x"')P = x"'P = O 

et x"'P = 0 ===> XE 'N, d'où X= o. 
Ainsi A/'N n'a pas d'élément nilpotent non nul. D 

Définition 2.87. Dans un anneau unitaire commutatif A, l'idéal 'N formé par l'ensemble 
des éléments nilpotents est appelé le nilradical de A. 

Théorème 2.88. Le nilradical 'N d'un anneau unitaire commutatif A est l'intersection de 
tous les idéaw: premiers de A. 

Preuve : On rappelle que l'ensemble des idéaux premiers de A est noté Spec(A) (Déf. 
2.59.). 
a) Soit x E 'N; il existe n EN* tel que xn = 0. Or, quel que soit P E Spec(A), 0 E P 
implique xn E Pet par suite x E P (Cor. 2.56.), d'où 

(2.16) 
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b) Démontrons que si X f/. N, alors X f/. nPESpec(A) P. 
Etant donné x E A\ N, considérons l'ensemble X des idéaux 1 de A tels que : quel que soit 
n EN*, xn f/. I. 
L'ensemble X est non vide, car (0) EX; d'autre part X est partiellement ordonné par 
l'inclusion, on montre alors (voir la preuve du Th. 2.68.) que X est un ensemble inductif 
(Déf. 2.69.). On en déduit, en appliquant l'Axiome de Zorn, qu'il existe un élément maxi­
mal dans X, que nous noterons P0 . 

Montrons que P0 est un idéal premier de A. Soit a et b dans A\ P0 ; on a 
P0 Ç P0 + (a) et P0 Ç P0 + ( b), 

donc les idéaux P0 + (a) et P0 + ( b) n'appartiennent pas à 1' ensemble X. On en déduit 
qu'il exite met n dans N* tels que 

x"'EP0 +(a) et xnEP0 +(b); 
alors xn+n E P0 + (ab) ; par suite, P0 + (ab) n'appartient pas à X, donc ab f/. P0 . Ainsi P0 

est un idéal premier tel que X f/. Po, d'où X f/. nPESpec(A) P. 
Compte tenu de l'implication (2.16) ci-dessus, on en conclut que 
N=npe:J>P. o 

Remarque 2.89. Si A est un domaine d'intégrité, alors son nilradical est nul,car (0) étant 
un idéal premier, nPESpec(A) p = (0); mais la réciproque est fausse. 
En effet, si N est le nilradical d'un anneau unitaire commutatif A, d'après la proposition 
2.86., le nilradical de l'anneau A/N est nul; cependant A/N n'est pas nécessairement 
intègre, car l'idéal N n'est pas nécessairement premier. 

Définition 2.90. Soit A un anneau unitaire commutatif, on appelle radical de Jacobson 
de A, l'intersection des idéaux maximaux de A. 
Nous désignerons par 8(A) ce radical. 

Les éléments de 8 (A) sont caractérisés par la propriété suivante : 

Proposition 2.91. A étant un anneau unitaire commutatif, si UA désigne l'ensemble de 
ses éléments inversibles, alors 

xE8(A) ~ VyEA,(1-xy)EUA. 

Preuve: 
a) Supposons x E 8(A) et y E A tels que (1 -xy) f/. UA. Le corollaire 2.72. implique 
l'existence d'un idéal maximal M de A contenant 1 - xy et d'après la définition de 8 (A), 

x E 8(A) ===? xy E 8(A) ===? xy E M. 
[(1-xy) E Metxy E MJ ===? 1 E M, 

ce qui est impossible ; donc ( 1 - xy) E UA. 
b) Soit x E A \ 8 (A) ; il existe alors un idéal maximal M de A tel que x f/. M. On en déduit 
que M + (x) =A. 
Par suite, il existe a E M et y E A tels que a + xy = 1 ; mais ( 1 - xy) E M implique 
(1-xy) f/. UA, d'où le résultat énoncé. D 

Corollaire 2.92. Dans tout anneau unitaire, commutatif A, on a 
N(A) Ç 8(A), 

où N(A) désigne le nilradical de A. 

Preuve: Quel que soitx E N(A) \ {O}, il existe un entiern > 1 telquexn =0; on en déduit 
que 1 - x est inversible dans A. En effet, 

(1-x)(l +x+x2+ ... xn-1) = 1-xn = 1. 
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Par suite, :N(A) étant un idéal de A, 
\lx E :N(A), \fy E A, (1-xy) E UA; 

d'où :N(A) Ç 8(A), d'après la proposition 2.91. 
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o. 
Définition 2.93. Dans un anneau unitaire, commutatif A, on dit qu'un idéal I est un nili­
déal si tous les éléménts de I sont nilpotents. 

Remarque 2.94. La définition du nilradical de A et le corollaire 2.92. impliquent que 
pour tout ni/idéal Ide A, on a I Ç :N(A) Ç 8(A). 

8. Anneaux booléens 

Définition 2.95. On appelle anneau booléen, tout anneau unitaire dans lequel tout élé­
ment est idempotent (Déf. 1.28.). 

Remarque 2.96. : 
a) La définition 2.95. implique que tout sous-anneau unitaire d'un anneau booléen est un 
anneau booléen. 
b) L'anneau de Boole P(E), des parties d'un ensemble non vide E, étudié dans l'Exercice 
15, Chap. 1, est un anneau booléen, qui joue un rôle fondamental, puisque nous montre­
rons dans ce paragraphe, que tout anneau booléen est isom01phe à un sous-anneau d'un 
anneau de Boole du type P(E). 

Proposition 2.97. Si Best un anneau booléen, alors 
1) B est de caractéristique 2. 
2) B est commutatif. 
3) Tout x E B \ {O, 1} est un diviseur de zéro dans B. 
4) Tout idéal pl'l!mier P de Best maximal et B/ Pest un corps à deux éléments. 

Pl'euve: 
1) B étant un anneau booléen, B est unitaire, donc B f (0) et pour tout x E B, on a x2 = x; 
alors pour toutx f 0 dans B, on a 

(x+x)2 =x+x=2.x =? 4x2=4x=2.x =? 2.x=O, 
d'où carB = 2. Par suite, pour toutx E B, on ax = -x. 
2) Soit x et y non nuls dans B; 

(x2 = x, y2 =y, (x +y )2 = x +y) =? xy + yx = 0; 
alors yx = -yx =? xy- yx = 0, 

donc B est anneau commutatif. 
3) Pour XE B, x2 =X {::::::} x(x-1) = 0; 
par suite, x f 0 et x f 1 implique : x diviseur de zéro dans B. 
4) Soit P un idéal premier de B; l'anneau quotient B/P est alors intègl'l! (Th. 2.52.). 
Pour tout x E B, notons x, la classe de x modulo P; 

(x(x-1) = 0, dans B) =? (x(x- Î) = 0, dans B/P), 
d'oùx=O ou x= î. 
On en déduit que B/P est un domaine d'intégrité à deux éléments, c'est donc un corps 
isomorphe à Z/2'1!., (Prop. 1.24., Cor. 1.14.), par suite l'idéal Pest maximal (Th. 2.62.). 0 

Remarque 2.98. : 
a) Le corps Z/2'7!., est un cas particulier d'anneau booléen. 
b) Les notations étant celles de la Prop. 2.97, la condition : x2 = x, pour tout x E B 
implique qu'un anneau booléen n'a pas d'élément nilpotent non nul (Déf. 1.26.). On en 
déduit que le nilradical de Best nul (Déf. 2.87.). 
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Proposition 2.99. Un anneau B est booléen si et seulement:,• 'il est isomorphe à un sous­
anneau unitaire d'un produit direct de corps tous isomorphes à Z/2Z. 

Preuve : Soit A = Il;eiA;, où I est un ensemble non vide tel que pour tout i E /, A;~ Z/2Z; 
alors tout élément de A est idempotent, donc A est un anneau booléen et tout sous-anneau 
unitaire de A est booléen (Rem. 2.96.). 
Réciproquement, soit Bun anneau booléen. Compte tenu de la remarque 2.98., a), suppo­
sons B 'f!. Z/2Z. 
Soit {Pi} jEJ la famille des idéaux premiers de B;B étant un anneau unitaire, cette famille 
est non vide (Th. 2.68., Cor. 2.64.). Pour tout j E J, notons nj la surjection canonique 
B __... B /Pi et considérons 

6: B __... fljeJB/Pj 

x 1---+ (nj(x))jeJ· 

6 est un morphisme d'anneaux unitaires et KerfJ = njeJP .. On en déduit que KerfJ est le 
nilradical N(B) de l'anneau B (Th. 2.88.); or N(B) = (0) (Rem. 2.98., b)), ce qui entraîne 
B ~ lmfJ. Ainsi Best isomorphe à un sous-anneau de fljeJB/Pj, où pour tout j E J, 
B/Pi ~ Z/2Z (Prop. 2.97.). 
On remarque que si B n'a qu'un seul idéal maximal, alors d'après ce qui précède, celui-ci 
est nul ; dans ce cas on a B ~ Z/2Z. D 

Théorème 2.100. Tout anneau booléen est isomorphe à un sous-anneau de l'anneau de 
Boole des parties d'un ensemble non vide. 

Preuve : Soit B un anneau booléen. Considérons, comme ci-dessus, la famille des idéaux 
premien de B et en reprenant les mêmes notations que dans la démonstration précédente, 
posons 

E := {nj}jeJ et \:/x E B, Ex:= {nj E E; nj(x) =f 0}. 
Montrons que . Ex = 0 <===:? x = O. En effet, quel que soit j E J, ni est un morphisme 

d'anneaux, donc ni(O) = 0 et d'après ce qui précède, 

(\:/j E J, 'lrj(x) = 0) ===:? XE njEJpj = (0). 
D'autre part, quel que soit j E J, on a n/B) = B/Pj ~ Z/2Z, donc il existex E B tel que 

n/x) =f O. On en conclut que 
E=LJxenEx. 

Vérifions l'injectivité de l'application 

cp :B __... P(E) 

X 1---+ Ex. 

Supposons Ex = Ey, non vide; alors, quel que soit ni dans Ex, on a 

n/x) = n/y) = î, d'où 
\:/ni E Ex, (x-y) E Pi= Kernï 

De plus, pour tout ni E E\Ex, n/x) = n/y) = 0, par suite 
(x-y) E njEJpj = (0), doncx=y. 

Vérifions que cp est un morphisme d'anneaux unitaires de B dans l'anneau de Boole P(E) 
(Cf. Ex.15, Ch.1). On a 

E0 = 0 <===:? cp(O) = 0 dans l'anneau P(E) 
E1 = E <===:? cp(l) = 1 dans l'anneau P(E). 
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D'autre part, pour tout j E J, B/Pi est un corps à deux éléments, donc pour x ety dans B, 
ni(xy) = n/x)n/y) implique 

n/xy) = î {=::=? n/x) = î et ni(y) = î. 
On en déduit que : Exy = Ex n Ey, ce qui équivaut à 

tf>(xy) = tf>(x)tf>(y) dans l'anneau P(E). 
De même n/x+y) = n/x) +n/y), implique 

ni(x+y) = î {=::=? {(ni(x) = î, n/y) = 0) ou (n/x) = 0, n/y) = Î)}; 
ainsi, Ex+y =(Ex \Ey) U (Ey \Ex) est équivalent à 

tf>(x+y) = tf>(x) +tf>(y) dans l'anneau P(E). 
L'injectivité du morphisme q, implique B !:::= lmtf>, donc Best isomorphe à un sous-anneau 
de l'anneau de Boole P(E). D 

Théorème 2.101. Tout anneau booléen fini Best isomorphe à l'anneau de Boole P(E) 
d'un certain ensemble.fini E et il existe un entier k > 0 tel que card(B) = 2k. 

Preuve : B étant un anneau booléen fini, soit { P;} 1 <i<k la famille, nécessairement finie, de 
ses idéaux premiers. - -
Démontrons que Best isomorphe à l'anneau IIi<i<kB/P;. Comme dans la preuve de la 
proposition 2.99., on considère le morphisme - -

6: B --t II1s;;~kB/P; 

x ~ (n;(x))l~i~k· 

On sait que 6 est injectif et que tout P;, 1 ~ i ~ k, est un idéal maximal de B tel que 
card(B/P;) = 2 (Prop. 2.97. et 2.99.). 
Si k > 1 dans N, on suppose naturellement que pour i 1- j, on a P; 1- Pi; alors, pour tout 
couple(i,j), 1~i~k,1 ~j~k, 

if. j ====* P;+Pi =B. 
Les idéaux P;, 1 ~ i ~ k, sont donc deux à deux copremiers (Déf. 2.42.). 
Le morphisme 6 est alors surjectif(Prop. 2.46.), par suite 6 est un isomorphisme, d'où 

card(B) = card(I1 1 s;;~kB/P;) = 2k. 

D'autre part, posons, comme dans la preuve du théorème précédent 
E := {ni}i<i<k· 

E est un ensemble fini de cardinal k, alors card(P(E)) = 2k ([15), t.l), par suite le mor­
phisme d'anneaux 

qui est injectif, d'après la preuve du théorème 2.100., est ici bijectif, puisque B et P(E) 
sont des ensembles finis de même cardinal ([2]); d'où B !:::= P(E). D 

9. Exercices 

1) Soit l un idéal à droite d'un anneau A. On pose 
l={xEA;ax=O, 'v'aE/}. 

Montrer que J est un idéal bilatère de A. 
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2) Dans l'anneau M2(R) des matrices carrées d'ordre 2 sur le corps des nombres réels R, on 
pose 

R = { ( ~ ~ ) ; (x,y) ER X R} ; L = { ( ; ~ ) ; (x,y) ER X R} ; 

S= { ( ~ ~); x,y,zdansR}. 

Montrer que dans l'anneau M2 (R) : 

R est un idéal à droite ; L est un idéal à gauche ; 
S est un sous-anneau qui n'est ni un idéal à droite, ni un idéal à gauche. 

3) 1°) Démontrer les propriétés des opérations sur les idéaux d'un anneau, énoncées dans la 
proposition 2.22. 
2°) Soit n > 1 dans N et g h <i<n une famille d'idéaux bilatères d'un anneau A. On pose 
s = Lt<i<n/i. Montrer que la sommes est directe (Déf 2.17.) si et seulement sis est iso­
morphe-au produit direct des anneaux I;, 1 $ i $ n (Déf. 1.79.). 

4) Démontrer les théorèmes 2.31 et 2.35 (Voir [11], Ch.IV). 

5) Soit A un anneau unitaire; on note Z(A) son centre (Déf.1.32.). 

On suppose qu'il existe dans A un élément non nul e tel que e 1 1, e2 = e, et e E Z(A). On 
dira que e est un idempotent central de A. 
1°) Vérifier que 1 - e est aussi un idempotent central non nul de A. 
Montrer que eA et ( 1 - e )A sont des idéaux bilatères de A tels que 

A =eAœ(I-e)A. 
2°) Soit I 1 (0) un idéal bilatère propre de A. 
Démontrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes : 
i) Il existe un idéal bilatère J de A tel que 

A=IœJ. 
ii) 1 est un anneau unitaire, d'élément unité el I. 
iii) I = eA, où e l I est un idempotent central de A. 

6) Soit A un anneau unitaire et commutatif. On suppose que A contient un idéal maximal M tel 
que 

l+M:= {l+x; xEM} Ç UA, 
où UA est le groupe des éléments inversibles de A. 

Prouver que A est un anneau local (Déf. 2.73.). 

7) Soit A un domaine d'intégrité et UA le groupe de ses éléments inversibles. Pour tout x E A, 
on note (x) l'idéal de A engendré par x. 
1°) Vérifier que: (x) =(y) {:::=::::} 3u E UA tel que y= ux. 
2°) On suppose que (x) et (y) sont des idéaux premiers, non nuls de A. 
Montrer que: (x) Ç (y) ===> (x) =(y). 

8) Soit A un anneau unitaire, commutatif, dans lequel on suppose que tout idéal propre est 
premier. Le but de cet exercice est de prouver que A est un corps. 
1°) Vérifier que A est intègre. 
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2°) On suppose A\ UA -:f {O},UA étant le groupe des éléments inversibles de A. Démontrer 
que quel que soit x -:f 0 dans A\ UA, on a 

(x) =A \UA, 
où (x) est l'idéal deA engendré par x. 
En déduire que A est un corps (Utiliser l'exercice 7 précédent). 

9) Soit Bun anneau booléen (Déf. 2.95.). 
Démontrer que tout idéal de type fini de Best principal. 
(Faire une récurrence sur le nombre n de générateurs d'un idéal de type fini, en considérant 
d'abord le cas 11=2). 

10) Soit A un anneau unitaire et commutatif. On dira qu'une partie non vide S de A est une 
partie multiplicative de A, si 

i) 1 ES et 0 ji S; 
ii) (a,b) Es X s ===> ab ES. 

1°) SoitP un idéal propre de A. Démontrer que S\P est une partie multiplicative deA si et 
seulement si Pest un idéal premier de A. 
2°) Soit Sune partie multiplicative de A. On désigne par S l'ensemble des idéaux 1 de A 
tels que Sn/= 0. L'ensemble S étant ordonné par l'inclusion, 

i) Justifier l'existence d'un élément maximal dans S. 
ii) Démontrer que tout élément maximal dans S est un idéal premier de A. 

11) Dans un anneau unitaire, commutatif, A, on dira qu'une partie multiplicative S (Cf. exercice 
10 précédent) est saturée, si quel que soit x E S, on a 

(y E A* et ylx) ===> y ES. 
1°) Vérifier que dans A, l'ensemble, noté S0 , des non-diviseurs de zéro est une partie mul­
tiplicative saturée. 

2°) Soit Sune partie multiplicative saturée de A. 
a) Montrer que : x E A \S ===> (x) ns = 0, où (x) est l'idéal de A engendré par x. 
b) Pour x E A\ S, on note Sx l'ensemble des idéaux 1 de A pour lesquels, 

XE 1et/nS=0. 
- Montrer que Sx, ordonné par l'inclusion, admet au moins un élément maximal, que l'on 
notera Px. 
- Prouver que Px est un idéal premier de A. 

3°) Utiliser les résultats précédents pour démontrer que les conditions suivantes sont équi­
valentes: 

i) S est une partie multiplicative saturée de A. 
ii) A\ S est la réunion (ensembliste) d'une famille d'idéaux premiers de A. 
4°) a) Quelle est la plus petite partie multiplicative saturée de A contenant l'élément unité 
deA? 

b) UA étant l'ensemble des éléments inversibles de A, démontrer que A\ UA est la réunion 
de tous les idéaux maximaux de A. 

12) Soit A un anneau unitaire, commutatif et 11 E N*. 

1°) Soit { l;Ji:::;;;sn une famille finie d'idéaux de A et P un idéal premier tel que n1 SiSn l; Ç P. 
- Prouver qu'il existe i(l :5 i :5 n) tel quel; Ç P. 

- En déduire que si P = nlSiSn/i, alors il existe i(l :5 i :5 n) tel que P = l;. 
2°) Soit {P;}i<i<n une famille finie d'idéaux premiers de A et 1 un idéal de A tel que 
[ Ç UtSiSnP;· - -
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Démontrer qu'il existe i(I $ i $ n) tel que I Ç fi. 

13) Soit A et B deux anneaux unitaires, commutatifs et fun morphisme d'anneaux unitaires de 
A dans B. 

1°) Soit I un idéal de A; on rappelle que/(/) n'est pas, en général, un idéal de B. L'idéal 
de B engendré par f ( /) est appelé extension de I par f ; on le notera 1e. Comment s'écrivent 
les éléments de 1e? 

2°) Soit j l'injection canonique de Z dans Q. Si Pest un idéal premier non nul de Z, quel 
est l'idéal pe, extension de P par j? 
En déduire, qu'en général, l'extension 1e d'un idéal premier Ide A par un morphisme 
f E Hom(A,B) n'est pas un idéal premier de B. 

14) Pour tout idéal /d'un anneau unitaire, commutatif, A, on pose 
v'l := {x E A; 3n EN* ,x" E /}. 

1°) Montrer que v'l est un idéal de A, contenant/. 
L'idéal v'l est appelé le radical de/. 
2°) Soit n la surjection canonique A ---+ A//. 
'N(A/ I) désignantle nilradical de l'anneau A/ I (Déf. 2.87 .), vérifier que 

../Ï = n-1 ('N(A/I)). 

3°) Quels sont les idéaux JO et /,4? En déduire que dans A, ../ï est un idéal propre si et 
seulement si I est un idéal propre. 

4°) Soit/ E Hom(A,B) un morphisme d'anneaux unitaires. Comme dans l'exercice 13 pré­
cédent, on note 1e, l'extension par f d'un idéal Ide A. Démontrer que 

(v'lt ç ..;F. 

15) Dans un anneau unitaire, commutatif A, un idéal Q est dit primaire si 

i) Q f A; 

ii)V'(x,y) E A xA, (xy E Q,y </ Q) ===? 3n EN*, x" E Q. 
1°) Vérifier que dans A, tout idéal premier est primaire. 

2°) La notion de radical d'un idéal ayant été définie dans l'exercice 14 ci-dessus, prouver 
que si Pest un idéal premier de A, alors, quel que soit m E N*, ,,jpm =P. 
3°) Démontrer.que si Q est un idéal primaire de A, alors ..j(J est un idéal premier de A et 
c'est le plus petit idéal premier de A contenant Q (La réciproque est fausse ; voir exercice 
5,Ch.4). 

4°) Détenniner tous les idéaux primaires de l'anneau Z. 

5°) Démontrer qu'un idéal Q de A est primaire si et seulement si Q f A et tout diviseur de 
zéro dans A/ Q est nilpotent. 

6°) a) Soit Mun idéal maximal de l'anneau A et soitx E A \M. Prouver 
qu'il existez E A tel que (xz-1) E M (Considérer l'anneau quotientA/M). 

b) Soit I un idéal de A tel que ../ï est un idéal maximal de A. On note x la classe modulo / 
d'un élémentxdeA. 
Montrer, à l'aide du résultat a) ci-dessus, que dans l'anneau A//, 

x f 0 ===? x nilpotent ou inversible . 
En déduire, en utilisant la question 5°), que dans A 

v'l idéal maximal ===? I idéal primaire. 

16) Dans un anneau unitaire, commutatif A, un idéal l sera dit irréductible si quels que soient 
les idéaux 11 ,12, 
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1°) Vérifier que pour un idéal J de A 
J, idéal irréductible dans A {::::::::} (0), idéal irréductible dans A/J. 

En déduire que tout idéal maximal de A est irréductible. 

2°) On suppose l'anneau A noethérien. 
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Le but de cette question est de prouver que tout idéal propre de A est l'intersection d'un 
nombre fini d'idéaux irréductibles de A. 

On suppose qu'il n'en est pas ainsi, c'est-à-dire que l'ensemble, noté .E, des idéaux propres 
de A qui ne sont pas intersection d'un nombre fini d'idéaux irréductibles est non vide. 

Justifier l'existence d'un élément maximal /0 dans l'ensemble .E, ordonné par l'inclusion. 

Démontrer qu'il existe des idéaux /1 et /2 deA tels que 10 =11 n/2 • 

En déduire une contradiction et conclure. 

3°) On suppose, comme dans la question précédente, A noethérien. 
En utilisant le 5°) de l'exercice 15 précédent, ainsi que le résultat de la question 1°) ci­
dessus, démontrer que pour un idéal propre J de A, on a 

J irréductible ==} J primaire. 

Indication : étant donné x et y dans A/ J tels que xy = 0 et y of. 0, on démontrera, en consi­
dérant la chaîne croissante d'idéaux de A/ J 

A1111x ç Annx2 ç · · · , 

qu'il existe n EN* pour lequel (y) n (X')= (0). 

En conclure que, dans un anneau commutatif, noethérien, tout idéal propre est intersection 
d'un nombre fini d'idéaux primaires. 

17) 1°) Soit E un ensemble non vide et partiellement ordonné. 
On dit que E vérifie la condition minimale (C.m.), si tout sous-ensemble non vide de E 
contient un élément minimal. 

On dit que E vérifie la condition de chaîne descendante (C.C.D.), si toute suite strictement 
décroissante (resp. décroissante) d'éléments de E est finie (resp. stationnaire). 

Démontrer que les conditions (C.m.) et (C.C.D.) sont équivalentes. 

2°) On dit qu'un anneau unitaire, commutatif est artinien, si l'ensemble de ses idéaux, 
partiellement ordonné par l'inclusion, vérifie la C.m. (équivalente à la C.C.D.). 

a) Vérifier que tout corps est un anneau artinien. 

b) Montrer que l'anneau des entiers, Z, n'est pas artinien (alors que Z est noethérien, car 
principal). 
Indication : considérer la chaîne strictement décroissante des idéaux de Z, de la forme 2nz, 
pour n EN. 
N.B. : On peut démontrer que tout anneau commutatif artinien est noethérien ([35]). 

3°) Prouver qu'un anneau unitaire, commutatif, A, est artinien si et seulement si, pour tout 
idéal propre I de A, l'anneau quotient A/ I est artinien. 

4°) Montrer que tout domaine d'intégrité artinien, A, est un corps. 
Indication : pour a non nul dans A, considérer la chaîne décroissante des idéaux principaux 
(~),n EN. 

5°) A étant un anneau commutatif artinien, soit 8(A) son radical de Jacobson (Déf. 2.90.). 
On pose J := 8(A). 
Le but de cette question est de prouver que l'idéal J est nilpotent, c'est-à-dire qu'il existe 
un entier m > 0 tel que J"' = (0). 

a) En considérant la chaîne décroissante des idéaux r, pour n E N, justifier l'existence de 
m E N* tel que, quel que soit l'entier n ~ m, on ait r = J"'. 
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b) On suppose.!"' f= (0), montrer qu'alors, l'ensemble, noté X, des idéaux l deA tels que 
/ ÇJ"' et l .!"' f= (0) 

est non vide et contient un élément minimal, que l'on notera /0 • 

Prouver /0 = (0); en conclure que J"' = (0). 

18) Spectre d'un anneau unitaire, commutatif ; Topologie de Zariski. 
Cet exercice suppose connues les notions élémentaires de Topologie Générale. 

Soit A un anneau unitaire, commutatif. On rappelle que le spectre de A est l'ensemble des 
idéaux premier.s- de A, noté S pec(A) (Déf. 2.59 .). Pourtoute partie non vide E de A, on pose 

V(E) = {PE Spec(A); E Ç P} et D(E) = Spec(A) \ V(E). 

Si E = {x}, où x E A, on éerira V(E) = V(x) et D(E) = D(x). 

1°) a) Quels sont les ensembles V(O) et V(l)? 
Pour toute partie non vide E de A, on note JE l'idéal de A engendré par E. Prouver que 

où Vï; est le radical de l'idéal JE (Cf. Exercice 14, ci-dessus). 

b) Si { Ei} ieI est une famille non vide de parties de A, prouver que 

c) Démontrer que, quels que soient les idéaux let J de A, on a 

V(InJ) = V(IJ) = V(I) UV(J). 

2°) Montrer que les ensembles V(E), pour E décrivant l'ensemble des parties non vides de 
A, vérifient les axiomes des fermés d'un espace topologique. 

En conclure que Spec(A) est ainsi muni d'une topologie, qui est appelée Topologie de 
Zariski, dont les ouverts sont les D(E), pour E décrivant l'ensemble des parties non vides 
de A. 

3°) Démontrer que pour toute partie non vide Ede A, on a 

D(E) = UxeED(x). 

En déduire, pour tout P E Spec(A), un système fondamental de voisinages (Cf. [17]). 



Chapitre 3 
Modules et Algèbres 

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau unitaire. 

1. Notion de A-module 

Définition 3.1. A étant un anneau unitaire, on appelle A-module à gauche, tout ensemble 
non vide M muni 
a) d'une loi de composition interne notée, en général, additivement et telle que (M, +) 
est un groupe abélien ; 
b) d'une loi de composition externe à opérateurs dans l'anneau A: 

vérifiant les conditions suivantes : 

AxM--+M 

(a,x) 1--+ ax 

i)'VxEM, 'V(a,b)EAxA, (a+b)x=ax+bx. 
ii) 'Vx E M, 'V(a,b) EA xA, a(bx) = (ab)x, noté abx. 
iii)'V(x,y) EMxM, 'VaEA, a(x+y) =ax+ay. 
iv) 'Vx E M, lx =X (1 étant l'élément unité de A). 

On définit de même un A-module à droite (la loi de composition externe est définie sur 
Mx A). 

Définition 3.2. A et B étant deux anneaux unitaires, on dira que M est un A-B-bimodule, 
si M est à la fois un A-module à gauche et un B-module à droite vérifiant la condition 

'VxEM, 'V(a,b) EAxB, (ax)b=a(xb), noté axb. 

Notations: Compte tenu des définitions précédentes, on pourra écrire MEA Mod (resp. 
M E M odA, MEA Mod8 ) pour exprimer que M est un A-module à gauche (resp. A-module 
à droite, A-B-bimodule). 
Dans toute la suite, les propriétés générales seront énoncées et démontrées dans le cas 
des A-modules à gauche. 

Exemple 3.3. : 
1) Tout anneau unitaire A est un A-module à gauche et à droite. On notera AA (resp. AA) 
le A-module à gauche (resp. à droite) A. 
2) Tout groupe abélien ( G, +) est un .Z-module à gauche ; par suite, 
Tout anneau unitaire A est un .Z-module à gauche. 
Tout A-module à gauche est un .Z-module à gauche. 
3) Si K est un corps, tout K-espace vectoriel est un K-module à gauche 
(la loi de composition externe étant généralement notée à gauche). 
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Définition 3.4. Soit Sune partie non vide d'un A-module à gauche M. On appelle annu­
lateur de S, l'ensemble : 

Ann(S) ={a E A; \lx ES, ax = O}. 

Proposition 3.5. Etant donné MEA Mod, pour toute partie non vide, S de M, Ann(S) est 
un idéal à gauche de A. 

Pœuve: On aAnn(S) f:. 0, carO EAnn(S) et quels que soient a,a' dansAnn(S),xdans S, 
(ax = 0 et a'x = 0) ===? (a-a')x = 0 ===? (a- a') E Ann(S). 

D'autre part, quels que soient a E Ann(S), b E A etx ES, 
ax = 0 ===? bax = 0 ===? ba EAnn(S), 

par suite, Ann(S) est un idéal à gauche de A. D 

2. Sous-modules 

A. Notion de sous-module 

Définition 3.6. M étant un A-module à gauche, une partie non vide N de M est un sous­
module (plus précisément, un sous-A-module) de M, si 
i) N est un sous groupe de (M, +) ; 
ii) Pour toutx EN et tout a E A, ax EN. 

Exemple 3.7. : 
1) Dans tout A-module M, (0) et M sont des sous-modules de M. 
2) Les sous-modules du A-module à gauche AA (resp. à droite AA) sont les idéaux à 
gauche (resp. à droite) de l'anneau A. 

Proposition 3.8. : Propriétés élémentaires des sous-modules 
Soit {N;};e/ une famille non vide de sous-modules d'un A-module M; alors, nie/Ni est 
un sous-module de M. 
Par contre, LJ;e/ N; n'est pas, en général, un sous-module de M. 
Cependant, si la famille { N;} iE/ est totalement ordonnée par l'inclusion, alors uiE/ N; est 
un sous-module de M. 

Démonstrations analogues à celles des Propositions 1.35. et 1.37. 

Proposition 3.9. Soit MEA Mod, alors pour tout sous-module N de M, Ann(N) est un 
idéal bilatère de A. 

Pœuve : On sait que Ann(N) est un idéal à gauche de A (Prop. 3.5.). De plus, N étant un 
sous-module de M, quels que soient a E Ann(N), b E A et x EN, 

bx EN===? a(bx) = 0 = (ab)x ===?ab EAnn(N); 
donc Ann(N) est un idéal bilatère de A. D 

Définition 3.10. Un A-module à gauche M est dit fidèle, si Ann(M) = (0). 

Exemple 3.11. : 
1) Si K est un corps, tout K-espace vectoriel est un K-module fidèle. 
2) Si A est un anneau unitaire, alors AA (resp. AA) est un A-module à gauche (resp. à 
droite) fidèle. 

Proposition 3.12. Soit M un~ -module à gauche. Notons A l'anneau unitaire, commutatif 
A/Ann(M) ; alors M est un A-module à gauche fidèle. 
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Preuve : Montrons que la correspondance 

AxM--+M 
(a,x) 1--+ ax 

est une application. En effet, supposons a= b dans A, 

a=b ~ (a-b) EAnn(M) ~ VxEM, (a-b)x=O, 

~ VxEM, ax=bx. 

SS 

Par suite, on peut définir sur M, une loi de composition externe à opérateurs dans A telle 
que 

VxEM, VaEA, lix=ax 
et on vérifie que M est ainsi un A-module à gauche. De plus, 

VxEM,ax=O ~ VxEM,ax=O 

~ aEAnn(M) ~ a=O, 

donc M est un A-module à gauche fidèle. 0 

B. Sous-module engendré par une partie d'un A-module 

Définition 3.13. Soit Sune partie non vide d'un A-module M. On appelle sous-module 
(ou sous-A-module) de M engendré par S, l'intersection de tous les sous-modules de M 
contenant S; c'est donc le plus petit sous-module de M contenant S. 

SiM est un A-module à gauche (resp. à droite), on notera A (S) (resp. (S)A) le sous-module 
de M engendré par S. 

Proposition 3.14. Compte tenu des notations ci-dessus, 

A(S) = {E1~i~naixi; n EN*, Vi(l ~ i ~ n), ai EA,xi ES}. (3.1) 

Démonstration laissée au lecteur (Voir preuve de la Prop.1.40. ). 

Définition 3.lS. Si M est un A-module à gauche et x1,x2, .. . ,Xn sont des éléments de 
M (n EN*), on appelle combinaison linéaire sur A des xi! (1 ~ i ~ n), tout élément 
x E M de la forme 

x = E1g~naixi, où Vi(l ~ i ~ n), ai EA. 

Remarque 3.16. La relation (3.1) montre que A (S) est l'ensemble des combinaisons li­
néaires sur A de toutes les parties finies (non vides) de S. 

Définition 3.17. Une partie non vide S d'un A-module à gauche M est une partie géné­
ratrice de M, si A (S) =M. 
On dit aussi, dans ce cas, que S engendre le A-module M ou que S est un ensemble de 
générateurs de M. 

Définition 3.18. M étant un A-module à gauche, 
a)M est dit de type fini, s'il possède une partie génératrice finie. 
Dans ce cas, si S = {x1 ,x2, ••• ,xn} engendre M, alors 

xEM ~ x=Ei<i<naixi1 où Vi(l ~i~n), aiEA. 
b) M est dit monogène, s'il est engendré par un seul élément x; alors 

M=Ax={ax;aEA}. 
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C. Somme de sous-modules 

On définit la notion de somme de sous-modules d'un A-module, comme on a défini la 
notion de somme d'idéaux d'un anneau, dans le Chapitre 2. 

1. Cas d'une famille finie de sous-modules 

Soit {N;} 1::;i::;n'n EN*, une famille finie de sous-modules d'un A-module M. On pose 

E1::;;::;nNi = {E1::;i::;nXi; Vi(l ~ i ~ n), xi EN;}. 

On vérifie que Ei::;i::;nNi est un sous-module de M. 

Définition 3.19. Avec les hypothèses ci-dessus, le sous-module E 1 <i<n Ni de M est appelé 
somme des sous-modules Ni, 1 ~ i ~ n. - -

Comme dans le cas des idéaux d'un anneau (Prop. 2.13.), on démontre le résultat suivant. 

Proposition 3.20. Etant donné une famille finie {Nih<i<n de sous-modules d'un A­
module M, Et::;i::;nNi est le sous-module de M engendré parU1::;;::;nNi. 

2. Cas d'une famille quelconque de sous-modules 

Etant donnée une famille non vide quelconque, {Ni}ie/' de sous-modules d'un A-module 
M, on note Eie/ Ni l'ensemble suivant 

{E1::;j::;mxi1 ; m EN*, {ij}i::;j::;m Ç /,V j(l ~ j ~ m), xi1 E Ni)· 

Proposition 3.21. Avec les hypothèses ci-dessus, Lie/Ni est un sous-module de M, appelé 
somme des sous-modules Ni (i E /)et c'est le sous-module de M engendré par UieINi. 

Même justification que dans le cas des idéaux (Prop. 2.15.). 

Remarque 3.22. Compte tenu des notations et résultats précédents, 
a) Pour tout j E /,Ni est un sous-module de Eie/Ni. 
b) L'expression des éléments de Eie/ Ni montre que si l'ensemble I est de cardinal in.fini, 
alors x E Eie/Ni si et seulement s'il existe une partie finie {ipi2, ... ,im} de I telle que 
x E Ei::;j::;mNi/ On pourra cependant écrire 

x =Lie/xi, où, pour tout i E /,xi E Ni, 

les xi étant ''presque tous nuls" (c'est-à-dire "nuls sauf un nombre fini d'entre eux'1, car 
toutx E Eie/Ni est une somme finie d'éléments de Uie/Ni. 

3. Somme directe de sous-modules 

Définition 3.23. Etant donné une famille non vide quelconque {N;}ie/ de sous-modules 
d'un A-module M, on dit que la somme E;e1N; est directe si tout x E E;e/Ni s'écrit de 
façon unique 

x = Et<J"<mxi·' où m EN* et V j(l ~ j ~ m), i1. E /,xi.EN. .. 
- - J J 'i 

Dans ce cas la somme Lie/Ni est notée œie/Ni. 
Le résultat qui suit se démontre comme dans le cas des idéaux (Prop. 2.18.). 
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Proposition 3.24. Les notations étant celles de la définition 3.23., les conditions suivantes 
sont équivalentes : 
1) La somme des sous-modules N;, pour i E I, est directe. 
2) (E;E/xi = 0 dans EiEIN;) ===? X;= 0, Vi E /. 

3) V j E /, NjnEiEI\{j}Ni = (0). 

Définition 3.25. Soit Mun A-module à gauche, 
a) Deux sous-modules N1 etN2 de M sont dits supplémentaires dans M, si M = N1 œN2. 

b) Un sous-module N de M est dit facteur direct dans M, s'il existe un sous-module N' 
de M tel que M = N (f)N'. 

Remarque 3.26. : 
a) Avec les notations précédentes: 

M=N1ffiN2 -{==::? M=N1 +N2 et N1 nN2 =(0). 
b) Si M = f!JiEINi, où {N;};E/ est une famille non vide de sous-modules deM, alors pour 
tout j E /,Ni est facteur direct dans M. 
En effet, le groupe (M, +)étant abélien, le 3) de la proposition 3.24., implique 

M =Ni (f) ( f!JiEI\{j} N;) · 
c) Un sous-module N d'un A-module M n'est pas, en général, un facteur direct dans 
M. On sait cependant que dans un K-espace vectoriel, tout sous-espace vectoriel a un 
supplémentaire, donc est facteur direct. 

3. Morphismes de A-modules 

Définition 3.27. SoientM etM' deux A-modules à gauche; une application f: M ~ M' 
est un morphisme de A-modules si 
i) f est un morphisme de groupes de (M, +) dans (M', +). 
ii) V x E M, Va E A, f(ax) = af(x). 

On note Hom A (M,M') l'ensemble des morphismes (on dit aussi homomorphismes) de M 
dans M'. 
Un morphisme d'un A-module M dans lui-même est appelé endomorphisme (ou plus 
précisément A-endomorphisme) de M. 
On note EndA (M) l'ensemble des endomorphismes d'un A-module M. 

Exemple 3.28. : 
1) Si N est un sous-module d'un A-module M, alors l'injection canonique, i: N ~ M, 
telle que pour tout x EN, i(x) = x, est un morphisme de A-modules. 
2) Met M'étant deux A-modules, l'application 

M~M' 

x~o 

est un morphisme de A-modules, appelé morphisme nul et noté O. 

Définition 3.29. Pour f E Hom A (M,M'), 
f (M) := {f (x); x E M} est appelé image de f et noté lmf. 
1-1(0) := {x E M; f(x) = O} est appelé noyau de f et noté Kerf. 
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Propriétés élémentaires (à vérifier par le lecteur) : 
Avec les notations de la définition précédente : 
1) Nsous-moduledeM ==:::} f(N) sous-moduledeM'. 
En particulier, lmf est un sous-module de M'. 
2) N' sous-module deM' ==:::} f- 1(N') sous-module de M. 
En particulier, Ker f est un sous-module de M. 
3) (/surjectif {=} /mf=M)et(finjectif {=} Kerf= (0)). 
4) Composition des morphismes : 

{f E HomA(M,M')etg E HomA(M',M")} ==:::} gof EHomA(M,M"). 

Proposition 3.30. Pour deux A-modules à gauche Met M', 
1) H omA (M, M') est un groupe additif abélien. 
2) Si l'anneauA est commutatif, alors HomA(M,M') est un A-module à gauche. 

Preuve: 
1) On définit une addition dans HomA (M,M') telle que pour tout couple (f,f') de mor­
phismes de A-modules de M dans M', on ait 

Vx E M, (! + f')(x) = f(x) + f'(x). 
On vérifie que (HomA (M,M'), +)est alors, un groupe additif abélien. 
2) Lorsque l'anneau A est commutatif, montrons que le groupe abélien (H omA (M ,M'), +) 
peut être muni d'une structure de A-module à gauche. 
Pour a E A et f E Hom A (M,M') considérons l'application 

af: M---+ M' telle que pour toutx E M, af(x) = a(f(x)). 
Vérifions que af E HomA (M,M'). On a 

V(x,y) E Mx M, af(x+y) = a(f(x) + f(y)) = a(f(x)) +a(f(y)), 
d'où af(x+y) = af(x) +af(y). 

D'autre part, 
Vb EA, Vx E M, af(bx) = a(bf(x)) =abf(x). 

La commutativité de l'anneau A implique : 

L'application : 
abf(x) = b(af(x)), d'où af(bx) = b(af(x)). 

A X HomA (M,M') ---+ HomA (M,M') 
(a,f) 1--+ af 

définit alors, sur le groupe abélien (HomA (M,M'), + ), une loi de composition externe 
à opérateurs dans A, satifaisant aux conditions de la définition 3.1. (à vérifier); ainsi 
HomA(M,M') est un A-module à gauche. D 

Définition 3.31. Pour deux A-modules Met M', une application f de M dans M'est un 
isomorphisme de A-modules, si f E HomA(M,M') et s'il existe g E HomA(M',M) tel 
que 

gof=idM et fog=idM'" 

Remarque 3.32. Les relations (3.2) impliquent qu'un isomorphisme de 
A-modules, f, est une application bijective et g = f- 1. 

Proposition 3.33. Soit deux A-modules Met M', 
1) f étant une application de M dans M', alors 
f isomorphisme de M sur M' {=} f E HomA (M,M') et f bijectif. 
2) f isomorphisme M sur M' ==:::} f- 1 isomorphisme de M' sur M. 

(3.2) 
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La preuve est analogue à celle faite dans la cas des groupes ([11], p.45) et des anneaux 
(Prop. 1.62.). 

Définition 3.34. : 
a) Deux A-modules Met M' sont dits isomorphes (ou A-isomorphes) s'il existe un 
isomorphisme de A-modules de l'un sur l'autre; on écrit alors, symboliquement, M ~ M'. 
b) Un isomorphisme d'un A-module M sur lui-même est appelé un automorphisme de 
M; l'ensemble de ces automorphismes est notéAutA (M). 

Proposition 3.35. Pour un A-module M, AutA (M) est un groupe par rapport à la loi ode 
composition des morphismes. 

Même justification que dans le cas des anneaux (Prop. 1.64.). 

Remarque 3.36. Si A est un corps K et M := E est un K-espace vectoriel, alors le groupe 
AutK(E) est le groupe linéaire de E, généralement noté GLK(E), ou simplement GL(E), 
s'il n'y a pas d'ambiguïté possible. 

4. Modules quotients 

A étant un anneau unitaire quelconque, soit Mun A-module à gauche et N un sous-module 
de M. 
On sait que (N, +) est un sous-groupe du groupe abélien {M, +) ; on montre alors facile­
ment que la relation d'équivalence ~N• définie dans M par 

x~NY ~ (x-y) EN, 
est compatible avec la loi de composition externe à opérateurs dans A, c'est-à-dire que 
pour x ety dans M, 

(3.3) 

On note :X la classe d'équivalence modulo ~N (on dit aussi, modulo N) d'un élémentx de 
M. 
De (3.3) on déduit que le groupe abélien quotient (M /N, +) peut être muni d'une loi de 
composition externe à opérateurs dans A, définie par 

A x M/N----+ M/N 
(a,x) 1---+ a:x. 

En effet, d'après (3.3), quels que soient a EA,xetx' dans M/N, on a 
:X= x' => a:x = a:x'. 

On peut donc poser, dansM/N, ax = a:x. 
On vérifie alors que M / N est muni d'une structure de A-module à gauche induite par celle 
de M. 

Définition 3.37. Le A-module à gauche M/N, défini ci-dessus, est appelé 
A-module quotient du A-module M par le sous-module N. 

Remarque 3.38. : 
a) Pour un idéal à gauche L d'un anneau unitaire A, le A-module à gauche quotient de 
AA par L sera notéA/L. 
On pourra considérer de même, le A-module à droite, A/R, quotient de AA par un idéal à 
droite R. 
b) Pour tout A-module quotient M / N, l'application 

n:M---+M/N telleque n(x)=x 
est un morphisme surjectif de A-modules, appelé surjection canonique. 
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On démontre que le couple (M /N, n) satisfait à une propriété universelle, semblable à 
celle vue dans le cas des groupes quotients et des anneaux quotients (Th. 2.31.), dont on 
déduit les théorèmes d'isomorphisme classiques. 
Nous ne ferons, ici, qu'énoncer ces théorèmes, leurs démonstrations étant analogues à 
celles des théorèmes 2.31., 2.34., 2.39. et 2.41. 

Théorème 3.39. Propriété universelle du couple (M/N,n) 
Quels que soient le A-module Pet le morphisme f EH omA (M, P) pour lequel N Ç Ker f, 
il existe un unique morphisme <p E HomA(M/N,P) tel que <pon = f. 

Le théorème se traduit par la commutativité du diagramme suivant 

M n M/N 

~;3!' 
p 

Théorème 3.40. Premier théorème d'isomorphisme 
Pour tout m01phisme de A-module, f E Hom A (M, M'), on a 

lmf ~ M/Ker f (isomorphisme de A-modules). 

Théorème 3.41. Deuxième théorème d'isomorphisme 
Quels que soient les sous-modules N1 et N2 d'un A-module M, on a 

(N1 +N2)/N2 ~ Nif(N1 nN2) (isomorphisme de A-modules). 

Corollaire 3.42. Pour un A-module Met deux sous-modules N,N', on a 
M = N œ N' ==> M / N ~ N' et M / N' ~ N (isom. de A-modules). 

Preuve : L'hypothèse du corollaire implique N n N' = (0); le résultat découle alors im­
médiatement du deuxième théorème d'isomorphisme. D 

Théorème 3.43. 'l'i'oisième théorème d'isomorphisme 
Quels que soient les sous-modules Net N' d'un A-module M tels que N' Ç N, on a 

M/N ~ (M/N')/(N/N') (isomorphismedeA-modules). 

S. Produit direct et somme directe de A-modules 

A. Produit direct de A-modules 

Soit {Mi} iEI une famille non vide de A-modules à gauche. On considère le groupe abélien 
(P, +),produit direct des groupes abéliens (Mi,+), i E I : 

P = Il;E/Mi = {(xi)iE/; Xi E Mi, Vi E /}. 

L'addition dans Pest telle que: (xi)iE/+ (yi)iEI = (xi+Yi)iEI 
(Cf. [11], Ch. 1 et VIII). 
Une loi de composition externe, à opérateurs dans A, est définie sur P par 

AxP ~P 

(a, (xi)iEI) 1--+ (axi)iE/· 

La structure de A-module à gauche de chaque Mi, i E /, induit alors une structure de A­
module à gauche sur P. 
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Définition 3.44. Le A-module à gauche P = ŒeiM; est appelé produit direct des A­
modules M;,i E /. 

Si I est fini et I = {1, 2, ... ,n}, on écrit 

P = fl19:::;nMi =Ml X M2 X • • · X Mn. 

Définition 3.45. Morphismes canoniques associés au produit direct. 
Quel que soit l'ensemble non vide/, on définit, pour tout j E /, 

a) la projection canonique : 

Pj: ŒeiM;--+ Mi telle que Pj((x;);ei) =XI' 

b) l'injection canonique : 

qi: Mi --+ fl;eiM; telle que q/xi) = (x;);eJ• où X;= 0, si if= j. 

Pour tout j E I,pj (resp. qi) est un morphisme surjectif(resp. injectif) de A-modules et 
if=j===*q;oPj=O; pjoqj=idM1 ; lmqj':::!.Mj; 

'v'x E Œe1M;, x = (P;(x));er 

Si I estfini et I = {1,2, ... ,n}, alors 

X= (x;)i:::;;:::;n E fl19:::;nMi ===*X= E1::;;::;nqi(x;) = E1:::;;:::;n(q; 0 P;)(x). 

Théorème 3.46. Propriété universelle du couple ( Œei M;, {p;} iEI). 
Quels que soient le A-module à gauche Net la famille de morphismes {fihei telle que 
pour tout i E /,fi E HomA(N,M;), il existe un unique motphisme g E HomA(N,fl;e1M;) 
vérifiant : 

'v'i E /, P;og =fi. 

Cette propriété est semblable à celle déjà vue dans le cas du produit direct d'anneaux (Th. 
1.81.); elle exprime que, pour tout i E /,le diagramme suivant commute 

3!g 
N - - - - ... fi· 1M· IE 1 

f, /. 

M; 

Du théorème 3.46., on déduit les corollaires suivants (démonstrations proposées en exer­
cice : n° 1, Ch. 3). 

Corollaire 3.47. Les hypothèses et les notations étant celles du théorème 3.46., l'appli­
cation 

<P :HomA(N,fI;e1M;) --+ Œe1HomA(N,M;) 
g 1-+ (p;og)iEI 

est un isomotphisme de groupes additifs. Si de plus, l'anneau A est commutatif, alors <P 

est un isomotphisme de A-modules à gauche. 

Corollaire 3.48. Etant donné deux familles non vides de A-modules à gauche {M;};ei et 
{M:hei• alors 
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B. Somme directe de A-modules 

La notion de somme directe de A-modules se définit comme celle de somme directe de 
groupes abéliens ([11), Ch. VIII). 

Définition 3.49. Etant donné une famille non vide de A-modules à gauche {M;}iE/' pour 
toutx = (x;);EJ dans le A-module P = Il;E1M;, on appelle support de x, l'ensemble: 

supp(x) = {i E l;x; f 0}. 
Si supp(x) est une partie finie de 1, on dit que x est à support fini. 

Posons M = {x E Il;E1M;; x à support fini}. 
Pour x = 0, on a supp(x) = 0, donc 0 E Met on vérifie que M est un sous-module de 
P=f1;E1M;. 

Définition 3.50. Etant donné une famille non vide de A-modules à gauche {M;}iE/' 
le sous-module M de P = Il;E1M;, défini ci-dessus, est appelé somme directe des A­
modules M;, i E /. On écrit 

M=E9;EJM;. 
Remarque 3.51. Compte tenu des notations précédentes 
a) E9;EJM; = Il;E1M; <===> I est fini. 
b) Pour toute injection canonique q;, i E /, lmq; est un sous-module de M = E9;EJM;. On 
en déduit que : 

EiEllmq; ç œiE/Mi. 
D'autre part, six E Met supp(x) = {i1 ,i2, ... ,in}, alors x = Ei<J"<nq;_(x;.); par suite, 

- - J J 

x E E;E11mq;. 
De plus, la définition des q; implique que pour tout j E /, 

Jmqj nr.iEl\{j}Jmq; = (0), 

donc la somme EiE/lmq; des sous-modules lmq; de œiE/Mi est directe (Déf. 3.50.). On 
en conclut que 

œiE/Mi = œiE//mqi. (3.4) 
On notera que dans le premier membre de l'égalité (3.4), le symbole E9 exprime une 
somme directe de A-modules et dans le second membre le même symbole exprime une 
somme directe de sous-modules de M = E9iE/Mi. 
c) Les injections canoniques q;, pour i E /, associées au produit direct des A-modules M;, 
pourront aussi être considérées, comme associées à la somme directe des M;. 

Théorème 3.52. Propriété universelle du couple ( œiE/Mj, {q;}iEJ) 
Quels que soient le A-module à gauche Net la famille de morphismes {fi};E1 telle que 
pour tout i E /,fi E Hom A (M;,N), il existe un unique morphisme h E Hom A ( E9;EJM;,N) 
vérifiant la condition : 

Vi E /, hoqi =fi. 

La preuve est la même que dans le cas de la somme directe de groupes abéliens ([11), Ch. 
VIII). 
Le théorème exprime que, pour tout i E /, le diagramme suivant commute 

q. 
M; i E9iEIMi 

~;3!h 
N 



§ 5. Produit direct et somme directe de A-modules 

donc pour XE ffi;e/Mi etsupp(x) = {i1,i2, ... ,in}, on a 

h(x)=h(x; ,X; , ... ,X; )=h(E1<,·<nq;,(X;.)) =E1<,·<n!;.(x; ). 
1 2 n -- J J -- J j 

Dans le cas particulier où I = {1,2}, on obtient le diagramme suivant 

donc hoq1 = f 1, hoq2 = f 2 et quel que soit (x1,x2) E M1 E9M2, on a 
h(x1 ,x2) =fi (x1) + f2(x2)· 

Corollaire 3.53. Avec les hypotMses du théorème 3.52., l'application 

l/f :HomA(ffi;eiM;,N) ~ fl;e1HomA(M;,N) 
h 1---+ (hoqi)iEI 
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est un isomorphisme de groupes et lorsque l'anneau A est commutatif, alors l/f est un 
isomorphisme de A-modules. 

Démonstration proposée en exercice (n° 1, Ch. 3). 

En concéquences des corollaires 3.47. et 3.53. on obtient: 

Proposition 3.54. Pour une famille finie, non vide de A-modules à gauche { M;}i <i<n' on 
a les isomorphismes de groupes suivants: - -

HomA (N,Efjl$.i$.nM;) ~ Efjl$.i$.nHomA (N,M;). 

HomA(ffi;eiM;,N) ~ Efjl$.i$.nHomA(M;,N). 

(3.5) 

(3.6) 

Corollaire 3.55. Pour deux familles finies, non vides de A-modules à gauche { M;} 1 <i<n 
et {Nih$.j$.p' l'application - -

HomA(Efj1$.i$.nMi,Efjl$.j$.pNj) ~ EIJ(i,j)HomA(M;,Nj) 

h 1---+ (pjohoqi)(i,j)' 

où les q; sont les injections canoniques associées à Efj19$.nMi et les pi sont les projec­
tions canoniques associées à Efj1$.j$.pNi, est un isomorphisme de groupes. 

Remarque 3.56. Dans la proposition 3.54. et le corollaire 3.55., les isomorphismes de 
groupes deviennent des isomorphismes de A-modules à gauche, lorsque A est un anneau 
commutatif. 

Proposition 3.57. Soit { M;} iE/ une famille non vide de A-modules à gauche. Pour tout 
i E /, désignons par N;, un sous-module de M;; alors ffi;eiN; est un sous-module de 
ffi;e1M; et le quotient ffi;e1M;/ ffi;eJN; est isomorphe au A-module ffi;e1M;/N;. 
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Preuve: On vérifie facilement que œiEINi est un sous-module de œiEIMi. 
Quel que soit i E /,notons n; la surjection canonique : M; ~ M;/N;. 
Pour tout (x;)iEI dans œiEIMi, les X; étant "presque tous nuls", les n;(x;) sont aussi 
"presque tous nuls"; par suite 

(n;(X;))iEI E GJ;e1MJN; 
et on peut considérer l'application 

n : GJ;e1M; ~ GJ;e1MJN; 

(x;)iEI 1--+ (n;(X;)) iE/" 

On vérifie que n est un morphisme de A-modules et sa définition implique sa surjectivité. 
D'autre part, 

(x;)iEI E Kern {::=::} Vi E I,n;(X;) = 0, 
donc Ker n = GJ;e/ N; et d'après le premier théorème d'isomorphisme, 

GJ;e1MJGJ;e1N; ~ GJ;e1MJN;. 0 

Notations : Soit Mun A-module et n ~ 2 dans N, on note M" la somme directe den 
modules égaux à M, on dit : de n copies de M. 
Plus généralement, 1 étant un ensemble non vide quelconque, si pour tout i E J, M; est une 
copie de M, on écrit alors 

M1 = Il;e1M; et M(f) = GJ;e1M;. (3.7) 

M(1) est un sous-module de M1 et d'après la remarque 3.51., a), 
M(l) = M1 {::=::} 1 est un ensemble fini. 

On rappelle que deux ensembles sont dits équipotents ou de même cardinal, s'il existe 
une bijection de l'un sur l'autre; lorsque les ensembles sont finis, cela signifie qu'ils ont 
le même nombre d'éléments. 

Définition 3.58. On dit qu'un ensemble est dénombrable s'il est équipotent à une partie 
deN. 
En particulier, tout ensemble fini (y compris l'ensemble vide) ou équipotent à N est dé­
nombrable ; dans ce dernier cas, on dit que l'ensemble est infini dénombrable. 

Les relations (3. 7) montrent que pour des ensembles non vides 1 et J, 

card(I) =card(J) ~ M1 =M1 etM(f) =M(J)_ (3.8) 

6. Notion de A-module libre 

Remarque 3.59. K étant un corps, on sait que tout K-espace vectoriel a une base, c'est­
à-dire, une partie génératrice et libre sur K. 
(Voir un cours d' Algèbre Linéaire). 
On rappelle que si E est un K-espace vectoriel, alors '.B = {e;};ei est une base de E si et 
seulement si toutx E E s'écrit de façon unique: 

x = E;e1a;e;, où les a; sont "presque tous nuls" dans K. 

Définition 3.60. M étant un A-module à gauche, une partie non vide X= {x;hei• de M 
est dite libre sur A, si pour toute partie finie non vide {i1 ,i2, ... ,ip} de J, on a 

(E1~i~Paixii = 0, où V j(l:::; j:::; p), ai E A) ~V j(l:::; j:::; p), ai= O. 
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Remarque 3.61. : 
a) Par convention, on considère la partie vide d'un A-module quelconque, comme une 
partie libre. 
b) D'après la définition 3.60., quel que soit le A-module M, { O} n'est pas une partie libre 
de M. 
c) Si X est une partie libre non vide d'un A-module M, alors 

X' Ç X ===} X' partie libre de M. 
Par suite, 0 n'appartient à aucune partie libre de M. 

Définition 3.62. Un A-module M est dit libre s'il possède une partie génératrice, libre 
sur A. 
Dans ce cas, toute partie libre et génératrice du A-module M est appelée une base de M 
sur A. 

Remarque 3.63. : 
a) Par convention, le A-module (0) est considéré comme libre, de base l'ensemble vide. 
b) Tout K-espace vectoriel est un K-module libre (Rem. 3.59.). 
c) A étant un anneau unitaire, le A-module à gauche AA (resp. à droite AA) est libre de 
base {1}. 
d) Si A n'est pas un corps, un A-module n'est pas nécessairement libre. 
En particulier tout Z-module n'est pas libre, puisque qu'un groupe abélien fini, de cardinal 
n > 1, n'est pas un Z-module libre ([11], Ch. VIII). 

Proposition 3.64. Pour un A-module à gauche MI= (0), les conditions suivantes sont 
équivalentes : 
1) M est libre de base X= {xi};E/" 
2) Tout x E M s'écrit de façon unique : 

x = EiEI aixi ; les a; étant 11 presque tous nul:/' dans A. 
3) M ~A(I) (isomorphisme de A-modules à gauche). 

Preuve: L'équivalence des propriétés 1) et 2) est une conséquence directe des définitions 
3.60. et 3.62. 
La condition 2) équivaut à M = ffiiEIAxi; or, pour tout i E /,on a Axi ~A A, d'où l'équi­
valence des conditions 2) et 3) (Cf. Cor. 3.48.). D 

Corollaire 3.65. M est un A-module à gauche libre de base {xpx2 , ... ,xn}, n > 0, si et 
seulement si M est isomorphe au A-module à gauche An. 

Remarque 3.66. : 
a) Dans la proposition 3.64., X= {x;};E1, donc card(X) = card(I); d'où A(x) =A(J), 
d'après la relation (3.8). 
On en conclut qu'étant donné un anneau unitaire A et un ensemble X, il existe toujours un 
A-module libre de base X, défini à un isomorphisme près et que nous noterons ici, F(x)· 

Si X= 0, F0 = (0); si X/= 0, F(x) ~A(x). 
En particulier, si card(X) = n > 0, dans N, on a f(x) ~An. 
b) On rappelle (Voir un cours d' Algèbre Linéaire) qu'un K-espace vectoriel E, ayant une 
partie génératrice finie, a une base finie et que toutes ses bases ont le même cardinal, 
appelé dimension de E sur K. 
Plus généralement, on démontre (Ex. 9, Ch. 3) que si A est un anneau unitaire, commutatif, 
alors toutes les bases d'un A-module libre Font le m€me cardinal (que celui-ci soit fini 
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ou non); lorsque ce cardinal est fini, il est appelé le rang de F; sinon on dit que Fest 
libre de rang infini. 
Ce résultat est démontré pour les Z-modules libres dans ([11], Ch. VIII). 
c)Lorsque l'anneau unitaire A n'est pas commutatif, la propriété ci-dessus n'est plus né­
cessairement vraie, pour les A-modules libres ayant une base finie ; c'est-à-dire qu'un tel 
A-module peut avoir des bases finies n'ayant pas le même cardinal (Ex. 8, Ch. 3). 

Théorème 3.67. : Propriété universelle d'un A-module libre 
Soit M un A-module à gauche engendré par une partie non vide X. On note a l'injection 
canonique de X dans M; alors M est un A-module libre de base X si et seulement si 
quels que soient le A-module à gauche N et l'application f : X ---. N, il existe un unique 
morphisme <p E HomA(M,N) tel que <po a= f. 

Preuve: 
1°) On suppose que M est un A-module libre de base X f: 0. Montrons que le couple 
(M, a) vérifie la propriété énoncée. 
Posons X= {xi}ie/ ; toutx E M s'écrit alors de façon unique 

x = Lie/ ari; les ai étant "presque tous nuls" dans A. 
Dans le diagramme suivant 

a 
X M 

~;3!f 
N 

où le A-module à gauche Net l'application f sont donnés, on définit l'application <p en 
posant, pour tout x = Lie/ aixi dans M : 

<p(x) = Lie1a;f(xi). 
On vérifie que <p est un morphisme de A-modules à gauche et sa définition implique 
<poa =/. 
De plus, <p est unique. En effet, s'il existe <p1 E HomA (M,N) tel que <p' o a= f, alors 
pour tout x = Lie/ ari dans M, on a 

<p' (x) = Lieiai<p'(xi) = kiEiai( <p1 o a)(xi) 

= Lie1a;f(xi) = <p(x), donc <p1 =<p. 

2°) Réciproquement, soit M1 un A-module à gauche engendré par un ensemble non vide 
X, tel que, a1 étant l'injection canonique de X dans M1, le couple (M1, a 1) vérifie la 
propriété énoncée dans le théorème 3.67. 
D'autre part, soit (M, a) le couple formé par un A-module libre de base X et l'injection 
canonique de X dans M. 
Les hypothèses impliquent qu'il existe un unique l/f E Hom A (M1 ,M) et un unique 
<p E HomA(M,M1) tels que 

l/foa1 =a et <poa = a1 

d'où <p o l/f o a1 = a1 et l/fo<poa=a. 

Par suite, Vx EX, <po l/f(x) =X et l/f O 'f' (X)= X. 
On en déduit que <po l/f = idM et l/f o <p = idM, 

1 
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car <pet 1/f sont des morphismes de A-modules, Met M1 étant engendrés par X. On en 
conclut que <pet 1/f sont des isomorphismes, 1/f = <p-1 et quel que soit x EX, 1/f(x) = x, 
donc M1 est un A-module libre de base X. D 

Théorème 3.68. Tout A-module à gauche M est quotient d'un A-module à gauche libre. 
Lorsque M est de type fini, alors M est quotient d'un A-module à gauche libre de type fini. 

Preuve : Supposons M f:. (0) et considérons une partie génératrice X de M; notons j 
l'injection canonique de X dans M. 
Par ailleurs, soit Fun A-module libre de base X et a l'injection canonique de X dans 
F. D'après la propriété universelle vérifiée par le couple (F, a) (Th. 3.67.), il existe un 
unique morphisme <p E H omA (F, M) tel que le diagramme suivant commute 

donc, <po a= j. 
Si X= {x;};EI• alors toutx E M s'écritx = E;E1a;X; 1 où les a; sont "presque tous nuls" 
dans A. 
D'autre part, on a Vi E /,X;= j(x;) = <p o a(x;), donc, 

x = E;E1a;( q>o a)(x;) = <p (E;E1a;a(x;) ), car q> E Hom A (F,M). 
On en déduit que q> est surjectif, d'où 

M~F/Kerq>. 
Si le A-module M est de type fini, engendré par X= {x1 ,x2 , ••• ,xn}, avec 
n > 0 dans N, le raisonnement précédent montre que M est quotient d'un A-module libre 
F de base X, donc de type fini. 
On remarque que dans ce cas, on a F ~ AAn, donc M est isomorphe à un quotient du 
A-module à gauche AAn. D 

7. Suites exactes de A-modules 

Définition 3.69. SoitN,M,P trois A-modules à gauche. 
Etant donné f E HomA (N,M), g E HomA (M,P), on dit que le diagramme 

(3.9) 

est une suite exacte en M, si Imf = Kerg. 

La notion générale de suite exacte de A-modules est la suivante : 

Définition 3.70. Soit I une partie de N telle que card(I) ~ 3. Etant donné une famille 
{M;};E, de A-modules à gauche et une famille {!;};El de morphismes de A-modules telle 
que, pour tout i E /, !; E Hom A (M;,M;+ 1), on dit que la suite 

(3.10) 
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est une suite exacte de A-modules si 
\;/i E 1, lmf; =Ker fi+1 • 

Pour I fini et I = { 0, 1, ... , n}, n 2: 2 dans N, la suite du type (3.10), est exacte, si 
Vi(O$i$n-l), lmf;=Kerfi+ 1• 

Exemple 3.71. Notons 0 le A-module nul; alors, pour tout A-module M,, les flèches 
0 ----+ M et M ----+ 0 désignent des morphismes nuls. 
On en déduit que, N,M,P, étant des A-modules à gauche et f,g des morphismes de A­
modules, on a 

1) 0 ----+ N L M est exacte <===> f est injectif. 

2) ML P----+ 0 est exacte <===> f est surjectif. 

3) 0----+ N LM----+ 0 est exacte <===> f est un isomorphisme. 
4) Compte tenu de ce qui précède 

f g 0 0----+N-M- P----+ (3.11) 

est exacte si et seulement si f est injectif, g est surjectif et lm f = Ker g. 

Définition 3.72. Une suite exacte de A-modules, du type (3.11) ci-dessus, est appelée 
une suite exacte courte. 

Exemple 3.73. Soit N un sous-module d'un A-module M, alors la suite 

j n 
O-N-M-M/N-0, (3.12) 

où j est l'injection canonique et n la surjection canonique, est une suite exacte courte. 

Proposition 3.74. Toute suite exacte courte de A-modules à gauche 

f g 
O-N-M-P-0 

est "isomorphe" à la suite exacte courte suivante 

j n 
0-lmf-M-M/lmf-O. 

Autrementdit, ilexistedesisomorphismesdeA-modules, lmf ~Net M/lmf ~ P 
tels que le diagramme suivant commute 

j n / 0 ------+ I m f ------+ M ------+ M I m f ------+ 0 

lv 
0 ------+ N p ------+ 0 

donc fou= j et von= g. 

Preuve : Par hypothèse, f est injectif, g est surjectif et lm f = Ker g. 
Soit / 1 la restriction surjective de f : 

/ 1 : N----+ lmf et Vx EN, / 1 (x) = f(x). 

(3.13) 
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Le morphisme f 1 est surjectif et il est injectif, car f est injectif, donc f 1 est un isomor­
phisme. On en déduit que u = f1 1 est un isomorphisme de I m f sur N et 

fou= idlmf ===?fou= j=idMoj. 

D'autre part, d'après la propriété universelle du module quotient (Th. 3.39.), la condition 
lmf = Kerg implique l'existence d'un unique morphisme v E HomA (M/lmf,P) tel que 
le diagramme suivant commute 

M 'Ir: M/lmf 

~;3!v 
p 

d'où v o 'Ir: = g =go id M. De plus, Ker g =lm f implique v injectif, g surjectif entraîne v 
surjectif, donc v est un isomorphisme de M /lm f sur P. 0 

8. A-modules noethériens 

Définition 3.75. A étant un anneau unitaire, commutatif, un A-module à gauche (ou à 
droite) est dit noethérien si l'ensemble de ses sous-modules, partiellement ordonné par 
l'inclusion, vérifie la condition de chatne ascendante (C.C.A.) équivalente à la condition 
maximale (C.M.) (Déf. 2.78.). 

Théorème 3.76. Un A-module M est noethérien si et seulement si tout sous-module de M 
est de type fini. 

La méthode de démonstration est la même que dans le cas des anneaux noethériens (Th. 
2.82.). 

Remarque 3.77. Un anneau unitaire, commutatif A est noethérien si et seulement si le 
A-module AA (ouAA) est noethérien. 

Proposition 3.78. Soit Mun A-module. 
a) Si M est noethérien, alors tout sous-module et tout quotient de M est un A-module 
noethérien. 
b) S'il existe un sous-module N de M tel que Net M/N sont des A-modules noethériens, 
alors M est noethérien. 

Preuve: 
a) On suppose M noethérien. Soit N un sous-module de M, N f= (0). 
L'ensemble des sous-modules de N est l'ensemble des sous-modules de M contenus dans 
N, donc tout sous-module de N est de type fini, d'où N noethérien. 
Les sous-modules du A-module M/N sont les A-modules quotients N' /N, où N' décrit 
l'ensemble des sous-modules de M contenant N; tous les sous-modules N' de M étant 
de type fini, il en est de même de des sous-modules N' / N, de M / N, qui est donc un 
A-module noethérien. 
b) N f= (0) et M/N étant, par hypothèse, des A-modules noethériens, considérons une 
suite croissante de sous-modules de M, 

(3.14) 
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Les ensembles { P; n N} iEN et { (P; + N) / N} iEN forment, respectivement, une suite crois­
sante de sous-modules de Net de M/N, par suite il existe met m' dans N tels que 

n ~ m==>PnnN=Pn+I nN. 
n ~ m' ==> (Pn +N)/N = (Pn+l +N)/N. 

Démontrons que pour tout n ~ sup{m,m'}, on a Pn = Pn+i · 
Par hypothèse, on a Pn Ç Pn+l •il suffit de prouver l'inclusion inverse. 

(3.15) 

(3.16) 

Compte tenu des égalités (3.15) et (3.16), le deuxième théorème d'isomorphisme (Th. 
3.41.) implique 

On en déduit que 
Vx E Pn+1' 3y E Pn tel que (x-y) E PnnN Ç Pn, 

d'où x E Pn, ce qui entraîne l'égalité Pn = Pn+i ·On en conclut que la chaîne croissante 
(3.14) est stationnaire, donc M est noethérien. D 

Corollaire 3.79. Soit {M;}i<i<n une famille.finie (n EN*) de A-modules à gauche noe­
thériens ,·alors le A-module-à-gauche M := $1~i~nMi est noethérien. 

P-reuve: 
Pour n = 2, M = M1 œM2 ; alors M1 et M/M1 ~ M2 sont noethériens, donc M est noe­
thérien, d'après la proposition 3.78. 
Pour n > 2, on raisonne par récurrence sur n. D 

Corollaire 3.80. Si A est un anneau commutatif, noethérien, alors tout A-module de type 
fini est noethérien. 

P-reuve : Soit M un A-module de type fini ; alors M est le quotient d'un A-module libre 
de type fini (Th. 3.68.), donc M est isomorphe à un quotient de An, pour un certain entier 
n>O. 
Par hypothèse AA est noethérien, on en déduit (Cor. 3.79.) que pour tout entier n > 0, le 
A-module An= (AA)n est noethérien et par suite M est noethérien (Prop. 3.78.). D 

9. Notion de A-algèbre 

Définition 3.81. A étant un anneau unitaire et commutatif, on dit que Rest une A-algèbre 
à gauche si 
i) Rest un anneau unitaire (élément unité IR) ; 
ii) R est un A-module à gauche ; 
iii) V(x,y) ER x R, Va EA, a(xy) = (ax)y =x(ay). 

On définit de même une A-algèbre à droite. Dans la suite, de façon générale, nous consi­
dérerons des A-algèbres à gauche. 
Une A-algèbre Rest dite commutative si l'anneau Rest commutatif. 
Une A-algèbre R est dite libre si le A-module R est libre. 
On remarque que si K est un corps, toute K-algèbre est libre. 

Exemple 3.82. : 
1) Tout anneau unitaire est une Z-algèbre. 
Un anneau unitaire et commutatif A est une A-algèbre à droite et à gauche. 
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2) Si K est un corps, l'anneau Mn(K) des matrices carrées d'ordre n > 1 sur K est une 
K-algèbre libre, non commutative. 
II en est de même de l'anneau EndK(E) des endomorphismes d'un K-espace vectoriel E 
tel que dimK(E) > 1. 
3) Dans le chapitre 4, nous construirons l'algèbre des polynômes à une ou plusieurs in­
déterminées sur un anneau unitaire commutatif. 
4) La R-algèbre des quaternions fait l'objet du paragraphe 10/ suivant. 
5) Au chapitre 7, nous étudirons les algèbres de séries formelles. 

Définition 3.83. R étant une A-algèbre, une partie S de R est une sous-algèbre (plus 
précisément, une sous-A-algèbre) de R si S est à la fois un sous-anneau unitaire et un 
sous-A-module de R. 

Remarque 3.84. Pour un entier n > 1, nZ n'est pas une sous-Z-algèbre de Z, car 1 '/. nZ. 

Définition 3.85. Pour deux A-algèbres R et R', une application f de R dans R' est un 
morphisme de A-algèbres, si f est à la fois un morphisme d'anneaux unitaires et un 
morphisme de A-modules. 

10. Algèbre des quaternions réels 

Dans le Chapitre 1 (Exemple 1.17), nous avons défini l'anneau à division (ou corps 
gauche) lEll des quaternions en tant que sous-anneau de l'anneau M2(C) des matrices car­
rées d'ordre 2 sur le corps des nombres complexes. L'étude qui suit montre que lEll est une 
R-algèbre, d'où l'appellation: Algèbre des quaternions réels. 
Rappelons que 

(x,y)ECxC }· (3.17) 

A. La R-algèbre lEll 

Proposition 3.86. Le centre, Z(IEll), de l'anneau à division lEll est isomotphe au corps des 
nombres réels, R. 

Preuve : Soit/ la matrice unité de M2 ( C) ; montrons que 

Z(IEll) ={al; a ER}. 

Il est immédiat que pour tout a ER, al E Z(IEll). 

Réciproquement, si ( ~jj : ) E Z(IEll), alors, pour tout ( ~ji ~ ) E IEll, 

( ~jj : ) ( ~ji ~ ) = ( ~ji ; ) ( ~jj : ) 

donc, quel que soit (x,y) E C x C, 

ax - by = ax - by, 

ay+bx=bx+ay, 

A partir des relations (3.18) et (3.19), on obtient 

bx+ay = ay+bx 

-by+ax = -by+ax. 

Vy E C, by E R, donc b E R ; alors, 

(3.18) 

(3.19) 
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b(x-x) = (a-a)y= (a-a)y, implique 
Vy E C, (a-a)(y-y) = O, 

d'où a-a= 0, par suite a ER etb =O. L'application 

cp : Z{lEil} ----+ R telle que cp(a/) =a 

est alors un isomorphisme du sous-anneau Z{lEil} de lEil, sur le corps R. 

(3.20) 

D 

Théorème 3.87. Le corps gauche des quaterniom~ lEil, est une R-algèbre de dimem·ion 4. 

Preuve: M2{C) est une C-algèbre (Exemple 3.82., 2)), donc a fortiori une R-algèbre. Dans 
M2{C}, lEil est un sous-anneau unitaire (Exemple 1.17.) et un sous-R-espace vectoriel (à 
vérifier) ; on en déduit que lEil est une sous-R-algèbre de M2(C). 
On remarque que lEil n'est pas une sous-C-algèbre de M2 ( C), car lEil n'est pas un espace 
vectoriel sur C. 
Déterminons la dimension de lEil sur R Notons ici e, un élément de C tel que e2 = -1. 
Tout nombre complexe, x, s'écrit alors, de façon unique, x = a+be, où (a,b) ER x R 
On en déduit que tout élément q de lEil s'écrit, de façon unique, 

( a+be c+de) 4 q = +d b , avec (a,b,c,d) ER . -c e a- e (3.21) 

En identifiant Z{lEil} à R par l'isomorphisme (3.20) (donc en écrivant pour tout a ER, a à 
la place de al) et en posant d'autre part, 

. (e 0) . ( 0 1) k (0 e) 
i = O -e ' 1 = -1 0 ' = e O ' 

on peut écrire, de façon unique, tout élément q E lEil sous la forme 

q=a+bi+cj+dk, (a,b,c,d) ER4 • (3.22) 

On en conclut que {1,i,j,k} est une base du R-espace vectoriel lEil, d'où difniRlEil = 4. 
Cette base sera dite canonique. D 

Remarque 3.88. L'identification de Z{lEil} à R permet de considérer R comme un sous­
corps de lEil et lEil comme une algèbre sur son centre. 
Le R-espace vectoriel lEil s'écrit lEil = RE9RiE9Rj E9Rk. 

B. Calculs dans lEil 

Les opérations dans l'anneau M2(C) impliquent que les éléments 1,i,j,k, de la base ca­
nonique de lEil vérifient les relations 

i2=P=k2=-1 

ij = - ji = k ; jk = -kj = i ; ki = -ik = j 

et pour deux quaternions q = a+bi +cj +dk, </=a' +b'i +c' j +d'k, 

(3.23) 

(3.24) 

qq' = (aa' - bb' - cc' -dd') +(ab'+ bd +cd' - dc')i +(ac'+ ca' + db' -bd')j 

+(ad' +da' +be' -cb')k. (3.25) 

Proposition 3.89. R E9 Ri est une sous-R-algèbre de lEil isomorphe à C. 
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Preuve : R ffi Ri est un sous-R-espace vectoriel de lEil; de plus, pour 
q = a + bi et ri = a' + b' i dans R ffi Ri, on a 

q+rl = (a+a') + (b+b')i et qq' = (aa' -bb') +(ab' +ba')i. 
On en déduit que l'application 

'l/f: REBRi --4 C 
a+bi 1--+ a+be 

est un isomorphisme de R-algèbres. 
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D 

Remarque 3.90. L'isomorphisme 'l/f, ci-dessus, permet d'identifier R ffi Ri à C, donc de 
considérer C comme une sous-R-algèbre de lEil et en particulier comme un sous-corps de 
lEil. 

Définition 3.91. Dans lEil, le sous-R-espace vectoriel 

P := Ri ffi Rj ffi Rk 

s'appelle le sous-espace des quaternions purs de lEil. 
Pour q = a+bi+cj +dk dans lEil, 
a est appelé la partie réelle de q et sera noté ~(q); 
bi + c j + dk est la partie quaternion pur de q qui sera noté P( q). 

Remarque 3.92. D'après la définition précédente, on a lEil = REBP, mais on remarque 
que P n'est pas une sous-R-algèbre de lEil, car P n'est pas fermé pour la multiplication des 
quaternions (Par exemple, i E P, mais i2 = -1 </. P). 

Définition 3.93. Etant donné q = a+ bi + c j + dk dans lEil, on appelle conjugué de q, le 
quaternion noté q, tel que 

q= a-bi-cj-dk. 

On vérifie alors facilement les propriétés suivantes. 

Proposition 3.94. P désignant le sous-espace des quaternions purs, pour q et ri dans lEil : 
l)q=q; q=q <===> qER; q=-q <===> qEP. 
2)q+q' =q+q'; qq' =qq'. 
3)qEP <===> q2 ~0dansR 

Définition 3.95. Quel que soit q = a+ bi + c j + dk dans lEil, 
a) q + q = 2a est appelé la trace de q et noté Tr( q). 
b) qq = a2 +b2 +c2 +d2 est appelé la norme de q et notéN(q). 

Remarque 3.96. Pour q E lEil, 
a) Tr(q) etN(q) sont des nombres réels etN(q) ~O. 
b) (q-:/= 0 etN(q) = qq) ====? q-1 = q(N(q))-I. 
c) (q E P <===> Tr(q) = 0) et (q E lEil ====? (q-q) E P). 

d) E éc . b. . dk ( a+ be c +de ) n nvantq=a+ i+c1+ = -c+de a-be 

on voit que 
Tr(q) = 2a est la trace de la matrice q et 
N(q) = a2 + b2 + c2 +d2 est le déterminant de la matrice q. 

La remarque d), ci-dessus, permet de justifier les propriétés suivantes (que l'on peut aussi 
vérifier directement). 
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Proposition 3§1. Quels que soient q et q dans IEH, 
l)Tr(qq) = Tr(q'q), d'où Vs E IEil\ {O}, Tr(sqs- 1) = Tr(q). 

2)N(qq') = N(q)N(q) et pour q-:f 0, N(q-1) = (N(q) )-1. 

Remarque 3.98. : 
a) On peut vérifier que l'application 

N: IEil---+ R 
q 1-+ N(q) = qq 

est une forme quadratique définie positive sur le R-espace vectoriel IEil, qui est ainsi muni 
d'une structure d'espace euclidien; la norme euclidienne qui lui est associée est telle que 

\:/q E IEil, ilqll = ./N[fi) = ../iiQ. 

b) On pourra montrer que G := {1,-1,i,-i,j,-j,k,-k} est un sous-groupe du groupe 
multiplicatif IEil* = IEil \ {O}; Gest isomorphe au groupe à 8 éléments, appelé groupe des 
quaternions et noté Q8 dans ([11], p.27). 
c) Nous avons choisi d'introduire la JR-algèbre IEil, comme sous-algèbre de M2(C) pour 
des raisons de commodité, mais ce n'est pas de cette façon, qu'en 1843, le mathématicien 
anglais, William HAMILTON eut le mérite de mettre en évidence (après bien des années 
de recherches) ce premier exemple de COl'fJS non commutatif. 
La méthode inspirée par les travaux de W. HAMILTON consiste à considérer, dans l'es­
pace vectoriel JR4, la base canonique notée {1,i,j,k} et à munir JR4 d'une multiplication 
(interne), qui sera définie par bilinéarité, à partir des relations (3.23) et (3.24). Il est alors 
nécessaire de vérifier l'associativité de cette multiplication, ce qui est un peu fastidieux 
(Voir [8]). 

11. Exercices 

1 Démontrer les corollaires 3.47., 3.48. et 3.53. 

2) Soit MEA Mod,A étant un anneau unitaire, commutatif. Soit x E M\ {O} et l := Annx. 
On suppose que l'idéal lest maximal parmi les annulateurs des éléments non nuls de M, 
montrer qu'alors, lest un idéal premier de A. 

3) Dans la R.-algèbre MiR.) des matrices carrées d'ordre 4 sur R., on considère l'ensemble H 
des matrices de la forme 

On note/ la matrice unité de M4(R.) et on pose 
E1 =M(0,1,0,0), E2 =M(0,0,1,0), E3 =M(0,0,0,1). 

Exprimer M(x0,x1 ,x2,x3) en fonction de l,E1 ,E2 ,E3 • 

Démontrer que H est une sous-R.-algèbre de M4 (R.), isomorphe à la R.-algèbre des quater­
nions IH!. 



§ 11. Exercices 75 

4) lHI étant la R-algèbre des quaternions, pour tout q E IHI,N(q) et Tr(q) désignent la nonne et 
la trace de q (Déf. 3.95.). 
1°) a) Si ~(q) et :J>(q) sont, respectivement, la partie réelle et la partie quaternion pur de q, 
vérifier que 

1 1 
~(q) = 2rr(q) et :J>(q) = Ï(q-ij). 

b) Montrer que quel que soit q e IHI, on a 
q2 -Tr(q)q+N(q) =O. 

2°) {l,i,j,k} étant la base canonique de lHI sur R, on pose 
lllfç = {q = a+bi+cj+dk; (a,b,c,d) e Q4}. 

a) Montrer que IHIQ est un sous-corps gauche de IHI, mais n'est pas une sous-R-algèbre de 
IHI. 
b) On noteJ l'ensemble des quaternions q = a+bi+cj+dk, tels que: 
- soit a,b,c,d sont dans Z, 

- soit a,b,c,d sont de la fonne 2n; 1, où ne Z. 

Prouver que J est un sous-anneau unitaire de IHIQ. 
Vérifier que pour tout q e J, Tr(q) et N(q) appartiennent à Z. 
J est-il un sous-corps gauche de lllfç? 

5) Endomorphisme.Y idempotents d'un A-module, l'anneau A étant unitaire, commutatif. 
SoitM EA Mod et e eEndA(M). On dit que e est idempotent si c'est un élément idempotent 
de l'anneau EndA(M), c'est-à-dire si e2 = e (Déf. 1.28.). 
Si e1, fi sont des endomorphismes idempotents de M, on dit qu'ils sont orthogonaux, si 

e1 o fi = fi o e1 = O. 
Etant donnée idempotent dans EndA (M), vérifier les propriétés suivantes : 
a) idM - e est idempotent dans EndA (M). 
b) e et (idM - e) sont orthogonaux. 
c) Im(idM-e) =Kere; Ker(idM -e) =lme. 
d) M = ImeœKere. 

6) L'anneau A étant unitaire, commutatif, soit Mun A-module à gauche, de type fini ; on note 
{x1,.ti, ... ,xn}, n ~ 1, une famille génératrice minimale deM; c'est-à-dire que toute famille 
génératrice finie de M est de cardinal supérieur ou égal à n. Pour tout idéal l de A, on pose 

1°) Vérifier que IM est un sous-module de M. 
2°) Soit 8(A) le radical de Jacobson de A (Déf. 2. 90.). 

On suppose qu'il existe un idéal l de A tel quel Ç 8(A) et IM = M ; démontrer que cette 
hypothèse implique M = (0). 
Indication: Si M -:f. (0), montrer qu'il existe des a; non tous nuls dans 1, 2 $ i $ n, tels que 

X1 = l:i:;;i:;;n a;X;. 

3°) Etant donné un sous-module N de M, on suppose qu'il existe un idéal l de A tel que 
/Ç 8(A) etM =IM+N. 

Prouver que M = N (Appliquer le résultat du 2°) au module M / N). 

4°) On suppose que A est un anneau local. L'unique idéal maximal de A étant noté JvC, soit 
K =A/JvC le corps résiduel de A. 
a) Montrer que le module quotient M /(JvCM) est muni, de façon naturelle, d'une structure 
de K-espace vectoriel de dimension finie. 
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b) Pour tout x E M, on note x la classe de x modulo 'MM. 
Soit {y11 ••• ,yp}, p EN*, une famille d'éléments de M telle que {yw .. ,yp} soit une base 
du K-espace vectoriel M/('MM). En désignant par N le sous-module de M engendré par 
les Yp 1 $ j $ p, démontrer que M = N. 

7) I désignant un ensemble non vide, soit {Mà;ei une famille de A-modules à gauche (A 
anneau unitaire, commutatif). 

Démontrer que pour MEA Mod, on a 
M~œielMi 

si et seulement s'il existe deux familles de morphismes de A-modules {.fi} ie/ et {g;} iel vé­
rifiant les trois conditions suivantes : 

a) Pour tout i E /, 
.f;EHomA(M;,M), C;EHomA(M,M;) et C;O.f;=idM. 

1 

b)(k :;li dans/) ~ gko.fi =O. 
c) Quel quesoitx E M, les C;(x), pour i E /,sont "presque tous nuls" et x = f.;ei(.fiog;) (x). 

8) K étant un corps, soit E un K-espace vectoriel ayant une base infinie dénombrable, {en} neN· 
(K(X] est un exemple d'un tel espace vectoriel). 
Soit A:= EndK(E);A est un anneau unitaire, non commutatif, dont l'élément unité est 
lA = idE. 

Le A-module à gauche AA est libre de base {lA} (Rem. 3.66., c)), donc est de type fini. 
Le but de cet exercice est la mise en évidence d'une base du A-module AA formée de deux 
éléments; on justifiera ainsi la remarque 3.66, c). 
On considère dans A les éléments u1 et u2 tels que pour tout n EN, 

u1(e2n) =en 

u1(e2n+1) =0 

Trouver deux éléments v1 et v2 de A tels que 

U2(e2n) = 0 
u2(e2n+l) =en. 

v1u1 + v2u2 = idE. 
En déduire que {u1 ,u2} est une base du A-module à gauche AA. 

9) Le but de cet exercice est de prouver que lorsqu'un anneau unitaire A est commutatif, alors 
toutes les bases d'un A-module à gauche libre F sont de même cardinal (que celui-ci soit 
fini ou non). 

La méthode de démonstration proposée utilise les notions de restriction et extension des 
scalaires définies dans l' Appendice B. 

On rappelle que si K est un corps, alors toutes les bases d'un K-espace vectoriel sont de 
même cardinal (que celui-ci soit fini ou non). 

1°) A étant un anneau unitaire, commutatif, justifier l'existence d'au moins un corps K tel 
q'il existe un morphisme surjectif d'anneaux unitaires, de A sur K (Cf. Cor. 2.70.) 
2°) SoitK un corps tel qu'il existe un morphisme surjectif p E Hom(A,K). 
a) Vérifier que l'application 

AxK--+K 

(a,k) i-----+ p(a)k 

permet de définir une structure de A-module à gauche sur K (Cf. Restriction des scalaires). 
b) Soit F un A-module à gauche libre ; on considère le K-espace vectoriel K ®A F obtenu 
à partir de F, par extension des scalaires. 
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Montrer que si {xàiel est une base de F surA, alors {1 ®xihei est une base du K-espace 
vectoriel K 18> A F. 

En conclure que toutes les bases de F sur A ont le même cardinal. 

10) A désigne un anneau unitaire et les A-modules considérés sont des A-modules à gauche. 
On dit qu'un A-module M est simple s'il est 11011 nul et si ses seuls sous-modules sont (0) 
et M. 

1°) Montrer qu'un A-module M f. (0) est simple si et seulement s'il est engendré par cha­
cun de ses éléments non nuls, c'est-à-dire: 

Vx E M\ {O}, M =Ax = {ax; a EA}. 
En déduire que le A-module à gauche AA (resp. à droite AA) est simple si et seulement si A 
est un anneau à division (ou corps gauche) (Déf. 1.6.). 
2°) Démontrer que les trois conditions suivantes, où M,M',M" désignent des A-modules à 
gauche, sont équivalentes. 
i) M est un A-module simple. 
ii)VM', (! E HomA(M,M') et f f. 0) ==? f surjectif. 
iii)VM", (/EHomA(M",M) et ff.0) ==?/injectif. 
3°) On suppose que M est un A-module simple. 
Montrer que tout f E End A (M) \ {O} est un automorphisme de M; en déduire que End A (M) 
est un anneau à division. 





Chapitre 4 
Algèbres de Polynômes 

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau unitaire et commutatif. 

1. Polynômes à une indéterminée sur A 

A. Construction de l'algèbre des polynômes à une indéterminée sur A 

1°)N étant l'ensemble des entiers naturels, on considère le A-module à gauche, libre, 
A(N) (Déf. 3.60.) ; on a 

f E A(N) {::::::? f = (a;);EN' les a; étant "presque tous nuls" dans A. 

Etant donné f et g dans A (N) tels que, f = (a;);eN, g = (b;);eN' 

on pose 

f et g étant à support fini (Déf. 3.49.), il en est de même de fg; par suite l'application 
(!, g) 1--+ f g définit une loi de composition interne dans A (N), appelée "multiplication". 
L'anneau A étant unitaire et commutatif, on vérifiera que cette multiplication est com­
mutative, associative, distributive par rapport à l'addition du groupe abélien A(N) et que 
l'élément (1,0,0, ... ) est élément unité. 
A (N) est ainsi un anneau unitaire et commutatif. 
De plus, la structure de A-module à gauche deA(N) implique que quels que soient a EA, 
f etgdansA(N): 

a(fg) = (af)g = f (ag). 
Le A-module à gauche A (N) étant libre, on en conclut que A (N) est une A-algèbre libre et 
commutative. 

2°) Soit { e;} iEN la base canonique du A-module libre A (N) : 
e0 = (1,0,0, ... ), e1 =(0,1,0,0, ... ) 

et d'une façon générale, e; = ( an)nEN'' où a; = 1 et CXn = 0, V n-=/= i. 
La définition de la multiplication de l'anneau A (N) implique que 

V(i,j) EN x N, e;ei = ei+i' d'où e; = eL Vi EN*; 

de plus e0 = e?, car e1 est non nul et e0 est l'élément unité de l'anneauA(N). 
Par suite, tout f = (a;) iEN dans A (N) s'écrit de façon unique, 

f = E;eNa;ei, les a; étant "presque tous nuls" dansA. 
Plus précisément, pour f non nul, le support de/, c'est-à-dire l'ensemble 

supp(f) = {i EN; a; f= O}, 
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est une partie finie, non vide de N, donc il existe un plus grand élément n dans supp(f) tel 
que, nécessairement, 

f = Eog$;n aiei, avec an f 0 dansA. ( 4.1) 

Définition 4.1. Pour tout f non nul dans A (N), l'entier n, plus grand élément de supp(t), 
est appelé le degré de f; on écrira deg f = n. 
Par convention, 1' élément nul de A (N), noté 0, est de degré strictement inférieur à celui de 
tout f f 0; ce degré sera symboliquement noté - oo. 

3°) Changement de notation Posons X= e1 ; d'après (4.1), tout f de degré n ~ 0 dans 
A (N), s'écrit, de façon unique, 

(4.2) 

Définition 4.2. Notations 
a) L'élément e1 =(0,1,0, ... ) deA(N), noté maintenant X, est appelé indéterminée. 
b) Un élément quelconque f deA(N) est alors appelé un polynôme à une indéterminée 
sur A, écrit sous la forme (4.2) il pourra être noté f(X). 
L'élément 0 de A (N) est le polynôme nul. 
c) L'algèbre A (N) est appelée Algèbre des polynômes à une indéterminée sur A. 
X désignant l'indéterminée, cette algèbre sera désormais notée A [X]. 

Remarque 4.3. : 
a) D'après ce qui précède, pour deux polynômes f et g de A [X] tels que f = Eo<i<n ajl(i, 
g = Eo<i<mb;Xi, on a - -

- - f = g {::::=:::>- (n = m et \ii(O ~ i ~ n), ai= bi). 
b) Un polynôme f est de degré 0, dans A[X], si et seulement si 
f = a0X0 = a0 , avec a0 f 0 dans A; le cas a0 = 0 correspond au polynôme nul de degré 
-oo. On en déduit que l'application 

µ :A--+A[X] 

a 1------+ a x0 

est un morphisme injectif de A-algèbres, qui permet d'identifier A à la sous-algèbre lmµ 
de A [X], en écrivant a à la place de ax0. En particulier les éléments 0 et 1 de A s 'identi­
fient, respectivement, au polynôme nul et à l'élément unité deA[X]. 

En conclusion de l'étude précédente, on obtient l'assertion suivante. 

Proposition 4.4. A étant un anneau unitaire et commutatif, l'algèbre A [X] des polynbmes 
à une indéterminée sur A est une A-algèbre libre et commutative, contenant A comme 
sous-algèbre, et dont une base est l'ensemble {Xi; i EN}. 

Remarque 4.5. : 
a) La construction de l'algèbre A [X], que nous avons donnée, montre que cette algèbre est 
indépendante du choix de la lettre X qui désigne l'indéterminée ; ainsi les algèbres A [X] 
et A [Y] sont isomorphes par 

A[X] --+ A[Y] 

f (X) 1------+ f (Y). 

Ce résultat sera confirmé plus loin (Cor. 4.7.). 
b) Si K est un corps, l'algèbre K[X] est un K-espace vectoriel de dimension infinie dé­
nombrable (Déf. 3.58.), puisque {Xi; i EN} est une base de K[X]. 
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B. Propriété universelle de l'anneau A [X] 

Théorème 4.6. Propriété universelle 

81 

Etant donné deux anneaux unitaires, commutatifs A et B, un morphisme d'anneaux uni­
taires <p de A dans B et un élément a E B, il existe un unique m01phisme d'anneaux 
unitaires, <l>, de A[X] dans B tel que 

<I>1A = <p et <l>(X) =a. 

Preuve: 
a) Supposons l'existence de <l>; alors nécessairement, 

<l>(Eo:5i:5n a;Xi) = L09$n <p( a;) ai, 

d'où l'unicité de <l>. 
b) Démontrons l'existence de <l>. Pour tout polynôme Eog:5na;X; E A[X], posons 

<l>(Eo$i$na;Xi) := L09:5n <p(a;)ai. 

Si des polynômes Eo:5i:5na;X; et Eo:5i:5pb;X; sont tels que 0 ~ p ~ n, alors, en posant 
bp+k = 0 pour tout k(l ~ k ~ n- p), on peut écrire 

<l>( L a;X;+ E b;X;) =<l>( E (a;+b;)X;) = E <p(a;+b;)a; 
0$i$n 0$i$n 0$i$n 0$i$n 

= L <p(a;)ai + L <p(b;)ai 
0$i$n 0$i$n 

= <l>( L a;X;) +<l>( L b;Xi). 
0$i$n 0$i$n 

<1>(( E a;X;)( E b;X;)) = <l>(L a;bixi+i), 1 ~ i ~ n, 1 ~ j ~ p, 
09$n 0$i$p (i,j) 

= E <p(a;)<p(bi)ai+i, 1 ~ i ~ n, 1 ~ j ~ p, 
(i,j) 

= <l>( E a;X;)<l>( L biXi). 
0$i$n 0$j$p 

De plus <l>(l) = 1, donc <l> est un morphisme d'anneaux unitaires, tel que <l>;A =<pet 
<l>(X) =a. D 

Corollaire 4.7. Les A-algèbres A[X] et A[Y] sont canoniquement isomorphes par l'appli­
cation 

<l> :A[X]--+ A[Y] 
f(X) 1--+ f(Y). 

Preuve : On applique le théorème 4.6., en prenant B =A [Y] et pour morphisme <p, l 'injec­
tion canonique : A --+A [Y] ; il existe alors un unique morphisme <l> de A [X] dans A [Y] 
tel que 

<l> / A = <p et <l>(X) = Y. 

On en déduit que, pour tout /(X) E A[X], on a <l>(/(X)) = f(Y), donc <l> est un mor­
phisme surjectif; de plus, 

<l>(E0:5i:5n a;X;) = 0 {::::=>- Eo:5i:5n a;Yi = 0 

{::::=>- a;=O,Vi(O~i~n) 

{::::=>- Eo:5i:5n a;Xi = 0, 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 
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d'où <I> injectif; par suite <I> est un isomorphisme d'anneaux unitaires. D'autre part, quels 
que soient a E A et f (X) = Eo::;;:<::;n aiXi dans A [X], 

<1>( af(X)) = <l>(Eo:o::;i:<::;n aaiXi) = Eo:o::;i:<::;n aaiYi 

= aEo:o::;i:<::;n aiYi 
= a<l>(f(X)). 

On en conclut que <I> est un isomorphisme de A-algèbres deA[X] sur A[Y]. D 

Corollaire 4.8. Soit A et B deux anneaux unitaires, commutatifs. Etant donné un mor­
phisme d'anneaux unitaires cp de A dans B, il existe un unique morphisme d'anneaux 
unitaires fP E Hom(A[X],B[X]) tel que 

fP/A = <p et fP(X) =X. 

De plus, <p injectif=* fP injectif, 
<p surjectif =* fP surjectif, 

d'où <p isomorphisme=* fP isomorphisme. 

Preuve: La propriété universelle de l'anneauA[X] (Th. 4.6.) implique l'existence et l'uni­
cité du morphime d'anneaux unitaires fP deA[X] dans B[X] tel que 

fP(Eo:o::;i:<::;naiXi) = Eo:o::;i:<::;n <p(ai)Xi. 

Si <p est injectif, alors 

fP(Eo:o::;i:<::;n a;Xi) = 0 {:::::::} Eo:o::;i:<::;n <p(ai)Xi = 0 

{:::::::} cp(ai) = 0, Vi (0::; i::; n) 
{:::::::} ai= 0, Vi(O::; i::; n), d'où fP injectif. 

Supposons <p surjectif et soit Eo<i<nb;Xi dans B[X]. Pour tout 
i (0::; i::; n), il existe ai E A tel que <p(ai) = bi, par suite 

Eo:o::;i:<::;nbiXi = Eo:o::;i:<::;n <p(ai)Xi = fP(Eo:o::;i:<::;na;Xi), d'où fP surjectif. D 

Exemple 4.9. Pour n > 1 dans N, soit 1r la surjection canonique de Z sur Z/nZ. D'après 
le corollaire 4.8, 1r induit le morphisme d'anneaux unitaires 

fi : Z[X] --+ (Z/ nZ) [X] 

Eo:o::;i:<::;n aiXi 1-----+ Eo:o::;i:<::;n 1r( ai )Xi· 

C. Propriétés des degrés des polynômes de A [X] 

1. Vocabul,aire associé aux polynlimes de A[X] 

Définition 4.10. Soit f un polynôme non nul de A [X], de degré n : 
f = Eo<i<n aiXi, avec an =f O. 

a) Les éléments ai de A sont appelés les coefficients du polynôme f. 
an s'appelle le coefficient directeur de f et le polynôme f est dit unitaire, si an = 1. 
b) Si f = anXn, n > 0, f est appelé monôme de degré n. 
c) Si f = a0 , on dit que f est un polynôme constant. 
d) Si deg f = n > 0, le coefficient a0 s'appelle le terme constant de /. 
Lorsque a0 = 0, on dit parfois (par abus de langage), que le polynôme f =f O est "sans 
terme constant". 
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2. Propriétés des degrés des polyn6mes de A [X] 

Proposition 4.11. L'anneau A étant unitailî! et commutatif, pour deux polyn,,mes f et g 
deA[X], ona 
l)deg(f+g) ~ max(degf,degg). 
2)degfg ~ degf +degg. 
3) deg f g = deg f + deg g, quels que soient f et g dans A [X], si et seulement si l'anneau 
A est intègre. 

Preuve : On remarque que les trois relations énoncées dans la proposition sont vérifiées, 
dès que l'un au moins des polynômes f,g est nul ; on suppose donc f et gnon nuls. 
Posons degf = n ~ 0, degg = p ~ 0 et 

Supposons n ~ p ~ 0; si n > p, on écrira : 

g(X) = Eo$i$n b;X;, avec b; = 0, pour p + 1 ~ i ~ n. 

(f +g)(X) = E09$n(a;+b;)X; ===> deg(f +g) ~ n =max(n,p). 

fg(X) = Eo$k$n+p ckX\ où ck = Eo$i$kaibk-i' 

Le coefficient directeur du polynôme fg est Cn+p = anbp, d'où 

degfg~n+p=degf+degg et degfg=n+p *=='> anbp=fO. 

Par suite, degfg = degf +degg, quels que soient f et g dans A[X], si et seulement si 
l'anneau A est intègre. 0 

Corollaire 4.12. L'anneau A[X] est intègre si et seulement si l'anneau A est intègre ; en 
particulier, si K est un corpt,~ alors K[X] est intègre. 

Ce résultat est une conséquence immédiate du 3) de la proposition 4.11. 

Remarque 4.13. Quel que soit l'anneau unitaire, commutatif A, l'anneau A[X] n'est 
jamais un corps. En effet, A [X] contient des éléments non nuls et non inversibles, par 
exemple le monôme X, puisque 

X f(X) = 1 ===> 1 + deg f = 0, ce qui est impossible. 

Proposition 4.14. Si A est un domaine d'intégrité (Déf. 1.21.), alors le groupe UA[XJ des 
unités de l'anneau A[X] est le groupe UA des unités de A (Cf. Prop. 1.9.). 

Ptî!uve : L'anneau A étant intègre, pour f et g dans A [X], 
f g = 1 ===> deg(f) + deg(g) = 0 ===> deg(f) = 0 et deg(g) =O. 

On en déduit que f E UA[X] si et seulement si f E UA. 0 

D. Composition des polynômes 

Définition 4.15. Soit f et g deux polynômes de A [X]. On appelle polynôme composé de 
f par g le polynôme noté f o g tel que 

si f (X) = Eo$i$n a~i, alors (/ o g) (X) = Eo$i$n a; (g(X)) i. 
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Exemple 4.16. Pour f (X) = 2 + 3X + X3 et g(X) = 2X2, dans Z[X], 
(fog)(X) =2+6X2 +8X6. 

Remarque 4.17. Le polynôme f o g de A[X] est obtenu en substituant g(X) à l'indéter­
minée X, dans le polynôme /(X). On en déduit que 

deg(f og) = (degf)(degg). 

Cas particuliers : avec les notations de la définition 4.15., 
a) si f est un polynôme constant, alors 

(/=a, a E A) ===? f o g = a, V g E A [X]. 
b) si f est de degré n > 0 et g est un polynôme constant, alors 

(g=c, cEA) ===? fog=f(c) =Eo<i<naici; 
donc foc est un polynôme constant. - -

Définition 4.18. Etant donné un polynôme f E A[X] \A, on dit qu'un élément c E A est 
une racine ou un zéro du polynôme/, si f(c) =O. 

La notion de racine d'un polynôme sera particulièrement importante dans l'étude des 
polynômes à coefficients dans un corps. 

Proposition 4.19. Quels que soient les polyn"mes f,g,h dans A[X], on a 

Vérification laissée au lecteur. 

Remarque 4.20. : 

fo(goh) = (fog)oh. 

(/ + 8) 0 h = f 0 h + 8 0 h. 

foX =X of= /(X). 

(4.6) exprime l'associativité de la composition des polyn"mes. 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.7) exprime que la composition des polynômes est distributive à droite par rapport à 
l'addition. 
(4.8) justifie la notation /(X) pour un polynôme f appartenant àA[X]. 
La composition des polynômes n'est ni commutative, ni distributive à gauche par rapport 
à 1' addition. 
Par exemple dans Z[X], pour f =X+ 1, g = X2, h =X +2 on a 

fog=X2 +1 et go/=(X+1)2; 

ho(! +g) =X2 +X +3 et ho/ +hog =X2 +X +5. 

E. Fonction polynôme 

Définition 4.21. A étant un anneau unitaire et commutatif, à tout polynôme f E A [X] tel 
que /(X) = Eo:-:;;;:-:;;n a;Xi, on associe l'application 

j:A----+A 

X 1----+ Eo:-:;;;:-:;;n a;· 
j est la fonction polynôme associée à f. 
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Soit AA l'anneau des applications de A dans A (Exemple 1.18.). L'anneau A étant supposé 
unitaire et commutatif, il en est de même de AA, dont l'élément unité est l'application 

e:A---+A 
x~ 1. 

De plus, on vérifie queAA est une A-algèbre, grâce à l'application 

A xAA ---+ AA 

(a, cp) ~ acp 

telle que (a cp)(x) =a ( cp(x)), pour toutx dans A. 

Proposition 4.22. Pour un anneau A unitaire et commutatif, l'application 

8 : A[X] ---+ AA 

1~1 

est un m01phisme de A-alg~bres. L'image de 9 est appelée l'algèbre des fonctions poly­
nômes de A dans A. De plus, quels que soient f non constant et gnon nul dans A[X], on 
a 

Fa=Jog. (4.9) 

Preuve : Soit f = E09~n a;Xi dans A [X] ; 

Vx E A, J(x) = Eo~i~naii. 

Si f =a, où a E A, alors J est l'application constante telle que J(x) =a, pour tout x dans 
A. En particulier, 

f =0 => J=OdansAA. 

f = 1 => J élément unité de AA. 

D'autre part, on vérifie que quels que soient/, g dans A[X] et a E A, on a 

ffi=J+g; fg=Jg; et af =aJ, 

donc 9 est un morphisme de A-algèbres de A [X] dans AA. 
Avec les notations ci-dessus, si f est non constant et g f 0 dans A [X], alors 

Vx EA, f og(x) = Eo~i~nai(g(x))i 
d'où VxEA, fog(x) =J(g(x)). 

Par suite, f o g = J o g, où J o g désigne l'application composée de Jet g dans AA. D 

Remarque 4.23. : 
a) Le morphisme 9 n'est pas injectif, en général. 
Par exemple, pour A= Z/2Z et f(X) = X2 +X, on a f f 0 dans A[X] et J = 0 dans 
AA. Nous verrons cependant, que 9 est injectif dans le cas où A est un corps infini (Prop. 
4.48.). 
b) Dans la remarque 4.17 ., on a vu que pour un polynôme non constant 
f = Eo<i<n a;Xi et un polynôme constant g = c, on a 

- - f og = f(c) = Eo<i<naici = J(c). 
Ceci autorise à écrire, pour tout x E A,f(x) à-la place de J (x), lorsque qu'aucune ambi­
guïté n'est possible. 
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F. Polynômes dérivés 

1. Notion de polynôme dérivé 

Définition 4.24. Soit f = Lo<i<na;Xi dans A[X]. On appelle polynôme dérivé de/, le 
polynôme, noté f', défini par: -

Proposition 4.25. Pour f dans A [X], 
deg f = n ===} deg !' '-5, n - 1. 

Preuve : Supposons f = L.o::;;~n aiXi ; par définition, 

Si f est un polynôme constant (éventuellement nul), alors f' =O. 
Si degf = n 2: 1, on a an f 0 dans A, alors 

(nan f 0 ===} degf' = n-1); (nan = 0 ===} degf' < n-1). 
On remarque que nan = 0 dans les cas suivants : 
i) l'anneau A est de caractéristique k f 0 et k divise n; 

(4.10) 

ii) n ( = nlA) et an sont des diviseurs de 0 dans A tels que nan =O. 0 

Corollaire 4.26. Si A est un domaine d'intégrité (en particulier, si A est un corps), et si 
car A = 0, alors pour f E A [X], 

degf = n 2: 1 ===} degf' = n-1. 

Remarque 4.27. Compte tenu des notations précédentes, 
a) Si car A= k f 0, alors, dans la relation (4.10) on a iai = 0, pour tout i(l < i-::;, n- 1) 
tel que k divise i. Par suite, on peut avoir f non constant et f' = 0; par exemple, 

V r E N*, f = Xkr ===} f' = O. 
ki I Plus généralement, f = L.o~i~t a;X ===} f = O. 

b) Si A = JR, alors la fonction polynôme ]' : lR ----+ lR est la dérivée de la fonction poly­
nôme J, au sens habituel del' Analyse Réelle. 

Proposition 4.28. A étant un anneau unitaire, commutatif quelconque, quels que soient 
f, g dans A[X] eta EA, on a 

(! + g )' = !' + g' 

(fg)' =f'g+ fg' 

(af)' =a/' 

(! 0 g)' = (/1 0 g)g'. 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

Preuve : (4.12) et (4.14) se vérifient facilement, nous démontrons les deux autres rela­
tions. Soit f = [iEN a;X; et g = [ jEN b jX j, où les a; et les b j sont "presque tous nuls" 
dans A. 
a) Relation (4.13): fg(X) = [kENc~k, où ck = Li+j=kaibj. 

(/g(X) )' = [kEN* kc~k-l = L(i+j)Ef\l*(i + j)a;bjXi+j-l. 
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D'autre part, 

d'où la relation ( 4.13). 
b) Relation (4.15): f = E;ENa;X; => fog = E;ENa;(g(X));; 
les relations (4.12), (4.13) et (4.14) impliquent alors 

(! og)' = L;EN• ia;(g(X) )i-l g'(X) = !' (g(X))g'(X), 

d'où (log)'= (f'og)g'. 

Remarque 4.29. D'après la proposition 4.28., l'application 

'D : A [X] -----+A [X] 

f 1--t !' 
est un endom01phisme de A-modules. 

2. Dérivations successives d'un polyn8me 
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D 

Pour tout k EN, on définit l'endomorphisme du A-module A[X], 'Dk, par récurrence sur 
k. On pose: 

'Do =idA[XJ; 'Dl ='D; 'Dk='Do'Dk-1, Vk> 1. 

Définition 4.30. Pour tout f E A[X] et tout k EN, le polynôme 'Dk(f), noté f(k), est 
appelé polynôme dérivé kème (ou polynôme dérivé à l'ordre k) de/. 

!° = f, /(1) = f', 1<2), ... ,f(k), ... 

sont les polynômes dérivés successifs du polynôme f. 

Remarque 4.31. Compte tenu de la Prop. 4.25. et la Rem. 4.27., 
Si car A = 0 et A est intègre, alors 

degf = n => degf(k) = n-k, Vk(O-:::;, k-:::;, n), d'où/(n+l) =O. 
Si car A f 0, alors 

degf=n => degf(k) '5,n-k, Vk(0-:5,k-:5,n). 

Proposition 4.32. Si K est un c01ps et car K = 0, alors quel que soit f E K[X] tel que 
deg f = n > 0, on peut écrire : 

f(X) = Lo~k~n ;,J<k)(O)Xk, où f(k)(O) = f(k)(O). 

Démonstration proposée en exercice (Ex. 1, Ch. 4). 

2. Polynômes à une indéterminée sur un corps K 

A. Division euclidienne dans K[X] 

Théorème 4.33. Quels que soient les polyntJmes f et g dans K[X] tels que g f 0, il existe 
q et r, uniques dans K[X], vérifiant les conditions 

f=gq+r, degr<degg. (4.16) 
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Trouver les polynômes q et r c'est effectuer la division euclidienne de f par g dans K[X]. 
Les polynômes q et r sont respectivement appelés le quotient et le reste de cette division. 
Preuve: 
a) Unicité de q et r. Supposons qu'il existe deux couples de polynômes de K[X], (q, r) et 
(q 11 ri), satisfaisant aux conditions (4.16). 

f =gq+r=gqi +ri ==> g(q-qi) =ri -r. 
K[X] est intègre et g =I= 0, donc (q- qi =I= 0 {:::::::> ri - r =I= 0). 

q-qi =I= 0 ==> deg(g(q-qi)) = deg(ri - r) ~ degg 

( deg r < deg g et deg ri < deg g) ==> deg( ri - r) < deg g, 

d'où une contradiction, donc qi = q et ri = r. 
h) Existence de q et r. Posons deg f = n et deg g = m. L'hypothèse g =I= 0 implique m ~ O. 
On remarque que sin< m, alors les conditions (4.16) sont satifaites avec q = 0 et r = f. 
On suppose donc dans la suite n ~ m ~ O. 
Ecrivons les polynômes f et g "suivant les puissances décroissantes de X" : 

f = anXn +an_ixn-i +···+ai X +a0 , 

g = hmXm +hm-ixm-i + · · · +biX +h0 , 

avec, par hypothèse, an =I= 0 et hm =I= 0 dans K. 
Si n = m = 0, alors f = a0 =I= 0 et g = h0 =I= 0 sont des polynômes constants non nuls et 
dans le corps K on a 

a0 = (a0 h0i)h0 {:::::::> f = a0 h0i g, 
d'où, dans ce cas, q = a0 h0i et r =O. 
Supposons maintenant n > m ~ 0 et raisonnons par récurrence sur n. L'hypothèse de ré­
currence dit que pour tout polynôme fi de degré ni tel que n > ni ~ m ~ 0, le quotient et 
le reste de la division euclidienne de fi par g existent ; or on peut écrire 

f = anh;;;i xn-m g+ fi, OÙ degfi:::; n-1 < n. 
Par suite, il existe des polynômes qi et ri dans K[X] tels que 

fi =gqi +ri, degri < degg. 
On en déduit 

f=(anh;;;ixn-m+qi)g+r11 degri <degg, 
d'où l'existence de q=anh;;;ixn-m+qi et r=ri. 

Pratique de la division euclidienne dans K[X] 

0 

La méthode de calcul du quotient et du reste se déduit de la preuve du théorème 4.33. et 
la disposition pratique de la division est la même que celle utilisée pour la division dans 
les entiers. 

Exemple: Effectuons la division euclidienne, dans Q[X], du polynôme 
f = 5X4 -X2 +X -4 par le polynôme g = 2X2 - X+ 1. 

5X4 - X2 + X - 4 2X2 - X+ 1 
5 3 7 2 2 
ÏX -ÏX + X- 4 -X +-X--

9 1 2 4 8 
--X2 --X-4 

4 411 23 
-SX-8 
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Le quotient et le reste de la division euclidienne de f par g sont 

525 9 1123 
q=2X +4X-g et r=-g-g 

Remarque 4.34. Si le reste de la division euclidienne de f par g est nul, on dit que g 
divise f dans K[X]; on écrit symboliquement gJ/ et d'après la relation (4.16), 

gJf ==? deg g ::; deg f. 

Corollaire 4.35. Soit f(X) E K[X] \ K; alors, pour tout a E K, 
a) le reste de la division euclidienne de f(X) par X - a est f(a), d'où 
b) X - a divise f(X), dans K[X], si et seulement si a est racine du polyn,,me f(X) (Déf. 
4.18.). 

Preuve : On a f (X) = (X - a )q(X) + r, avec r = 0 ou deg r = O. 
On en déduit que r = f(a), d'où 
r = 0 <===> (X - a) divise /(X) <===> f( a) =O. D 

Théorème 4.36. Si K est un corps, alors K[X] est un domaine principal. 

Preuve: On rappelle qu'un domaine principal (Déf. 2.7.) est un domaine d'intégrité (Déf. 
1.21.) dans lequel tout idéal est principal. 
K[X] est un anneau unitaire, commutatif et intègre (Cor 4.12.) ; il reste à vérifier que tout 
idéal de K[X] est principal. 
Les idéaux (0) etK[X] = (1) sont principaux. Considérons un idéal propre/, non nul dans 
K[X]; alors 

(! -f 0 et f E /) ==? deg f > O. 
Soit E := {degf; f E I\ {O} }. L'ensembleE est une partie non vide deN*, donc il existe 
un plus petit entier k dans E. Soit p E I tel que deg p = k; pour tout f non nul dans I, on 
a deg f;::: deg p. La division euclidienne de f par p donne 

f = pq+r, degr< degp; 
alors, (r=f-pq, /El, pEI) ==? rEI; 

or p est un polynôme non nul, de plus petit degré dans 1, par suite deg r < deg p entraîne 
r=Oet/ = pq, d'où/= (p). D 

Corollaire 4.37. I étant un idéal non nul de l'anneau K[X], il existe un unique poly~me 
unitaire qui engendre/. 

Preuve: D'après la démonstration du théorème 4.36., tout polynôme p de degré minimal 
dans I\ {O} engendre/. Soit p = Ei<i<da;Xi, où d = degp, un générateur de l'idéal/. 
Les hypothèses impliquent ad -f O,d~-1 et tout polynôme de degré d dans 1, engendre 
l'idéal/. On en déduit que q = a";J 1p est un polynôme unitaire qui engendre/; montrons 
qu'il est unique. Supposons q1 polynôme unitaire tel que I = (q1); on vérifie alors que 

((q) = (q1), d=degq1 =degq, q etq1 unitaires) ==? q=q1• D 

B. Racines d'un polynôme de K[X] 

On rappelle (Déf. 4.18.) qu'un élément a E K est racine d'un polynôme non constant 
f E K[X], si f(a) =O. 

Remarque 4.38. : Un polynôme non constant /(X) E K[X] n'a pas nécessairement de 
racine dans le corps K. Par exemple X2 +1, dans R[X], n'a pas de racine dans R. Par 
contre, les polynômes X2 - 1 et X3 - 1, de R[X], ont, respectivement, deux racines et une 
seule racine dans R. 
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Une conséquence du corollaire 4.35. est le résultat suivant. 

Théorème 4.39. Un polyn6me f (X) E K[X], de degré n ;::::: 1, a au plus n racines distinctes 
dans K. 

Preuve : On suppose que /(X) am racines distinctes dans K, notées a 1, fX:z, ... exm, m;::::: 1. 
Montrons, que Ill<i<m(X - a;) divise /(X) dans K[X]. 
Par hypothèse, a 1 est racine de /(X), alors X - a1 divise /(X) dans K[X] (Cor. 4.35.), 
donc il existe g1 (X), non nul dans K[X], tel que 

f (X) = (X - a1 )g1 (X). 
En considérant la racine CX;z, on obtient dans le corps K, 

f( CX;z) = O = ( CX;z - a1)g1 ( fX:z); 
alors ( CX:z - a 1) -f 0 par hypothèse, implique g1 ( CX;z) =O. On en déduit que (X - CX;z) divise 
g1 (X) dans K[X], d'où l'existence de g2(X) E K[X] \ {O} tel que 

/(X)= (X - a 1) (X - CX;z)g2(X). 
En réitérant le raisonnement précédent on obtient de proche en proche, 

/(X)= (X - a 1) (X - CX;z) ···(X - am_1)gm-l (X), 
où gm- l (X) est non nul dans K[X]. Les racines a;, pour 1 ~ i ~ m, étant deux à deux 
distinctes, on a 

f(CXm) = 0 = (Il1g~m-l (exm-a;))gm1 (CXm) ==> gm-1 (CXm) =O. 

Par suite, il existe gm(X) E K[X] \ {O} vérifiant 
gm-1 (X)= (X - CXm)gm(X), d'où 

/(X)= (I11~i~m(X - a;))gm(X). (4.17) 

On a deg gm ;::::: 0, donc en comparant des degrés des polynômes des deux membres de 
l'égalité (4.17), on obtient m ~ n(= degf). D 

Remarque 4.40. : 
a) Si, dans le théorème précédent, on am= n, alors il est immédiat que 

f(X) = Lo~i~na;Xi ==> f(X) = anII1~i~n(X - a;)· (4.18) 

b) Un polynôme /(X) E K[X], de degré n > 1, qui a des racines dans K, n'a pas néces­
sairement n racines dans K (Cf. Rem. 4.38.). 

Définition 4.41. Soit f (X) E K[X] et a une racine de f dans K, alors 
a) a est une racine simple de/, si dans K[X], 

(X - a)lf et (X - a)2 ff. 
b) a est une racine multiple d'ordre k > 1, si 

(X -a)klf et (X -al+1 ff. 
L'entier k est appelé l'ordre de multiplicité de la racine a. 

Définition 4.42. Un corps K est dit algébriquement clos, si tout polynôme non constant 
de K[X] a au moins une racine dans K. 

Remarque 4.43. La notion de corps algébriquement clos sera étudiée dans le Volume 
2 (Extensions de Corps) , où l'on démontra, en particulier, que le corps des nombres 
complexes, C, est algébriquement clos. 

Ce résultat, très important, sera admis dans ce Volume 1. 
Par contre, le corps des nombres réels, R, n'est pas algébriquement clos, puisque, par 
exemple, le polynôme X2 + 1 n'a pas de racine dans R. 
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Proposition 4.44. Si K est un corps algébriquement clos, alors tout polynbme f (X) de 
K[X], de degré n;::::: 1, an racines dans K, "distinctes ou confondues". Si a1,az, ... ,exm 
désignent les racines distinctes de f(X) dans K, on a m :::; n, et en notant, pour tout 
i(l:::; i:::; m), k; l'ordre de multiplicité de a;, on peut écrire, dans K[X], 

f(X) = aTI1 :9~m(X - a;)k1, où a E K* et E1 ~i~mki = n. (4.19) 

Preuve : Le corps K étant algébriquement clos, f(X) a au moins une racine a1 E K, donc 
il existe f 1 (X) E K[X], tel que 

f (X) = (X - a1) f 1 (X) et deg f 1 = n - 1. 
Sin - 1 ;::::: 1, le polynôme f 1 (X) a au moins une racine az E K, d'où l'existence de 
f 2(X) E K[X], tel que 

f (X) = (X - a1 )(X - CXz) f2 (X) et deg f2 = n - 2. 
Ainsi, de proche en proche on obtient 

f(X) =(X - a 1)(X - CXz) ···(X - an_1)fn-l (X), où degfn-l = 1. 
On en déduit qu'il existe an E K et a E K\ {O} tels que 

fn-l (X)= a(X - a,.), d'où, dans K[X], 

f(X) = a(X - a1)(X - CXz) ···(X - a,.). (4.20) 

Les racines a;, 1 :::; i:::; n, intervenant dans l'égalité (4.20) ne sont pas nécessairement 
distinctes (c'est-à-dire deux à deux distinctes), nous dirons couramment qu'elles sont 
"distinctes ou confondues". 
Les racines "confondues" sont les racines multiples, chacune d'elles étant comptée un 
nombre de fois égal à son ordre de multiplicité. 
Si les racines distinctes de f(X) sont a 1, az, ... , CXm, où m :::; n, on obtient la relation 
(4.19) de l'énoncé en regroupant, dans (4.20), les facteurs correspondant à chacune des 
racines multiples. La comparaison des degrés des polynômes des deux membres de ( 4.19) 
entraîne que E1~i~m k; = n. D 

Exemple 4.45. Les nombres complexes i et -i étant les racines du polynôme X2 + 1, on 
a, dans C[X], 

X3 -1 =(X - l)(X - j)(X - j2), ' . -l+iV3 
ou J= 

2 
X4 +2X2 + 1=(X2 +1)2 =(X -i)2(X +i)2. 

Définition 4.46. Un polynôme f(X) E K[X], de degré n;::::: 1, est dit scindé sur K, si, dans 
K[X], on peut écrire f(X) sous la forme (4.19) (ou de façon équivalente, sous la forme 
(4.20)), le corps K n'étant pas nécessairement algébriquement clos. 

Exemple 4.47. Le corps lR n'est pas algébriquement clos, cependant le polynôme X3 + 
X2 - 3X - 3 est scindé sur JR, car 

x 3 +x2 -3x -3=(X+1)(x -V3)(x + V3). 

Les résultats précédents (en particulier, le Th. 4.39. et la Prop. 4.44.) conduisent à la 
conclusion suivante. 

Corollaire 4.48. Quel que soit le corps K, un polyn~me f E K[X] tel que deg f = n ;::::: 1 
a au plus n racines, "distinctes ou confondues", dans K. 

Proposition 4.49. Si K est un corps infini, alors l'application 

0 : K[X] ----+ KK 

f 1---+ l 
est un morphisme injectif de K-alg~bœs. 
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Preuve : On sait que 8 est un morphisme de K-algèbres (Prop. 4.22.). 
Si f est un polynôme constant, il est immédiat que j = 0 implique f = O. 
Soit f = Eo<ï<n aiXi E K[X], tel que deg f = n > O. L'application 
j: K----+ KeSt telle que Va E K, j(a) = Eo:::;;ï:::;;naiai, donc 

8 (!) = j = 0 {=::=} \/a E K, Eo:::;ï:::;n aiai =O. (4.21) 

Or, d'après le théorème 4.39., tout polynôme de degré n > 0 de K[X] a au plus n racines 
distinctes dans K ; alors, compte tenu de ( 4.21 ), si K est infini, nécessairement, j = 0 
entraîne f = 0, donc 8 est injectif. D 

Remarque 4.50. : 
a) La proposition 4.49 implique que Im8, c'est-à-dire la K-algèbre des fonctions poly­
n"mes de K dans K, est isomorphe à K[X]. 
b) Le résultat de la proposition 4.49. n'est plus vraie si K est un corps fini (Cf. Rem. 
4.23.). 

Du théorème 4.39. et de la proposition 4.49. on déduit le résultat suivant. 

Corollaire 4.51. Si K est un corps infini, alors pour tout polyn"me non nul, f E K[X], il 
existe au moins un élément a E K tel que f (a) i= O. 

C. Division suivant les puissances croissantes 

Pour la division euclidienne dans K[X], on écrit les polynômes comme une somme de mo­
nômes ordonnés suivant les puissances décroissantes de X; c'est-à-dire que pour /(X) E 
K[X] de degré n ~ 1 : 

f(X) =anXn+an_1xn-I +···+a1X +a0. 
Nous allons définir, dans ce paragraphe (Th. 4.52.) une division pour laquelle on écrit les 
polynômes comme une somme de monômes ordonnés suivant les puissances croissantes 
deX: 

f(X) = a0+a1X +· ·· +an_1xn-l +anXn. 

Théorème 4.52. Etant donné deux poly~mes f et g de K[X] tels que g(O) i= 0 et un entier 
k ~ 0, il existe un unique couple (qk, rk) de polynames de K[X] vérifiant les conditions: 

(4.22) 

Détemiiner qk et rk c'est effectuer la division suivant les puissances croissantes, de f 
par g, à l'ordre k. 

Preuve: 
a) Unicité de (qk,rk). Supposons l'existence de deux couples (qk,rk) et (iftc,1) vérifiant 
les conditions (4.22) ; on a 

g(qk-iftc) +xk+t (rk-1) =O. 
Alors l'hypothèse g(O) i= 0 implique que xk+t divise qk- q~; par suite, 

deg (qk -iftc) ::::; k ===> qk -iftc =O. 
b) Existence de (qk,rk). Posons 

f =a0 + .. ·+anXn, g=b0 + ... +bmXm, avec b0 of=O. 
Raisonnons par récurrence sur k. 
Pour k = 0, en prenant q0 = b01a0, on obtient f - gq0 = Xr0 , où 
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deg (q0) :::; 0 et r0 E K[X]. 
Pour k > 0, on suppose (qk_ 1,rk_1) connu tel que 

f = gqk-1 +xkrk-1' degqk-1 :::; k-1. 
La division de rk-l par g, à l'ordre 0, donne 

rk-1 = gak +x pk, où ak = b()1 rk-1 (0) E K, Pk E K[X]. 
On en déduit que f = g(qk-l +akXk) +Xk+1pk, d'où 

qk = qk-1 +akxk et rk = Pk· D 

Exemple 4.53. Effectuons la division à l'ordre 3, de f = 1 - X - X3 - X6 par g = 
1-X-X2, dans Q[X]. 
Pour trouver le quotient q3 et le reste r3, il suffit de suivre la méthode utilisée dans la 
preuve du Th. 4.52. La disposition pratique est semblable à celle de la division eucli­
dienne. 

1-X -x' -X1 1-X2-X
2 

x2 -x3 -x6 1 +x 
+X4 -X6 

d'où 
1-X -X3 -X6 = (1-X -X2)(1 +X2) +X4(1-X2), 

donc q3 = 1 +X2 et r3 =1-X2• 

Remarque 4.54. La division des polynômes suivant les puissances croissantes sert pour la 
décomposition des fractions rationnelles en éléments simples (Voir un cours de 1er cycle) 
et nous l'utiliserons pour le développement en séries formelles des fractions rationnelles 
(Ch. 7). 

3. Polynômes à n indéterminées sur A, n > 1 

A. Construction de l'algèbre des polynômes à n indéterminées 

1°) On généralise la construction faite précédemment, pour n = 1. 
On considère le A-module à gauche libre A (Nn) (Cf. Ch. 3); on a 

(Nn) 
f EA <===> f= (ai)ieNn• 

où les ai sont presque tous nuls dans A, chaque indice i étant ici un n-uple d'entiers 
naturels (i1,i2, • •• ,in)· 
On définit dans A (Nn) une multiplication par l'application 

(f = (ai)iENn• g = (bi)ieNn) ~ fg = (ci)iEfliln1 

où c( .. . )=E·+k-· l<< a( ... )b(k,, ,k)' '1''2""''n Jr r-lr. _r _n Jl'h• .. .,Jn 1'"'2"" n 

On peut vérifier que A(Nn) est alors muni d'une structure d'anneau unitaire, commutatif; 
1' élément unité étant noté 1, on a 

1 = (ai)ieNn où, a0 = 1pouri=0 dans Nn et ai= 0, Vi i: Odans Nn. 
D'autre part, la structure de A-module à gauche de A (Nn) étant définie par l'application 

A X A (Nn) --t A (Nn) 

(a,(ai)ieNn) ~ (aai)iefliln1 
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on en déduit que quels que soient a E A, f et g dans A (Nn) : 

a(fg) = (af)g=f(ag). 
Ainsi, A (Nn) est une A-algèbre libre et commutative. 
2°) Changement de notation L'objet de ce paragraphe est de mettre en évidence une 
base canonique de l'algèbreA<Nn). 
Quel que soit p E N* tel que 1 ~ p ~ n, on note Xp l'élément de A (Nn) pour lequel 
Xp = (a;);ENn' avec 

pour i = (ipi2 , ••• ,in), où ip = 1eti1 =0, pour l =I= p 

pour tous les autres éléments i E Nn. 

On a alors, pour 1~p~net1 ~ q ~ n dans N, XpXq = (c;);Eflln' 

{
C; = 1, pour i = (i1,i2 , .• • ,in), où ip = iq = 1 eti1 =0, sil =I= p, l =I= q. 
C; = 0, pour tous les autres éléments i E Nn. 

On en déduit que quels que soient les entiers p(l ~ p ~ n) et r EN, on a 
x; = (c;);ENn tel que 

{
C; = 1, pour i = (i1 ,i2 , ••. , in) où ip = r, i1 =0, \:// (l =I= p) 
C; = 0, pour tous les autres éléments i E Nn. 

En particulier, pour tout entier p ( 1 ~ p ~ n); on a X~ = 1 dans A (Nn). En effet, 

X~= (c;);ENn' où 
C; = 1, pour i = Odans Nn; C; = 0, pour i =I= 0 dans Nn. 

Par suite, un élément (a;);ENn de l'algèbreA(Nn) tel que 
a; =I= 0, pour i = (i1,i2, ••• ,in) et ai= 0, pour j =I= i dans Nn, s'écrit 

Xi1xi2 xin a; 1 2 . . . n . 

La structure de A-algèbre libre de A (Nn) implique alors que tout élément 
f = (a;);ENn de cette algèbre s'écrit de façon unique 

f - ~ a vi1xi2 Xin - L..iEflln r"1 2 · · · n ' 

les a; étant "presque tous nuls" dans A. Autrement dit 

{xi1 xiz xin} 
1 2 · · · n (il'i2, ... ,in)Eflln 

est une base de l'algèbre libre A(Nn), qui sera dite canonique. 

Définition 4.55. Compte tenu des notations ci-dessus, 
a) Les éléments X1 ,X2, ... ,Xn sont appelés les indéterminées. 

(4.23) 

(4.24) 

b) L'algèbre A(Nn) est alors notée A[X1,X2, .•. ,Xn] et tout élément de cette algèbre est 
appelé polynôme à n indéterminées sur A ; un tel polynôme f pourra aussi être noté 
/(X1 ,X2, ... ,Xn). 
c) DansA[X11X2, ••• ,Xn], un polynôme de la forme 

aXi1xi2 xin EA (" . . ) "R.Tn 
1 2 ··· n ,a , l1,l21···iln Ei" 

est appelé un monôme. 
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Remarque 4.56. : 
a) La notation (4.24) montre que tout f =f 0 dans A[X1 ,X2, ... ,Xn] est une somme de 
monômes non nuls. 
b) L'application 

µ : A ~ A[X1 ,X2, ... ,Xn] 

a 1--+ aXfxf ... x2 

est un morphisme injectif de A-algèbres qui permet d'identifier A à la sous-algèbre lmµ 
de A [X1 ,X2, ... , Xn] ; on écrira a à la place de aXf Xf ... X~, ainsi 

A est une sous-algèbre deA[X1,X2, ... ,Xn]· 
Plus généralement, pour m E N* tel que 1 ~ m ~ n, l'application 

où i = (i1, ... ,im) E Nm et i = (i1, .. . ,im,0,0, .. . ,0) E Nn, est un morphisme injectif de 
A-algèbres permettant d'identifier A[X1,X2, ... ,Xm] à une sous-algèbre de 
A[X11 X2, ••• ,Xn]· 
c) La construction de l'algèbre libre et commutative A[X1,X2 , ... ,Xn), que nous avons 
donnée, montre que cette algèbre est indépendante du nom donné à chaque indéterminée, 
ainsi que de l'ordre dans lequel on considère ces indéterminées. Ces propriétés seront 
confirmées et précisées dans le paragraphe suivant. 

B. Propriété universelle de l'anneauA[X1, •.. ,Xn], n > 1 

Théorème 4.57. Propriété universelle 
Soit A et B deux anneaux unitaires, commutatifs et <p un m01phisme d'anneaux unitaires 
deA dans B. 
Etant donné fi1,fi2, ... ,fin dans B, il existe un unique m01phisme d'anneaux unitaires, <I>, 
de A[X1,X2, ••. ,Xn] dans B tel que 

<l>/A = <p et <l>(X;) =fi;, Vi(l ~ i ~ n). 

Preuve: Les notations sont celles de la relation (4.24). 
Supposons l'existence de <I> ; alors on a nécessairement, 

<1>(!:.iENn a;X:1 • • .X~n) = EiENn <p(a;)fi:1 • • • fi~n' 
d'où l'unicité de <I>. 
Existence de <I> : pour f = EiENn a;x:i ... x~n' où i = (il' ... 'in)' posons 

<1>(/) := EiENn <p(a;)fi:1 ··.fi~'· 
On vérifie que <I> est un morphisme d'anneaux unitaires satisfaisant aux conditions de 
l'énoncé, comme dans la preuve du théorème 4.6. 0 

Corollaire 4.58. On a A [X1 ,X2] ~ A [XiJ [X2] ~ A [X2][XiJ 
et plus généralement, pour tout j ( 1 ~ j ~ n) : 

A[X1, ... ,Xn] ~ A[X1, ... ,ii, ... ,Xn][Xi], où, 

pour j= 1,A[i1,Xz, ... ,Xn] =A[X2, ... ,Xn], 

pour j > 1,A[X11 ••• ,ij•· . . ,Xn] =A[X1, •• • ,Xj-1'Xi+l'' .. ,Xnl· 
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Preuve : Démontrons la propriété dans le cas n = 2 et j = 2. 
Considérons la suite 

µ µ' 
A -A[XiJ - A[XiJ[X2], 

oùµ etµ' sont les injections canoniques. Appliquons le théorème 4.57. aux anneaux A et 
B =A[XiJ[X2], avec <p = µ' oµ; il existe alors un unique morphisme d'anneaux unitaires 
<I> de A [X1, X2] dans A [X1] [X2] tel que 

<l>/A = <p, <l>(X1) =X1, <l>(X2) =X2· 

Montrons que <I> est un isomorphisme en construisant son inverse. 
Soit 'I' l'injection canonique deA[X1] dansA[X1,X2]; donc pour tout f EA[X1], on a 
'If(!)= f. D'après le Th. 4.6., il existe un unique morphisme d'anneaux unitaires 

'I' :A[XiJ[X2] --+ A[X1,X2] 

tel que 'l'/A[XiJ =V' et 'l'(X2) =X2. On vérifie alors que 

'l'o<I> = idA[XpX2l et <l>o'I' = idA[XiJ[X2l; 

donc <I> est un isomorphisme et <1>-1 = 'I'. O. 

Remarque 4.59. Pourtoutj(l:::; j:::; n), le corollaire 4.58. permet d'identifier les anneaux 
A[X1, ... ,Xn] et A[X1, ... ,ii1 ... 1Xn][XJ 

Corollaire 4.60. Quel que soit n EN*, les A-algèbres A[X1, ... ,Xn] et A[Y1, ... ,Yn] sont 
canoniquement isom01phes par 

<I>: A[X1, ... ,Xn] --+ A[Y1, ... , Yn] 
/(X11···1Xn) i----+ /(Y11···1Yn)· 

Preuve: Raisonnons par récurrence sur n. La propriété est vraie pour n = 1 (Cor. 4.7.); 
supposons 

A[X1, ... ,Xn-1J ~A[Y1, ... ,Yn_iJ. 
Posons A'=A[X1, ... ,Xn_iJ, B'=A[Y1, ... ,Yn-il et notons t/J l'isomorphisme de A' 
sur B'. D'après le corollaire 4.8., t/J induit un isomorphisme 

$: A'[Xn]--+ B'[Xn] 
et le corollaire 4.7. implique B'[Xn] ~ B'[Yn]; par suite A'[Xn] ~ B'[Ynl· 
Or on aA'[Xn] ~A[X1 , ... ,Xn] etB'[Yn] ~A[Y1 , ... ,Yn], 
d'où le résultat énoncé. D 

C. Degrés des polynômes de A [X1, ... ,Xn], n > 1. 

1. Notion de degré partiel 

D'après le Cor. 4.58., étant donné j(l:::; j:::; n), tout polynôme f EA[X1, ... ,Xn] peut être 
considéré comme un polynôme à une indéterminée Xi, sur l'anneau A[X1, ... ,ii, ... ,Xn]. 
d'où la définition suivante. 

Définition 4.61. Etant donné un polynôme non nul f dans A[X11 ••• ,Xn], quel que soit 
j(l:::; j:::; n), on appelle degré partiel de f en Xi, le degré de f considéré comme un 
polynôme à une indéterminée Xi et à coefficients dans l'anneauA[X1, ... ,ii, ... ,Xnl· 

Exemple 4.62. Soit f E Z[X1 ,X2] tel que f =X[ X2 + 2X1Xi - X2 + 3, alors le degré 
partiel de f en X1 est 3 et le degré partiel de f en X2 est 2. 
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2. Notion de degré total 

Définition 4.63. : 

97 

a) On appelle degré total d'un monôme non nul deA[X1, ••• ,Xn], la somme de ses degrés 
partiels en X1, ..• ,Xn : 

degré total de aX:I X~2 .. . X~n = Ïl + Ï2 + • · · + Ïn. 

b} On appelle degré total d'un polynôme non nul de A[X1, •.. ,Xn] le maximum des 
degrés totaux des monômes dont il est la somme. 

Exemple 4.64. Le degré total du polynôme f =X[X2 +2X1X?-X2 +3, dans Z[X1,X2], 

est4. 

Par convention, le degré total du polynôme nul est strictement inférieur au degré total de 
tout polynôme non nul, il est symboliquement noté -oo. 

3. PolynlJmes homogènes dans A[X1, ... ,Xn], n > 1. 

Définition 4.65. Un polynôme f non nul, dansA[X1, ••. ,Xn], est dit homogène de degré 
d s'il est une somme de monômes de même degré total d ~ O. 

Exemple 4.66. Dans Z[X1 ,X2,X3], le polynôme 
f = 3X1XiX3 + 2X[ Xi- X1X2Xf 

est homogène de degré 4 . 

Définition 4.67. Etant donné un polynôme non nul f E A[X1, ... ,Xn] et un entier d ~ 0, 
on appelle composante homogène de degré d de f, la somme des monômes de f, de 
degréd. 

Exemple 4.68. Soit/ =X1X2 -2X[X3 +X2X3 dans Z[X11 X2,X3]. 

fa une composante homogène de degré 2: X1X2 +X2X3 

et une composante homogène de degré 3 : -2X[ X3 . 

Pour tout d E N \ { 2, 3}, la composante homogène de degré d de f est nulle. 

Remarque 4.69. Tout polynôme non nul de A[X1, ... ,Xn] est la somme de ses compo­
santes homogènes. 

D. Fonction polynôme à n indéterminées 

Soit f E A[X1, ..• ,Xn] tel que f = E;eN" a;X~1 ... x:n, où les a; sont "presque tous nuls" 
dans A (Notation (4.24)). 
Pour tout (x1, ... ,xn) E An, on pose 

f(xl' ... ,xn) := L;eNn a1;1 ... X,:n. 

Définition 4.70. A étant un anneau unitaire, commutatif, à tout polynôme 
f E A[X1, .•. ,XnJ, on associe l'application 

J:An--+A 

(x1, ... ,xn) ~ f(x1, ••• ,xn)· 

J est la fonction polynôme associée à f. 



98 Chapitre 4. Algèbres de Polynômes 

AAn étant la A-algèbre des applications de An dans A, on a JE AAn. 
On montre, comme dans le cas d'une seule indéterminée (Prop. 4.22.), que l'application 

est un morphisme de A-algèbres, en général non injectif. 
L'image de 6 est, par définition, l'algèbre des fonctions polynômes à n indéterminées 
sur A. 
Le résultat suivant généralise le corollaire 4.51. 

Proposition 4.71. Si K est un corps infini et f E K[X1, ... ,Xn] \ {O}, alor!1' il existe 
(a1, •.• ,an) E Kn tel que f(a1, ••• ,an) f:. O. 

Preuve : On raisonne par récurrence sur n. 
Pour n = 1, le résultat est connu (Cor. 4.51.). 
Pour n > 1, on considère /(X1, .. . ,Xn) dans K[X1, ••• ,Xn_1][Xn]: 

/(X1, .•• ,Xn) = E09~rB;X~, où Vi(O ~ i ~ r), B; E K[X1, •.. ,Xn-d· 

On suppose Br f:. 0; l'hypothèse de récurrence entraîne l'existence de 
(a1, ••• ,an_1) EKn-l telqueBr(a1, ... ,an_1) f:-0. 
Le polynôme /(a1, .•. , an_1,Xn) est donc non nul dans K[Xn]; d'après le corollaire 4.51., 
il existe an E K tel que f ( a1, •.. , an- l •an) f:. O. D 

E. Polynômes sur un anneau noethérien A 

Il est entendu que A est un anneau commutatif, noethérien (Déf. 2.81.). 

Théorème 4.72. Théorème de Hilbert 
Si A est un anneau noethérien, alors pour tout n EN*, l'anneauA[X1, .•• ,Xn] est noethé­
rien. 

Preuve: Dans A, l'idéal engendré par des éléments x1 ,x2 , ... ,xk sera noté (x1,x2, .•• ,xk). 
1°) Cas n = 1. Pour prouver que 

A noethérien ==* A[X] noethérien, 
démontrons la contraposée de cette implication, c'est-à-dire 

A[X] non noethérien ==*A non noethérien. (4.25) 

Si l'anneauA[X] n'est pas noethérien, il contient au moins un idéal propre, non nul/, qui 
n'est pas de type fini (Th. 2.82.). 
Soit / 1 E I\ (0), de degré minimal; l'hypothèse implique If:. (/1). On en déduit qu'il 
existe / 2 E I \ (/1 ), que l'on choisit de degré minimal. 
Ainsi de proche en proche, pour tout entier k ~ 1, on choisit 

fk+ 1 E I\ (/1 ,/2, ... ,fk), de degré minimal. 
Posons nk = deg fk; le choix des fk, pour k E N*, implique 

1 ~ n1 ~ n2 ~ .. · ~ nk ~ nk+l ~ · · · 
D'autre part, pour tout k EN*, notons ak le coefficient directeur (Déf. 4.10.) du polynôme 
fk et considérons la chaîne croissante d'idéaux de A : 

(a1) Ç (a1,a2) Ç ··· Ç (a1, ••• ,ak) Ç (a1, ••• ,ak,ak+l) Ç ··· 
Si cette chaîne était stationnaire, il existerait un entier k > 0 tel que 
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(a1, ... ,ak) = (a1, ... ,ak,ak+l); 
on pourrait donc écrire dans A, 

ak+1 = E19gbiai, où Vi(l ~ i ~ k), bi EA. 

En posant g = fk+l - E1:::;i:::;kbiXnk+i-n;!;; 

g E I\ (/1,/2, ••. ,fk) et degg < degfk+1' 

ce qui est contraire au choix de /k+1; d'où la conclusion (4.25). 
2°) Pour n > 1, on raisonne par récurrence sur n. 

on aurait 
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Supposons l'anneau A [X1, ... , Xn-il noethérien, alors le résultat démontré pour n = 1, 
implique (Cor. 4.58. et Rem. 4.59.) 

0 

4. Exercices 

1) Démontrer la proposition 4.32. 

2) Soit A un anneau unitaire, commutatif. 
1°) Pour tout idéal l de A, on note /A[X] l'idéal de l'anneau de polynômes A[X] engendré 
par let on désigne, respectivement, par 1r et a les surjections canoniques A -Aff et 
A[XJ-A[X]//A[X]. 
Démontrer qu'il existe un unique isomorphisme d'anneaux unitaires t/> de A[X]/IA[X] sur 
(A//)[X] tel que tf> o a= it, où 1t est le morphisme de A[X] sur (A//)[X] prolongeant 1r 

(Cor. 4.8.). 

2°) Etant donné un idéal B de A [X], soit l : = B n A. En utilisant les notations du 1°), on 
pose B := a (B). Prouver que Best un idéal de 
A[X]//A[X] tel que t/> (B) nA/l = (0), où 0 = ir(O). 

3) K étant un corps, soit g E K[X] \K. En utilisant la division euclidienne dans K[X], démontrer 
que pour tout polynôme f E K[X], il existe une famille finie de polynômes, / 0,/1, ••• ,fr, 
uniques dans K[X], tels que 

'Vi(O ~ i ~ r), degf; < deggetf =grfr+Cr-lfr-1 + ... +gf1 + fo· 

4) A étant un anneau unitaire, commutatif, soit p(X) E A[X] \A, dont le coefficient directeur 
est inver.Yible dans A. Le but de l'exercice est alors de prouver que pour tout polynôme 
f(X) E A[X], il existe q(X) et r(X) dans A[X] tels que 

f(X) = p(X)q(X) + r(X), r = 0 ou 0 ~ deg r ~ deg p. (4.26) 

On note 1r la surjection canonique A[X] -A[X]/(p(X)), où (p(X)) désigne l'idéal de 
A[X] engendré par p(X). On pose X= ir(X). 
Pour /(X)= Eo~i~nb1Xi dansA[X], écrire ir(f(X)) en fonction de X. 
Montrer que pour tout/(X) E A[X], il existe r(X) E A[X] tel que 

f(X) = r(X) (mod p(X)) et (r = 0 ouO ~ degr ~ degp). 
En déduire (4.26). 

5) K étant un corps, on pose A = K[X, Y] et on .. l'.19~~ Q l'idéal de A engendré par X et Y2 ; on 
pourra écrire Q = (X, y2). · · , ·· ·" · · "·· 
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1°) Soit (Y2) l'idéal de A engendré par Y2 , démontrer que A/ Q ~ K[Y]/(Y2) (isomorphisme 
d'anneaux). 

2°) Prouver que tout diviseur de zéro de A/Q est nilpotent (Déf. 1.26.). 
En déduire que l'idéal Q de A est primaire (Ex. 15, Ch. 2) et que v'?J (Ex. 14, Ch. 2) est 
l'idéal de A engendré par X et Y. 

3°) On pose P = y'Q = (X, Y). Vérifier que P2 ç;; Q ç;; P. 
En déduire qu'un idéal primaire n'est pas nécessairement une puissance de son radical (Ex. 
15, Ch. 2). 

6) Soit K[X,Y,Z] l'anneau des polynômes à trois indéterminées sur un corps K. On note l 
l'idéal de K[X, Y, Z] engendré par le polynôme XY - Z2• 

On pose B = K[X,Y,Z]/l; n étant la surjection canonique de K[X,Y,Z] sur B, pour tout 
polynôme /(X, Y, Z) E K(X, Y, Z] on écrira 

n(f(X,Y,Z)) = f(X,Y,Z). 

1°) Montrer que tout élément de B peut s'exprimer sous la forme 

f(X, Y)+ g(X, Y):Z, 

où f et g sont des polynômes à deux indéterminées sur K. 

2°) Soit P l'idéal de B engendré par X et Z. 
a) Montrer que l'anneau B/ Pest isomorphe à K[Y]. En déduire que Pest un idéal premier 
de B. 
b) Prouver que P n'est pas un idéal primaire de B (Ex. 15, Ch. 2). En déduire que, d'une 
façon générale, pour un idéal / d'un anneau unitaire commutatif : 

./i premier =!}- /primaire. 

7) A étant un D.I., quel est le radical de Jacobson (Déf. 2.90.) de l'anneau de polynômesA[X]? 
(Voir Th. 2.91.) 

8) 1°) Soit A un anneau unitaire, commutatif, non intègre ; on note UA le groupe des éléments 
inversibles de A. 

Etant donné un élément a E A, nilpotent non nul (Déf. 1.26.), montrer que pour tout u E UA, 
ona (u-a) EUA. 
2°) Vérifier que dans l'anneau (Z/SZ)[X], le polynôme 3 -4X + 2X2 est inversible. 

9) Comme dans l'exercice précédent, on considère un anneau A unitaire, commutatif, non 
intègre. Le but des deux premières questions est de caractériser les éléments inversibles de 
A[X]. On note UA (resp. UA[X]) le groupe des unités de A (resp. A(X]). Il s'agit de prouver 
que 

/(X)= Eo:5i:5naiXi E A[X] \ {O} 

est inversible dans A(X] si et seulement si les coefficients de f vérifient : 

a0 E UA et Vi(l $ i $ n), ai est nilpotent dans A. (4.27) 

1°) On suppose que les coefficients ai,O $ i $ n, vérifient les conditions (4.27). Démontrer 
que le polynôme 1:1 <i<n aiXi est nilpotent dans A(X] 
(Voir Ex. 13, Ch. 1).- -

En déduire que f (X) E UA[X] (Voir Ex. 8, ci-dessus). 

2°) On suppose /(X) = I:o:5i:5n aiXi E UA[X], n = deg f. 
Soitg(X) = Eo:5i:5pbiXi dansA(X] tel que p = degg et fg = 1. 
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a) Montrer que a0 E UA. 
b) En supposant n 2::: 1, démontrer que anbp = 0, a~bp-t = 0 et plus généralement, 

'V r(O :5 r :5 p), a~+lbp-r =O. 

Prouver alors que an est nilpotent dans A. En déduire (Ex. 8, précédent) que 

c) Prouver que pour 1 :5 i :5 n, tous les coefficients ai de f sont nilpotents. 
3°) Soit p(X) = l:o<i<nciXi un polynôme non nul de A[X], de degré n. D'après le 1°) ci­
dessus, si tous les coefficients de p(X) sont nilpotents, alors p(X) est nilpotent dans A(X]. 
a) Démontrer que p(X) est nilpotent dans A(X] si et seulement si tous ses coefficients sont 
nilpotents dans A. 
(Utiliser le 1°) et pour la réciproque, considérer le polynôme f = 1-p(X).). 
b) Soit N(A) (resp. N(A(X]}) le nilradical de A (resp. A(X]) (Déf. 2.87.). Montrer que les 

résultats précédents justifient l'égalité 
N(A[X]) =N(A)(X]. 

4°) Soit 8(A) (resp. 8(A(X]}) le radical de Jacobson de A (resp. A(X]) 
(Déf. 2.90.). 
a) Justifier l'inclusion N(A(X]) Ç 8(A(X]). 
b) Montrer que pourtout/(X) E 8(A(X]), le polynôme 1-X/(X) estinversibledansA[XJ. 
Prouver alors les relations 

N(A(X]) = 8(A[X]) Ç 8(A)(XJ. 





Chapitre 5 
Factorisation dans les domaines d'intégrité 

Rappel de notations : Pour un anneau unitaire, commutatif A, on pose : A* =A\ {O} et 
UA désigne le groupe des éléments inversibles de A, aussi appelés unités deA (Rem. 1.7., 
Prop. 1.9.). 

1. Corps des fractions d'un domaine d'intégrité 

Rappelons que tout sous-anneau d'un corps est un domaine d'intégrité. Nous verrons dans 
ce paragraphe qu'inversement, tout domaine d'intégrité est sous-anneau d'un corps. 
Dans la suite, on utilisera couramment la notation abrégée D.I. pour désigner un domaine 
d'intégrité. 

A. Construction du corps des fractions d'un D.I. 

Soit A un domaine d'intégrité. On remarque que 
1 E A* et (s,t) EA* xA* =====? St E.A*. 

On définit dans A x A* une relation binaire '.R par: 
(a,s)'.R(b,t) {::::=> at = bs. 

On vérifie que '.R est une relation d'équivalence : il est immédiat que '.R est réflexive et 
symétrique, de plus, quelques que soient (a,s), (b,t), (c,r) dans A xA*, 

((a,s)'.R(b,t) {::::=> at=bs) et ((b,t)'.R(c,r) {::::=> br=ct) 
impliquent (ar)t = (cs)t, d'où ar =es, dans l'anneau intègre A; 

par suite (a,s)'.R(c, r), donc '.Rest transitive. 

Définition 5.1. Notation 
La classe d'équivalence modulo '.R d'un élément (a,s) E A x A* est notée ~ et appelée 

• s 
fraction. On pose 

a 
K =(A x A*)/'.R = { - ; (a,s) E A x A*}. 

s 
On considère alors les correspondances : 

KxK---+K 

(i) (~ ~) ~ at+bs 
s' t St 

(ii) 
a b ab 

(s't) ~St 
et on vérifie que (i) et (ii) définissent deux applications de K x K dans K. En effet: 

a' a 
-=-
s' s 

b' b 
et - = - {::::=> a's =as' etb't = bt' t' t , 
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d'où (a't' +b's')st = (at+bs)s't' et a'b'st = abs't', par suite 

a't' + b' s' at + bs a'b' ab ---=-- et -=-
s't' st s't' st 

Ainsi K est muni de deux lois de composition internes définies par (i) et (ii), respective­
ment notées additivement et multiplicativement. 

Pour tout couple de fractions(~,~) E K x K, on écrira 
s t 

a b at+bs ab ab -+-=-- et -- = -. (5.1) 
S t St St St 

Les éléments ~ et ~ sont, respectivement, élément neutre pour l'addition et la multipli­

cation dans K ; il est facile de vérifier que ces deux opérations définissent sur K une 
structure d'anneau unitaire commutatif induite par celle de A. De plus, on a 

a 0 s f Ï <=* a f OdansA. 

Par suite, dans K, tout ~ non nul a un inverse ~, donc K est un corps. 
s a 

L'application a : A --+ K telle que pour tout a E A, a (a) = T est un morphisme 

d'anneaux unitaires et 
0 

a(a) = Ï <====? a= 0, 
donc a est injectif; par suite A est isomorphe au sous-anneau unitaire /ma de K. En 

général on identifie A à /ma en écrivant a à la place de T pour tout a dans A. Grâce à 
cette identification, on peut dire que A est un sous-anneau unitaire du corps K. 
Le morphisme a est alors appelé : injection canonique de A dans K. 

Définition 5.2. Le corps K, construit ci-dessus, est appelé corps des fractions du do­
maine d'intégrité A; on écrira K = Fr A. 

Remarque 5.3. Avec les hypothèses et les notations ci-dessus, étant donné~ E K, on a 
s 

a a 1 -1 
- = -- = a(a)(a(s)) . 
s 1 s 

Mais compte tenu de l'identification de A à son image par a, on a a(a) =a et a(s) = s, 
ce qui permet d'écrire dans K : 

a -1 -=as 
s 

Il est important de noter que s-1 n'a de sens, en général, que dans K, cars n'est pas 
nécessairement inversible dans l'anneau A. 

Exemple 5.4. : 
1) Le corps Q des nombres rationnels est le corps des fractions de l'anneau des entiers Z. 
2) Si A est un D.I. (en particulier, si A est un corps), on sait que l'anneau des polynômes 
A[X] est aussi un D.I. (Cor. 4.12). Dans ce cas, le corps FrA[X] est appelé corps des 
fractions rationnelles à une indéterminée sur A et est noté A (X). 

A(X) = {:~:~; f(X),g(X) dansA[X],g(X) f 0}. 

Plus généralement, avec les mêmes hypothèses sur A, A[X1,Xz, ... ,Xn] est un D.I., quel 
que soit n EN*; on peut donc considérer, pour n > 1, FrA[X1,X2, ••• ,Xn], appelé corps 
des fractions rationnelles à n indéterminées sur A et noté A(X1 ,X2 , ... ,Xn)· 
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B. Propriétés du corps des fractions d'un D.I. 

Théorème S.S. : Propriété universelle 
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A étant un D.I., si K =Fr A et si a est l'injection canonique de A dans K, alors pour tout 
anneau unitaire, commutatif B et tout morphisme d'anneaux unitaires f E H om(A, B) tel 
que f(A*) Ç U8 , il existe un unique <p E Hom(B,K) vérifiant: <po a= f. 

Preuve: On rappelle que U8 désigne le groupe des unités de B. 
a) Supposons l'exitence d'un morphisme <p tel que le diagramme suivant commute 

et démontrons qu'alors, il est unique. 
a 

<poa=f <===> \laEA,<p(Ï)=f(a). 

S . a K é . a as 
oit s E ; on peut cnre : Ï = s Ï. 

a a s 
<p E Hom(K,B) ==? f(a) = <p( Ï) = <p( s) <p( Ï) 

s 
f(A*) Ç UB ==? <p( Ï) = f(s) E UB. 

On en déduit que 
a a 1 \1-EK, <p(-)=f(a)(f(s))-, 
s s 

(5.2) 

d'où l'unicité de <p. 
b) Montrons que la condition: f(A*) Ç U8 , entraîne l'existence d'un morphisme 
<p E Hom(K,B) tel que <p o a= f. Le résultat précédent conduit à considérer la corres­
pondance: 

<p:K--+B 

~ ~ f(a)(f(s))- 1• 
s 

- Vérifions que <p est une application : 

a' a 
s' = s dans K <===> a' s =as' dans A; 

a's=as' ==? f(a')f(s) =f(a)f(s'), 

(s,s') EA* xA* ==? (f(s),f(s')) E UB X UB, 

d'où: f(a') (f(s'))- 1 = f(a) (f(s))- 1, c'est-à-dire: 

a' a 
<p(-) =<p(-). 

s' s 
-Montrons que l'application <p est un morphisme d'anneaux unitaires. 

a b 
Pour tout couple(-,-) E K x K, on a 

s t 

a b m+h 1 
<p(-+-) = <p(--) = f(m+bs)(f(st))- . 

S t St 
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Mais f est un morphisme d'anneaux unitaires et B est un anneau commutatif, alors, 

<p(~ + ~) = f(a)(f(s))- 1 + f(b)(f(t))- 1 = <p(~) + <p(~). 
s t s t 

<p(~~) = <p(ab) =f(ab)(f(st))-1 
S t St 

= f(a)(f(s))- 1/(b)(f(t))- 1 = <p(~) q>(~). 
s t 

D'autre part, q>(~) =/(1)(/(1))-1 =1 (unitédeB). 

De plus, Va EA, <p(y) = f(a)(f(l))- 1 = f(a), d'où: <p o a= f. 

Remarque 5.6. Avec les hypothèse du théorème précédent : 
f(A*) Ç U8 =* f =/= 0; 

D 

par suite le morphisme <p E Hom(K,B) est non nul, donc injectif puisque K est un corps 
(Prop. 1.58.). 

Corollaire 5. 7. : 
1) Soit A un D.I. et Fun cotps. S'il existe un morphisme injectif d'anneaux unitaires de 
A dans F, alors F contient un sous-cotps isomotphe au cotps K =Fr A. 
2) A étant un D.I., s'il existe un corps K' et un motphisme injectif a' E Hom(A,K') tel 
que le couple (K', a') vérifie la propriété universelle du couple (K, a) (Th. 5.5.), alors il 
existe un isomorphisme <p de K sur K' tel que <p o a = a'. 

Preuve: 
1) Par hypothèse, il existe un morphisme injectif d'anneaux unitaires f : A - F, donc 

f(A*) ÇF*, oùF* =F\{O} =UF, 
puisque Fest un corps. D'après le théorème 5.5. et la remarque 5.6., il existe un unique 
morphisme injectif <p : K - F tel que <p o a = f, d'où K ~ I m <p; F contient donc un 
sous-corps isomorphe à K. 
2) Compte tenu des hypothèses, l'application du théorème 5.5 aux couples (K, a) et 
(K', a'), respectivement, donne les deux diagrammes commutatifs suivants : 

A a K a' 
A K' 

~;3!~ 
K' 

~;3!~ 
K 

donc <p o a= a' et cp' o a'= a. 
On en déduit que cp' o <p o a = a et <p o cp' o a' = a'. 
La propriété universelle vérifiée par les couples (K, a) et (K', a') implique que nécessai-
rement, 

<p1 o <p = idK et <p o <p1 = idK'' 
Par suite <p est un isomorphisme et cp-1 = cp'. 

Remarque 5.8. : 

D 

Le 1) du corollaire 5.7. exprime qu'à un isomorphisme près, le corps des fractions d'un 
domaine d'intégrité A est "le plus petit corps" contenant A. 
Le 2) du corollaire 5.7. exprime l'unicité, à un isomorphisme près, du corps des fractions 
d'un domaine d'intégrité A. 
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2. Eléments remarquables dans un D.I. 

A. Diviseurs et unités dans un anneau unitaire, commutatif 

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau unitaire, commutatif. 
La notion de divisibilité se définit dans l'anneau A, comme dans l'anneau Z (Cf. App. A). 

Définition 5.9. Etant donné a E A, on dit que b E A* divise a (ou est un diviseur de a) 
dans A s'il existe q E A tel que a= bq. 

Notations : Ce sont les mêmes que celles utilisées dans Z (Cf. App.A) ; on écrira, b 1 a 
(resp. b ,Ya) pour exprimer que b divise a (resp. b ne divise pas a) dans A. 
Pour tout a E A, on note (a) l'idéal deA engendré par a. 

Proposition 5.10. : 
1) Pour (a,b) EA xA*, on a bla {=:::::> (a) Ç (b). 
2) u E UA {=:::::> (u) =A. 
3) V(u,a) E UA xA, uja. 
4) (u E UA et vlu dans A)==:} VE UA. 

Preuve: 
1) bla {=:::::> 3q E A, a= bq, donc 

bla {=:::::> a E (b) {=:::::> (a) Ç (b). 
2) u E UA {=:::::> 3u-1 EA, uu-1 =1, alors 

u E UA {=:::::> 1 E (u) {=:::::> (u) =A. 
3) Quels que soient a E A et u E UA, a= la= uu-1a, donc uja. 
4) Soit u E UA et v E A tels que vju; alors u = vq, avec q EA*, d'où 
1 = uu-1 = vqu-1 ==:} v E UA. 

B. Eléments associés dans un D.I. 

Définition 5.11. Deux éléments a et b d'un domaine d'intégrité A, sont dits associés si 
a=b=O ou ((a,b)EA*xA*esttelque(ajbetbja)). 

0 

Notation : On écrira a,..., b, pour exprimer que a et b sont associés dans un domaine 
d'intégrité A. 

Proposition 5.12. A étant D.I., quels que soient (a, b) E A* x A*, 

a,..., b {=:::::> 3u E UA, b = ua. 

{=:::::> 3v E UAI a = vb. 

PIY!uve: a et b non nuls et a,..., b implique alb et bla, donc 
3(u,v) EA* xA*; b=uaeta=vb; 

par suite, a= vua, donc a(l- vu)= O. L'anneau A étant intègre, 
(a:fO et a(l-vu)=O) ==:} vu=l, 

d'où u et v dans UA. 
Réciproquement, si a et b sont non nuls dans A, 

(b = ua et a= vb, (u, v) E UA x UA) ==:} (alb, et bla), 
donc a et b sont associés. 0 



108 Chapitre 5. Factorisation dans les domaines d'intégrité 

Remarque 5.13. : 
a) Dans l'anneau Z, Uz = {1, -1 }, donc pour deux entiers met n, on a 

m "'n ~ m = ±n. 
b) Dans un corps K, deux éléments non nuls quelconques a, b sont toujours associés, 
puisque a= bb- 1a et b- 1a E UK = K*. 

Proposition 5.14. Soit A un domaine d'intégrité. 
1) Dans A*, la relation de divisibilité est un préordre. 
2) Dans A, la relation d'association est une relation d'équivalence et si l'on note a la 
classe d'équivalence d'un élément a modulo la relation d'association, alors: 

a=b ~ (a)=(b), 
où (a) et (b) sont les idéaux de A, respectivement engendrés par a et b. 
3) Dans A*, la divisibilité est compatible avec la relation d'association et elle induit dans 
l'ensemble A* des classes d'équivalence a-/= ô une relation d'ordre, que l'on appellera 
encore "divisibilité" et que l'on notera encore symboliquement 1, telle que 

albdansA* ~ albdansA. 

Preuve: 
1) On rappelle qu'une relation binaire est un préordre, si c'est une relation réflexive et 
transitive. Dans l' Appendice A, on montre que la divisibilité est une relation de préordre 
dans Z* (Rem. 0.4.); la même justification est valable pour un D.I. quelconque et d'après 
la proposition 5.12., la divisibilité n'est ni une relation d'équivalence, ni une relation 
d'ordre. 
2) Dans A on a 0"' 0 (Déf. 5.11.) et pour a non nul, a= 1 a implique a"' a; de plus, 

a "' b ~ b "' a. 
D'autre part, d'après la proposition 5.12., pour a,b, c dans A : 

(a,...,betb,...,c) ~ (3(u,v) EUAxUA;b=ua,c=vb), 

d'où (a"' b et b "'c) ==? c = vua ==?a"' c, car vu E UA. 

On en conclut que la relation d'association est réflexive, symétrique, transitive, donc est 
une relation d'équivalence. 
Par ailleurs, pour a et b non nuls dans A, 

a=b ~ a"'b ~ (alb,etbla). 
Or, d'après la proposition 5.10.: 

(alb ~ (b) Ç (a)) et (bla ~ (a) Ç (b)), 
par suite, a= b ~ (a)= (b). 

3) Dire que la divisibilité est compatible avec la relation d'association dans A*, c'est 
exprimer que quels que soient a, a', b, b' dans A*, 

(a 1 b, a'"' a et b'"' b) ==? a'lb'. 

En effet, alb ~ 3qEA, b=aq; 

a'"' a ~ 3u E UA, a= ua'; 

b' "'b ~ 3v E UA, b = vb'; 

alors, b = aq ==? vb' = ua'q ==? b' = a'uqv-1, donc a'lb'. 
On peut alors considérer dans l'ensemble A*, la relation binaire, notée comme la divisi­
bilité et définie par 

albdansA* ~ albdansA*. 
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Cette relation est réflexive et transitive, puisque la divisibilité dans A* est un préordre; de 
plus 

alb et bla <==* alb et bla dans A* 

<==* a ......, b dans A* <==* a = b; 

ainsi la "divisibilité" considérée dans A* est antisymétrique. On en conclut que c'est une 
relation d'ordre. 0 

Exemple S.15. Dans le cas de l'anneau des entiers Z, pour tout m E Z*, ni= {-m,m }, 
donc lml est un représentant de la classe d'équivalence m. Par suite, i* = {m; m E Z*} 
s'identifie à l'ensemble {lml;m E Z*} = N*. 

C. Eléments irréductibles dans un D.I. 

Définition S.16. Un élément r d'un domaine d'intégrité A est dit irréductible dans A si : 
i)rfl UA, 
ii) r = ab dans A ==> a E UA ou b E UA. 

Proposition S.17. Soit A un D.I., alors: 
1) 0 n'est pas irréductible dans A. 
2) r est irréductible dans A si et seulement si 

rfO,rflUAet(r=ab ==> r"'aour,....,b). 

3) Dans A: (r irréductible et r......, r) ==> r irréductible. 

Preuve: 
1) 0 = OO et 0 fi UA ==> 0 non irréductible dans A. 
2) Soit r irréductible dans A ; compte tenu du résultat ci-dessus, on a 

rf:. 0, r fi UA et (r= ab dans A ==> a E UA oub E UA). 
La dernière condition exprime que 

r =ab dans A==> r......, b ou r......, a. 

(5.3) 

Réciproquement, soit r E A satisfaisant aux conditions (5.3). Si r =ab dans A et si r......, a, 
alors il existe u E UA tel que r =au. L'anneau A étant intègre, 

(ab =r=aueta f:.O) ==> b = u. 
Ainsi, r......, a ==> b E UA; de même, r......, b ==> a E UA. 
On en conclut que r est irréductible dans A (Def. 5.16.). 
3) Dans A, soit r irréductible et I ......, r. Il existe u E UA tel que r = ur ; r étant irréductible, 
ona rf:.O et rflUA, d'où 

I ......, r ==> r =I 0 et r fi UA. 
Supposons I =ab dans A; alors r = ul = uab, par suite, 

r irréductible ==> ua E UA ou b E UA, 
donc a E UA ou b E UA, d'où r' irréductible dans A. 0 

Remarque S.18. Pour un élément r, la propriété d'être irréductible dépend du D.I. dans 
lequel il est considéré; en particulier, si A et B sont deux D.I. tels que A c B, alors un 
élément r E A peut être irréductible dans A et non irréductible dans B. Par exemple, 2 est 
irréductible dans Z et est une unité dans Q. 

Proposition S.19. A étant un D.I., r E A est irréductible dans A si et seulement si l'idéal 
( r) est maximal dans l'ensemble des idéaux principaux, propres de A. 
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Preuve : Soit r un élément irréductible dans A ; alors 
r 1= 0 et r !l UA ===> (r) 1= (O) et (r) 1= A. 

Soit (a) un idéal principal propre de A; supposons: (r) Ç (a) ÇA. 
D'après les propositions 5.10. et 5.14., 

(r) Ç (a) ÇA===> alretaf r; 
donc il existe b E A*\ UA tel que r =ab; alors, 

r irréductible, r = ab et b !l UA ===> a E UA, 
d'où (a)= A. On en conclut que (r) est maximal dans l'ensemble des idéaux principaux, 
propres de A. 
Réciproquement, si un idéal (r) 1= (0) est maximal dans l'ensemble des idéaux principaux, 
propres de A, on a alors r 1= 0 et r !l UA. 
Supposons r = ab dans A; nécessairement a et b sont non nuls et 

air==> (r) Ç (a) ÇA. 
La maximalité de l'idéal principal (r) implique alors, 
soit:(a)=(r),donc rrva etparsuite bEUA; soit: (a)=A, donc aEUA. 
On en conclut que r est irréductible dans A. 0 

D. Eléments premiers dans un D.I. 

Définition 5.20. Un élément p d'un domaine d'intégrité A est dit premier dans A s'il 
vérifie les conditions : 
i) p 1= 0, p !i UA; 
ii)(plabdansA) ===> plaouplb, dansA. 

Proposition 5.21. Dans un domaine d'intégrité A, 
1) (p premier et p' "' p) ===> p' premier. 
2) p premier ===> p irréductible (mais en général, la réciproque est fausse). 

Preuve: 
1) Soit p un élément premier dans A; alors 

p' "'p dans A ===> 3u E UA; p' = up. 
Supposons p'lab dans A*; donc il existe q EA* tel que ab= p'q. 

ab= p'q ===>ab= upq ===> u-1ab = pq ===>Pl (u- 1a)b; 

p premier ===> plu-1a ou plb; 

plu- 1a ===> upla ===> p'la; 

plb ===> (3mEA*;b=pm=u- 1upm=p'u-1m) ===> p'lb, 

d'où: p'lab implique (p'la ou p'lb), donc p' est premier dans A. 
2) Supposons p premier et p = ab dans A* ; 

p =ab ===> plab ===> pla ou plb. 
Si p fa, alors plb; donc il existe q E A* tel que b = pq. 

p = ab ===> p = apq = paq ===> 1 = aq 
car A est intègre et p 1= 0, donc a E UA. 

Donnons un contre-exemple montrant qu'en général, dans un D.I., 
p irréductible ~ p premier. 
Soit A:= Z(iVS) :={a+ ibVS; (a,b) E Z x Z} c C. 
A est un sous-anneau du corps des nombres complexes C, donc est un D.I. 

0 
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Vérifions que 3 est irréductible, mais non plY!mier dans A. 
Supposons que l'on ait 3 = xy dans A; on en déduit que 9 = lxl2 lyl2 . 
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Six s'écrit= a+ ibVS dans A, alors lxl2 = a2 + 5b2, donc lxl2 EN"'; de même, on a 
IYl2 E N"', par suite 

9 = lxl2 lyl2 => lxl2 = 1 ou lxl2 = 3 ou lxl2 = 9. 

lxl2 =1 => (a= 1etb=0) =>XE UA; 

lxl2 = 3 est impossible; 

lxl2 = 9 => IYl2 = 1 =>Y E UA ; 

ainsi, 3 =xy dans A impliquex E UA ouy E UA, donc 3 est irréductible dans A= Z(iVS). 
Montrons que 3 n'est pas premier dans A; en effet, 

(2 + ï./5) (2- iVS) = 9 => 3 I (2 + ï./5) (2- iVS) dansA; 
cependant, 3 f (2 + iVS) et 3 f(2 - iVS) dans A. 

Proposition 5.22. Pour un élément p d'un domaine d'intégrité A, on a 
1) p plY!mier {:::::::::> (p) idéal plY!mier non nul de A. 
2) p plY!mier {:::::::::> (p) =f (0) et A/(p) intègre. 

PIY!uve: 
1) Soit p un élément premier dans A; p =f 0 implique (p) =f (0). 
Supposons a,b non nuls dans A tels que ab E (p), donc plab dans A; alors p premier 
implique: pla ou plb, c'est-à-dire, a E (p) ou b E (p), ce qui prouve que l'idéal (p) est 
premier, non nul dans A (Prop. 2.49., Déf. 2.50.). 
Supposons (p) idéal premier non nul dans A; alors pour a et b dans A• : 

ab E (p) =>a E (p) ou b E (p); 

autrement dit: plab => pla ou plb, 

donc p est un élément premier dans A. 
2) D'après le théorème 2.52., dans un anneau unitaire, commutatif A, un idéal I est pre­
mier si et seulement si l'anneau quotient A// est intègre et dans ce cas c'est un D.I. ; on 
en déduit, compte tenu du résultat 1) ci-dessus, qu'un élément p d'un domaine d'intégrité 
Aestpremiersietseulementsi (p) =f (0) etA/(p) est intègre. D 

Théorème 5.23. Dans un domaine principal (Déf. 2.7.), tout élément irréductible est 
premier. 

Pn!uve : On sait que dans un D.I., A, tout élément premier est irréductible (Prop. 5.21.), 
de plus, si r est irréductible, alors l'idéal (r) est maximal dans l'ensemble des idéaux 
principaux, proplY!s de A (Prop. 5 .11. ). 
On en déduit que sir est irréductible dans un domaine principal A, alors (r) est un idéal 
maximal donc premier dans A (Cor 2.64.) ; par suite, r est un élément premier dans A 
(Prop. 5.22.). D 

Remarque 5.24. : Nous avons utilisé la notation abrégée D.I. pour désigner un domaine 
d'intégrité, de même nous désignerons couramment par D.P. un domaine principal. 

Exemple 5.25. : 
1) On sait que l'anneau des entiers Z est un D.P. et que les idéaux premiers, non nuls de 
Z sont les idéaux pZ, pour lesquels p est un nombre premier (Exemple 2.54., Déf. A.5.). 
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Par suite (Th. 5.23.), les éléments irréductibles de Z sont les éléments ±p, où p est un 
nombre premier. 
2) Lorsque K est un corps, l'anneau de polynômes K[X] est un D.P. (Th. 4.36.). Montrons 
que, dans K[X], les polynômes du premier degré sont des éléments irréductibles (donc 
premiers); mais nous verrons plus loin, que ce ne sont pas nécessairement les seuls. 
Soit aX + b un polynôme du premier degré dans K[X], alors 

aX + b = f (X)g(X) dans K[X] ::::::? deg f = 0 ou deg g = 0, 

donc f E K* ou g E K*; or K* = UK, d'où aX +b irréductible dans K[X]. 

Proposition 5.26. Soit A un D.I. et m,n dans .N*. 
1) Si p,pt,p2, ... ,pn, sont n+ 1 éléments premiers dans A, alors 

PIPtP2 ... Pn ::::::? 3i(l ~ i ~ n), p rv P;· 
2) Si Pt1P2, ... ,pn, qt,q2, ... ,qm sont des éléments premiers dans A: 

PtP2 · .. Pn = qtq2 · "qm ::::::? m =net 3u E Sn 1 Vi(l ~ i ~ n), P; "'qa(i)' 
Sn désigne le groupe des permutations de {1,2, ... ,n}. 

Preuve: 
1) p 1 PtP2 · · · Pn entraîne PtP2 · · · Pn E (p); or p étant un élément premier, (p) est un idéal 
premier de A. Par suite (Prop. 2.55.), il existe i(l ~ i ~ n) tel que P; E (p), donc PIP;· 
Supposons P; = ap, avec a E A*; comme P; est irréductible dans A et p ç/. UA, on a néces­
sairement a E UA, d'où p "'P;· 
2) Par hypothèse PtP2 · · · Pn = qtq2 · · · qm, les P;1 1 ~ i ~ n, et les qi, 1 ~ j ~ m, étant 
premiers dans A. 
Supposons m f= n et par exemple, n > m; alors Pt étant premier dans A, 

Ptlqtq2"·qm::::::? 3jt (1 ~ jt ~ m), Pt "'qii. 
Par suite il existe ut E UA tel que qii =Pt Ut et A étant intègre: 

PtP2 · · · Pn =Pt Ut (Iltg~;mNi1 qi)::::::? P2 · · · Pn =ut (Ilt=:;j=:;m,#j1 qi). 

En réitérant le raisonnement pour i = 2, ... , m, on obtient que pour tout i ( 1 ~ i ~ m), il 
existe ji E {1,2, ... ,m} et u; E UA tels que qi; = U;P;· On en déduit: 

Pm+tPm+2 · · · Pn = Ut Uz · · · Um E UA, 
ce qui implique P; inversible pour tout i (m + 1 ~ i ~ n), d'où une contradiction, puisque 
tout P; est premier, par hypothèse. On en conclut que m =net l'application i ~ j; définit 
une permutation u de {1,2, ... n} telle que pour tout i(l ~ i ~ n), P; "'qa(i)' D 

3. Notion de p.g.c.d. dans un D.I. 

La notion de p.g.c.d. (plus grand commun diviseur) a été définie dans l'anneau des 
entiers Z (Cf. App. A), nous l'étendons ici à un D.I. quelconque. 
Dans tout ce qui suit, A désigne un D.I. 

A. p.g.c.d. de n éléments non nuls dans A, n ~ 2 

Définition 5.27. Etant donné n éléments non nuls at•llz• ... ,an dans A, on appelle p.g.c.d. 
des a;, 1 ~ i ~ n, tout élément d E A* =A\ {O} tel que 
i) Vi(l ~ i ~ n), dia;; 
ii) Pourc EA*: (Vi(l ~ i ~ n), cla;)::::::? cld. 
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Remarque 5.28. Les propriétés qui suivent vont permettre de préciser et de justifier cette 
notion de plus grand commun diviseur et d' évoquerla question de l'existence des p.g.c.d. 
dans un D.I. 

Proposition 5.29. Soit a1, a2 , · · · , an dans A*. 
Si d un p.g.c.d. des ai, 1 ~ i ~ n, alors d' E A* en e~·t un autre si et seulement si d'est 
associé à d dans A (Déf. 5.11.). 

Preuve : Par hypothèse, d est p.g.c.d. des ai, 1 ~ i ~ n. 
Supposons d',...., d dans A*; donc il existe u E UA tel que d = d'u. La condition i) de la 
définition 5.27. implique que pour tout i(l ~ i ~ n), il existe d; E A* tel que ai= da~; 
alors 

Vi(l ~ i ~ n), ai= d'ua~ ==} d'lai. 
D'autre part, sic E A* et si quel que soit i (1 ~ i ~ n), c divise ai, alors c divise d, donc il 
existe c' E A* tel que d = cc' et 

(cc'= d'u, u E UA) ==} d' = cc'u-1 ==} cld'. 
Par suite d' est p.g.c.d des ai, 1 ~ i ~ n. 
Réciproquement, supposons que d' soit un p.g.c.d. des ai, 1 ~ i ~ n. 
La condition ii) de la définition 5.27. appliquée à d et d' donne : 
dld' et d'ld donc d' ,...., d. D 

Remarque 5.30. : 
a) La proposition 5.29. montre que si n éléments non nuls d'un D.I. ont un p.g.c.d., d, 
celui-ci est défini à une unité multiplicative près. En conséquence, d'est aussi un p.g.c.d. 
de ces éléments si et seulement si ( d') = ( d). 
Par ailleurs, la définition 5.27. implique que l'idéal (d) est indépendant de l'ordre dans 
lequel on considère les éléments ai, 1 ~ i ~ n. 
b) Nous supposons l'entier n ~ 2, mais dans le cas particulier d'un seul élément a E A*, 
on conviendra que a est un p.g.c.d. de a. 
c) Notation : Un p.g .c .d. de n éléments a 1, a2, ... , an sera noté symboliquement 

a1 /\a2 /\···/\an. 
Plus précisément, cette notation désignera un représentant de la classe d'équivalence des 
p.g.c.d. des ai, 1 ~ i ~ n, modulo la relation d'association dans A. 

Proposition 5.31. : Propriété d'associativité des p.g.c.d. 
Soit A un D.I. dans lequel on suppose que quel que soit n ~ 2, n éléments non nuls quel­
conques ont un p.g.c.d.; alors poura1 ,az,~ dans A*, on a 
1) al/\ az /\ a3 = (al /\az) /\a3 =al/\ (az /\ a3). 
2)a1 /\az /\a3 = (a1 /\az) /\ (az /\a3)· 

Preuve: 
1) Posonsd=a1 /\a2 /\a3, ô =a1 /\a2 et d' = (a1 /\a2)/\a3 = Ô/\~. 
En utilisant les conditions i) et ii) de la définition 5.27, on obtient 

dla1 etdla2 ==} dlô 

dlô etdla3 ==} dld'. 

(d'jôetôlai, i= 1,2) ==} d'la1 etd'la2. 

Or d'la3, par suite, d'ld. On en conclut que d'est un p.g.c.d. des ai, 1 ~ i ~ 3, d'où 
al /\az /\~ = (a1 /\az) /\a3. 
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On démontre de même la relation a1 /\a2 /\ ~ = a1 /\ (a2 /\a3). 

2) Considérons d = a1 /\a2 /\a3 , 8 = a1 /\a2, 8' = a2 /\a3 et montrons que d,...., 8 /\ 8'. 
Posons Â = 8 /\ 8'; alors : 

Âl8et81a1 =>Âla1, 

Âl8' et 8'1a2 ==> ÂI~, 
Lij8' et 8'la3 ==> ÂI~· 

par suite Lild. D'autre part, d'après les relations 1) de l'énoncé, 

d = 8/\a3 = a1 /\8' ==> dl8 etdl8' ==>dl.li. 

On en résulte que Â est un p.g.c.d. des a;, 1 $ i $ 3. D 

Corollaire 5.32. Quel que soit n ~ 2 dans N,n éléments non nuls quelconques d'un do­
maine d'intégrité A ont un p.g.c.d. dans A si et seulement si deux éléments non nuls 
quelconques en ont un. 

Ce résultat se déduit de la Prop. 5.31., par récurrence sur n. 

Remarque 5.33. Compte tenu du corollaire précédent, nous conviendrons de dire que : 
les p.g.c.d. existent dans un domaine d'intégrité A, si deux éléments non nuls quel­
conques deA ont un p.g.c.d. 

Exemple 5.34. Les p.g.c.d. existent dans .Z (Cf. App. A). 

Proposition 5.35. On suppose que A est un D.l. dans lequel les p.g.c.d. existent; alors, 
pour des éléments a1, a2, .•. , an non nuls dans A, n ~ 2, les trois conditions suivants sont 
équivalentes : 
1) d = a1 /\a2 /\·· ·/\an. 
2) Dans l'ensemble A* des classes d'équivalence de A* modulo la relation d'association, 
partiellement ordonné par la relation de divisibilité (Prop. 5.14.), on a 

d=sup{ëEA telsqueVi(l $ i $ n), ëlâ';}. 
3) (d) est le plus petit idéal principal de A contenant les a;, 1 $ i $ n. 

Preuve : Démontrons la propriété pour n = 2. Soit a, b non nuls dans A. 
1) {:::::::} 2): d=a/\b,alors 

(dia et dlb) dans A {:::::::} (dia et dlb) dans A; 
(claetclb ==> cld) dansA {:::::::} (ëlaetëlb ==> ëld) dans A*. 

On en déduit le résultat énoncé : 
d = a/\ b {:::::::} J = sup{ ë E A tels que ëla et ëlb}. 

1) {:::::::} 3): d = a/\b, alors 

dia et dlb {:::::::} a E (d) et b E (d); 

(claetclb ==> cld) {:::::::} (aE (c) etbE (c) ==> dE (c)), 

donc (d) Ç (c). 
On en conclut que ( d) est le plus petit idéal principal de A contenant a et b. 0 
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Corollaire S.36. Les hypothèses étant celles de la proposition 5.35., d est p.g.c.d. des 
ai, (1 ~ i ~ n) si et seulement si (d) est le plus petit idéal principal contenant l'idéal 

E1::;i::;n(aJ 

Preuve : Ei<i<n(ai) étant l'idéal de A engendré par les ai, 1 ~ i ~ n, (Prop. 2.13.), le 
corollaire 5.36:-résulte de l'équivalence des conditions 1) et 3) de la Prop. 5.35. D 

Remarque S.37. : 
a) Le 2) de la proposition 5.35. justifie l'appellation plus grand commun diviseur et gé­
néralise ce qui a été vu dans le cas de l'anneau Z (App. A). 
b) On sait que dans un ensemble partiellement ordonné, une partie non vide n'a pas né­
cessairement une borne supérieure, donc a priori, dans un D.I. quelconque, deux éléments 
non nuls n'ont pas toujours un p.g.c.d .. 

L'existence des p .g .c .d. dans Z n'est qu'un cas particulier du résultat plus général suivant. 

Proposition S.38. Dans tout domaine principal A, deux éléments a, b non nuls, quel­
conques ont un p.g.c.d. et 

d =a Ab <=* (d) =(a)+ (b) 

d =a Ab==> 3(u, v) EA xA, d =au+bv. 

(5.4) 
(5.5) 

Preuve: Soit A un D.P.; étant donné a,b dans A*, il existe d EA* tel que (a)+ (b) = (d) 
et cette relation équivaut à d = a Ab, d'après le corollaire 5 .36. 
D'autre part, la relation (5.4) implique (5.5) de façon immédiate. D 

Exemple S.39. Si K est un corps, l'anneau K[X) des polynômes à une indéterminée sur 
K est un D.P. (Th. 4.36.), donc les p.g.c.d. existent dans K[X). 

Remarque S.40. Nous verrons plus loin, qu'il existe des D.I. qui ne sont pas principaux 
et dans lesquels les p.g.c.d. existent. 

B. Eléments premiers entre eux dans un D.I. 

Définition S.41. Soit A un domaine d'intégrité. 
a) Deux éléments non nuls de A sont dits premiers entre eux si leurs seuls diviseurs 
communs sont les unités de A. 
b) n éléments non nuls de A (n > 2) sont dits premiers entre eux dans leur ensemble si 
leurs seuls diviseurs communs sont les unités de A. 

Remarque S.42. Comme ci-dessus, A désigne un D.I. 
a) D'après la définition 5.41., pour deux éléments non nuls a,b de A les conditions sui­
vantes sont équivalentes : 

i) a et b sont premiers entre eux dans A. 

ii)VcEA*, (claetclb) ==> cEUA. 

iii)VcEA*, (claetclb) ==>cil. 

iv)aAb = 1. 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

De même, pour n ~ 2, a1,a2, ••• ,an sont premiers entre eux dans leur ensemble si et 
seulement si a1 Aa2 A··· /\an= 1. 
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On notera cependant, que la notion d'éléments premiers entre eux (Déf. 5.41.) est indé­
pendante de de la notion de p.g.c.d .. 
D'autre part, sin éléments d'un D.I. sont premiers entre eux dans leur ensemble (n > 2), 
ils ne sont pas nécessairement premiers entre eux deux à deux. 
Par exemple, dans Z, on a 28 /\ 20 /\ 35 = 1, cependant, 

28 /\20 = 4, 20/\35 = 5, 28 /\35 = 7. 
b) Dans tout domaine d'intégrité A, on a 

(a E UA oub E UA)~ a/\b = 1. 

(VbEA*,a/\b= 1) ~ aEUA. 

Proposition S.43. Soit A un D.I dans lequel les p.g.c.d. existent; alors, quels que soient 
l'entier n ~ 2 et les éléments a1 ,a2, ••• ,an dans A*, on a d = a1 /\ az /\···/\an si et 
seulement s'il existe des éléments a~ E A* tels que 

(5.10) 

Preuve : Démontrons la propriété pour n = 2; on en déduira le résultat pour n > 2, par 
récurrence sur n, grâce à la Prop. 5.31. 
Supposons d = a/\ b dans A*, alors 

dlaetdlb ~ 3d,b'dansA*, a=da', b=db'. 
Soit c E A* tel que cla' et clb'. On peut donc écrire 

a'= ca" etb' = cb", où (a",b") E A* x A*. 
On en déduit: a= dca" et b = dcb"; d'où dcld, car d =a/\ b. 
Soit c' E A* tel que d = dcc'; l'anneau A étant intègre : 

(d(l - cc') = 0 et d =f 0) ~ 1 =cc'; 
donc c E UA et par suite, a'/\ b' = 1. 
Réciproquement, supposons a,b,d,a',b' dans A* tels que 

a= da', b = db' et a' /\b1 =1. 
Par hypothèse, a et b ont un p.g.c.d. ; posons l> =a/\ b. 

(dlaetdlb) ~ dll>, 
donc il existe c E A* tel que l> = de. 
D'après la première partie de la démonstration, on peut écrire: 

a= dca", b = dcb", avec a" /\b11 = 1. 
Or on a a = da' et b = db'; on en déduit que a' = ca" et b' = cb", car A est intègre. Par 
suite 

a' /\b1 =1 ~ c E UA, 
donc d ,...., l>; il en résulte que d est un p.g.c.d. de a et b. D 

Corollaire S.44. Soit A un D.I. dans lequel les p.g.c.d. existent; alors, étant donné un 
entier n ~ 2, et des éléments a1, az, ... , an dans A* tels que d = a1 /\ a2 /\ • ··/\an, pour 
tout c E A*, on a 
1) cd= ca1 /\ca2 • • • /\can. 
2)(a;=Cb;, Vi(l~i~n)) ~ d=cl>, où l>=b1 /\b2 • .. /\bn. 

Preuve : Comme pour la proposition précédente, il suffit de considérer le cas n = 2. Par 
hypothèse, d = a1 /\ a2 , donc il existe a~,~ non nuls dans A tels que 

a1 = da~, a2 = da~ et a~ /\ ~ = 1. 
1) Pour tout c E A* on a donc ca1 = cda~, caz = cda~ et la condition : a~ /\a~ = 1 implique 
alors cd= ca1 /\ca2 , d'après la Prop. 5.43. 
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2)cla1 etcla2 ==> cld;doncilexistec5EA* telqued=cc5, alors 
cb1 = a1 = dai = côai. 

L'anneau A est intègre etc f 0, d'où b1 = ôai. On a de même b2 = ô~ et comme plus 
haut, la condition : ai /\ a~ = 1 entraîne c5 = b 1 /\ b2. D 

Théorème S.45. : Théorème de Gauss 
A étant un D.L dans lequel les p.g.c.d. existent,· quels que soient a,b, c dans A*, on a 

(albc et a/\b = 1) ==> ale. 

P-reuve: D'après le 1) du Cor. 5.44., on a 
a/\b = 1 ==>ac /\be= c; 

par suite, (alac et albc) implique ale. D 

Corollaire S.46. Soit A un D.1. dans lequel les p.g.c.d. existent. Pour a et b;, 1 :::; i:::; n, 
dans A*, n ;::: 2, on a : 

P-reuve: Dans le cas où b1b2 ... bn E UA, la propriété est immédiate, on suppose donc 
b1 b2 •.. bn </. UA et on pose d = a/\ b1 b2 ... bn. Pour tout i, 1 :::; i :::; n, soit ci := d /\ b;, 
alors, 

c;ld et c;lb; ==> c;la et c;lb;. 

Or, par hypothèse, on aa/\b; = 1, par suite C; E UA, donc, pourtouti, 1:::; i:::; n, d/\b; = 1. 
D'après le Théorème de Gauss : 

dlb1b2 ••• bn et d/\b1 =1 ==>dlb2b3 ••• bn 
dlb2b3 •.. bn et d/\b2 =1 ==> dlb3 ... bn. 

De proche en proche on aboutit à dlbn, mais d /\ bn = 1, donc d E UA. D 

Le résultat suivant donne une nouvelle caractérisation des éléments irréductibles d'un D.I. 

Proposition S.47. A étant un D.I., soit r E A* tel que r <f. UA; alors r est irréductible dans 
A si et seulement si 

\faEA*, (rfa ==> r/\a=l). 

Preuve: Soit r irréductible dans A et a E A* tel que r ne divise pas a. Supposons c E A* 
tel que clr et cla. 

clr ==> 3c' E A* tel que r =cc'; 
mais, r étant irréductible dans A, on ac E UA ou c' E UA. 
Sic <f. UA, alors c' E UA, d'où r,..., c, donc ria, ce qui est contraire à l'hypothèse ; on en 
conclut que nécessairement, c E UA, d'où r/\a = 1. 
Réciproquement, soit r E A*\ UA tel que quel que soit a E A*, la condition r fa implique 
r/\a=l. 
Supposons r non irréductible et tel que r =ab dans A*, avec a </. UA et b </.UA; alors 

(air et b </.UA) ==> r fa. 
L'hypothèse implique alors r/\a = 1; mais air, ce qui entraine que a E UA, d'où une 
contradiction ; il en résulte que r est irréductible. D 
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C. Eléments premiers entre eux dans un D.P. 

Théorème 5.48. Théorème de Bezout 
A étant un domaine principal, pour a et b non nuls dans A, on a 

a t\b = 1 {=::::} (a)+ (b) =A. 
at\b=l {=::::} 3(u,v)EAxA, au+bv=l 

(5.11) 

(5.12) 

Preuve : La relation (5.4) de la proposition 5.38 appliquée au cas d = 1 donne la relation 
(5.11). D'autre part on a (a)+ (b) =A si et seulement si 1 appartient à l'idéal (a)+ (b), 
d'où la relation (5.12). D 

Corollaire 5.49. Généralisation du théorème de Bezout 
Pour n éléments non nuls a1,a2, ... ,an d'un domaine principal A,n ~ 2, les conditions 
suivantes sont équivalentes: 
i) a1 /\ a2 /\ · · · , /\an = 1 ; 
ii) LI<i<n(a;) =A; 
iii) Il existe U; E A, 1 ::::; i::::; n, tels que E1~i~n U;a; = 1. 

Vérification laissée au lecteur. 

Remarque 5.50. : 
a) La relation (5.11) exprime que les idéaux (a) et (b) sont copremiers. 
b) La relation (5.12) est généralement appelée Relation de Bezout; elle s'applique, en 
particulier, dans les domaines principaux Z (Cf. App.A) et K[X], où K est un corps. 
c) Le théorème de Bezout est valable dans tout D.I. dans lequel tout idéal de type fini est 
principal. (Voir Exercices à la fin du chapitre). 

4. Notion de p.p.c.m. dans un D.I. 

La notion de p.p.c.m. (plus petit commun multiple), déjà définie dans l'anneau Z (Cf. 
App. A), est étendue ici, au cas d'un D.I. quelconque. 
Comme dans le paragraphe précédent, A désigne un D.I. 

Définition 5.51. On appelle p.p.c.m. de n éléments non nuls a1, a2, ... , an de A, n ~ 2, 
tout m E A* tel que 
i) Vi(l::::; i::::; n), a;Jm. 
ii) Pourl EA* : (V'i(l::::; i::::; n), a;ll) ===?mil. 

Proposition 5.52. Soit a1, a2, .•. , an dans A*, n ~ 2. 
Sim est un p.p.c.m. des a;, 1 ::::; i::::; n, alors m' E A* en est un autre si et seulement si m' 
est associé à m dans A (Déf. 5.11.). 

Preuve: Par hypothèse m est un p.p.c.m. des a;, 1 ::::; i::::; n. 
Supposons m' ,..., m dans A; il existe alors u E UA tel que m = m'u. D'après la condition i) 
de la Def. 5.51., pour tout i(l::::; i::::; n), il existe a~ E A* tel que m'u = a;a~ donc a;lm'. 
D'autre part, la condition ii) de la Def. 5.51 implique que si l E A* et si quelque soit 
i(l::::; i::::; n) on aa;ll, alors mil, donc il existe 11 EA* tel quel =ml'; par suite 

l = m'ul' ===? m'Jl. 
On en conclut que m'est un p.p.c.m. des a;, 1 ::::; i::::; n. 
Réciproquement, si met m' sont des p.p.c.m. des a;, 1::::; i::::; n, alors la condition ii) de la 
Def. 5.51., appliquée à met à m', donne m'lm et mlm', d'où m' "'m. D 
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Remarque 5.53. : 
a)Si dans un domaine d'intégrité A, des éléments non nuls apai •... ,an, ont un p.p.c.m., 
alors d'après la définition 5.51., celui-ci est indépendant de l'ordre dans lequel ont consi­
dère les a; et la proposition 5.52. montre qu'il est unique à une unité multiplicative près 
de A. 
Notation : Un p.p.c.m. de a1, a2, ... , an dans A sera noté symboliquement 

a1 V a2 V .. · V an. 
Cette notation désigne un représentant de la classe d'équivalence d'un p.p.c.m. des a;, 
modulo la relation d'association dans A. 
b) Dans le cas particulier d'un seul élément a E A*, on conviendra que tout ua, où u E UA, 
est p.p.c.m. de a. 

Proposition 5.54. : Propriété d'associativité des p.p.c.m. 
Soit A un D.I. dans lequel on suppose que, quel que soit l'entier n ~ 2, n éléments non 
nuls quelconques ont un p.p.c.m.; alors poura1,a2,a3 dans A*, on a 

Preuve: 

l)a1 vai Va3 = (a1 Va2) Va3 =a1 V(a2 Va3). 

2)a1 V ai V a3 = (a1 V a2 ) V (ai V a3). 

1) Posons m = a1 V ai V a3 , µ = a1 V a2 et m' =µV~· 
En appliquant les conditions i) et i~) de la Déf. 5.51., on obtient: 

(a11m, eta2 1m) ::::::::>µlm; (µlm, eta31m) ::::::::> m'lm. 
(pour i = 1, 2, a;Iµ et µlm') ::::::::> (a;lm', pour i = 1, 2), 

donc pour i = 1,2,3, a;lm' et par conséquent, mlm'. 
On en déduit que m'est associé à m, d'où m' = a1 V ai V a3. 

On prouve de même la relation: a1 Va2 V a3 = a1 V (a2 Va3). 

(5.13) 

(5.14) 

2) Soit m = a1 V a2 V a3, µ = a1 V ai. µ' = a2 V a3 ; démontrons que m est associé à 
µVµ'. Posons M =µVµ'; alors 

par suite mlM. 

a11µ etµIM ======> a11M 
a21µ' et µ'IM ======> a21M 

a31µ' etµ'IM ======> a31M; 

D'autre part, d'après la première partie de la démonstration: 
(m = µ Va3 = a1 Vµ')::::::::> µlmetµ'lm, 

d'où Mlm. On en conclut que M"' m, donc M = a1 V a2 V a3 D 
Comme pour les p.g.c.d. (Cor. 5.32.) la proposition 5.54. a pour conséquence directe le 
résultat suivant. 

Corollaire 5.55. Quel que soit n ~ 2 dans N, n éléments non nuls quelconques d'un do­
maine d'intégrité A ont un p.p.c.m. si et seulement si deux éléments non nuls quelconques 
en ont un. 

Remarque 5.56. Nous conviendrons de dire que les p.p.c.m. existent dans un domaine 
d'intégrité A si et seulement si deux éléments non nuls quelconques de A ont un p.p.c.m .. 

Exemple 5.57. Les p.p.c.m. existent dans Z (Cf. App. A). 
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Proposition 5.58. On suppose que A est un D.I. dans lequel les p.p.c.m. existent; alors 
pour n éléments non nuls de A, n ~ 2, les conditions suivantes sont équivalentes : 
l)m=a1 Va2 V···Van· 
2) Dans l'ensemble A des classes d'équivalence de A modulo l'association, partiellement 
ordonné par la relation de divisibilité (Prop. 5.14.), on a 

m = inf {i E A tel que 'Vi(l ::; i::; n), â';ll}. 

3) (m) = (a1) n (a2) n · · · n (an). 

Preuve : Démontrons la propriété pour n = 2, le résultat, pour n > 2, s'en déduira par 
récurrence sur n, grâce à la proposition 5.54. Soit m = a1 V a2. 

1) {=::::} 2) En effet, 

(atlmeta21m)dansA {=::::} (â'ilmetailm)dansA; 

(a1ll eta2 ll ===>mil) dans A {=::::} (â'ill etâili) ===>mil dans A. 

La divisibilité étant une relation d'ordre dans A, les relations ci-dessus impliquent 
m = a1 Va2 {=::::} m = inf {i E A; â'ill etâili}, 

d'où la propriété énoncée. 
1){=}3): 

d'où le résultat. 

(a1lmeta2 lm) ==> (m) Ç (a1)n(a2). 

l E (a1) n (a2 ) {=::::} a1 Il et a2ll; 
(a1ll eta2 ll ==>mil) {=::::} (a1) n (a2) Ç (m), 

D 

La Prop. 5.58. justifie l'appellation plus petit commun multiple et comme dans le cas des 
p.g.c.d. (Prop. 5.35.), la propriété 2) entraîne que les p.p.c.m. n'existent pas nécessaire­
ment dans tout D.I. ; cependant, la propriété 3) implique le résultat suivant : 

Corollaire 5.59. A étant un D.I., deux éléments quelconques de A* ont un p.p.c.m. si 
et seulement si l'intersection de deux idéaux principaux de A est un idéal principal. En 
particulier, les p.p.c.m. existent dans tout D.P. 

Exemple 5.60. Les p.p.c.m. existent dans Z (résultat déjà rappelé) et dans K[X], si K est 
un corps. 

Remarque 5.61. Nous rencontrerons plus loin des D.I. non principaux dans lesquels, 
cependant, les p.p.c.m. existent. 

Proposition 5.62. Soit A un D./. dans lequel les p.p.c.m. existent, alors quels que soient 
l'entier n ~ 2 et les éléments a; E A*, 1 ::; i::; n, on a 
m = a1 V~ V··· V an si et seulement s'il existe des éléments a~ E A* tels que 

('Vi (1 ::; i::; n), m = a;aD et a~!\ a~!\··· I\ a~ = 1. (5.15) 

Preuve: Démontrons la propriété pour n = 2, elle pourra être généralisée au cas n > 2, à 
l'aide de la Prop. 5.31. 
Supposons m = a1 V a2 ; il existe a~, a~ dans A* tels que m = a;a~, i = 1, 2. Soit c E A*, un 
diviseur commun aux a~, i = 1, 2. Posons a~ = b;c; alors 
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m = a1b1c = a2b2c =:;. a 1b1 = a2b2 , 

car A est intègre et c f= O. En conséquence : 
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(aila1b1 eta2 la1b1) =* mla1b1• Or, m = a1b1c implique a1b1lm. On en déduit que m 
est associé à a 1b1 dans A, donc c E UA. Par suite, a~ et a~ sont premiers entre eux. 
Réciproquement, supposons dans A* : 

- /_ I If\/ 1 m-a1a1 - a2a2, avec a1 a2 = . 
Par hypothèse, a 1 eta2 ont un p.p.c.m. dans A*; soitµ= a 1 V a2. Posonsµ= a1x1 = a2x2 

dans A*. 
(a1 lm et a2 lm) =:;. µlm, 

donc il existe c E A* tel que m = µc, d'où, pour i = 1,2, 
I I m = aiai = aixic =:;. ai = xic, 

puisque A est intègre. Ainsi c est un diviseur commun à a~ et a~ donc par hypothèse, 

c E UA, d'où m"' µ,ce qui entraîne que m est un p.p.c.m. des ai, i = 1,2. D 

Corollaire 5.63. A étant un D.I. dans lequel les p.p.c.m. existent, soit a 1 ,a2 , ... ,an dans 
A*, n 2: 2, tels que m = a1 V a2 V · · · V an ; alors pour c E A*, on a 
1) cm= ca1 V ca2 V··· V can. 
2) (ai= cbi; Vi, 15:i5: n, et l = b1 V b2 V··· V bn) =:;. cl= m. 

Preuve: 
1) D'après la proposition 5.62., quel que soit i, 1 5: i 5: n, on am= aid;, où les a~ sont 
premiers entre eux dans leur ensemble ; on en déduit que pour tout c E A*, les égalités 

cm = caia~, 1 5: i 5: n, impliquent 
cm= ca1 V ca2 V··· V can. 

2) Compte tenu de la démonstration ci-dessus, les hypothèses impliquent que cl est un 

p.p.c.m. des cbi, donc des ai, pour 1 5: i 5: n. D 

Proposition 5.64. Soit A un D.I. 
1) Si les p.g.c.d. existent dans A et si deux éléments non nuls a,b ont d pour p.g.c.d., 
alors il existe m E A* tel que m =a V b et md =ab. 
2) Si les p.p.c.m. existent dans A et si deux éléments non nuls a,b ont m pour p.p.c.m., 
alors il existe d E A* tel que d =a/\ b et md = ab. 

Preuve: 
1) On suppose l'existence des p.g.c.d. dans A. Si d =a/\ b, la proposition 5.43. indique 

qu'il existe a', b' dans A* tels que 
a= da', b = db', a' /\b1 = 1. 

Posons m := da'b'; alors, 
( m = ab' = ba', avec a'/\ b' = 1) =:;. m = a V b 

et la définition de m implique md = ab. 
2) On suppose l'existence des p.p.c.m. dans A. D'après la proposition 5.62., si m =av b, 
il existe a', b' dans A* tels que 

m = aa' = bb', a' /\b1 = 1. 
D'autre part, ab étant un multiple commun à a et b, la définition du p.p.c.m. implique 

mlab. Posons alors ab= md et montrons que d est un p.g.c.d. de a et b. L'anneau A est 

intègre, donc 

ab=md=aa'd =:;. b=a'd 

ba = md = bb' d =:;. a = b' d 

et la condition a'/\ b' = 1 implique d = a/\ b (Prop. 5.43). D 
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Remarque 5.65. La proposition 5.64. montre que dans un D.I., les p.g.c.d. existent si et 
seulement si les p.p.c.m. existent (Rem. 5.33. et 5.56.). 
D'autre part.l'application de la proposition 5.64. au cas où d = 1 donne le résultat suivant. 

Corollaire 5.66. Soit A un D.I. dans lequel les p.g.c.d. (ou p.p.c.m.) exi~·tent ; alors pour 
a et b non nuls dans A, on a 

a/\ b = 1 {::::::::} av b =ab. 

La Prop. 5.64. se généralise de la façon suivante : 

Proposition 5.67. A étant un D.I. dans lequel les p.g.c.d. existent, soit a1,a2, ••. ,an des 
éléments de A*, n 2: 2, tels que 

d=a1 /\~f\ .. ·/\an et \fi(l~i~n),ai=da~. 
Si les a~, 1 ~ i ~ n, sont deux à deux premiers entre eux, alors il existe un p.p.c.m., des 
ai, 1 ~ i ~ n, m, tel que 

Preuve : La propriété a été démontrée pour n = 2 (Prop. 5.64.), supposons n > 2. Posons 
m =da! a~ . .. a~ et montrons que m est un p.p.c.m. des ai, 1 ~ i ~ n. 
Quel que soit i, 1 ~ i ~ n, 

ai= da~ ==> ailm et m = a;b;, où bi =di .. . a~_ 1a~+l ... a~. 
Démontrons que les b;, 1 ~ i ~ n, sont premiers entre eux dans leur ensemble, sachant 
que les a~ sont, par hypothèse, deux à deux premiers entre eux. 
P 3b ''b ''b '' our n = ' 1 = ll2tl3• 2 = a1a3, 3 = a1a2· 

b1 /\b2 /\b3 = (b1 /\b2 ) /\b3 (Prop.5.31.) 

=a;/\a!~=l 

Pour n > 3, en appliquant les mêmes propriétés que ci-dessus, on obtient: 

On en déduit (Prop. 5.64.) que m = a1 V a2 V · · · V an et 
(Vi(l ~ i ~ n), ai= da~ etm = da!a~ .. ·a~) ==> mdn-l = a1a2 ... an. D 

Corollaire 5.68. Dans un domaine d'intègrité A, où les p.g.c.d. existent, n éléments non 
nuls a1, ~' ••• an, n 2: 2, sont deux à deux premiers entre eux si et seulement si 

(5.16) 

Ce résultat se déduit de la Prop. 5.67. et généralise le Cor. 5.66. 

Remarque 5.69. Pour n > 2, la relation (5.16) n'est plus vraie, si les ai sont seulement 
premiers entre eux dans leur ensemble. 
Par exemple 10, 12, 15 sont premiers entre eux dans leur ensemble et leur p.p.c.m. est 60 
of= 10 X 12 X 15. 
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S. Anneaux euclidiens 

A. Notion d'anneau euclidien 

Définition 5.70. On dit qu'un anneau unitaire, commutatif, A est un anneau euclidien si 
i)A est D.I. 
ii) Il existe une application S : A* -- .N vérifiant les conditions : 
(AE1): Quel que soit (a,b) E A* x A*, alb ===> S (a)~ S (b). 
(AE2 ) : Quel que soit (a, b) E A x A*, il existe ( q, r) E A x A tel que 

a= bq+r, avecr= Oou S(r) < S (b). 

L'application S est appelée stathme euclidien. 

Remarque 5.71. Les notations sont celles de la définition 5.70. 
a) A priori S (0) n'est pas défini, mais nous verrons sur des exemples, que dans chaque 
cas particulier d'anneau euclidien, S (0) est en général précisé. 
b) Le lecteur vérifiera que la condition (AE1) est équivalente à la condition (AE1 )' : Quel 
que soit (a,b) EA* xA*, S (a)~ S (ab). 
La condition (AE1)' peut donc remplacer la condition (AE1) dans la définition 5.70. 
c) On dit que la condition (AE2 ) définit une division euclidienne dans A. 
Les éléments q et r sont appelés, respectivement, le quotient et le reste de la division 
euclidienne de a par b. 
On notera que la condition (AE2 ) n'impose pas l'unicité du couple (q, r) pour a et b 
donnés ; cependant, dans certains cas particuliers, le stathme qui définit la structure eu­
clidienne entraîne cette unicité (voir les exemples plus loin). 

Proposition 5.72. Dans un anneau euclidien A, de stathme S, on a 
uEUA <===> S(u)=S(l). 

P-reuve: Soit u E UA; en utilisant la condition (AE1), on obtient: 
(lluetull) ===> S(u) = 5(1). 

Réciproquement, supposons u E A* tel que S ( u) = S ( 1). La division euclidienne de 1 par 
udonne 

l=uq+r, r=OouS(r)<S(u); 
mais (r:;ofOetllr) ===> S(l)=S(u) ~S(r), 

d'où une contradiction; par suite r = 0, donc u est inversible. 

Exemple 5.73. Le domaine d'intégrité Z est euclidien relativement au stathme 

S :Z* --.N 

a 1--t lai. 

Cette propriété est une conséquence de la division définie dans Z (App. A). 

0 

En effet, d'après le Th. A.7., pour tout couple (a,b) E Z x Z*, il existe un unique couple 
(q,r) E Z x Z tel que 

a=bq+r et O~r<lbl. 
On remarquera que dans cette division, il y a unicité du couple (q,r), car on impose à r 
d'être positif; mais dans la division euclidienne définie par le stathme 8 : a 1--t lal, il 
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n'y a pas unicité du couple (q, r) vérifiant la condition AE2• Par exemple, pour a= 12 et 
b = 5, on obtient: 

12=5x2+2, doncq=2, r=2, 121<151 

ou 12=5x3-3, doncq=3, r=-3, l-31<151. 

On notera que dans le cas de l'anneau euclidien Z, on a S (0) =O. 

Exemple 5.74. Si K est un corps, l'anneau des poly~mes à une indétenninée, K[X], est 
euclidien relativement au stathme 

S : K[X] \ {O} __. N 
f 1---+ deg f, 

comme le prouve la division qui a été définie au chapitre 4 (Th. 4.33.). 
On remarquera qu'il y a unicité du quotient et du re!J'te pour la division euclidienne dans 
K[X] (Th. 4.33.) 
Compte tenu de la convention faite pour le degré du polynôme nul, on peut compléter la 
définition de S en posant S (0) = -oo. 

Exemple 5.75. L'anneau des entiers de Gauss, Z[i], est un anneau euclidien. 

Preuve: On rappelle (Exemple 1.31, 4)) que 
Z[i] = {x+iy; (x,y) E Z x Z} où i2 = -1 danse. 

Z[i] est un sous-anneau du corps C, c'est donc un D.I. ; montrons que l'application S 
définie ci-dessous satisfait aux conditions (AE1)' et (AE2 ) : 

S :Z[i] __. N 

x+iy 1---+ x2 +y2. 

Pour a = x + iy dans Z[i], S (a) est le carré du module du nombre complexe a; d'où 
(S (a)= 0 ~ a= 0), (a =f 0 ===> S (a)> 0) 

et pour a et b non nuls dans Z[i], 
S (ab)= S (a)S (b) ===> S (a)IS (ab). 

La condition AE1)' est donc vérifiée. 

Dé.finition de la division euclidienne dans Z[i] 
Soit a= x+iy et b = u+iv dans Z[i],b =f O. Dans le corps C, on a 

a x+iy . 
- = --. = P1 +ipz, 
b u+iv 

où, a priori, Pt et p2 sont dans le corps Q. 

1ercas: (pt,p2) E Z x Z, donc ~ E Z[i]; en posant q =Pt+ ip2 et r = 0, on obtient 

a=bq. 
2ème Cas: (pt,p2) ~Zx Z, c'est-à-dire que l'un au moins des P;, i = 1,2, est dans Q\Z. 
Il existe alors q t et q2 dans Z tels que 

1 1 
IP1 - qtl :::; 2 et IP2 - qzl :::; 2· 
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Posons q = q1 + iq2 dans Z[i) et considérons 1 ~ - qj. 

I~ -ql = l(P1 +iP2)-(q1 +iq2)I = l(P1 -q1) +i(P2-q2)I 

a 2 2 2 1 
(jb-ql) = (P1 -q1) +(P2-q2) ::; Ï' 

par suite, 1 ~ - ql < 1. Posons a - bq = r dans Z[i]. On est dans le cas où ~ (j. Z[i], donc 

r f:. 0 et 
r a 

lijl = lb-ql::; 1 ===? lrl < lbl, 
donc ô ( r) < ô ( b). Ainsi ô vérifie la condition (AE2). 
On en conclut que Z[i] est un anneau euclidien et la démonstration précédente donne 
le procédé permettant de trouver le quotient et le reste dans une division euclidienne 
effectuée dans Z[i]. 0 
Exemple : effectuons la division euclidienne de a = 4 + 7i par b = 8 - i, en utilisant les 
notations de la démonstration. 

a 4+7i 5 .12 5 12 
b = 8 - i = 13 +' 13 ===? Pi = 13 et P2 = 13. 

5 1 12 1 
113 -0I < 2eti 13 -li< Ï ===? q1 =0etq2 =1, 

d'où q=i et r=a-bq=4+7i-(8-i)i=3-i. 

Théorème 5.76. Tout anneau euclidien est un domaine principal. 

Preuve: Soit A un anneau euclidien ; A est donc un D.I., pour montrer que c'est un D.P., 
il suffit de prouver que tout idéal de A est principal. Les idéaux A et (0) étant principaux, 
considérons un idéal 1 f:. A et non nul. 
Il existe a f:. 0 dans 1; ô étant le stathme euclidien de A, posons 

.!\ = {ô(a); a E 1\ {O}} . 
.!\est une partie non vide de N; notons ô (a0 ) le plus petit élément de.!\. 
D'autre part, pour tout a E J, il existe q et r dans A tels que 

a=a0q+r, r=Oouô(r) < ô(a0 ). 

Or a et a0 sont dans I, donc r E /;alors ô (a0 ) étant le plus petit élément de.!\, nécessai­
rement, r = 0 et par suite, a= a0q. On en déduit que 1 est l'idéal principal de A engendré 
para0• 0 

Remarque 5.77. La réciproque du théorème 5.76. est fausse, comme le montre l'exemple 
suivant. 

l+iVI9 
Exemple 5.78. : Pour a = 2 , le sous-anneau de C 

Z[a] := {x+ya; (x,y) E Z x Z} 
est un domaine principal, non euclidien. 

Preuve: Z[a] est un sous-anneau unitaire du corps des nombres complexes C (à vérifier 
par le lecteur), c'est donc un D.I .. 
On a a+ a = 1 et aa = 5, donc a et a sont les racines, dans C, du polynôme à coeffi­
cients réels X2 -X +5. De plus a= 1- a, implique a E Z[a]. 
On considère, d'autre part, 
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Q[a] := {u+va; (u,v) E Q x Q}. 
Q[a] est le corps des fractions du domaine d'intégrité Z[a] (Ex. 2, Ch. 5). 
Pour la suite de la démonstration, on pose A:= Z[a]. Le module d'un nombre complexe 
a E A sera noté lal et comme d'habitude, A*= A\ {0}. 
Le fait que A est principal résultera des deux lemmes suivants. 

Lemme 5.79. Quel que soit (a,b) E A* xA, il existe (q,r) EA xA tel que 
lrl < lal et (b = aq+rou 2b = aq+r). 

On peut dire que ce lemme définit une pseudo-division dans Z[a]. 

Preuve: Au couple (a,b), où a est non nul, on associe~ dans le corps des fractions de A, 
a 

c'est-à-dire dans Q[a], donc 
b pp' ,pp' - = - + - a OU (- -) E Q X Q. a q q' , q' q' 

Or tout élément de Q peut s'écrire m + m', avec m E Z, m' E Q tel que lm'I ~ ~; posons , 
!!.=m+m' !!....=n+n' q , q' , 

avec m,n entiers et m',n' rationnels tels que lm'I ~~et ln'I ~~·alors 
b - = (m+m') +(n+n')a. 
a 

1 
1er cas: ln'I ~ 3' alors 

- 1 1 5 35 
lm' +n'al2 = (m' +n'a)(m' +n'a)~ 4 + 6+ 9' = 36 < 1. 

En posant q = m +na et r =a (m' +n'a), on obtient 
b r r 
-=q+- et 1-l=lm'+n'al<l, 
a a a 

donc b = aq+r et lrl < lal. 
' 1 , 1 

2eme cas: J <ln 1~2' alors 
1 1 

n'<O=> l2n'+ll<3; n'>O=> l2n'-11<3, 

d'où l2n' +el<~· où e = ±1. Ecrivons 
2b 
- =2m+(2n-e)a+2m' +(2n' +e)a; 
a 

2m' E Q, donc 2m' = u+u', avec u E Z etu' E Q tel que lu'I ~ Î· 
En posant 

q := (2m+u) +(2n-e) a, r := a(u' + (2n' +e) a), 
1 1 5 

ona 2b=aq+retlrl < lal, car lu'+(2n'+e)al < 4+(j+9<1. o. 

Lemme 5.80. Sic E A et 2 ne divise pas c, alors il existes et t dans A tels que 2s +et= 1. 

Preuve: Posons c =.Il+ µa, où .Il etµ sont des entiers ; on a alors, lcl2 = .lt2 +.ltµ +5µ2 

et puisque 2 ne divise pas c, .Il etµ ne sont pas tous les deux pairs; par suite lcl2 est impair. 
Posons lcl2 = 2k + 1 dans Z. En prenants= -k et t = ë, on obtient : 2s +et = 1. 0 

- Montrons maintenant, que tout idéal de A est principal. 
Les idéaux (0) et A sont principaux; considèrons un idéal propre et non nul, l, de A. 
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Soit a E I\ {O} tel que lal soit minimal (un tel élément existe, car lal EN*). Montrons 
que a engendre l'idéal/. Etant donné b f:. 0 dans J, d'après le lemme 5.79., on a, 

soit: b = aq + r, avec (q, r) E A x A et lrl < lal ce qui contredit la minimalité de lal; 
par suite, r = 0 donc b = aq; 

soit : 2b = aq + r, avec ( q, r) E A x A et 1 ri < lal ; la minimalité de lal implique encore 
r = 0, donc 2b = aq; dans ces conditions, 

si 2 divise q dans A, il existe q' E A tel que q = 2q1 d'où b = aq'; 
si 2 ne divise pas q, d'après le lemme 5.80, il existes et t dans A tels que 2s+qt = 1; 

alors, 
2b = aq ===? 2bt = aqt ===? 2bt = a(l -2s) ===?a= 2(as+bt). 

On a (as+bt) E I et las+btl = l~I < lal, ce qui contredit la minimalité de !al; ce cas est 

donc impossible. 
On en conclut que nécessairement b E (a), d'où I =(a). 

- Démontrons que A n'est pas euclidien. 
Soit UA le groupe des unités de A. 

z =x+ya dans A ===? lzl =x2+xy+5y2 EN, 
alors, z E UA===? lzllz-11=1 ===? lzl = 1, d'où UA= {-1, 1}. 

Supposons que A soit euclidien relativement à un stathme ô. Quel que soit a E A*\ UA, 
on a (Prop. 5.72.) ô(-1) = ô{l) < ô(a). 
On considère a EA* \UA tel que ô(a) soit minimal; alors pour tout b E A, il existe q et r 
dansA tels que b=aq+r, avec r=O ou ô(r) < ô(a) et 

ô(a) minimal===? r=OourE UA. 
Par suite, dans A, a divise b ou b - 1 ou b + 1. On en déduit que dans N*, 
lal2 divise lbl2 ou lb - 112 ou lb+ 112 ; or, 

b = 2 ===? lal2 divise 4 ou 1 ou 9 et b = a ===? lal2 divise 5 ou 7; 
par suite lal2 = 1, ce qui contredit l'hypothèse a</. UA; donc A n'est pas euclidien. D 

B. p.g.c.d. et p.p.c.m. dans un anneau euclidien 

Un anneau euclidien A étant un D.P. (Th. 5.76.), les p.g.c.d. et p.p.c.m. existent dans A 
et on peut appliquer le théorème de Bezout. 
De plus, la division euclidienne conduit à une méthode algorithmique de détermination 
du p.g.c.d. de deux éléments quelconques de A* (défini à une unité multiplicative près). 
Dans ce qui suit, ô désigne le stathme de l'anneau euclidien considéré. 

Algorithme d'Euclide 
Soit A est un anneau euclidien; A étant un D.P., la détermination d'un p.g.c.d. de deux 
éléments non nuls a et b deA revient à trouver un générateur d de l'idéal (a)+ (b). (Prop. 
5.38.) 
Pour a etb donnés, on a ô (a)~ ô (b) ou ô (b) ~ ô (a), dans N. 
Supposons, par exemple, ô ( b) ~ ô (a). La division euclidienne de a par b dans A donne : 

a=bq1+r1, r 1 =0ouô(r1)<ô{b). 
Posons 11 =(a) +(b) etl2 = (b) +(r1) et démontrons que 11 =12• 

a=bq1 +r1 ===?aEl2 ===?11 Çl2• 

r1 =a-bq1 =?r1 El1 =?l2 Çl1, 
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d'où l'égalité annoncée. 
1er cas: r1=0; alors a= bq1, donc b = a/\b, d'où (a)+ (b) = (b). 
2ème cas: r1 =/=0; compte tenu de l'égalité J1 = J2, on est ramené à déterminer un géné­
rateur de J2 = (b) + (r1), avec 

c5(a) ~ c5(b) > c5(r1). 
En effectuant la division euclidienne de b par r 1 dans A, on obtient : 

b=r1q2+r2, r2 =0ouc5(r2)<c5(r1). 
Si r2 = O, alors J1 = J2 = (r1), donc r1 = a/\b. 
Si r2 =f 0, on est ramené à chercher un générateur de 

l3 = (r1) + (r2) = 12 =li· 
Comme ci-dessus, on effectue la division euclidienne de r1 par r2 et de proche en proche, 
en réitérant le raisonnement précédent, on aboutit, à la f<!me étape, k > 2, aux relations : 

rk-2 = rk-lqk + rk; rk = 0 ou c5 (rk) < c5 (rk-1). 
Les entiers naturels c5 (rk) forment une suite strictement décroissante: 

c5 (b) > c5 (r1) > .. · > c5 (rk_i) > c5 (rk) > .. · 
On en déduit qu'il existe un entier n ~ 1 tel que rn = 0, d'où rn_2 = rn_1qn; alors, 

ln= (rn-2)+ (rn-l) = (rn_i) =Jn-2 = ... =li ===? rn-l =a/\b. 

Ainsi, le dernier l'este non nul, dans la suite algorithmique des divisions euclidiennes 
effectuées, est un p.g.c.d. de a et b. 0 

Exemple S.81. Calcul d'un p.g.c.d. dans l'anneau de Gauss Z[i]. 
Déterminons (4+ 1i) /\ (8-i). La division euclidienne de 4+ 1i par 8-i a été effectuée 
plus haut (Exemple 5.75.) d'où : 

4+1i=(8-i)i+3-i===?q1 =i, r1 =3-i. 
On obtient ensuite (à vérifier par le lecteur) : 

8-i = (3-i) (2+i) + 1-2i ===? q2 = 2+i, r2 =1-2i. 

3-i = (1-2i)(l +i) :::=} r3 = 0, 

par suite (4+7i) /\ (8-i) = r2 =1-2i. 

Remarque S.82. Si K est un corps, alors l'anneau K[X] est euclidien, par suite il possède 
des propriétés arithmétiques semblables à celles de Z. On a, en particulier, les résultats 
suivants (Cf. App. A, Prop. 0.35., 0.36.). 

Proposition S.83. Si K est un corps de caractéristique 0 et si d,m,n sont des entiers 
strictement positifs, alors 
1) dlm dans Z {::::::::} Xd- llXm -1 dans K[X]. 
2) d = m/\n {::::::::} Xd -1 = (Xm -1) /\ (Xn -1) dans K[X]. 
En pa11iculier: m /\ n = 1 {::::::::} X - 1 = (Xm - 1) /\ (Xn - 1). 

Démonstration proposée en exercice (Ex. 5, Ch. 5). 

Remarque 5.84. Z est un anneau euclidien, cependant l'anneau de polynômes Z[X] n'est 
pas euclidien, car Z[X] n'est pas principal. En effet, si Z[X] était un D.P., le théorème de 
Bezout y serait applicable, or2etX sont premiers entre eux dans Z[X], mais 1 </. (2) +(X), 
d'où (2) +(X) =/= Z[X]. 
De cet exemple, on déduit que 

A anneau euclidien ~ A [X] anneau euclidien; 

A domaine principal ~ A [X] domaine principal, 

d'où l'importance du résultat suivant. 
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Théorème 5.85. Pour un anneau unitaire, commutatif A, les conditions suivantes sont 
équivalentes : 
1) A est un corps. 
2)A[X] est un anneau euclidien. 
3)A[X] est un domaine principal. 

Preuve: On a déjà prouvé (Th. 4.33. et5.76.) que 1) ==} 2) ==} 3), il suffit de démontrer 
que 3) ==} 1). 
Si A[X] est un D.P., c'est, a fortiori, un D.I., par suite l'anneau unitaire, commutatif A est 
aussi un D.I .. Considérons l'application 

r:A[X]-+A 

L1g:::;naiXi 1-----t ao. 

On vérifie que r est un morphisme surjectif d'anneaux unitaires ; on a 

Kerr= {E1:::;i:::;naiXi EA[X]; a0 = O} =/= (0) et A ~A[X]/Kerr. 

A intègre implique A[X]/Kerr intègre, par suite Kerr est un idéal premier, non nul de 
A [X] (Th. 2.52.). Mais A [X] est, par hypothèse, un D.P., donc Kerr est un idéal maximal 
deA[X] (Th. 2.65.). 

On en conclut que KA [X] est un corps (Th. 2.61.), donc A est un corps. D 
err 

Remarque S.86. K étant un corps, on sait que K[X] n'est pas un corps ; il en résulte que 
K[X, Y] = K[X] [Y] n'est pas principal et plus généralement, 

quel que soit n ~ 2, K[X1 ,X2, • • • ,Xn] n'est pas un D.P.. 

6. Anneaux factoriels 

A. Notion d'anneau factoriel 

Définition S.87. Un anneau A est un anneau factoriel si 
i)A est un D.I. 
ii)A vérifie les deux conditions suivantes: 
(AF1) :-Tout a E A*\ UA s'écrit sous la forme: a= r1r2 · · ·rn, où n EN* et pour tout 
i ( 1 :::::; i :::::; n), ri est irréductible dans A. 
(AF2 ) : Si a = r 1r2 · · · r n = li li · .. 1,,, où les ri et tj sont irréductibles dans A, quels que 
soient i, 1 :::::; i:::::; n, et j, 1 :::::; j:::::; p, alors, 
n = p et il existe une permutation <1 E Sn telle que, pour tout i ( 1 :::::; i :::::; n), ri est associé à 
r'a(i) dans A. 

Exemple S.88. Le premier exemple d'anneau factoriel est Z (Cf. App.A). 

Théorème S.89. A étant un D.I., alors A est un anneau factoriel si et seulement s'il vérifie 
la condition (AF1 ) et la condition 
(AF2 )' : Tout élément irréductible de A est premier. 

P-reuve: A étant un D.I., il faut prouver l'équivalence logique suivante: 
(AF1) et (AF2 ) <===} (AF1) et (AF2)'. 

1°) (AF1) et (AF2 ) ==} (AF1) et (AF2 )'. 

Soit r un élément irréductible dans A ; on a donc r =/= 0 et r </. UA. 
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Pour montrer que r est premier, supposons rlab dans A*; alors il existe x ':/: 0 tel que 
ab= -rx. D'après la condition (AF1), a,b,x s'écrivent, 

a=a1~···am, b=b1b2 ···bn, X=X1X2 ···X1, 

où les a;, 1 ~ i ~ m, b i• 1 ~ j ~ n, xk, 1 ~ k ~ t sont irréductibles dans A. On en déduit 
l'égalité 

al·· ·amb1 • ··bn = rxl · · ·X1 ; 

mais r étant irréductible, la condition (AF2) implique : 
(3i{l ~ i ~ m) tel que r"' a;) ou (3j (1 ~ j ~ n) tel que r"' bi). 

Dans le premier cas, on a ria et dans le second cas, rlb; on en conclut que r est premier 
dans A. 
2°) (AF1) et (AF2)' ===? (AF1) et (AF2). 

Considérons dans A l'égalité : r 1r2 · .. r n = li li .. · ~, où les r; et ~ sont irréductibles, 
quels que soient i ( 1 ~ i ~ n) et j ( 1 ~ j ~ p). La condition (AF2)' implique que tous les 
r; et ~ sont premiers dans A; d'après la proposition 5.26., on a alors : n = p et il existe 
a E Sn tel que pour tout i ( 1 ~ i ~ n), r; "' r'u(i), donc la condition (AF2) est vérifiée. D 

Théorème S.90. Tout domaine principal est un anneau factoriel. 

Preuve : On sait que dans un domaine principal A tout élément irréductible est premier 
(Th. 5.23.), donc la condition (AF2 )' est vérifiée, il reste à prouver que A satisfait à la 
condition (AF1). Pour cela, nous utiliserons l'axiome de Zorn (Cf. 2.69.). 
On suppose que A ne vérifie pas (AF1) ; l'ensemble E suivant est alors non vide : 

E :={a EA* \UA; a n'est pas produit d'éléments irréductibles}. 
On remarque qu'un élément a de E est nécessairement non irréductible et que d'autre 
part, pour a' E A : 

(aEEeta1 rva) ===?a' EE. 
Notons T l'ensemble des idéaux principaux (a) de A, engendrés par les éléments a E E. 
L'ensemble Test non vide et partiellement ordonné par l'inclusion ; montrons que Test 
inductif (Déf. 2.68.). Soit 

(a0 ) Ç (a1) Ç .. · Ç (an) Ç (an+l) .. · 
une chaîne croissante d'idéaux principaux appartenant à T. 
Posons I = UneN(an) ;/est un idéal deA (Prop. 2.3.); I est non nul, car (a) ET implique 
(a)':/: (0). A étant un D.P., il existe un b E A* tel que I = (b), alors 

b E I ===? 3i EN, b E {a;)· 
Mais I = (b) Ç (a;) implique I =(a;), donc I ET; or I est un majorant pour la famille 
totalement ordonnée des idéaux (an),n EN, considérée dans T, donc Test un ensemble 
inductif. 
D'après l'axiome de Zorn, il existe au moins un élément maximal dans T; notons (c) un 
tel élément maximal ; nécessairement c E E. 
Supposons qu'il existe x,y dans A* tels que c = xy; alors 

c E E ===?X f/. UA, Y f/. UA 
(x E E ===? (x) ET) 

(y E E ===? (y) E T) 

et 

et 

et 

(x E E ouy E E). 

(c =xy ===? (c) Ç (x)), 
(c =xy ===? (c) Ç (y)); 

ces résultats contredisent la maximalité de (c) dans T. Par suite E est vide, donc la condi­
tion (AF1) est vérifiée et A est un anneau factoriel. D 

Exemple S.91. Le théorème précédent permet d'affirmer que 
1) Si K est un corps, alors l'anneau K[X] est factoriel. 
2) L'anneau des entiers de Gauss, Z[i], est factoriel. 
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Remarque S.92. La réciproque du théorème 5.90. est fausse ; nous verrons plus loin des 
exemples d'anneaux factoriels qui ne sont pas principaux. 

En vue de caractériser un anneau factoriel à l'aide de ses idéaux premiers (Th. 5.96), nous 
démontrons les deux lemmes suivants. 

Lemme S.93. Soit A unD.L (qui n'est pas un corps). Soit S l'ensemble des éléments deA 
qui sont produits d'éléments premiers (en particulier, tout élément premier de A est dans 
S) ; alors 
i) 0 fi_ S, Sn UA= 0; (u,a) E UA X S:::::::} ua ES. 
ii) (a,b) Es X s:::::::} ab ES. 
iii) (ab Es, a fi_ UA, b fi_ UA) :::::::} a Es et b ES. 

Preuve : Les propriétés i) et ii) sont des conséquences directes de la définition de S; ii) 
exprime que S est multiplicativement fermé. 
iii): Supposons (a,b) EA xA, a fi_ UA,b fi_ UA etab ES. Il existe des éléments premiers 
dans A, p1,p2, .. ·Pn, n EN* tels que 

ab = P1P2 ... Pn· (5.17) 

L'hypothèse a fi_ UA, b fi_ UA implique n ~ 2. En effet, sin= 1, p1 étant premier, p1 est 
irréductible et 

ab= P1 :::::::} a E UA ou b E UA. 
Dans l'égalité (5.17), p 1 est premier et p 1 lab donc pila ou Pilb. 
Supposons p 1 la; il existe a1 E A* tel que a = p 1 a1 et A étant intègre : 

P1a1b = P1P2 · · ·Pn:::::::} a1b = P2 · · ·Pn· 
En réitérant le raisonnement précédent on aboutit nécessairement à l'existence d'un entier 
j(l $ j $ n-1) tel que 

a= p1p2 ... pi' b = Pj+iPj+z· .. pn, donc a E Setb ES; 
on a j $ n - 1, car j = n impliquerait b = 1, contraire à l'hypothèse b fi_ UA. D 

Remarque S.94. La partie S de A définie dans le lemme précédent, n'est pas une partie 
multiplicative au sens donné au Ch.6 (Localisation), car ici Sn UA = 0. 

Lemme S.95. A étant un D.l.(qui n'est pas un corps), on consid~re l'ensemble S défini 
dans le lemme 5.93. et on pose 

'J :={!idéal de A; 1ns = 0}; 
il existe alors, au moins un élément maximal dans 'J et un tel élément est un idéal premier 
de A. 

Preuve : On vérifie que l'ensemble 'J, partiellement ordonné par l'inclusion, est inductif 
(Déf. 2.68.), donc d'après l'axiome de Zorn, il existe au moins un élément maximal dans 
'J; soit P un tel élément. Montrons que Pest un idéal premier de A. 
Supposons (a, b) E A x A tel que ab E P, a fi_ P, b fi_ P; alors les idéaux P + (a) et P + ( b) 
contiennent strictement l'idéal Pet la maximalité de P dans 'J implique (P+ (a)) fi_ 'Jet 
(P+ (b}} fi_ 'J. 
On en déduit qu'il existex,x' dans Pet y, y' dans A tels que 

(x+ay) E (P+ (a)) ns et (x' +by') E (P+ (b}} ns. 
Posons s = (x+ay)(x' +by'); l'ensemble S étant multiplicativement fermé dans A, on a 
s ES, or 

s = (xx' +ayx' +by'x+abx'y') E P, donc s E PnS 
ce qui contredit l'hypothèse P E 'J. On en conclut que 

abEP:::::::} aEPoubEP, 
donc P est un idéal premier. D 
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Théorème 5.96. Un domaine d'intégrité A est un anneau factoriel si et seulement si tout 
idéal premier non nul de A contient un élément premier. 

Preuve: 
Supposons A factoriel ; A possède au moins un idéal premier non nul P, car A n'est pas 
un corps. On a P #-A, donc il existe a E P tel que ai- 0 et a rJ. UA; alors a est un produit 
d'éléments premiers p 1, ... ,pn de A, n EN* et d'après la Prop. 2.55., 

a = p1p2 • •• Pn E P ===? 3 i ( 1 ~ i ~ n), tel que P; E P. 
Réciproquement, on suppose que A est un D.I. dans lequel tout idéal premier non nul 
contient un élément premier. Cette hypothèse entraîne que A n'est pas un corps. Considé­
rons la partie S de A définie dans le lemme 5.93. et montrons que S =A* \UA. 
Supposons Si-A*\ UA, donc il existe c E A tel que c #-0, c rJ. UA etc fj. S. Soit (c) l'idéal 
principal deA engendré parc. Compte tenu des résultats et des notations des lemmes 5.93. 
et 5.95., on a 

(c)nS=0===? (c) E:J 
et il existe un élément maximal P dans :J tel que 

( c) Ç P et P est un idéal premier de A. 
Par hypothèse, P contient un élément premier, donc PnS #-0, ce qui est en contradiction 
avec P E :J. 
Il en résulte que tout élément de A*\ UA est produit d'éléments premiers de A, donc A 
vérifie la condition (AF1) de la définition 5.87. 
De plus, sir est un élément irréductible de A, alors r E A*\ UA= S, donc r est produit 
d'éléments premiers ; mais, dans A, 

(p premier, r irréductible et p diviser) ===? p associé à r, 
donc tout élément irréductible de A est premier (Cond. (AF2)'). On en conclut que l'an­
neau A est factoriel. D 

B. p.g.c.d. et p.p.c.m. dans un anneau factoriel 

Proposition 5.97. Dans tout anneau factoriel, les p.g.c.d. et p.p.c.m. existent. 

Preuve: Comme dans le cas de l'anneau Z (Cf. App. A), on montre que dans un anneau 
factoriel A, on peut écrire explicitement un p.g.c.d. et un p.p.c.m. de deux éléments non 
nuls a et b en fonction de leurs diviseurs irréductibles. 
Soit {r;}iE/ une famille de représentants des classes d'équivalence des éléments irréduc­
tibles de A, modulo l'association. Quel que soit l'élément irréductible r E A, il existe un 
unique i E I tel que l'on ait r "' r;. 
On en déduit que tout a E A* s'écrit de façon unique : 

a - un . .n;(a) 
- iE/r; ' 

où u E UA et quel que soit i E J, n;(a) EN, les n;(a) étant nuls, sauf un nombre.fini d'entre 
eux (ce que l'on exprime aussi en disant que les n;(a) sont presque tous nuls dans N). 
On vérifie facilement les propriétés suivantes : 
l)a E UA <=> \:/i E J, n;(a) =o. 
2)\:/(a,b) EA* xA*, \:/iEl, n;(ab) =n;(a)+n;(b). 
3) alb dans A* <=> \:/i E /, n;(a) ~ n;(b). 
4)a,....,bdansA* <=> \:/iEl, n;(a) =n;(b). 
Considérons a, b non nuls dans A et pour tout i E J, posons 
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ai= inf(ni(a),ni(b)) et /3i = sup(ni(a),ni(b)); 
alors à l'aide des propriétés énoncées ci-dessus on prouve que 

d TI ·a. t TI ~-= iE/ ri ' e m = iE/ ri ' 

sont, respectivement, p.g.c.d. et p.p.c.m. de a et b. 
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Remarque 5.98. Nous avons noté plus haut (Rem. 5.92.) qu'un anneau factoriel n'est pas 
nécessairement principal, cependant, l'existence des p.p.c.m. dans un anneau factoriel 
implique que dans un tel anneau, l'intersection de deux idéaux principaux est un idéal 
principal (Cor. 5.59.). 

C. Anneaux de polynômes sur un anneau factoriel 

On rappelle (Ch. 4) que si A est un D.I., alors pour tout entier n ~ l 1 l'anneau A [X11 ... Xn] 
est aussi un D.1., dont les seuls éléments inversibles sont les unités de A. 
Le résultat important de ce paragraphe est le suivant : 

Théorème 5.99. Si A est un anneau factoriel, alors l'anneau de polynames A[X] est fac­
toriel. 

La démonstration de ce théorème nécessite quelques notions et propriétés préliminaires. 
Dans tout ce qui suit on suppose que A est un anneau factoriel. 

1. Notion de polynlime primitif dans A [X] 

Définition 5.100. Soit f E A[X] \A. On appelle contenu de fun p.g.c.d. des coefficients 
du polynôme/; on le notera c(/). 

Remarque 5.101. Pour un polynôme f non constant dans A[X] 1 le contenu c(/) n'est 
défini qu'à une unité multiplicative près. 

Définition 5.102. Un polynôme f E A [X] est dit primitif si deg f ~ 1 et si ses coefficients 
sont premiers entre eux dans leur ensemble ; on pourra écrire, dans ce cas, c(f) = 1. 

Remarque 5.103. : 
a) Tout polynôme f non constant dans A[X] s'écrit f = c(/)/11 où / 1 est un polynôme 
primitif dans A [X]. 
b) Tout polynôme unitaire (Déf. 4.10) dans A [X] est primitif. 

Lemme 5.104. Quels que soient les polynames primitifs / 1, / 2 dans A [X] et les constantes 
c11 c2 dans A*1 on a 

cif1 =c2/ 2 ==? (c1 ,...,,c2dansAetf1 ,...,,f2dansA[X]). 

Pœuve : Posons f = cif1 = c2/ 2. Les polynômes / 1 et / 2 étant primitifs, c1 et c2 sont 
deux p.g.c.d. des coefficients de / 1 d'où c1 ,...,, c2. 

Par suite, il existe u E UA tel que c2 = uc1. L'anneauA[X] étant intègre, on en déduit que 
cif1 = ucif2 ==? /1 = u/21 

donc/1 ,...,, / 2• D 

Lemme 5.105. Pour f et g dans A[X] 1 on a 
1) f et g primitifs *"'* f g primitif. 
2) c(fg) = c(f) c(g). 



134 Chapitre S. Factorisation dans les domaines d'intégrité 

Preuve: 
1) Supposons que l'on ait f et g primitifs et f g non primitif. Dans l'anneau factoriel A, il 
existe au moins un élément premier p divisant c(fg), donc p divise tous les coefficients 
du polynôme f g. 
Soit 1r la surjection canonique A -----+ A/(p). L'idéal (p) est premier, donc A/(p) est un 
D.I. Posons B =A/ (p) ; Le morphisme 1r se prolonge en 

ft: A[X) -----+ B[X) 

Eo$i$na;Xi .__ Eo9$n ir(a;)Xi. 

Puisque c(f) = c(g) = 1, p ne divise pas tous les coefficients de/, ni tous les coefficients 
de g; d'où ft(f) f= 0 et ft(g) f= 0 dans B[X); or p divise c(fg), donc divise tous les 
coefficients de fg, par suite ft(fg) =O. 
Mais ft est un morphisme d'anneaux et B[X] est intègre, donc 

ft(f) ft(g) = 0 => ft(f) = 0 ou ft(g) = 0, 
d'où une contradiction ; on en conclut que f g est primitif dans A [X). 
Réciproquement, supposons le polynôme f g primitif. On peut écrire : 
f = c(f)/1, g = c(g)g1, où / 1 et g1 sont primitifs dans A[X); alors, d'après le lemme 
5.104, 

f g = c(f)c(g)f1g1 => c(f)c(g) "'c(fg), 
d'où c(f)c(g) E UA, puisque fg est primitif. On en déduit que c(f) E UA et c(g) E UA, 
donc f et g sont primitifs. 

2) En utilisant les notations ci-dessus et en posant f g = c(fg)h1, où h1 est primitif, on 
obtient: c(f)c(g)f1g1 = c(f g)h1• 

L'application du lemme 5.104 donne alors c(fg) "'c(f)c(g). 0 

2. Eléments irréductibles dans A [X] 

L'anneau factoriel A est un D.I., on peut donc considérer le corps des fractions de A; on 
poseK=FrA. 

Lemme 5.106. Compte tenu des hypothèses et notations ci-dessus, tout f E K[X) \ K peut 
s'écrire: 

f = r/1, où r E K* et / 1 est primitif dans A [X]. 

Preuve : Soit f un polynôme non constant de K[X] tel que 
a . . 

f(X) = Eo9$n s'. X'' 
1 

où l'on peut toujours supposer que pour tout i ( 0 ~ i ~ n), a; /\ si = 1. 
Dans l'anneau factoriel A, soit s un p.p.c.m. des s;; pour tout i, 0 ~ i ~ n, 
il existes~ E A* tel que s = s;s~ et en posant a~ = s~a;, on obtient 

1 I • 
f (X) = - Eo<i<n a;X' · s - -

Soit d E A* un p.g.c.d. des a~, 0 ~ i ~ n; alors a~= db;, les b;, 0 ~ i ~ n, étant premiers 
entre eux dans leur ensemble (Prop. 5.43.). On en déduit que 

d . 
f(X) = -Eo<ï<nb;X', s - -

où ~ E K* et / 1 (X) = Eo<i<n b;Xi est primitif dans A [X]. 0 
s --
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Remarque 5.107. Avec les mêmes hypothèses et notations que précédemment, tout po­
lynôme de A[X] peut être considéré comme un polynôme de K[X], car le plongement 
canonique a de A dans K se prolonge en le plongement canonique, fx, de A [X] dans K[X]. 

La proposition suivante caractérise les éléments irréductibles de A [X]. 

Proposition 5.108. A étant un anneau factoriel, soit K son corps de fractions et r un 
élément non nul de A[X]. 
1) r est irréductible dans A[X] et degr = 0 si et seulement sir est irréductible dans A. 
2) r est irréductible dans A[X] et degr > 0 si et seulement sir est primitif dans A[X] et 
irréductible dans K[X]. 

Preuve: L'anneau A étant intègre, on rappelle que UA[X] =UA. 

1) Soit r un élément irréductible de A. On a r =f 0 et r rf. UA, donc r est un polynôme 
constant, non nul et non inversible dans A [X]. 
Supposons r = f g dans A [X] ; 

(degfg=O=degf +degg) => degf=degg=O, 
donc f et g sont non nuls dans A et r étant irréductible dans A, on a f E UA = UA[X] ou 
g E UA= UA[X]' d'où r irréductible dans A[X]. 
Réciproquement, soit r un élément irréductible de A[X] et de degré 0; on a nécessaire­
ment, r E A* \UA. Supposons r = ab dans A, donc aussi dans A [X], alors, 

r irréductible dans A[X] => (a E UA[X] =UA ou b E UA[X] =UA), 
d'où r irréductible dans A. 
2) Soit r un polynôme primitif dans A[X] et irréductible dans K[X], on a donc deg r >O. 
Supposons r = fg dans A[X]. Les polynômes f et g sont non nuls dans A[X], donc non 
nuls en tant que polynômes de K[X]. Mais r étant irréductible dans K[X], on a f ou g 
dans U K[X] = K*; or les coefficients de f et g sont, par hypothèse, dans A, d'où f E A* ou 
gEA*. 
Considérons le cas où f E A*. Dans A [X], on écrit : g = c(g )g 1, où c(g) est le contenu de 
g et g 1 un polynôme primitif ; alors 

(r=fc(g)g1, fc(g) EA* etg1 primitif)=> fc(g) E UA, 
car r est primitif; par suite f E UA= UA[x]· 

Dans le cas où g E A*, on obtiendrait de même: g E UA. On en conclut que r est irréduc­
tible dans A [X]. 
Réciproquement, supposons r irréductible dans A [X] et deg r > O. On a 
r = c(r)r1, avec c(r) EA* et r1 primitif dansA[X]. Mais rest irréductible dansA[X]; alors 
degr1 = degr > 0 implique nécessairement c(r) E UA, donc r est primitif. 
Supposons r = f g dans K[X], avec deg f > 0 et deg g > O. 

D'après le lemme 5.106., on a f = ~ f 1, g = :.g1, où~ et:. sont dans K*, 
s t s t 

f 1 et g 1 étant des polynômes primitifs de A [X], dont les degrés sont respectivement, ceux 
de f etg. 

r(X) =f(X)g(X) => str(X) =dcf1(X)g1(X). 
De cette dernière égalité, on déduit, en appliquant le lemme 5.104., qu'il existe u E UA tel 
que r=uf1g1 ; or par hypothèse, restirréductibledansA[X], d'où: uf1 E UA[X] =UA ou 
81 E UA[X] =UA, ce qui est contraire à l'hypothèse: degf > 0 et degg > O; donc r est 
irréductible dans K[X]. D 
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3. Démonstration du théorème 5.99. 

Il s'agit de prouver que l'anneau A[X] est factoriel, lorsque A est factoriel. 
1°) Montrons que A[X] vérifie la condition (AF1). 

Soit f E A(Xj, f =/= 0, f fi UA· 
Si deg f = 0, dans A, on a f = r 1 r2 · · · rk, où pour tout i, 1 $ i $ k, r; est irréductible dans 
A, donc dans A[X], d'après la proposition 5.108. ; ainsi f vérifie la condition (AF1). 

Si deg f > 0, posons n = deg f et raisonnons par récurrence sur n. 
On remarque que l'on peut se ramener au cas où f est primitif. 
En effet, si f n'est pas primitif, on écrit : f = c(f)f1, où c(f) E A* \ UA, et / 1 est un 
polynôme primitif. Or, d'après ce qui précède, en tant que polynôme constant, c(f) se 
décompose en un produit d'éléments irréductibles de A[X], donc il reste à considérer le 
polynôme / 1• 

Pour la suite de la démonstration, on suppose f primitif. 
Si deg f = 1, on peut alors écrire : f = u(X - a), où u E UA ; X - a étant irréductible dans 
A [X], il en est de même de f; la condition (AF1) est donc vérifiée par f, dans le cas n = 1. 
Si deg f = n > 1 et si de plus f est irréductible dans A [X], alors (AF1) est vérifiée ; 
considérons le cas où f n'est pas irréductible. Compte tenu de ce qui précède, on suppose 
(AF1) vérifiée par tout polynôme primitif de degré strictement inférieur à n. Dans A[X], 
écrivons: 

f=gh, avecO<degg<degf, O<degh<degf. 
Le polynôme f étant primitif, g eth sont primitifs (Lem. 5.105.), alorsl'hypothèse de 
récurrence implique que g et h sont produits d'éléments irréductibles de A [X], donc il en 
est de même pour f. 
2°) Montrons que A[X] vérifie la condition (AF2 )'. 

Soit r un élément irréductible de A [X], prouvons qu'il est premier dans A [X]. 
Si deg r = 0, alors r est premier dans A, car l'anneau A est factoriel ; il faut prouver, qu'en 
tant que polynôme constant, il est premier dans A [X]. 
Supposons: rlfg dans A[X]; alors, nécessairement, r divise c(f)c(g) dans A et comme r 
est premier dans A, on a rie(!) ou rlc(g) dans A, par suite, rlf ou rlg dans A[X], donc 
r est premier dans A[X]. 
Si degr > 0, d'après la proposition 5.108., r est primitif dans A[X] et irréductible dans 
K[X], où K =Fr A. Mais K[X] est un anneau factoriel (Exemple 5.91.), donc r est premier 
dansK[X]. 
Supposons rlfg dans A[X]; on a donc aussi rlfg dans K[X], d'où rlf ou rlg dans K[X]. 
Considérons le cas où ri/; il existe alors q E K[X] tel que f = rq. D'après le lemme 

5.106., on a q = ~q1 , où ~ E K* et q1 est un polynôme primitif dans A[X]. On en déduit 
s s 

que sf = drq1 dans A[X], où f et rq1 sont des polynômes primitifs; par suite, set d sont 
associés dans A (Lem. 5.104). Il existe u E UA tel que d =us, d'où f = urq1 dans A[X], 
donc ri/ dans A[X]. On en conclut que ri/ g dans A[X] implique ri/ ou rlg dans A[X], 
d'où r premier dans A [X]. 0 

Exemple S.109. L'anneau Z étant factoriel, Z[X] est un anneau factoriel. 

Corollaire S.110. : 
1) Si A est un anneau factoriel, alors, pour tout entier n ~ 1, l'anneau A[X1,X2, ... ,Xn] 
est factoriel. 
2) Si K est un corps, alors, pour tout entier n ~ 1, l'anneau K[X1 ,X2, ... ,Xn] est factoriel. 

Preuve: 
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1) Le résultat s'obtient par récurrence sur n, à partir du théorème 5.99. 
2) K[X1] est un anneau factoriel (Exemple 5.91.); d'où la propriété énoncée, compte tenu 
du résultat 1) précédent. O. 

Remarque S.111. : 
a) Exemples d'anneaux factoriels, non principaux 
Z[X] et plus généralement, pour tout n ~ 1, Z[X1, ••• ,Xn] est un anneau factoriel, non 
principal (Cor. 5.110., Th. 5.85.). 
Pour tout n ~ 2, l'anneau K[X.,X2, ••• ,Xn] est anneau factoriel, non principal (Cor. 5.110., 
Rem. 5.86.). 
b) A étant un anneau factoriel, il n'est pas facile, en général, de reconnaître si un polynôme 
non constant de A[X] est irréductible, d'où l'intérêt du critère d'irréductibilité ci-dessous. 

Proposition S.112. Critère d'Eisenstein 
A étant un anneau factoriel, soit K son corps de fractions et f E A [X], tel que 

f (X) = Eo<i<n a;X;, n = deg f > O. 
S'il existe un élément premier p, dam;-A~ vérifiant les conditions 

p fan; 'v'i(O::; i::; n-1), pla;; p2 fa0 , (5.18) 

alors le polyn~me f est irréductible dans K[X]. 
Si de plus, f est primitif dans A [X] (en particulier, si f est unitaire), alors f est irréductible 
dansA[X]. 

Preuve: Montrons que l'on peut se ramener à l'étude du cas où f est primitif dansA[X]. 
Si f est non primitif, on écrit f = c(f)f1, où c(f) est le contenu de f et / 1 est primitif dans 
A[X]. Vérifions que les coefficients du polynôme / 1 satisfont aux conditions (5.18). En 
effet, c(f) étant un p.g.c.d. des coefficients de/, pourtouti(O::; i::; n), on aa; = c(f)a~, 
où les a~ sont premiers entre eux dans leur ensemble et / 1 = Eo<i<n a~X;. On a alors, 

P fan ==> P fa~ ; p2 fa0 ==> p2 fa~: 
et pour 0::; i::; n-1, pla; implique pla~, car p est premier et p fc(f), puisque p fan. 
Ainsi les coefficients du polynôme primitif / 1 vérifient les mêmes hypothèses que ceux 
de /. On peut donc supposer, pour la démonstration du critère, que f est primitif. 
Montrons que f est irréductible dans A [X]. Supposons : 

f =gh dansA[X], 0 < degg < degf, 0 < degh < degf. 
f étant primitif, g eth sont primitifs (Lem. 5.105.). Posons 

g(X) = Eo~j~qbjXi, h(X) = Eo~k~rckXk. 

(an= bqCr f:. 0 et p fan) ==> p J?>q et p fer. 

(pla0, p2 f a0 et a0 = b0c0 ) ==> plb0c0 et p2 fb0c0 , 

d'où p fb0 ou p fc0 . 

Considérons le cas où p ,Yb0 , alors plc0 car p est premier dans A. D'autre part, p !cr. 
On en déduit qu'il existe un plus petit entier k tel que 1 ::; k::; r et p fck; considérons le 
coefficient 

ak =bock +b1ck-1 + ... +bkco. 
Le choix de k, implique p ,Yb0ck et pour tout i(l::; i::; k), plb;ck-i; donc p fak, ce qui 
est contraire aux hypothèses. On en conclut que f est irréductible dans A[X]. 
Revenons au polynôme f = c(f)f1; d'après ce qui précède, les conditions (5.18) im­
pliquent que le polynôme primitif / 1 est irréductible dans A [X], donc est irréductible dans 
K[X] (Prop. 5.108.); l'élément c(f) f:. 0 dans A est une unité dans K, par suite f est 
irréductible dans K[X]. D 
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Exemple 5.113. Dans Z[X], le polynôme X5 + 4X3 + 12X + 2 est unitaire, donc primitif 
et on vérifie qu'il est irréductible, en appliquant le Critère d'Eisenstein, avec p = 2. 

7. Exercices 

Rappel de notations générales : A étant un anneau unitaire, commutatif, on pose A* = A \ { 0} et 
UA désigne le groupe des éléments inversibles (ou unités) deA; pour toutx EA, on note (x) l'idéal 
de A engendré par x. 

1) On considère l'anneau Z/30Z. 
1°) L'anneau Z/30Z est-il un domaine principal ? (Déf. 2.7) 
2°) Déterminer les idéaux de Z/30Z. Quels sont ceux qui sont maximaux ? 
3°) Déterminer le groupe des unités de Z/30Z. 

2) Soit f (X) = X2 + aX + b un polynôme de Z[X], sans racine réelle. Soit a E C une racine 
de /(X). On pose : 

Z[a] := {x+ya; (x,y) E 'lL. x Z} 

Q[a] := {u+va; (u,v) E QxQ}. 

1°) Justifier la propriété : Z[ a] est un domaine d'intégrité. 
Prouver que Q[a] est un sous-corps de C. 
2°) Démontrer que Q[a] est le corps des fractions de Z[a] contenu dans C. 

3) Soit a, b, c, d dans '!L.* tels que ad - be = ± 1. 
Démontrer que pour tout couple (m, n) d'éléments non nuls de Z, on a 

m/\n = (am+cn) /\ (bm+dn). 

4) Vérifier que les p.g.c.d. existent dans un D.I. dans lequel tout idéal de type fini est principal 
(Voir plus loin, l'Ex. 26); en déduire que dans un tel D.I., on peut appliquer la relation de 
Bezout (Cf. Rem. 5.50.). 

5) Démontrer la proposition 5.83. (Voir les preuves des propositions A.35. et A.36., App. A). 

6) Autre démonstration du Théorème des reste.Y chinois (Th. 2.47.). 
Soit m et n des entiers premiers entre eux dans Z. Etant donné a et b dans Z, il s'agit de 
montrer qu'il existe x E 'lL. tel que 

x=a (mod m) et x=b (mod n). 
a) Justifier l'existence de u et v dans Z, tels que um + vn = 1. 
b) A partir de l'égalité a-b = (um+ vn)(a-b), trouver h et k dans Z, vérifiant 
a+hm = b+kn, et conclure. 

7) Soit fun polynôme primitif dans Z[X] et !!. E Q* tel que p /\ q = 1. 

Démontrer que si f = L a;Xi, alors/(~)= 0 implique Pilla et qlan. 
l~i~n q 

8) Soit Kun corps et f (X) E K[X] \ K tel que 

On pose 

f(X) = a,,Xn + an-l xn-l + .. · +a1 X+ a0• 

g(X) = a0 Xn +a1 xn-l + · · ·+an-l X +an. 
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Démontrer que si f(X) est irréductible dans K[X], alors il en est de même de g(X). 

9) A étant un anneau factoriel, prouver que le polynôme 
f(X) = Y3 +X2Y2 +X3Y +X est irréductible dansA[X,Y]. 
(Utiliser le critère d'Eisenstein) 

10) Soit/:= {!(X)= Lt:;;;i:;;;naiXi E Z[X], où a0 E 2Z}. 
1°) Prouver que lest un idéal propre, non principal de Z[X]. 
2°) a) Montrer que (X) est un idéal premier, non maximal dans Z[X]. 
b) Prouver que (Y) est un idéal premier, non maximal dans Q[X, Y] (Considérer le quotient 
Q(X,Y]/(Y)). 

11) Soit q un nombre premier dans Z et r EN*. On note n la surjection canonique Z - Z/ qrz. 

1°) Montrer que Z/qZ est un anneau local, dont l'unique idéal maximal est n(qZ). 
2°) OnposeM = n(qZ), prouver que nneNM" = (0), où (0) est l'idéal nul deZ/qrz. 

12) Pour tout !!.. E Q*, on supposera p A q = 1. On pose 
q 

S := {!!.. E Q*; q impair}U{O}. 
q 

1°) Vérifier que S est un sous-anneau de Q contenant Z. 
2°) Prouver que S est un anneau local, dont l'unique idéal maximal est 

:JVC = {!!.. E Q*; p pair et q impair} U {O}. 
q 

En déduire que S/:JVC ~ Z/2Z. 
3°) Démontrer que pour x,y,z dans le corps Q, 

x2+y2+z2=1 ===} x,y,zdansS. 

13) Soit A un domaine d'intégrité. 
1°) Etant donné, dans A, des éléments c0 ,c1, ••• ,en deux à deux distincts et des éléments 
quelconques d0 , d1, • •• , dni où n E N, démontrer qu'il existe, au plu.r, un polynôme /(X) E 
A[X] tel que 

deg(f) = n+ 1 et V i(O $. i $. n),f(ci) =di. (5.19) 

2°) Montrer que dans le cas où A est un corps K, alors il existe un unique polynôme /(X) 
satisfaisant aux conditions (5.19) et que 

L'égalité ci-dessus est connue sous le nom de "Formule d'interpolation de Lagrange". 

14) Soit Z[i] l'anneau des entiers de Gauss. 
1°) On note U le groupe des éléments inversibles de Z[i]. 
Déterminer les éléments de U ; en déduire que si q est un élément premier dans Z[ i], alors 
-q, iq et -iq sont aussi des éléments premiers dans Z[i]. 
2°) Montrer, par quelques exemples, qu'il existe des nombres premiers p E Z de la forme 
p = a2 +b2, (a,b) E Z x Z et qu'il existe aussi dans Z, des nombres premiers qui ne sont 
pas de cette forme. On entend par nombre premier, un entier p > 0, premier dans Z (Cf. 
App.A). 
3°) Soit p un nombre premier dans Z. 
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a) Prouver que 
p = a2 + b2 dans Z :::::::} p non premier dans Z[i]. 

b) Démontrer que p est premier dans Z[i] si et seulement si p n'est pas une somme de deux 
carrés dans Z. 
4°) Soit q = a+ bi dans Z[i], avec a =f. 0 et b =f. O. 
a) En désignant par q l'imaginaire conjugué de q dans C, vérifier que 

q premier dans Z[i] {:::==} q premier dans Z[i]. 
b) Démontrer que, pour a et b non nuls dans Z, 

a2 + b2 premier dans Z :::::::} q = a+ bi premier dans Z[i]. 
c) Pour quelles valeurs de a et b, non nuls dans Z,a + bi et a - bi sont-ils des éléments 

premiers associés dans Z[i]? 
d) Prouver que q = a+ bi, où a et b sont non nuls dans Z, est premier dans Z[i] si et 

seulement si a2 + b2 est premier dans Z. 
5°) Utiliser l'algorithme d'Euclide pour trouver un p.g.c.d. de I7-7i et 3 +Ili dans Z[i]. 
En déduire une factorisation de I 7 - 7i et de 3 + I li en un produit d'éléments premiers de 
Z[i). 

15) Soit j = exp 2~'/C dans le corps des nombres complexes C. On pose : 

Z[j] := {a+bj; (a,b) E z X Z}. 
I0 ) Justifier la propriété: Z[j) est un domaine d'intégrité. 
2°) Pour z = a+bj dans Z[j), calculer zt, où z est l'imaginaire conjugué de z dans C. 
Vérifier que zt EN et (zt = 0 {:::==} z = 0). 
3°) On considère l'application 

ô: Z[j) -N 

z 1--+ zZ. 

Démontrer que Z[j) est un anneau euclidien dont le stathme est défini par ô. [Pour définir 
la division euclidienne dans Z[j], utiliser la même méthode que dans le cas de l'anneau de 
Gauss, Z[i) (Cf. Exemple 5.75.)]. 

16) On considère l'anneau euclidien Z[j) défini dans l'exercice I5) précédent. 
I0 ) On note U le groupe des éléments inversibles de Z[j). Caractériser et déterminer les 
éléments de U. 

2°) Soit z E Z[j]; justifier les propriétés suivantes : 
a) z premier dans Z[j) {:::==} z premier dans Z[j). 
b) ô (z) premier dans Z :::::::} z premier dans Z[j). 
c) I - j est premier dans Z[j). 
En déduire que 3 n'est pas premier dans Z[j). 

3°) On désigne par q un élément premier de Z[j). 
a) Prouver qu'il existe un nombre premier p E Z tel que q divise p dans Z[j] et qu'alors 

ô(q) = p ou ô(q) = p2• 

b) Démontrer que pour un nombre premier p E Z, les trois conditions suivantes sont équi­
valentes: 
i) il existe q premier dans Z[j] tel que ô ( q) = p; 

ii) il existe (a,b) E Z* x Z* tel que,p = a2 +Il- -ab; 

iii) p n'est pas premier dans Z [j). 
-Trouver quelques exemples de nombres premiers p vérifiant la condition ii) et dans chaque 
cas, donner (à une unité multiplicative près) un élément q E Z[j) tel que ô (q) =p. 
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- Prouver que pour un nombre premier p E Z, on a : 
p non premier dans Z[j] et p # 3 ::::::} p = 1 (mod3) dans Z. 

Indication : Calculer 4p à partir de la condition ii). 
- En déduire que pour un nombre premier p E Z, on a : 

p = 2 (mod3)dans Z ::::::} p premier dans Z[j]. 
Donner quelques exemples de tels nombres premiers. 
c) Montrer que si p est un nombre premier dans Z et s'il existe un élément q premier dans 
Z[j] tel que ô (q) = p2 , alors: 

p est premier dans Z[j] et (q = ±p ou ±jp ou ±j2p). 
4°) En conclusion, prouver que z est un élément premier dans Z[j] si et seulement si : 
- soit : ô (z) = p, p étant premier dans Z et non premier dans Z[j], 
- soit : ô (z) = p2 , p étant, à la fois, premier dans Z et premier dans Z[j]. 

17) On suppose connues les propriétés de l'anneau Z[j] vues dans les exercices 15) et 16) 
précédents. 
On note J l'idéal de Z[j] engendré par l'élément 1- j. 

1°) Prouver que 
a) Z[j]/J est un corps; 
b) 3 est associé à (1- j)2 dans Z[j]. 
2°) En considérant le diagramme : 

Z ~ Z[j] 

nl la 
Z/3Z - Z[j]/J 

où 1C et <J sont les surjections canoniques, démontrer que le corps Z[j] / J est isomorphe au 
corpsZ/3Z. 

18) En application de l'étude de l'anneau Z[j] faite dans les exercices 15) à 17) ci-dessus, on 
peut prouver qu'il est impossible de trouver x,y,z dans Z tels que xyz =I 0 et 

(5.20) 

La méthode proposée consiste à montrer que l'équation (5 .20) n'a pas de solution non nulle 
enx,y,z, dans Z[j]. 
En vue de faire un raisonnement par l'absurde, on suppose qu'il existe x,y,z non nuls dans 
Z[j] vérifiant l'équation (5.20). 
1°) Vérifier que l'on peut supposer x,y,z deux à deux premiers entre eux dans Z[j] ; c'est 
cette hypothèse que l'on fera pour la suite. 
2°) On pose p = x +y, <J =y+ z, 't' = z + x. 
a) Vérifier que (p + <J + 't')3 = 24p <J't'. 

b) Moyennant les résultats des exercices 15) à 17) précédents, montrer que dans Z[j], 1 - j 
divise p ou <J ou 't' et par suite, divise x ou y ou z. 
Pour la suite, on suppose que 1 - j divise z. 
3°) On pose a =x+ jy, /3 =ix+y, r=i(x+y). 
a) Vérifier que a /3 y= -z3. 
En déduire que 1 - j divise chacun des éléments a, /3, y dans Z[j]. 
b) On pose a= (1-j)a', /3 = (1-j)/3', r= (1-j)y'. 
Prouver que a',/3', i sont des représentants des trois éléments de Z[j]/(1- j) (Cf. Ex. 17)). 
En déduire qu'un seul de ces trois éléments est divisible par 1 - j dans Z. 
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c) Prouver que a',/3', y sont deux à deux premiers entre eux dans Z[j]. 

4°) a) Vérifier que a'+ /3' +y= O. 
b) Démontrer qu'il existe un entier k ~ 2 et Zo E Z[JJ tels que 

-z=(1-J)kz0 et (1-j)Az.o=l. 
Vérifier que chacun des éléments a', /3', y est un cube dans Z[J]. 

En déduire une solution non nulle (.x',y',z') de l'équation (5.20) dans Z[j], où les éléments 
x' ,y' ,z' sont deux à deux premiers entre eux et ( 1 - j)k-I divisez' dans Z[J]. 

5°) Montrer, qu'en réitérant le processus à partir de (.x',y' ,z') comme on l'a fait à partir de 
la solution (x,y,z), on aboutit, après un nombre fini d'opérations, à une contradiction avec 
le résultat du 2°),b) et conclure. 

19) 1°) Soit A un D.I. et f(X) E A(X] tel que deg f = /1 > O; on pose 

f(X) = Eo:<;i:<;naiXi. 
Etant donné b EA, on considère: f(X -b) := E095nai(X -b)i. 
Prouver que dans l'anneau A(X] : 

f(X) irréductible {::::::::} /(X - b) irréductible. 

2°) Soit f(X) = Eo<i<4 Xi dans Z[X]. En considérant f(X + 1), montrer que /(X) est 
irréductible dans Z(Xl-

30) Pour tout entier /1 > 0, on pose qn(X) = Eo<i<nXi. Calculerqn(X + 1); en déduire que, 
pour /1 > 0 et /1 + 1 premier, qn (X) est irréductible dans Z(X]. 

20) Caractérisation des idéaux premiers de Z(X]. 

1°) Justifier l'assertion: (0) est un idéal premier dans Z(X]. 

Dans toute la suite, on suppose que P est un idéal premier, no1111ul de Z(X]. 

2°) Prouver que 

- soit, ZnP = (0), 

- soit, il existe un nombre premier p E Z tel que ZnP = pZ. 
3°) On suppose que ZnP = (0). 

a) Montrer qu'il existe, dans P, au moins un polynôme / 1 (X), de degré mi11imum, primitif 
dans.Z(X]. 

b) Démontrer que le polynôme / 1 (X) est irréductible dans Z(X]. 

c) Soitg(X) E Z(X]. Démontrer qu'il existe q(X), r(X) dans Z(X] et a E Z tels que 
ag(X) =f1(X)q(X)+r(X) et (r(X) =0 ou degr<degf1). 

d) En déduire que P =I (0) est un idéal premier de Z(X], tel que ZnP = (0) 
si et seulement si Pest engendré par un polynôme primitif et irréductible dans Z(X]. 

4°) On suppose Z nP = pZ, où p > 0 est premier dans Z. 

Soit n la surjection canonique Z ---+ Z/ pZ qui se prolonge naturellement en 
ft: Z[X] ---+ (Z/pZ)[X]. 

Pour tout f(X) E Z(X], on pose J(X) = ft(f(X)); alors, 

a) Vérifier que Kerft Ç Pet que (Z/ pZ)[X] est un domaine principal. 

b) Soit lun idéal de Z[X] contenantKerft. Vérifier que pour un polynôme g(X) dans Z[X], 
ona 

g(X) E ft(l) =} g(X) El. 

c) Démontrer que la correspondance P ---+ ft(P) définit une bijection de l'ensemble 
des idéaux premiers de Z[X] tels que ZnP = pZ sur l'ensemble des idéaux premiers de 
(Z/pZ)[X]. 
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d) Prouver que Pest un idéal premier de Z(X] tel que ZnP = pZ si et seulement si: 
-soit, P = pZ, 
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-soit, il existe k(X) E Z(X] tel que k(X) est irréductible dans (Z/pZ)[X] et Pest l'idéal de 
Z[X] engendré par pet k(X). 

21) Soit A un D.I. qui n'est pas un corps. 

1°) a) Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes: 
i) r est un élément premier de A. 
ii) rest élément irréductible de A et pour tout a E A, (a)n (r) est un idéal principal de A; 

de plus sir ne divise pas a, alors (a) n (r) = (ar). 

b) Prouver que si A est un D.I. dans lequel l'intersection de deux idéaux principaux est 
un idéal principal, alors tout élément irréductible de A est premier (Retrouver ainsi le Th. 
5.23.). 
2°) Compte tenu de ce qui précède, vérifier qu'un domaine d'intégrité A est un anneau 
factoriel si et seulement si A vérifie les deux conditions suivantes : 
(AF1) : Tout a E A*\ UA est produit d'éléments irréductibles de A. 

(AF2)'': L'intersection de deux idéaux principaux, est un idéal principal. 
3°) Démontrer qu'un domaine d'intégrité A est un anneau factoriel si et seulement s'il 
satisfait aux deux conditions suivantes : 
(AF1 )' : L'ensemble des idéaux principaux de A (ordonné par l'inclusion) vérifie la C.C.A. 
(Cf. Déf. 2.78.) 
(AF2)'' : voir le 2°) ci-dessus. 

22) On dit qu'un anneau unitaire, commutatif A est un anneau de Jacobson (en abrégé, un J­
anneau) si tout idéal premier de A est l'intersection de tous les idéaux maximaux qui le 
contiennent. 
1°) Vérifier les propriétés suivantes: 
a) Tout corps est un J-anneau . 
b) Un anneau local, intègre, qui n'est pas un corps, n'est pas un J-anneau. 
c) L'anneau Z est un J-anneau. 
2°) a) Soit p1, p2, . .. , pk des nombres premiers dans Z, k ;:::: 1. On pose 

A:={~EQ;'v'i(1:5i:5k),pi fn}; 
n 

Sim"# 0, on suppose m/\n = 1. 
Démontrer que A est un domaine principal contenant Z, mais n'est pas un J-anneau. 

b) Démontrer que tout D.P. ayant une infinité d'idéaux premiers est un J-anneau. 
Prouver alors, que pour tout corps K, l'anneau K(X] est un J-anneau. 
3°) a) Démontrer qu'un anneau unitaire, commutatif A est un J-anneau si et seulement si, 
quel que soit l'idéal Ide A, A/ I est un J-anneau. 

b) Montrer (par un contre-exemple, voir le 1°) que si A est un anneau unitaire, commuta­
tif et s'il existe un idéal I deA tel que A// est un J-anneau alors A n'est pas nécessairement 
un J-anneau. 
4°) Démontrer qu'un anneau unitaire, commutatif A est un J-anneau si et seulement si, pour 
tout idéal premier P de A, quel que soit x E A \ P, il existe un idéal maximal M de A tel que 
PÇ,Metx'f.M. 

23) Soit A un anneau unitaire, commutatif ; on suppose que A n •est pas un corps. On désigne 
par :J> un idéal premier, non nul de A[X] et on pose P = :J>nA. 
1°) Vérifier que P est un idéal premier de A. 
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On suppose dans la suite P =/. (0) et on note P(X] l'ensemble des polynômes de A(X] dont 
tous les coefficients sont dans P. 

2°) Démontrer que P(X] est un idéal premier de A (X] tel que 
P Ç P(X] Ç :!>. 

Dans les questions 3°) et 4°) qui suivent, on suppose P(X] Ç :!>. 
3°) Soit 1C la surjection canonique A ---+ A/P. Pour tout a E A, on pose a= n(a) et n 
désigne le morphisme de A(X] dans A/ P[X] prolongeant n (Cor. 4.8.). 
Pour tout /(X) E A(X], on pose f(X) = îf(/(X)). 
a) Déterminer Kern. 
On pose ~ = n (:!>); démontrer que~ est un idéal premier de A/ P[X]. 
b) Soit F le corps des fractions deA/P(X] ;justifier l'existence de F. 

Soit y l'injection canonique: A/P---+ F et r: A/P[X] ---+ F[X] le morphisme prolongeant 
r et permettant d'identifier A/ P[X] à un sous-anneau de F(X]. 
~étant ainsi identifié à r(~), on note(~) l'idéal de F(X] engendré par~. 
Démontrer que (~) est un idéal premier de F(X]; en déduire qu'il existe un polynôme noté 
r(X), irréductible dans F[X] tel que(~)= r(X)F(X] et 

r(X))= E c;x;,oùdEN*,Vi(l~i~d),qEA/Petcd=f:.O. (5.21) 
0$i$d 

4°) Soit h(X) E A(X] et r(X) E n-1 (r(X)), prouver que les deux conditions suivantes sont 
équivalentes: 
i) h(X) ~ :!>. 
ii) Il existe a E A, u(X) et v(X) dans A(X] tels que 

a ~ P, u(X)h(X) + v(X)r(X) = a (mod P(X]). (5.22) 

5°) On suppose, dans cette question, que A (qui n'est pas un corps) est un J-anneau (Cf. Ex. 
22, ci-dessus) et on se propose de montrer que A(X] est aussi un J-anneau. Les notations 
sont celles des questions précédentes. 
:!>étant un idéal premier de A(X], soit h(X) E A(X] \:!>et ïi(X) = n(h(X). 
a) 1er cas: :!> = P(X]; démontrer qu'il existe un idéal maximal M de A(X]/P(X] tel que 

h(X) ~M. 
b) 2ème cas: P(X] Ç :!>;prouver qu'il existe un idéal M deA tel que 

:PnA=PÇM et acd~M, 
(cd et a étant définis par les relations (5.21) et (5.22). 
Soit Q l'idéal de A(X] engendré par Met r(X); démontrer que QnA =M. 
c) Soit Mun idéal maximal de A(X] contenant Q, vérifier que acd ~M. 
d) Prouver que A(X] est un J-anneau (Cf. Ex. 22, 4°), ci-dessus). 

24) Soit A un anneau euclidien relativement à un stathme ô. 
1°) Justifier l'existence d'un élément x E A*\ UA tel que ô (x) soit minimal. 
Pour un tel élément x, on considère l'anneau quotient A/(x) et on note 1C la surjection 
canonique A ---+A/(x); pour tout a E A, on pose n(a) :=a. 
2°) Prouver que pour tout a E A, on a 

a = 0 ou a= i', avec r E UA. (5.23) 

En déduire que la restriction de 1C à UA U {O} est surjective. 
Montrer queA/(x) est un corps. Que peut-on en conclure pour l'idéal (x)? 
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25) R. désigne le corps des nombres réels. Dans R.[X, Y], on considère le polynôme X2 + Y2 + 1. 
On note /l'idéal de R.[X, Y] engendré par X2 + Y2 + 1. 

1°) Prouver que l'anneau quotient A:= R.[X,Y]// est un D.I. 
2°) Soit n la surjection canonique : R.[X, Y] --+A. 

a) Montrer que pour tout n E .N, il existe un représentant de y2n modulo l dans R.[X] et un 
représentant de y2n+ 1 modulo l dans YR.[X]. 

b) On pose X:= n(X) et Y:= n(Y). 

Démontrer que pour tout polynôme p(X, Y) E R.[X, Y], il existe un unique couple (f,g) de 
polynômes à une indéterminée sur R. tel que 

n(p(X,Y)) =f(X)+Yg(X). 
3°) C désigne le corps des nombres complexes. 
a) Montrer que la donnée d'un morphisme de R.-algèbres de A = R[X, Y]/ l dans C équivaut 
à la donnée d'un couple (x,y) E C x C tel que x2 + y2 + 1 = O. 
En déduire qu'il existe une infinité de tels morphismes. 
b) Démontrer que UA = R.*. 
c) En utilisant la conclusion de l'exercice 21) ci-dessus, prouver que le D.I. A= R.[X,Y]// 
n'est pas euclidien. 

26) Soit Q le corps des nombres rationnels. On désigne par Qz[X] l'ensemble des polynômes 
de Q[X] dont le terme constant appartient à Z. 
Vérifier que Qz[X] est un sous-anneau unitaire de Q[X] et donc un D.I.. 
Le but de ce problème est de prouver que les p.g.c.d. et p.p.c.m. existent dans Qz[X] (Cf. 
Rem. 5.33.), alors que Qz[X] n'est pas un anneau factoriel. 

1°) Soit / 0(X) et g0(X) deux polynômes non nuls dans Qz[X] et premiers entre eux dans 
Q[X]. 
a) Soit a et b les termes constants, respectivement, de / 0 et g0 • On pose : 

fo(X) = /1 (X) +a, go(X) =g1(X) +b. 
Vérifier que / 1 (X) et g1 (X) sont dans Qz[X] et que l'un, au moins, des entiers a et b est 
non nul. 
b) Justifier l'existence de deux polynômes m(X) et n(X) dans Qz[X] et d'un entier k E Z* 
tels que 

m(X)f0(X) +n(X)g0(X) = k. 

c) Si ab -=f. 0, on pose: c = a/\b dans Z. 
Si ab= 0, on désigne parc celui des entiers a et b qui n'est pas nul. 
Démontrer que c divise k dans Z. 

d) On note< f0 ,g0 >l'idéal de Qz[X] engendré par / 0(X) et g0(X). Montrer que a et b 
appartiennent à l'idéal< f 0 ,g0 >. 
En déduire que <f0,g0 >=< c >,où< c > estl'idéaldeQz[X] engendré parc. 
2°) Soit /(X) et g(X) deux polynômes non nuls de Qz[X] et d(X) un diviseur commun à 
f(X) et g(X) dans Qz [X], de degré maximal. 
Dans Qz[X], on pose /(X)= f 0(X)d(X), g(X) = g0(X)d(X). 
a) Démontrer que / 0(X) etg0(X) sont premiers entre eux dans Q[X]. 
b) Compte tenu des résultats de la question 1°), montrer que l'idéal< f,g > deQz[X], en­
gendré par /(X) etg(X), est principal. En conclure que dans le domaine d'intégrité Qz[X], 
deux éléments non nuls quelconques ont un p.g.c.d. et par suite, un p.p.c.m .. 
3°) En considérant les égalités : 
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prouver que Q:dXJ n'est pas un anneau factoriel. 

27) Soit A un D.I. dans lequel deux éléments non nuls quelconques n'ont pas nécessairement 
un p.g.c.d. ni un p.p.c.m .. 

1°) Soit a et b deux éléments non nuls de A ayant un p.p.c.m. noté m. 

a) Justifier l'existence de a, {3, y dans A* tels que m = a a = b {3, ab = m y. Démontrer que 
a et f3 sont premiers entre eux dans A. 

b) Prouver que y est un p .g .c .d. de a et b. 

On montre ainsi que dans un D.I. quelconque, si deux éléments ont un p.p.c.m., alors ils 
ont un p.g.c.d.; mais la réciproque est fausse, comme le montre l'exemple développé dans 
la question suivante. 

2°) SoitA := {k+X2f(X); kE Z, f(X) E Z[X]}. 

a) Vérifier que A est un sous-anneau unitaire de Z[X], donc un D.I. 

b) Prouver que X2 etX3 sont premiers entre eux dans A, donc X2 /\X3 = 1. 
Démontrer que, par contre, X2 et X3 n'ont pas de p.p.c.m. dans A. 
Indication: On remarquera que seuls X5 et -X5 pourraient, a priori, être p.p.c.m. de x2 et 
X3 et on prouvera que X5 n'est pas un p.p.c.m. de X2 et X3 dans A. 

28) D'après les résultats du problème 26) ci-dessus, il existe des D.I. qui ne sont pas factoriels 
et dans lesquels cependant, deux éléments quelconques ont un p.g.c.d. et un p.p.c.m .. Un 
tel D.I. est appelé un domaine pseudo-bezoutien. 

1°) Soit A un domaine pseudo-bezoutien ; on suppose que A contient au moins un élément 
irréductible p. 

a) Vérifier que pour x E A, on a 
x f/. (p) ==> x et p premiers entre eux. 

b) Démontrer que p est premier dans A. 

2°) A étant un domaine pseudo-bezoutien ; on suppose de plus, que A est noethérien. 

a) Prouver (en utilisant l'axiome de Zorn) que l'ensemble des idéaux principaux, propres 
de A contient au moins un élément maximal. 

En déduire que l'ensemble des éléments irréductibles de A n'est pas vide. 

b) Démontrer que A est un anneau factoriel. 

En conclure que l'anneau Qz[X] du problème 26) ci-dessus, n'est pas noethérien. 

29) Soit A := K[X, Y, Z], où K est un corps. 

1°) Démontrer que X2 - YZ est un polynôme irréductible dans A. 

En déduire que l'idéal principal I := (X2 -YZ) est un idéal premier de A. 

2°) On considère l'anneau quotient B :=A//; soit 1C la surjection canonique A~ B. 
Prouver que tout élément de B a un unique représentant modulo I de la forme : 

g0 (Y,Z) +X g1 (Y,Z), où g0 (Y,Z) etg1 (Y,Z) sont dansK[Y,Z]. 

3°) Montrer que B est un D.I. dans lequel : 

i) 1C (X) n'est pas un élément premier ; 

ii) 1C (X) est irréductible ; 

iii) n(X) et 1C (Y) n'ont pas de p.p.c.m .. 

En déduire que B n'est pas un anneau factoriel. 



Chapitre 6 
Localisation 

Le processus dit de localisation dans les anneaux unitaires, commutatifs, est une généra­
lisation de la construction du corps des fractions d'un domaine d'intégrité (Ch. 5). 
Dans ce chapitre, A désigne un anneau unitaire, commutatif. 

1. Localisation par une partie multiplicative de A 

A. Notion de partie multiplicative 

Définition 6.1. Soit Sune partie non vide de l'anneau A, on dit que S est une partie 
multiplicative de A si 

0 fis, 1 Es et (s,t) Es X s ===}-St ES. 

Cette notion a déjà été utilisée au Chapitre 2 (Ex. 10 et 11). 

Exemple 6.2. : 
1) Si A est un domaine d'intégrité, alors A* =A\ {O} est une partie multiplicative de A. 
2) Dans A, l'ensemble des non diviseurs de zéro est une partie multiplicative. Les non 
diviseurs de zéro sont aussi appelés les éléments réguliers de A. Lorsque A est intègre, 
les éléments réguliers sont les éléments non nuls. 
3) Si Pest un idéal premier de A, alors S =A\ Pest une partie multiplicative de A (Ch. 
2, Ex. 10). 
4) Pour tout x E A*, S = { x"; n E N} est une partie multiplicative de A. 
5) Pour tout idéal non nul 1 de A, S = 1 + 1 = { 1 + x; x E /} est une partie multiplicative 
de A. 

B. Localisé de A par une partie multiplicative 

S désigne une partie multiplicative de A. 

1. Relation d'équivalence associée à S 

On définit, sur A x S, une relation binaire !:R5 par : 

(a,s)!R5 (a',s') {:::::::} 3tES,t(ai-a's)=0. 

On remarquera que si A est intègre, on a 

(a,s)!R5 (a',i) {:::::::} ai-a's=O. 

Vérifions que :R.5 est une relation d'équivalence dans A x S. 

(6.1) 

(6.2) 
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Il est immédiat que :Rs est réflexive et symétrique, montrons que :Rs est transitive. 
Supposons: (a,s):Rs(a',s') et (a',s'):Rs(a",s''). 
Il existe alors t et u dans S tels que 

t(as'-a's)=O et u(a's"-a"s')=O. 
En multipliant les relations ci-dessus, respectivement, par us'' et ts on obtient 

ut ( s" sa' - s" s' a + ss' a" - ss" a') = 0, 
d'où uts'(sa" -s'' a) = 0 et par suite (a,s) :Rs (a",s"). 
La classe d'équivalence d'un couple (a,s) E A x S, modulo :Rs, sera notée ~ et appelée 

s 
fraction. L'ensemble quotient 

a 
(A x S)f:Rs = {-; (a,s) EA x S} 

s 
sera noté s-1A (dans certains ouvrages, cet ensemble est noté As)· 

2. Structure d'anneau de s-1 A 

On définit les correspondances <1 et µ de s-I A X s-I A dans s- I A par 

On vérifie que a et µ sont des applications ; en effet, supposons 
b a b' a' - = - et - = - danss-1A, 
t s t' s' 

donc il existe u et v dans S tels que 
u(bs-at)=O et v(b's'-a't')=O; 

alors, uv ((bt' +b't)ss' - (as' +ds)tt') = uv ((bs-at) t's' + (b's' +a't') ts) = 0, 
bt' + b't as' +a's 

d'où, ---=---
tt' ss' 

D'autre part: uv(bb'ss' - aa'tt') = uv ((bs-at)b's' + (b's' -a't') at) = 0, 

(6.3) 

(6.4) 

d, , bb' aa' A' · 1 l' · défi . d 1 . d .. ou, -, = - 1 • ms1 es app 1cations a et µ mssent eux 01s e composition 
tt SS 

internes dans s-1 A notées, respectivement, additivement et multipicativement ; on pose : 

a a' as'+a's -+-:=---
s s' ss' 

aa' aa' 
et -- :=-. 

s s' ss' 

Les éléments ~ et } sont, respectivement, éléments neutres pour l'addition et la multi­

plication dans s-1A. 
L'ensemble s-1A est alors muni d'une structure d'anneau unitaire et commutatif induite 
par celle de A (à vérifier par le lecteur). 

Définition 6.3. S étant une partie multiplicative d'un anneau unitaire, commutatif A, l'an­
neau s-1 A est appelé le localisé de A par S. 

L'application as : A --+ s-1 A telle que as( a) = Î est un morphisme d'anneaux uni­

taires appelé morphisme canonique deA dans s-1A. 

Proposition 6.4. Le morphisme canonique as : A --+ s-1 A est injectif si et seulement si 
S est contenu dans l'ensemble des non diviseurs de zéro (ou éléments réguliers) de A. 
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a 0 
Preuve : a E Ker( as) -<===> l = l -<===> 3t ES, ta= O. 

On en déduit que Ker( as)= (0) si et seulement si 
VtES, (aEAetta=O) ==? a=O, 

c'est-à-dire que tout t ES est régulier dans A. 
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Corollaire 6.5. Si A est intègre, alors pour toute partie multiplicative S de A, le mor­
phisme as est injectif. 

Remarque 6.6. : 
a) Lorsque le morphisme canonique as : A - s-1 A est injectif, l'anneau A peut être 

identifié à lm( as) ; on écrit a à la pl~ce de T et dans ce cas, A est considéré comme un 

sous-anneau du localisé s-1 A. 
b) Quels que soient~ E s-1A ett ES, on a~= at, car 1 ES. 

s s • 
E . l' s 0 0 0 1 s 1 n particu 1er, pour touts E , -1 = - = et -1 = - = · 

s s 

Exemple 6.7. : 
1) Si A est un D.I. et S =A*, alors s-1 A est le corps des fractions de A, noté Fr A, et A 
est un sous-anneau du corps FrA (Déf. 5.2.). 
2) Si S0 désigne l'ensemble des éléments réguliers de l'anneau unitaire, commutatif A, 
alors S01A est appelé l'anneau total des fractions de A et noté FrA (car lorsque A est 
intègre, S0 =A* et Fr A est le corps des fractions de A). La proposition 6.4. et la remarque 
6.6. impliquent que A est un sous-anneau de son anneau total de fractions. 
3) Si S =A \P, où Pest un idéal premier de A, (Exemple 6.2., 3)) alors le localisé s-1A 
est généralement noté Ap et appelé le localisé de A en P. 
En particulier, lorsque A est un D.I., FrA est le localisé deA en l'idéal premier (0). 
4) S = {ion; n E N} est une partie multiplicative de Z et 

ID>·=s- 1Z={~·aEZ nEN} · ion· ' 
est l'anneau des nombres décimaux. 

Proposition 6.8. Lorsque A est un D.J., pour toute partie multiplicative S de A, l'anneau 
s-1 A est un D.I. tel que 

Preuve : A étant un D.I., toute partie multiplicative S de A est contenue dans A*, la relation 
d'équivalence ~s est alors la restriction à A x S de la relation ~définie dans A x A* pour 
la construction du corps des fractions de A. On en déduit que tout localisé s-1A est un 
sous-anneau du corps Fr A, c'est donc un D.I. etA Ç s-1A Ç Fr A. D 
En particulier, l'anneau ID> des nombres décimaux (Exemple 6.7.) est un sous-anneau du 
corps Q des nombres rationnels. 

Théorème 6.9. Propriété universelle du couple (S- 1A, as) 
Soit Sune partie multiplicative d'un anneau unitaire, commutatif A; alors quels que soient 
l'anneau unitaire, commutatif B et le m01phisme d'anneaux unitaires f : A - B vérifiant 
la condition: f(S) Ç U8 , il existe un unique morphisme tP E Hom(s- 1A,B) tel que 

tP o as= f, où as est le morphisme canonique de A dans s-1A. 

U8 désigne l'ensemble des éléments inversibles de l'anneau B. 
Le théorème 6.9 exprime que la condition f(S) Ç U8 implique l'existence et l'unicité du 
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diagramme commutatif suivant : 

Preuve: 
a) Unicité de <P: on suppose l'existence du morphisme <P; 

v;Es-1A, <P(;)=<P(Îl)=<P(Î)<P(;). 
a 

<Poas=f ==} <P(Î) =f(a), 

<P ( lf) = 1 = <P (; )<P ( T) = <P (; )f(s); 

Par hypothèse, f(S) Ç U8 , d'où <P ( ! ) = (f (s))-1 et par suite, 
s 

<P(~) =f(a)(f(s))-1• 
s 

On en déduit que si 1/f E Hom(S- 1A,B) est tel que 1/fo as= f, alors, 

'v'~ E s-1A, 1/1(~) = f (a)(f (s))-l = lP (~), d'où 1/f = fP· 
s s . s 

b) Existence de <P : ce qui précède conduit à considérer la correspondnce 
<P: s-1A ---4 B telle que <P (~) = f(a)(f (s))-1• 

s 

(6.5) 

On vérifie alors que <P est une application : on suppose d' = ~ dans s-1 A, donc il existe 
s s 

t ES tel que t (a' s- ai) = 0, par suite 
f (t)f (a')f (s) = f (t)f (a)f (s'). 

t,s,s' étant dans S, on a f (t),f (s),f (s') dans U8 , d'où 
f(a')(f(l))- 1 = f(a)(f (s))-1. 

Pour montrer que <Pest un morphisme d'anneaux unitaires, il suffit de reprendre la preuve 
faite dans le cas du corps des fractions d'un D.I. (Th. 5.5.). D 

Corollaire 6.10. Etant donné le couple (S-1A, as), s'il existe un anneau unitaire, com­
mutatif R, un morhisme Â.s E Hom(A,R) vérifiant la condition Â.s(S) Ç UR et si le couple 
(R,Â.s), satisfait à la propriété universelle du couple (S- 1A, as) (Th. 6.9.), alors il existe 
un unique isomorphisme <p de s-1 A sur R tel que <p o as = Â.s. 

Preuve : En appliquant la propriété universelle (Th. 6.9.), respectivement, aux couples 
(S-1 A, as) et (R, Â.s), on obtient les deux diagrammes commutatifs suivants 
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donc cp o as = Â.s et lfl o Â.s = as. 
On en déduit que lfl o <p o as = as et <p o lfl o Â.s = Â.s. 
La propriété universelle vérifiée par les couples (S- 1A,as) et (R,Â.s) implique alors: 
lfl 0 <p = ids-IA et cp 0 lfl = idR. 
Par suite cp est un isomorphisme et cp-1 = lfl. 0 

Remarque 6.11. Le corollaire 6.10. exprime que pour toute partie multiplicative S de A, 
le localisé de A par S est unique à un isomorphime près. 

2. Idéaux de s-1 A 

Les notations générales seront celles du paragraphe précédent. 
S étant une partie multiplicative de A, pour tout idéal Ide A, on pose 

a 
ls := {-;a E /, s ES}. 

s 

Remarque 6.12. : 
a) Pour tout idéal propre Ide A, on a Set. 1, car 1 ES, donc S n'est pas une partie 
multiplicative de/, considéré comme sous anneau de A. 

b a b 
b)-Els <==> 3(a,s)E/xS,-=-. 

t s t 

Proposition 6.13. Pour tout idéal Ide A,Is est l'idéal de s-1 A engendré par as(I) et 
Isf=s- 1A <==> InS=0. 

Inversement, si Q est un idéal de s-1A, alors 
Q=ls, où /:= ai1 (Q) ={a EA; TE Q}. 

a a' 0 
Preuve : Soit s et s' dans 15 ; on peut supposer a et a' dans I (Rem.6.12.). On a Î E ls et 

a a' as' -a's b ab ab 
- - -, = , E 15 ; de plus, quel que soit - E s-1A, -- = - E 15 , donc 15 est un 
S S SS t St St 
idéal de s-1A. 

Désignons par E l'idéal de s-1A engendré par a5(1). Soit~ E 15 ; on suppose a E /,alors, 

D'autre part, toutx Er. s'écrit sous la forme 

On suppose que pour tout i (l :::; i:::; k), a; E /,on a alors a~.~i E 15 , d'où x E 15 • 
l 
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On en conclut quels = I:. D'autre part, 

1 1 a 1 
ls = s- A <===? ï E ls <===? 3(a,s) EIX s, s = ï• 

a 1 
- = - <===? 3t ES, t(a-s) = 0 
s 1 

ta = ts ====*' ts E In S ====*'In S f:. 0, 

ainsi, ls = s-1A ====*' InS f:. 0. 

Mais, /nS =/= 0 ====*' 1 E ls ====*' ls = s-1A, d'où 

ls = s-1A <===? /nS f:. 0. 

Ce qui équivaut à/s f:. s-1A <===? /nS = 0. 

Soit Q un idéal de s-1 A; as est un morphisme d'anneaux unitaires de A dans s-1 A, donc 
a51(Q) est un idéal de A. (Prop. 1.53.) 

a a a 
I := a51(Q) ={a E A; ï E Q} ====*' ls = { s; ï E Q} ç Q. 

D'autre part, si~ E Q, alors ~~l· = ~l E Q, car Q est un idéal de s-1A. 
s s 

Onen conclut quels= Q. 0 

Définition 6.14. Pour un idéal Ide A, l'idéal ls de s-1A, considéré ci-dessus, est appelé 
l'idéal de s-1A engendré par/. 

Remarque 6.15. Dans le contexte précédent, pour I et 11, idéaux de A et Q et Q', idéaux 
de s-1A, on a . 

I c I' ====*' I C I' · - S- S• Q ç Q' ====*' a51(Q) ç a51(Q'). 

Théorème 6.16. A étant un anneau unitaire, commutatif, pour toute partie multiplicative 
S,ona 

A noethérien ====*' s-1 A noethérien. 

Preuve: Dans l'anneau s-1A, les idéaux (0) et s-1A sont principaux, montrons que tout 
idéal propre, non ·nul, Q de s-1A est de type fini. 
Soit I := a51 (Q),I est un idéal de A, donc I est de type fini ; or, d'après la Prop. 6.13., 
dans s-1A, l'idéal Q est engendré par as(I), on en déduit que l'idéal Q est de type fini. 0 

Proposition 6.17. Soit I et J deux idéaux de A; alors dans s-1 A, on a : 

(I+J)s=ls+ls 

(IJ)s =Isis 

(InJ) =Isnls· 

Preuve : Soit a E I et b E J, alors pour touts ES, 
a+b a b 1 a b 
-=(-+-)---+-

s 1 1 s-s s' 

(6.6) 

(6.7) 

(6.8) 

d'où (/ +l)s Ç ls+ls· Réciproquement, soit; E /set~ Els; on suppose a E I etb E J, 
alors 

~ + ~ = at+bs E (/ +J)s, d'où ls+ls ç (/ +l)s· 
S t St 

Les deux inclusions obtenues impliquent l'égalité (6.6). 
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Soit ~ E (/ J)s; on suppose a E /J donc 
s 

a= E1g~kxiyi, k EN* etVi(l ~ i ~ k),xi E I,yi E J. 
a X·Y· 
- = E1<i<k-112 E lsfs ===> (/ J)s ç lsls· s - - s 

D'autre part, soitx E lsls tel que 

ai bi , k Ro.T* V. ( 1 . k) ai I bi J x=El<i<k--,ou Er'l, i ~i~ ,-E set-Es· 
- - Si ti Si ti 

On a alors 
- E1~i~k(aibiTINish) (IJ) 

X- E S' 
TI1~i~ks;t; 

donc lsfs Ç (/ J)s, d'où l'égalité (6.7). 

Soit; E (/nJ)s; on peut supposer a E /nJ, donc; E Isnls· 

Réciproquement, soitx E Isnls; supposonsx =~=~.où a E I,b E J, (s,t) ES x S. 
s t 

Il existe alors u ES tel que u (at -bs) =O. 

a aut bus 
(aut =bus E InJ) ===> - = - = - E (/nJ)s, 

s sut sut 
donc Isnls Ç (InJ)s et on en déduit l'égalité (6.8). 

Proposition 6.18. Etant donné un idéal I et une partie multiplicative S 
de A, sin désigne la surjection canonique A--+ A// et S := n (S), alors 
S est une partie multiplicative de A// et 

s-1A/ls ~ S-1(A/I). 

D 

Pœuve : Pour tout x E A, posons n (x) = x; n étant un motphisme d'anneaux unitaires, il 
est immédiat que S est une partie multiplicative de A//. Considérons la correspondance 

1 --1 a a f: s- A --+ S (A/I) telle que/(-)== et montrons que f est une application. 
s s 

Soit~=~ dans s-1A; il existez ES tel que z(at -bs) = 0 et 
s t 

- - a b 
z(at-bs) = 0 ===> z(Zil-bs) = 0 ===> = = =· s t 

On vérifie que f est un motphisme d'anneaux unitaires tel quels Ç Ker f, et 

a a O - -
- E Ker f <===? = = = <===? 3z E S tel que za = O 
s s 1 

za = 0 <===? 3z ES tel que za E /; 
za a 

za E I ===> - = - E Is, d'où Ker f = ls. 
z~· s 

Soit ns la surjection canonique de s-1A sur s-1A/Is; la propriété universelle de l'an­
neau quotient s-1A/ls implique l'existence d'un unique motphisme cp de s-1A/ls dans 
--1 
S (A/I) tel que cp o ns = f. 
La définition de f implique sa surjectivité, par suite cp est surjectif; l'égalité Ker f = ls 
entraîne l'injectivité de cp (Cor. 2.32.), donc cp est un isomotphisme. D 



154 Chapitre 6. Localisation 

On rappelle (Déf. 2.59.) que l'ensemble des idéaux premiers d'un anneau unitaire, com­
mutatif A est appelé le Spectre de A et noté Spec(A). On désignera alors par Spec5 (A), 
l'ensemble des idéaux P E Spec(A) tels que PnS = 0. 

Proposition 6.19. Compte tenu des notations ci-dessus, on a 

P E Spec5 (A) => Ps E Spec(S- 1A) 

Q E Spec(S- 1A) => a51(Q) E Spec5 (A) 

et les applications 

f: Spec5 (A) ~ Spec(S-1A) 

P1--t P5 

et g: Spec(S- 1A) ~ Spec5 (A) 

Q 1--t a51(Q) 

sont des bijections inverses l'une de l'autre. 

Preuve: Soit P E Spec5(A), montrons que P5 est un idéal premier dans s-1A. 

ab ab ab x st = st E P5 <===> 3(x,y) E Px S, tel que St= y· 
ab X 
- = - <===> 3z ES, tel que z(aby- stx) = 0, 
St y 

d'où abyz = stxz E P, car x E P; alors, P étant un idéal premier de A, 
abyz E P => ab E Pou yz E P; 

mais yz E S et P n S = 0, donc nécessairement ab E P. 
a b 

ab E P=> (aEPoub E P) =>- EP5 ou- EP5 , 
s t 

(6.9) 

(6.10) 

l'idéal P5 est donc premier dans s-1A, d'où la relation (6.9). 
Soit Q E Spec(s-1A); posons I = a51(Q). On sait que I est un idéal de A et que Q = 15 
(Prop. 6.13.); démontrons que I E Spec5 (A). Q est un idéal premier, donc un idéal propre 
de s-1A, par suite on a InS = 0 (Prop. 6.13.). 
D'autre part, pour a et b dans A, 

ab a b 
ab El=> ÎÎ E Q => Î E Q ou Î E Q, 

d'où a E I ou b E /, ce qui prouve que I est un idéal premier de A. 
Comme /nS = 0, on a/= a51(Q) E Spec5 (A), d'où la relation (6.10). 
Les résultats précédents impliquent que pour tout P E Spec5 (A), on a 

g(f(P)) =g(P5 ) = a51(P5 ) E Spec5 (A). 

Démontrons que a51(P5 ) =P. 
a -l( ) a E P => Ï E P5 => a E a5 P5 , 

d'où P Ç a51(P5 ). D'autre part, 

1 a a x 
a E a; (P5) <===> Ï E P5 <===> 3(x,y) E Px S, tel que Ï =Y; 

a X 
Ï =Y <===> 3z ES, tel que z(ay-x) =O. 

(ayz =xzetx E P) => ayz E P; 

(ayz E P, PpremieretPnS = 0) =>a E P, d'où a51(P5 ) Ç P. 
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On en déduit que a;1 (Ps) = P, donc go f = idspecs(A)" 

Soit Q E Spec(S- 1A), alors f og(Q) = f(ai 1(Q)) E Spec(s- 1A). 

Démontrons que f (a'S-1(Q)) = Q. Soit~ E Q. 
s 

~ E Qet Q idéal premier ==> ~l E Q ou! E Q; 
s s 
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. 1 Q . l" s 1 1 Q . . "bl Q "dé 1 . mais - E imp ique -1 - = -1 E , ce qui est impossi e, car est un i a premier, 
s s 

a 
donc Ï E Q; alors 

a E a;1(Q) ==>; E f(a5 1(Q)), d'où Q Ç f og(Q). 

Inversement, considérons ~ E f o g (Q), 
s 

~ E f (a;1(Q)) <====* 3(x,y) E a'S- 1(Q) x S, tel que~=:!, 
s s y 

a X 
- = - ==> 3t ES, t(ay-xs) =O. 
s y 

(aty =XtS et XE a;1(Q)) ==> aty E a;1(Q); 

(ai 1(Q) E Specs(A) et ty ES) ==> a E a;1(Q), 

donc; E Q, d'où f og(Q) Ç Q. On en conclut que f og = idSpec(s-1A)" 

Ainsi f et g sont des bijections inverses l'une de l'autre. 0 

Théorème 6.20. Soit P un idéal premier d'un anneau unitaire, commutatif A, alors le 
localisé de A en P, noté Ap, est un anneau local, dont l'unique idéal maximal est Ps, où 
S=A\P. 

Preuve: Ap est le localisé deA par la partie multiplicative S =A \P (Exemple 6.7., 3)). P 
est un idéal premier deA et PnS = Pn (A \P) = 0, donc Ps E Spec(Ap) (Prop. 6.19.). 
D'autre part, Ap est un anneau commutatif, unitaire, donc il contient au moins un idéal 
maximal M (Th. 2.67.). L'idéal M est premier (Cor. 2.63.), par suite (Prop. 6.19.), il 
existe Q E Specs(A) tel queM= Qs; alors QnS = 0etS =A \Pimpliquent Q Ç P, d'où 
M=QsÇPs. 
On en conclut que M = Ps, puisque M est un idéal maximal ; ainsi Ps est l'unique idéal 
maximal deAp, qui est donc un anneau local. 0 

Théorème 6.21. Si P est un idéal premier d'un anneau unitaire, commutatif A, alors le 
cotps résiduel de l'anneau local Ap est isomotphe au cotps des fractions du domaine 
d'intégrité A/P. 

Preuve: En appliquant la proposition 6.18., avec I = P etS =A \P, on obtient 

s-1A/Ps ~ ""!F1(A/P). 
Or, d'après le théorème précédent, s-1A/Ps = Ap/Ps est le corps résiduel de l'anneau 

localAp. D'autre part, S est ici l'ensemble des éléments non nuls deA/P, donc S- 1(A/P) 
est le corps des fractions du domaine d'intégrité A/ P, d'où le résultat énoncé. 0 

3. Localisés d'un domaine d'intégrité 

Dans tout ce paragraphe, A désigne un D.I. et S est une partie muliplicative de A. On 
rappelle que dans ce cas (Cor. 6.5. et Prop. 6.8.) le morphisme canonique as est injectif, 
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s-1A est un D.I. et 
A Ç s-1A Ç FrA. 

Remarque 6.22. Pour tout idéal J de s-1 A, as 1 ( J) = J n A. En effet, 
a 

a E a;1(J) {:::=:::? l E J {:::=:::? a E JnA. 

Par suite, J = (JnA)5 . 

Théorème 6.23. A domaine principal==? s-1A domaine principal. 

Preuve : Les idéaux (0) et s-1A sont principaux ; d'autre part, soit J un idéal propre, 
non nul de s-1A, alors JnA est un idéal principal de A. Par suite l'idéal J, engendré par 
a5 (JnA) dans s- 1A, est aussi un idéal principal. O 

Lemme 6.24. UA et U5_1A désignant, respectivement, le groupe des unités des domaines 
d'intégrité A et s-1A, on a 
l)UA Ç Us-tA· 
2) a E An U5_1A {:::=:::? :ls ES, tel que ais dans A. 

3) (p premier dans A et p f/. U5_ 1A) ==? p irréductible dans s-1A. 

Preuve: 
1) Soit u E UA; il existe alors u-1 EA tel que uu-1 =1 dans A, d'où uu-1 =1 dans s-1A, 

donc u E us-IA. 

2) a EAnU5_ 1A 
b 1 ab 

{:::=:::? 3 - E s- A tel que - = 1 ; 
s s 

ab - = 1 {:::=:::? ab= s {:::=:::? ais dans A. 
s 

3) p f/. U5_1A {:::=:::? (\;/ s ES, p }'s dans A), d'après 2). 

Supposons p = ~ ~ dans s-1 A, donc pst = ab dans A ; par suite 
St 
(p premier dans A et pst = ab) ==? p la ou plb dans A. 

Si pla, il existe q E A* tel que a= pq; alors l'intégrité de A implique st = qb; 

St= qb ==? q_~ = 1, dans s- 1A, 
St 

donc ~ E U5_1A. Dans le cas où plb, on obtient de même ~ E U5_1A. On en conclut que p 

est irréductible dans s- 1A. 0 

Théorème 6.25. A anneau factoriel ==? s-1 A anneau factoriel. 

Preuve: Posons Q := {q E A*; q irréductible dans A et q f/. U5_1A}. 
L'anneau A étant factoriel, tout élément irréductible de A est premier ; alors d'après le 
lemme 6.24., 

q E Q ==? q irréductible dans s-1A. 

a) Vérifions que dans le domaine d'intégrité s-1A, tout élément~' non nul et non inver­
s 

sible, est produit d'éléments irréductibles. 
a a 

(si= O et s f/. U5_1A) ==? (ai= Oeta f/. U5_1A). 

Dans l'anneau factoriel A, écrivons a= p 1p 2 ... Pn, où n E N* et pour tout i ( 1 ::;; i::;; n), Pi 
est premier dans A. 
a f/. U5 _1A implique que les pi, 1 ::;; i::;; n, ne sont pas tous des unités de s-1A; donc, pour 
un ordre convenable des pi, il existe k, 1 ::;; k::;; n, tel que 

Vi(l::;; i::;; k), Pif/. us-IA' donc P; E Q; 

Vi(k+ 1::;; i::;; n), Pi E us-IA' 



§ 3. Localisés d'un domaine d'intégrité 

Si 1 ::::; k < n, posons e = Pk+t ... Pn ; alors e E U5_1A et a= eptp2 .•• Pk· 

Pour 1::::; i::::; k, P; E Q, donc P; est irréductible dans s-tA et 

a e , e U s = s PtP2· . . pk, ou s E s-1A· 

Si k = n, on a e = 1. 
b) Montrons que tout élément irréductible de s- t A est premier. 
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(6.11) 

La factorisation (6.11), obtenue pour un élément ~ non nul et non inversible de s-tA, 
s 

montre que si ~ est irréductible, alors 
s 

a e a t 
k = 1 et - = - Pt ===> - "'Pt dans s- A. 

s s s 
On en déduit que 

~ irréductible dans s-tA <==} 3q E Q, tel que ~,...., q dans s-tA. 
s s 

On est ramené à prouver que tout élément q E Q est premier dans s- t A. 

Soit q E Q tel que q divise~~ dans s-tA. Il existe alors~ E s-tA tel que 
tu V 

d'où bcv = tudq dans A. 

be d 
-- =-q, 
tu V 

q E Q, donc q est premier dans A et q ne divise aucun élément de S; en particulier, q /v, 
donc qlbc, par suite, qlb ou qlc dans A. 
Supposons qlb, il existe alors b' E A* tel que b = qb'; d'où 

b b' b - = -q ===> ql-danss-tA. 
t c t t 

Dans le cas où qlc, on obtient q 1- dans s-tA; q est donc premier dans s-tA. 
u 

Ainsi le domaine d'intégrités- t A satisfait aux conditions (AFt) et (AF2 )' qui caractérisent 
un anneau factoriel (Th. 5.89.). 0 

Théorème 6.26. A anneau euclidien===> s-tA anneau euclidien. 

Preuve: On suppose que l'anneauA est euclidien relativement à un stathme ô (Déf 5.70.). 
On sait (Cf. Ch. 5 et Th. 6.25.) que 

A euclidien ===> A factoriel ===> s- t A factoriel. 
Soit x E s- t A \ { 0}. En reprenant les notations de la preuve du théorème précédent, pour 
x non inversible, on peut écrire 

X= uptp2 ... pk OÙ u E U5_1A etVi(l::::; i::::; k), P; E Q. 
D'après la définition de l'ensemble Q, les P;. 1::::; i::::; k, sont irréductibles dans A. Posons 
a = PtP2 ... Pk; alors 

x = ua avec u E U5_ 1A eta E A*\ UA. 

Considérons la correspondance <p : s- t A \ { 0} --+ N telle que 
VuEU5_1A, <p(u)=ô(1)etVx=uaEA*\U5_1A, <p(x)=ô(a). 

Vérifions que la correspondance <p est une application. Supposons x = ua = u' a', où u et 
u' sont dans U5_1A, a eta' dans A* \UA; alors 

a'= u'-tua ===> <p(a') = ô (a)===> <p(ua) = <p(u'a'). 
Soit x et y non nuls dans s- t A, démontrons que 

xlydanss-tA ===> <p(x)::::; <p(y). 
L'hypothèse xlydans s-tA entraîne qu'il existez E s-tA tel que y= xz. 
Posons x = ua, y= vb, z = wt, où u, v, w sont dans U5_ 1A et a,b,t sont dans A*\ UA; on a 
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cp(x) = 8(a), cp(y) = 8(b). 
y= xz ===>y= uwat ===> cp (y) = 8 (at); 

alors, alat dans A entraîne 8(a) ~ 8(at) = 8 (b), d'où cp(x) ~ cp(y). 
Montrons que la division euclidienne de A induit une division euclidienne dans s-1A. 
Considérons, comme plus haut, x = ua et y= vb non nuls dans s-1A. La division eucli­
dienne de a par b dans A donne 

a=bq+r, avecr=Oouc5(r) <8(b), 
alors, u-1x = v-1yq+ r implique x = yuv-1q+ ur, avec 

ur=O ou cp(ur) = 8(r) < 8(b) = cp(y). 
On en conclut que l'anneau s-1 A est euclidien. O 

4. Localisé d'un A-module 

Comme dans le parargraphe précédent, S désigne une partie multiplicative de l'anneau 
unitaire, commutatif A. 

A. Localisé d'un A-module par S 

Etant donné un A-module M, on définit sur Mx S la relation binaire ~s telle que 
(x,s)~s(x',s') Ç:::::} 3tES,t(sx'-s'x)=O. 

Comme pour la localisation deA par S, on montre que ~s est une relation d'équivalence ; 

on note~ la classe d'équivalence modulo ~s du couple (x,s) E Mx S. On pose 
S X 

s-1M:= {-; (x,s) E Mx S}. 
s 

Définition 6.27. s-1M est appelé le localisé du A-module à gauche M par la partie mul­
tiplicative S de A. 

Proposition 6.28. s-1M est un s-1A-module à gauche. 

Preuve : Le lecteur vérifiera que les correspondances 

s-1M x s-1M--+ s-1M 

(~ x') 1--+ s'x+sx' 
s' s' ss' 

et 

sont des applications qui définissent respectivement, dans s-1 M, une addition et une mul­
tiplication externes à opérateurs dans l'anneau s-1 A telles que s-1 M est un s-1 A-module 
à gauche. O. 

Remarque 6.29. Dans le cas où S =A\ P, P étant un idéal premier de A, le Armodule 
s-1M sera noté Mp et appelé le localisé de Men P. 

B. Localisé d'un morphisme de A-modules 

M etN étant deux A-modules à gauche, à tout/ E HomA (M,N), on associe la correspon­
dance de s-I M dans s-I N, notée s-I f, telle que. 
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On vérifie alors, que s-1 I est une application et que s-1 I est un morphisme de s-1 A­
modules. Si Pest un A-module et g E HomA (N,P), on montre que 

Proposition 6.30. Etant donné une suite de A-modules à gauche: 

M' _!_ M __..!_ M" exacte enM, 

la suite de s-1A-modules 

s-1M' !:.:!.. s-1M ~ s-1M" est exacte en s-1 M. 

Preuve: La notion de suite exacte a été définie au chapitre 3 (Déf. 3.70.). 
Par hypothèse on agol = 0, par suite s-1gos-11=0, d'où 

Im(s-11) ç Ker(s-1g). 
Démontrons l'inclusion inverse. 

Soit~ E Ker(s-l g), donc g(x) = 0 dans s-1M"; nécessairement il existe u ES tel que 
s s 

ug(x) =OdansM", d'oùg(ux) =0; ainsi 
uxEKerg=lml,===?3x'EM' telque ux=l(x');alors, 

X UX l(x') -1 (X) ( -1 ) ( -1 ) -=-=--=S 1- ===?KerS g ÇlmS I. 
s us us us 

Remarque 6.31. : 

D 

a) Si N est un sous-A-module de M, alors l'injection canonique ide N dans M induit 
une injection de s-1A-modules, s-1;: s-1N-----+ s-1M, donc s-1N peut être considéré 
comme un sous-s-1A-module de s-1M. 
b) Toute suite exacte courte de A-modules à gauche est transformée, par localisation par 
S, en une suite exacte courte de s-1A-modules à gauche. 

Corollaire 6.32. Net P étant des sous-modules d'un A-module M, on a 
l)S-1(N +P) = s-1N +s-1P; 
2)s-1(NnP) = s-1Nns-1P; 
3) les s-1A-modules s-1(M/N) et s-1M/S- 1N sont isom01phes. 

Démonstration en exercice (n° 1, Ch. 6). 

Remarque 6.33. Etant donné un A-module à gauche M, le morphisme canonique a5 de 
A dans s-1A permet de considérer (par restriction des scalaires, Cf. App. B) le s-1A­
module à gauche s-1M, comme un A-module à gauche, grâce l'application: 

A x s-1M-----+ s-1M 
x ax ax 

(a,-)~ -- = -. 
s 1s s 

En particulier, s-1A est un A-module à gauche. On en déduit (par extension des scalaires, 
Cf. App. B) que le A-module à gauche s-1A ®AM peut être muni d'une structure de 
s-1A-module à gauche, par à l'application 

s-1A x (s- 1A®AM) -----+S- 1A®AM 
a b ab 
(ï,~®x) ~ "iS®x. 
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C. Propriétés des modules localisés 

Proposition 6.34. Pour tout A-module M on a 
s-1M !:::::: s-1A®A M (isom01phisme de s-1A-modules). 

Preuve: Vérifions que la correspondance 

<p: s-1M---+ s-1A®AM 
X 1 
-~-®x 
s s 

est une application. Soit ~s' = ~ dans s-1 M; il existe t E S tel que t( s' x - sx') = 0, d'où 
s 

1 1 1 1 ' -®x- -®x' = -®tix- -®tsx 
s s' ss't ss't 

1 
= - 1-®(t(ix-sx')) =0. 

sst 

a X y 
L'application <p est s-1A-linéaire; en effet, pour - E s-1A et(-,-) E s-1M x s-1M, 

r s t 

x y tx+sy 1 1 1 x y 
<p(-+-) = <p(--) = -®(tx+sy) = -®x+-®y = <p(-) +<p(-); 
St St St S t St 

ax ax 1 a a 1 a x 
<p(- -) = <p(-) = -®ax= -®x= -(- ®x) = -<p(-). 

r s rs rs rs r s s s 

De plus, le morphisme <p est surjectif, car les générateurs du A-module s-1A ®AM sont 
a a 1 les -®xpour (-,x) Es- A xM et 
s s 

a 1 ax 
-®x=-®ax= <p(-). 
s s s 

La surjectivité de <p implique que tout élément de s-1 A® AM peut s'écrire sous la forme 

! ®x. Considérons d'autre part, la correspondance 
s 

µ: s-1A x M---+ s-1M 
a ax 

(- x)~-. 
s' s 

' Supposons a, =~dans s-1A; il existe t ES tel que t(s'a-sd) = 0 et 
s s 

ax a'x 
t(s'ax-sa'x) =0==>- = -. 

s s' 
On en déduit queµ est une application et on vérifie queµ est A-bilinéaire. La propriété 
universelle du produit tensoriel (Cf. App. B) implique alors qu'il existe un unique mor­
phisme de A-modules, 'l/f, tel que 

'l/f: s-1A®AM ---+S-1M 
a a ax 
-®x ~µ(-,x) =-. 
s s s 
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Vérifions que 1/f est un morphisme de s-1A-modules. On a remarqué plus haut que tout 
élément y de s-1 A ®AM pouvait s'écrire sous la forme 

y= !®x, où {!,x) E s-1A xM; 
s s 

par suite, quel que soit~ E s-1A, 
t 

1/l(~y) = 1/l(~®x) = ax = ~1/f(y). 
t ts ts t 

D'autre part, quels que soient~ E s-1M et~ ®XE s-1A ®AM, on a 
s s 

X 1 X 
1/fO<p(-) = 1/f(-@X) = -

s s s 
a ax 1 a 

cpo 1/1(-®x) = cp(-) = -®ax= - ®x. 
s s s s 

On en conclut que <pet 1/1 sont des s-1A-isomorphismes et 1/f = cp-1. D 

Corollaire 6.35. Pour toute pa11ie multiplicative S de A, s-1A est un A-module plat (Cf. 
App. B, Déf. B.21). 

Cette propriété est une conséquence des propositions 6.30. et 6.34. 

Proposition 6.36. Met N étant deux A-modules à gauche, on a 
s-1M®s-IA s-1N ~ s-1(M®A N) (isomorphisme de s-1A-modules). 

Preuve : D'après la proposition 6.34, les s-1 A-modules s-1 (M ®AN) et 
s-1 A® A (M ®AN) sont isomorphes. On considère 

Â.: s-1Mxs- 1N ----+S- 1A®A (M®AN) 

(~)'.) 1--+ .!..® (x®y). 
S t St 

On vérifie que Â. est une application s-1A-bilinéaire. La propriété universelle du produit 
tensoriel, implique qu'il existe un unique morphisme A, de s-1A-modules, tel que 

A: s-1M®s-IA s-1N-----+ s-1A ®A (M®AN) 

X y 1 
(-®-) 1--+ -®(x®y). 
S t St 

De même, soit Â.1 : s-1Ax (M®AN)-----+ s-1M®s-1As- 1N 
a a x y 

( s'x®y) 1--+ :;< Ï ® Ï ). 

On montre que Â.1 est A-bilinéaire et on en déduit, comme précédemment, qu'il existe un 
unique morphisme de A-modules, A', tel que 
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On vérifie que A' est s-1A-linéaire et de plus 

,a ax y ax y 
AoA (-®(x®y)) =A(-(-®-)) =A(-®-) 

s s 1 1 s 1 
1 a 

= - ® (ax®y) = -® (x®y). 
s s 

1 X Y ,1 X y 
A oA(-®-) =A (-®(x®y)) = -®-. 

S t St S t 

Ainsi, A et A' sont des s-1A-isomorphismes inverses l'un de l'autre. 0 

Corollaire 6.37. Pétant un idéal premier de A, quels que soient les A-modules à gauche 
M etN,ona 

Mp®A Np':::!. (M®AN)p (isomorphismedeAp-modules). 
p 

Ce résultat s'obtient en appliquant la Prop. 6.36 au cas où S =A\ P. 

5. Exercices 

Les notations générales sont celles habituellement utilisées dans le Chapitre 6 et dans les chapitres 
précédents. Les morphismes d'anneaux sont des morphismes d'anneaux unitaires. 

1) Démontrer le corollaire 6.32. 

2) Vérifier que toute partie multiplicative S, d'un anneau unitaire, commutatif A, est une partie 
multiplicative de l'anneau de polynômes A [X] et prouver que ( s-1 A) [X] = s-1 (A[X]). 

3) Posons S := 'l.. \2'l.. et soit n la surjection canonique 'l..--+ 'l../6'l... 
1°) Vérifier que n(S) est une partie multiplicative de l'anneau 'l../6'l... On pose :r: := n(S); 
expliciter les éléments de I:. 
2°) Soit A := :r:-1 ('l../6'l..) le localisé de 'l../6'l.. par :r:. 
Démontrer que A est un corps isomorphe à 'l../2'l... 

4) Généralisation de l'exercice 3) ci-dessus 
Soit n > 1 dans 'l.. et p un nombre premier. On note n la surjection canonique 'l.. --+ 'l../n'l.. 
et on pose P := n(p'l..). · 

1°) Prouver que Pest un idéal propre de 'l../ n'l.. si et seulement si pjn. 

2°) On suppose que pin, démontrer que Pest un idéal premier de 'l../ n'l... 

3°) On suppose pin et p -=f. n. Soit ('l../ n'l..):;; le localisé de 'l../ n'l.. en P, c'est-à-dire le localisé 
de 'l../n'l.. par :r: := 'l../ n'l.. \ P (Cf. Exemples 6.7). 
Démontrer que l'idéal Pr., engendré par Pdans ('l../n'l..):;; (Déf. 6.14), est nul. 
En déduire que ('l../n'l..):;; ~ 'l../ p'l.. (Cf. Th. 6.20 et 6.21). 

5) Soit Sune partie multiplicative d'un anneau unitaire, commutatif A. 

1°) Soit, respectivement, :N'(A) et :N'(S-1A) le nilradical de A et de s-1A. Démontrer que 
(:N'(A))s = :N'(s-1A). 
2°) I étant un idéal propre, non nul de A, prouver que, dans s-1A, on a ( V'Ï)s =Vis (Cf. 
Ch. 2, Ex. 14). 
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6) Soit A un D.I. ; pour tout P E Spec(A),Ap désigne le localisé de A en P. 
Le but de cet exercice est de prouver que nPeSpec(A)AP =A. 

1°) Justifier l'inclusion A ç;; nPeSpec(A)AP. 

2°) On suppose qu'il existe~ E (nPeSpec(A)AP) \A. 

a) Vérifier que pour tout P E Spec(A), il existes E A \P tel que as E bA. On pose 

Bp = {s eA \P; asebA}. 

Soit B l'idéal de A engendré par UPeSpec(A} Bp. Prouver que, pour tout x E B, on a ax E bA. 

b) On suppose B #A. Montrer que l'existence d'un idéal maximal de A contenant B conduit 
à une contradiction. En déduire que nPeSpec(A)AP =A. 

7) Soit Set S' deux parties multiplicatives d'un anneau unitaire, commutatif A telles que Sc S'. 
On note, as et as, les morphismes canoniques de A dans, respectivement, s-1A et S'-1A. 

1°) Montrer qu'il existe un unique morphisme d'anneaux unitaires de s-1A dans S'-1A, 
que l'on notera ~s,S'• tel que ~s,s• o as= as, (Th. 6.9). 
2°) Si l'on suppose, de plus, as(S') Ç Us-'A' prouver que ~s,S' est un isomorphisme dont 
on précisera l'inverse (voir Cor. 6.10). 

8) Comme dans l'exercice précédent, on considère deux parties multiplicatives Set S' d'un 
anneau unitaire commutatif A telles que S c S'. 

1°) On désigne par S' /1, l'ensemble as(S') = {{; 1 ES'}. 

a) Vérifier que S' /1 est une partie multiplicative de s-1A. On notera (S' /I)-1 (S-1A) le 
localisé de s-1 A par S' / 1. 
b) Soit Bun anneau unitaire commutatif et fun morphisme de A dans B tel que f ( S') ç;; U B ; 

vérifier (Th. 6.9) qu'il existe un unique morphisme 'f's,s' E Hom((S' /1)-1 (S- 1A)),B) tel 
que 

'f's,S' o a(S' /l} o as = f. 
En déduire que les anneaux S'-1A et (S' /1)-1 (s-1A) sont isomorphes (voir Cor. 6.10). 

1 
2°) On pose S' /S := {- E s-1A; s E S,.f ES'}. 

s 
a) Vérifier que S' / S est une partie multiplicative de s-1 A contenant S' / 1. 
En déduire qu'il existe un unique morphisme d'anneaux unitaires ~SS' de (S' /1)-1 (S-1A) 

dans (S' /s)-1 cs-1A) tel que ~S,S'oa(S'/1} = a(S'/S} (Cf. Ex. 7, 1°)). 1 

b) Prouver que le morphisme ~s,S' est un isomorphisme (Cf. Ex. 7, 2°)). 

3°) Soit Set T deux parties multiplicatives de A. On pose ST:= {st E A; s E S,t ET}. 
Vérifier que ST est une partie multiplicative de A contenant S et T. 
En appliquant les résultats du 1°), démontrer que les anneaux (ST)- 1A, (as(T))-1 (s-1A) 
et (<Xi-(s))-1 (T- 1A) sont isomorphes. 
4°) Soit Sune partie multiplicative de A et E une partie multiplicative de s-1A, on pose 

a 
S':={aeA; 3seS, -eE}. 

s 
Vérifier que S'est une partie multiplicative de A contenant S. 
SoiŒ-1 (S-1A) le localisé de s-1A par E; en utilisant les résultats du 1°) et du 2°), montrer 
que les anneaux S'-1A et E-1 (S-1A) sont isomorphes. 

9) On rappelle (Ch. 5, Ex. 22) qu'un anneau A unitaire, commutatif est un J-anneau si tout 
idéal premier de A est l'intersection des idéaux maximaux qui le contiennent. 
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K étant un corps, l'anneau K[X] est un J-anneau (Ch. 5, Ex. 22, 2°)). 
Soit (X) l'idéal de K[X] engendré par X. Justifier les propriétés suivantes : 

i) (X) est un idéal premier de K[X]. 
ii) Le localisé de K[X] en (X) n'est pas un J-anneau (Ch. 5, Ex. 22, 1°)). 

10) Etant donné un domaine d'intégrité B et un élément b =f. 0 dans B, on considère la partie 
multiplicative Sb:= {b"; n EN}. 
1°) Soit s;;1B le localisé de B par Sb. Si I est un idéal de B, on notera lb l'idéal de s;;1B 
engendré par l (Déf. 6.14). 
a) Comment s'écrivent les éléments de lb? 
b) Vérifier qu'un idéal Q de s;;1B est premier si et seulement si Q =Pb, où Pest un idéal 
premier de B tel que b ~ P. 

2°) L'objet de cette question est de prouver que pour un anneau unitaire, commutatif A, les 
deux propriétés suivantes sont équivalentes. 
(~ 1) : A est un J-anneau (Cf. Ex. précédent et Ex. 22, Ch. 5). 
(~2) : Si Pest un idéal premier de A et si B :=A/Pcontient un élément b =f. 0 tel que s;;1B 
est un corps, alors Best un corps (c'est-à-dire que l'idéal Pest maximal). 

a) On suppose que A est un J-anneau et que Pest un idéal premier de A, pour lequel il 
existe b =f. 0 dans B :=A/ P tel que s;; 1 B est un corps. 
- Vérifier que Best un J-anneau (Ch. 5, Ex. 22, 3°), a)). 
- Prouver alors que b appartient à tout idéal maximal non nul de B. 
- En déduire que Best un corps. En conclure que (~1 ) ==> (~2). 
b) On suppose que A vérifie la propriété (~ 2). 

Soit Q un idéal premier deA et/ l'intersection des idéaux maximaux deA contenant Q. On 
suppose l =f. Q, donc il existe t E 1\ Q. 
1. Soit E l'ensemble des idéaux premiers P de A tels que Q Ç P et t ~ P. 
- Démontrer qu'il existe au moins un élément maximal dans l'ensemble E ordonné par l'in­
clusion ; soit T un tel élément. 
-Montrer que T n'est pas un idéal maximal de A, mais que T, est un idéal maximal de s,-1A. 
2. On considère les morphismes canoniques : 

1t :A-+A/T, a :A-+S,-1A, /3 :A/T-+Si1A/T, où t= n(t). 
-Prouver qu'il existe un unique <p E Hom(S,- 1A, Sf1A/T) tel que <poa = {3on. 
- Vérifier que <p est surjectif. 
- Soit C1 la surjection canonique: s,-1A--+ s,-1A/T,. Justifier l'existence d'un unique mor-
phisme 1f1 E Hom(S,-1 A/T,, Si1A/T) tel que lflo u = <p. 
- Prouver que 1f1 est un isomorphisme. En déduire une contradiction avec l'hypothèse (~2) 

et conclure. 



Chapitre 7 
Séries Formelles 

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau unitaire et commutatif. 

1. Séries formelles à une indéterminée sur A 

A. Algèbre des séries formelles à une indéterminée sur A 

1. N étant l'ensemble des entiers naturels, on considère le A-module à gauche AN (Ch. 3). 
AN= {(an)nEN; \:/n EN, an E A}. 

On définit une multiplication dans AN, par 1' application 

AN xAN -t AN 

((an)nEN' (bn)nEN) 1--+ (cn)nEN' 

OÙ, Cn = l:p+q=n apbq = l:o:'.5;p:'.5;n apbn-p-

On peut vérifier que le A-module à gauche AN est alors muni d'une structure de A-algèbre 
commutativedontl'élémentunitéest 1 = (c5n)nEN' où c5o = 1etpourtoutn~1, c5n =0. 
2. L'application 

lt:A-tAN 

a 1--+ (an)nEN' oùa0 =aet\:/n ~ 1, an= 0 

est un morphisme injectif de A-algèbres qui permet d'identifier A à la sous-algèbre /mit 
de AN; pour tout a E A, on écrira a à la place de Â (a). 
3. Changement de notation 
On considère, dans AN, les éléments e0 = (1,0, ... ), e1 = (0,1,0, ... ) et plus générale-
ment, 

ei = ( <Xn)nEN' où ai = 1 et \:/n =/= i, an = O. 
On en déduit qu'un élément f = (an)nEN s'écrit: 

f=a0e0+a1e1 + .. ·+anen+"· 

= a0e? +a1 e1 + · · · +aneî + · · · 

et on écrira, "formellement", f = EneNaneî. 
Il s'agit d'une écriture "formelle", car le signe l: ne désigne pas ici une somme finie 
d'éléments. 
En posant X= e1, un élément/= (an)nEN deAN s'écrira 

f = EneNanXn, où \:/n EN, an E A. (7.1) 

On utilisera aussi la notation: f = En;;:::oanXn. 
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Définition 7.1. : 
a) L'élément e 1 de AN, que nous avons noté X, est appelé indéterminée. 
b) Un élément quelconque l = EneN anXn dans AN est appelé série formelle à une indé­
terminée sur A. 
Les éléments an, n EN, sont les coefficients de la série formelle let a0 est son terme 
constant. 
c) L'indéterminée ayant été notée X, l'algèbre AN sera notée A[[X]] et appelée algèbre 
des séries formelles à une indéterminée sur A. 

Remarque 7.2. : 
a) On sait que l'algèbre des polynômes à une indéterminée sur A est 

A[X] = {EneNanXn; (an)nEN EA(N)}. 
A [X] est donc une sous-algèbre de A [[X]] et on a les inclusions strictes 

Ac A[X] c A[[X]J. 
A est appelé sous-algèbre des séries formelles constantes de A [[X]]. 
b) Comme dans le cas de l'algèbre A [X], la construction de A [[X]] montre que cette A­
algèbre est (à un isomorphisme près) indépendante du symbole X choisi pour désigner 
l'indéterminée. On pourra vérifier, par exemple, que les A-algèbres A[[X]] et A[[Y]] sont 
isomorphes par l'application 

A[[X]] -+ A[[Y]J 

Ln~Oxn ~ Ln~oYn. 

Premiers exemples : Les développements en séries entières des fonctions réelles ou com­
plexes classiques sont des séries formelles dans JR[[X]] ou C[[X]]; en particulier, 

1 1 (-l}n-1 
1-X = Ln~Oxn, Exp(X) = Ln~On!xn, Log(l +X)= Ln~l n xn. 

Remarque 7.3. Comme le montre le premier exemple ci-dessus, dans tout anneau de 
séries formelles A [[X]], on a 

(1 - X} (En>oXn) = 1; 
ce qui prouve que 1 - X et Ln>oxn sont inversibles dans A [[X]]. 
Nous caractériserons plus loin les éléments inversibles d'un anneau de séries formelles. 

B. Notion d'ordre d'une série formelle 

Définition 7.4. Soit l = Ln>O anXn dans A[[X]); sil=/= 0, on appelle ordre del, l'entier 
noté ro (/) défini par -

ro (1) = inl{n EN; an=/= O}. 
ro (0) est considéré comme plus grand que l'ordre de toute série formelle non nulle et est 
symboliquement noté +oo avec les conventions : 

( +oo) + ( +oo) = +oo et V p E N, ( +oo) + p = +oo. 
Remarque 7.5. D'après la définition 7.4., on peut considérer ro comme une application 
deA[[X]] dans Net pour tout l =I= 0 dans A[[X]], on a 

ro (/) = p *=? a0 = a1 = ... = ap-l = 0, ap =!= 0 

*=? l =XP(En~panxn-p), ap =/=O. 
D'autre part, pour tout n EN, on peut écrire l =ln+ rn, où 

ln= Lo::;;;::;;na;X; et rn = Li>na;Xi, 

donc ln E A[X] et rn E A[[X]], ro (rn) > n. 
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Théorème 7.6. Quels que soient f et g dans A[[X]], 

1) ro (f + g) ~ inf { ro (/), ro (g)}; 

ro (/) f ro (g) => ro (f + g) = inf { ro (/), ro (g)} 

2) ro(fg) ~ ro(/)+ro(g); 

ro(fg) = ro(f) +ro(g), si A est intègre. 

Preuve : Soit f et g dans A [[X]]. 
1) De la définition 7.4., on déduit que, pour f et g non nuls, 

D'autre part, 

ro(f) = ro (g) = p EN=> ro(/ + g) ~ p, 
(ro(/) = p, ro(g) = q, p < q) => ro (f +g) =p. 

J = g = 0 => +co = (J) {/) = (J) (g) = (J) (f + g) 
(/=0, ro {g} = p EN)=> ro(f +g) = ro {g) = p; 

d'où les résultats 1) du théorème. 
2) Si f g f 0 et f = En~oanXn, g = En~obnXn, on a 

fg = En~oCnXn, où 'Vn EN, Cn = Ei+j=naibj; 

alors ( ro(f) = p, ro(g) = q, n < p+q) => Cn = 0 et Cp+q = apbq, d'où 

ro (f g) ~ p + q; ro (f g) = p + q, si A est intègre. 

Si f g = 0, ro (f g) = +co ~ ro (/) + ro (g). 

Corollaire 7.7. L'anneau A étant unitaire, commutatif, 
A[[X]] est intègre {::::::::} A est intègre. 

En patticulier, si K est un corps, K[[X]] est intègre. 

D 

Preuve : Si A est intègre, alors d'après le 2) du théorème 7.6., quels que soient f et gnon 
nuls dans A [[X]], on a 

(J) (f g) = (J) (!) + (J) (g), 
donc f g f 0; par suite A [[X]] est intègre. 
Réciproquement, si A[[X]] est intègre, alors A est,intègre, en tant que sous-anneau de 
A[[X]]. D 

Remarque 7.8. Dans le cas où A est intègre, l'ordre ro est une valuation ([39], [63] ), car 
pour f et gnon nuls on a ro (fg) = ro (/) + ro (g). 

Proposition 7.9. Pour tout anneau unitaire, commutatif A, et tout m EN, l'ensemble lm 
des séries formelles f E A[[X]] telles que ro (/) ~ m est l'idéal de A[[X]] engendré par 
xm. 
Preuve: On remarque que pour tout m EN, 0 E lm et le Th. 7.6. permet de vérifier que 

(f,g) E lm Xlm => (J +g) E lm; f E lm=> -J Elm; 

(f,h) E lm xA[[X]] => fh = hf E lm. 

On en conclut que lm est un idéal de A [[X]]. De plus 

(! E 10 {::::::::} ro (/) ~ 0), donc 10 = A[[X]]; 

('Vm~ 1) (/Elm {::::::::} f=Xmg, ro(g) ~O), 

donc lm =XmA[[X]]. D 
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C. Notion de famille sommable dans A [[X]] 

Définition 7.10. Soit {f.:i.} il.EA une famille non vide de séries fonnelles dans A[[X]]. Cette 
famille est dite sommable si pour tout n EN, il n'existe qu'un nombre fini d'éléments 
Â. E A pour lesquels ro (fil.) ~ n. 

Remarque 7.11. {f.:1.hEA étant une famille sommable dans A[[XJ], pour tout Â. E A, 
posons f.:1. = En~Oail.,nxn; alors, quel que soit n fixé dans N, l'ensemble 

{Â. EA; ail.n :fO} 
est une partie finie de A, autrement dit, la suite '(a.:i.,n) il.EA est à support fini. 
On en déduit que Eil.EA ail.,n est la somme d'un nombre fini d'éléments de A. 
Pour tout n E N, on pose 

Cn := Eil.EA ail. n; 
on considère alors, la série fonnelle ' 

(7.2) 

Définition 7.12. Dans le contexte ci-dessus, la série fonnelle f définie par la relation (7 .2) 
est appelée somme de la famille sommable U.:i.} il.EA et on écrit symboliquement 

f=Eil.EAf.:1.· 

Remarque 7.13. Toute sous-famille d'une famille sommable est sommable. 

Exemple 7.14. : 
1) Toute famille finie de séries fonnelles de A [[X]] est sommable. 
2) Toute série fonnelle f = En>O anXn dans A [[X]] peut être considérée comme la somme 
de la famille sommable {fn = anXn}nEN· 

Proposition 7.15. Dans A[[XJ], une famille de séries formelles {fkhEN telle que pour 
tout k EN, ro(fk) ~ k, est sommable. 

Preuve : Pour tout k E N, posons fk = En>O ak ~n. 
Par hypothèse, pour tout k E N, on a ro (fk) ~ k; alors pour k fixé dans N, 

(n E N et 0 ~ n < k) ==> ak n =O. 
Par suite, pour tout n dans N, ' 

ak n :f 0 ==> 0 ~ k ~ n, 
donc la famille {/k}kEN considéré~ est sommable. D 

Corollaire 7.16. Si A est intègre et si f E A [[X]] est tel que ro (/) ~ 1, alors quel que soit 
g = En~obnXn dans A[[XJ], lafamille {bnr}nEN est sommable. 

Preuve : Si A est intègre, alors (Th. 7.6.) quel que soit n EN, on a 
(ro(r) =nro(f) ~ n) ==> ro (bnr) ~ n, 

donc, d'après la propositon 7.15., la famille {bnr}nEN est sommable. 

Théorème 7.17. Soit U.:i.hEA une famille sommable dans A[[XJ]. 
1) Pour tout g E A[[XJ], la famille {fil.g}il.EA est sommable et 

Eil.EA/il.g = (Eil.EA/.:1.)g. 

D 

2) Si {P;};E1 est une partition de l'ensemble A et si pour tout i E /,on pose g; := E.:1.EPJA, 
1 

alors 
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Preuve : Pour tout Â. E A, posons fÂ. = En>O aÂ. nxn et considérons un élément quelconque 
g = En>O bnXn dans A [[X]]. - ' 
1) Par hypothèse, pour n fixé dans .N, il n'existe qu'un nombre fini d'éléments Â. E A tels 
que a, f= O. D'autre part, ,.,n 

(7.3) 

Sin est fixé dans .N, alors pour tout entier p, 0 ~ p ~ n, il n'existe qu'un nombre fini 
de Â. E A tels que aÂ. f= O. On en déduit qu'il n'existe qu'un nombre fini de fÂ.g tels ,p 

que pour tout n E .N, co (fÂ.g) ~ n, donc la famille {!Â.ghEA est sommable ; calculons sa 
somme. 
Pour la famille sommable {/Â.hEA' on peut écrire 

EÂ.EA/Â. := En~oCnXn, OÙ Cn = EÂ.EA aÂ.,n' 

On en déduit: (EÂ.EA/Â.)g = En~O (Eo::;p::;ncPbn-p)Xn, 

Cpbn-p = (EÂ.EA aÂ.,p)bn-p = EÂ.EA aÂ.,pbn-p1 

d'où Eo::;p::;ncPbn-p = EÂ.EA (Eo::;p::;naÂ.,pbn-p) = EÂ.EA cÂ.,n' 

En tenant compte de la relation (7 .3), on obtient 

2) Par hypothèse, {/Â.}Â.EA est une famille sommable, donc pour tout i E /,la sous-famille 
{!Â.} Â.EP est sommable et si gi est sa somme, on a 

1 

Quels que soient n E .Net i E P;, il n'existe qu'un nombre fini de Â. E P; tels que co (!Â.) ~ n; 
on en déduit que pour la famille de séries formelles {gi}iEI il n'existe qu'un nombre fini 
d'éléments i E I tels que co (g;) ~ n; donc la famille {gi};E/ est sommable et 

D 

D. Substitution d'une série formelle dans une autre 

Définition 7 .18. Soit f E A [[X]] tel que co (!) ~ 1. 
Quel que soit g = En>obnXn, non nul, dans A[[XJ], on appelle composée de g par/ la 
série formelle notée go fou g(f) telle que 

gof := En>obnr· 
On dit que la série formelle go f est obtenue par substitution de f à X dans g. Dans le 
cas où g = 0, on a go f = O. 

Exemple 7.19. Avec les hypothèses et notations de la définition 7.18., 
1) g =X ==*'go f = f. 
2)/=X-=*gof=g. 

Proposition 7.20. Pour f et g dans A[[X]] tels que co (/) ~ 1, on a 
co(gof) ~ co(g) co(f). 
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Preuve : On suppose g f 0 et g = En~o bnXn. Si ro (g) = p, alors 

go f = f PEn~pbnr-P, bp f O. 

D'après le résultat 2) du théorème 7.6., on a ro (f P) ~pro(/), d'où 
(J) (g 0 f) ~ (J) (g) (J) (/). 

Théorème 7.21. Si A est un D.J., alors 
1) Pour tout f E A [[X]] tel que ro (/) ~ 1, l'application 

</> : A [[X]] --+A [[X]] est un m01phisme de A-algèbres. 
Sf-->Sof 

2) Quels que soient f,g,h dans A[[X]] tels que ro (f) ~ 1, ro (g) ~ 1, 

ho (gof) = (hog) of. 

Preuve: 
1) On vérifie facilement que </J est A-linéaire. 
Soit s1,s2 dans A[[X]], montrons que</> (s1s2) = </> (s1)</> (s2). 
Pour i = 1,2, posons S; = Ln>Oai~n; 

- ' 

s1s2 = Ln~obnXn, OÙ bn = Lp+q=na1,pa2,q; 

s1s2°f = Ln~obnr = Ln~o(Lp+q=na1,pfPa2,qfq). 

0 

(7.4) 

Par hypothèse, A est intègre et ro (/) ~ 1; par suite, la famille (r)nEN = (!P+q)(p+q)EN 
est sommable (Cor. 7.16.), d'où (Th. 7.17.) 

L(p,q)ENal,pa2,qfPfq = LqENa2,q(LpENa1,pfP)f'1 

= (s1 of)(szof); 

L(p,q)ENal,pa2,qf p+q = LnEN(Lp+q=na1,pa2,qf p+q); 

on en conclut que s1s2 of= (s1 o f)(s2 of). 

2) En tenant compte des hypothèses : ro (/) ~ 1, ro (g) ~ 1, on démontre la relation (7.4 ). 
Soit h E A[[X]], pour tout n EN, on écrit (Rem. 7.5., b)): 

h = hn+rn, oùhn EA[X],rn EA[[X]], ro(rn) > n; 
alors, ho (go f)- (hog) of= hn o (go f)- (hn og) of+ Vn, 

et (vn = rn o (go f)-(rn of) og) ===} ro(vn) ~ ro(rn) > n. 

Alors, (ro(ho(gof)-(hog)of) >n, VnEN) ===} ho(gof)-(hog)of=O. D 

E. Notion de série formelle dérivée dans A[[X]] 

Définition 7.22. Soit f = Ln>O anxn dans A [[X]] ; on appelle série formelle dérivée de f 
la série formelle notée f' telle que 

f' := En~0(n+ l)an+lxn. 
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Propriétés élémentaires (à vérifier par le lecteur) 

L'application ô : A [[X]] --+ A [[X]] 
f f.-+ !' 

et quels que soient f et g dans A [[X]], 
l)(Jg)' = f' g+ Jg'. 
2) En supposant ro (/) ~ 1, (go j)' = (g' of) f'. 
3) Si f est inversible, alors (f-1 )' = - 1-2 f'. 
4) Lorsque carA = 0, on a Kerô =A. 

est A-linéaire 

5) Si A est un corps noté K et car K = 0, alors ô est surjectif et pour 
f = Ln>oanXn dans K[[X]], on a 

- f = ô (fl), où /1 = c + Ln>O an 1xn+1, c étant quelconque dans K. 
- n+ 
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L'exemple de la série formelle Ln>Oxn = (l -X)-1 montre que, quel que soit l'anneau 
unitaire commutatif A, il existe, dans A [[X]], des éléments inversibles autres que les unités 
de A (Rem. 7.3.) ; ces éléments sont caractérisés par la propriété suivante. 

Théorème 7.23. Dans l'anneau unitaire commutatif A[[X]], un élément 
f = Ln>oanXn est inversible si et seulement si le coefficient a0 est inversible dans A. 
En particulier, si K est un corps, alors 

f E K[[X]] est inversible <===> ro (/) = O. 

Preuve : Soit f = Ln>o anXn dans A [[X]]. Supposons a0 inversible dans A et posons 

/1:, a"i)1f=1 + Ln;:::I bnXn, où Vn ~ 1, bn = a"i) 1an. 
Cherchonsg1 :=L.n~ocnXndansA[[X]] telque/1g1 =1. 

/ 1g1=1 <===> c0 = 1et\t'n~1, Li+j=nbicj =O. 

c0 =1 etb1c0 +c1 =0==} c1 = -b1 

b2c0 +b1c1 +c2 =0 ===} c2 = by-b2• 

Ainsi, par récurrence sur n ~ 1, le coefficient Cn peut être calculé en fonction des b;, i ~ 0, 
où b0 = 1, d'où l'existence de g1=11- 1 et 

f1g1=1===*ao 1fg1=1 ==}a"{)1g1 =ao1fï1 =/-1 

Réciproquement, si f est inversible dans A [[X]] et g est son inverse, alors 

(f = Ln~oanXn, g = Ln~ocnXn, fg = 1) ===* a0c0 = 1, 

donc a0 est inversible dans A. D 

Remarque 7.24. D'après le théorème précédent, si f = Ln>oanXn est tel que a0 = 0, 

alors 1- f est inversible dans A[[X]] et on obtient (1- /)-1 ~n substituant f à X dans la 
relation (1-X)(Ln>oXn) = 1, d'où 

- (1- /)-1 = Ln>or· 
Appliquons cette remarque dans la première partie de la preuve du théorème 7 .23. ; avec 
les notations de cette preuve, on a 



172 Chapitre 7. Séries Formelles 

1-/1 =En>o-bnXn, oùb0 =0. 
Par suite, 1- (1- / 1) = / 1 est inversible et/1- 1 = En>O(Ei>l -bjXi)n, d'où l'on déduit, 

/ -1 - -11,-1 - -
-ao 1 • 

Corollaire 7.25. Si A est un D.I. et f = En>oanXn E A[[X]], alors 
a0 irréductible dans A ~ f irréductible dans A [[X]]. 

(La réciproque est fausse). 

Preuve : Le terme constant a0 de f étant irréductible dans A, supposons g eth dans A[[X]] 
tels que f = gh. 
Si les termes constants de g et h sont, respectivement, b0 et c0, alors 

( a0 = b0c0 et a0 irréductible) ==> b0 E UA ou c0 E UA. 

Par suite (Th. 7.23.), g est inversible ou h est inversible, donc f est irréductible dans le 
domaine d'intégrité A[[X]]. 
La réciproque est fausse, car, par exemple, X est irréductible dans A[[X]] et son terme 
constant est nul. 0 
Notations: K étant un coips, pour tout f = Ln>oanXn dans K[[X]] et tout entier k;?: 0, 
on pose (Rem. 7.5., b)) -

fk = Eo-5_;ga;Xi, donc ro (/ - fk) ;?: k+ 1. 

Proposition 7.26. Compte tenu des notations ci-dessus, soit f et g dans K[[X]] ,- si g est 
inversible dans K[[X]] et si l'on considère la série formelle fg- 1, alors pour tout k EN, 
le polyname (fg- 1 h est le quotient de la division suivant les puissances croissantes, à 
l'01rlre k, de fk par gk (Cf. Th. 4.51.). 

Preuve: L'entier k étant fixé dans N, posons 
rk = f - fk, sk = g- gk, d'où ro (rk);?: k+ 1, ro(sk) ;?: k+ 1. 

g est inversible dans K[[X]], donc ro (g) = ro (gk) = 0, par suite gk est inversible dans 
K[[X]] et 

fgk-ftg = (fg- 1 - fkt;; 1)ggk, 

f gk-fkg = (rk+ fk)gk- fk(sk+gk) 

=rkgk-fksk, d'où 

fg- 1 -fkt;;1 = (ggk)- 1 (rkgk- fksk) ==> ro(fg-1 - fkt;; 1);?: k+ 1. 

Or la division suivant les puissances croissantes de fk par gk à l'ordre k donne 

fk = gkqk + a~k+l, où qk, ak sont uniques dans K[X] et degqk ~ k. 
On a donc ro (fkgk 1 -qk) ;?: k+ 1 et par suite 

ro (f 8-1 -qk) ;?: in/ { ro (f 8-1 - fk8"k 1 ), ro (fkg"k 1 -qk)} ;?: k+ 1. 
On en conclut que (fg- 1)k = qk. 0 

3. Propriétés de l'anneau A[[X]] 

Proposition 7.27. Si K est un corps, alors K[[X]] est un anneau local. 

Preuve : Pour montrer que K[[X]] est un anneau local, il suffit de prouver que dans cet 
anneau, l'ensemble, noté M, des éléments non inversibles forme un idéal (Th. 2.77.). Le 
théorème 7 .23. implique que pour f E K[[X]], on a 

f E M <====> ro (/) ;?: 1 ; 
par suite, M est l'idéal de K[[X]] engendré par X (Prop. 7.9.), c'est alors l'unique idéal 
maximal de K[[X]] (Voir la preuve du Th. 2.77.). 0 
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Remarque 7.28. Compte tenu de la proposition 7.9., pour tout entier k ~ 1, l'ensemble 
des éléments f de K[[X]] tels que ro (!) ~ k forme l'idéal Mk engendré par Xk; on en 
déduit que 

nk~l Mk = (0). 

Théorème 7.29. K étant un corps, l'anneau K[[X]] est un domaine principal et les idéaux 
de K[[X]] sont les (XP), pour p EN. 

Preuve : On sait que K[[X]] est un D.1., il reste à montrer que tout idéal propre, non nul I 
de K[[X]] est principal. 
Soit fun élément d'ordre minimal dans/. Supposons ro (!) = p; on a p ~ 1, car I est un 
idéal propre de K[[X]]. 
On peut écrire f = XPg, où ro (g) = 0, donc g est inversible dans K[[X]]; alors, 

f g-1 = XP El===*' (XP) = XP K[[XJJ Ç l. 
D'autre part, la minimalité de l'ordre de f implique ro(h) ~ p, pour tout h E /,d'où 
I Ç (XP) (Prop. 7.9); donc I est l'idéal principal de K[[X]] engendré par XP. D 

Théorème 7.30. Si A est un anneau local, alors A [[X]] est local. 

Preuve: Notons M l'unique idéal maximal de A. On sait que M est l'ensemble des élé­
ments non inversibles de A. SoitM l'ensemble des éléments non inversibles deA[[X]]. On 
a nécessairement (Th. 7.23), 

f = En>oanXn E M <===> a0 E M. 
Vérifions que M est un idéal deA["[X]]. On a 0 E M; et si f etg, dans M, ont pour termes 
constants respectifs a0 et b0 , alors, 

(a0 ,b0 ) E Mx M ===*' (a0 -b0 ) E M 
d'où (f,g) EMXM===*' (f-g) EM. 

D'autre part, quels que soient f E M et s E A [[X]], de termes constants respectifs a0 et s0 , 

(a0 E M, s0 E A) ===*' a0 s0 E M ===*' f s E M. 
Ainsi, dans A[[X]], l'ensemble M des éléments non inversibles est un idéal, donc A[[X]] 
est un anneau local (Th. 2.77). D 

Remarque 7.31. La proposition 7.27. peut apparaître comme un corollaire du théorème 
7.30., puisqu'un corps est un anneau local. 

Théorème 7.32. A étant un anneau unitaire, commutatif, alors 
A noethérien ===*' A[[X]] noethérien. 

Preuve: SoitB un idéal propre et non nul deA[[X]].11 s'agit de prouver queB est de type 
fini. Pour tout j EN, posons 

li= {bi E A; :3gi EA[[XJ], tel que ro (gi) >jet (biXi + gi) E B}. 
On a 0 Eli' donc li f 0; vérifions que pour tout j E N,Ii est un idéal de A et li Ç Ii+1• 

Soit bi et ci dans li; il existe gi et hi dans A[[X]] tels que 
(biXi+g~)EB, ro(gi)>j et (cixi+hi)EB, ro(hi)>j. 

Best un idéal de A[[X]J, donc 

(bi - ci)xi + (gi-hi) E B 

et ro (gi -h) ~ inf { ro (gi), ro (hi} > j ===*' (bi - ci) E II' 
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D'autre part, soit a E A et bj Eli ;B étant un idéal, 
(biXi + gi) E B, ro (gi) > j ===? (abjXi +agi) E B, œ(agi) > j, 

d'où abi Eli. On en déduit que li est un idéal de A; de plus, 
(bjXj +gj) E B, œ(gj) > j ===? (bjxj+I +gjX) E B, (J) (gjX) > j + 1; 

par suite b i E li implique b i E Ij+l • on a ainsi li Ç li+ 1. 

Par hypothèse A est noethénen, donc la chaîne croissante d'idéaux 
/ 0 Ç / 1 Ç ... Ç Ji Ç li+ 1 ••• 

est finie ; il existe m E N tel que pour tout j ~ m, li =lm, par suite 

UiEl~Ii = Uo$J~m1i =lm. (7.5) 

Pour tout j EN, l'idéal li de A est de type fini ; soit {bj,l• ... ,bj,k.}, où ki EN*, une 
J 

famille génératrice finie de li. Pour tout i (1 :::; i:::; ki), il existe 
g j,i E A [[X]] tel que 

œ(g .. )>j et f··==(b . .Yi+g .. )EB. J,I J,I J,i' 1 j,1 (7.6) 

Démontrons que l'idéal Best engendré par la famille finie 

!t:= {/o l "" · ,fo,, ,/11•· · · Ju ,. · · ,fm 11· ·· ,fmk }. 
' tAQ , , 1 , , m 

(7.7) 

Soit lm l'idéal deA[[X]] formé par l'ensemble des séries formelles s telles que ro (s) ~ m 
(Prop. 7.9.). Posons Bm = BnJm ;Bm est un idéal deA[[X]]. 

1) Soit f E Bm; on a donc f E B et n := ro (/) =~ m. On peut écrire 
f = bXn+g, oùb EA*, g EA[[X]], ro(g) > n ~m. 

D'après la définition des idéaux li de A et la relation (7.6), f E B entraîne b E In= lm. 
L'idéal lm est engendré par {bm 1, •• • bm k }, d'où 

' 'm 

b = E1$i$km a1,;hm,i• OÙ \li (1 :::; i:::; km), al,i E A, 

et f = (El$i$km a1,;hm,;)Xn + g. 

Posons h1 := I:,1 <i<k a 1 ;xn-m lm;; on a h1 E B, donc 
- - m ' ' 

En réitérant le procédé à partir de f - h1, on obtient h2 E B de la forme 

et (/ -h1 -h2) E B, ~ := ro (/-h1 - ~) => n2 > n1 > n ~m. 

Ainsi, par récurrence, on détermine, pour tout r E N*, la série formelle h, telle que 

(!- E1$p$rhp) E B, œ(f- I:,1$p$rhp) = n, > n,_1 > ... > n1 > n ~m. 

Pour tout i(l:::; i:::; km), posons s; = E,;:::1 a,,;xn,-m dansA[[X]]; alors 

f - E1$i$k,,, sJm,i = f - E,;:::1 h,. 
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Or la suite des entiers n, = ro(/- E1~p~rhp) est strictement croissante dans N, ce qui 
entraîne 

f - E,~ 1 h,=0, d'où f = E1 ~i~km sJm,i' 

On en déduit que l'idéal Bm = B nlm est engendré par Um,l • .. . fm,k)· 

2) Supposons f E B et ro (/) = j, 0:::::; j < m. Notons B' l'idéal de A[[X]] engendré par 
!7\ Um 1, ... fm k } et montrons qu'il existe <p E B' tel que (f - <p) E Bm. 

, , nt 

ro(/) =j~f=bXi+g, bEA*, gEA[[X]], ro(g) ~j+l; 

f EB~ b Eli ~b = E1 ~i~kia1 ,ibj,i' où Vi(l:::::; i ~ ki),a1,; EA. 

Posons <p1 := E19~kia1 ,Jj,i; on a alors <p1 E B' c B et 

i1 := ro(/-'1'1) ~ i1~i+1 > j. 
Si j1 < m, on réitère le procédé à partir de(/ - <p1) E B; on obtient 

'1'2 = E1~i~ki a2,Jj1,i• 'P2 E B', (f - '1'1 - '1'2) E B 

ii := (J) (f - '1'1 - "'2) ~ ii ~ ii + 1 ~ j + 1 > j. 

Si j2 < m, on poursuit le raisonnement par récurrence et il existe, nécessairement, un plus 
petit entier r ~ 1 tel que ro (f - <p1 - <p2 - • • • - 'Pr) ~ m. 
Les <pp, pour 1 :::::; p:::::; r, sont dans B'. Posons <p := E1~p~r <pp; alors 

<p E B', (f-<p) E B, ro(f-<p) ~ m, donc (f-<p) E Bm. 
On en conclut, compte tenu de la première partie de la démonstration, que l'idéal Best 
engendré par la famille finie !7 (Cf. Rel. (7.7)). O. 

Remarque 7.33. Si A est un anneau factoriel, alors A [[X]] n'est pas nécessairement fac­
toriel. Pierre SAMUEL a prouvé l'existence d'un anneau factoriel et noethérien A tel que 
l'anneauA[[X]] n'est pas factoriel [54]. 
On a cependant le résultat suivant. 

Théorème 7.34. Si A est un domaine principal, alors A[[X]] est un anneau factoriel et 
noethérien. 

Preuve: Si A est un domaine principal, alors A est noethérien, donc A[[X]] est noethérien 
(Th. 7.32.). 
Pour démontrer que A [[X]] est factoriel il suffit de prouver que tout idéal premier, non nul, 
P deA[[X]] contient un élément premier (Cf. Th. 5.96.). 
X est un élément premier dans le domaine d'intégrité A[[X]], donc tout idéal premier P 
contenant X contient un élément premier. 
Considérons un idéal premier, non nul P de A [[X]] tel que X </.P. Soit 

a :A[[X]] --A 

En~O anxn f---t ao 

Posons P0 = a (P); a est un morphisme surjectif de A-algèbres, par suite P0 est un idéal 
non nul du domaine principal A, donc il existe b =/= 0 dans A, tel que P0 = (b). On en 
déduit qu'il existe f E P tel que a(/) = b donc f s'écrit 
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f =b+Xf1, où / 1 EA[[X]J. 
Montrons que f engendre l'idéal P, dans A[[X]]. Soit8 E P; 

<1(8)=a====?8 = a+Xg0 , où 8o E A[[XJ], 
a E P0 ====? 3 a0 E A tel que a = a0 b. 

En posant h0 = 8o - a0f 1, on obtient 

8-a0 f =Xh0 ====? œ(8-a0 f) ~ 1. 

(!et g dans P) ====?X h0 E P, 

mais P est un idéal premier, X '%. P, donc h0 E P. 

a(h0) E (b) ====? <1 (h0 ) = a1b, a1 E A, alors h0 = a1b+X 81, où81 EA[[X]] 
et f = b+X / 1 ====? h0 -aif =X(/1 -a181). 

En posant h1 = / 1 - a181, on peut écrire 

h0 - aif = X h1 et h1 E P, car X '1. P; 

d'où 8-(ao+a1X)f =X2h1 ====?œ(8-(a0 +a1X)f)~2. 

Par récurrence, on obtient, pour tout entier r ~ 1, 

8- (a0 +a1X +azX2 +· .. +arXr)f =Xr+lhri oùhr E P, 

donc, œ(8-(EO$i$ra;Xi)f) ~ r+ 1. 

On détermine ainsi la série formelles= E;>oa;X;; la croissance des ordres 
œ (8- CEo<i<ra;Xi)f) en fonction der EN entraîne 8 = sf, d'où P = (!). 
Pétant un lëléal premier non nul, l'élément f est premier dansA[[X]] (Prop. 5.22.). 
On en conclut (Th. 5.96.) queA[[X]] est un anneau factoriel. D 

Remarque 7.35. : 
a) Si A est un D.P., il n'en n'est pas de même deA[[X]]. 
On pourra vérifier, en particulier, que l'anneau Z[[X]] n'est pas principal, en montrant que 
l'idéal engendré par 2 et X n'est pas principal. 
b) On peut s'inspirer de la méthode utilisée dans la preuve du théorème 7.34., pour donner 
une autre démonstration du théorème 7.32. Celle-ci consiste à montrer que, si A est noe­
thérien, alors tout idéal premier de A [[X]] est de type fini, ce qui entraîne A [[X]] noethérien 
(Th. 2.85.). 
(Voir Ex. 3, à la fin du chapitre.) 

4. Séries formelles et fractions rationnelles 

Dans tout ce paragraphe, on considère des séries formelles et des fractions rationnelles à 
coefficients dans un corps K. 

A priori, on supposera qu'une fraction rationnelle non nulle !!.. est écrite sous sa forme 
q 

irréductible, c'est-à-dire pAq = 1 dans l'anneau K[X]. 
On sait que tout polynôme de K[X], dont le temie constant est non nul, est inversible 
dans l'anneau K[[X]] (Th. 7.23.). On en déduit qu'à toute fraction rationnelle non nulle 
f = !!.. E K(X) telle que q(O) of. 0, on peut associer l'élément pq-1 de K[[X]]. 

q 
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Notons K(X)0 l'ensemble des éléments!!.. du corps K(X) n'ayant pas le pôle 0, c'est-à-
q 

dire tels que q(O) 'IO. On vérifie facilement que K(X) 0 est une sous-K-algèbre du corps 
K(X) et il est immédiat que K[X] c K(X)0. 

Proposition 7.36. Il existe un unique moryhisme injectif de K-algèbres, de K(X) 0 dans 

K[[X]], que l'on notera lfl, tel que lfl/K[x] = idK[X]" 

Preuve: 
a) Existence du morphisme 1/f: Considérons la correspondance 

1/f : K(X)0 ---+ K[[X]] 

!!.. 1--+ pq-1. 
q 

Vérifions que 1f1 est une application. Supposons Pl =!!..dans K(X)0 ;q et q1 sont alors 
ql q 

des éléments inversibles dans K[[X]], par suite 

P1 =!!..dans K(X)0 {::::::::} p 1'f = q1 fdans K[X], 
ql q 

P1 fi= ql rdans K[X] ===> p1 q11 = pq-1 dans K[[X]], 

d'où P1 =!!..dans K(X)0 ===> 1/l(P1) = 1/1(!!..). 
ql q ql q 

La correspondance 1f1 est donc une application et 
(1/f(p) = p, 'v'p E K[X]) ===> lfl/K[X] = idK[X]" 

1f1 est une application injective, car quels que soient !!.. et !:. dans K(X)0 , 
q s 

p r p r 
1/1(-) = 1/1(-) {::::::::} (pq-1 = rs- 1) ===> (ps = rq) ===> (- = -). 

q s q s 
On vérifiera, enfin, que 1f1 est un morphisme de K-algèbres. 
b) Unicité du morphisme 1f1: Supposons qu'il existe un morphisme 1/f1 satisfaisant aux 
mêmes propriétés que 1/f; alors, 

v!!.. E K(X)o, 1/11(!!..)=1/11(p)1/11 (!),où 1/11 (p) = p; 
q q q 

! = q-1 dans K[[X]] ===> 1/11 ( ! ) = 1/11 (q-1) = (1/11 (q))-1 = q-1, 
q q 

d'où 1/fi{!!..) = pq-1 =1/1(!!..), donc 1/11 = lfl· 
q q 

Le morphisme canonique 1f1 permet d'identifier K(X)0 àlm1/f dans K[[X]]; ainsi K(X)0 
est une sous-K-algèbre de K[[X]] contenant K[X]. D 

Définition 7.37. L'algèbre K(X)0 est appelée sous-algèbre des séries formelles ration­

nelles de K[[X]]. Pour!!.. E K(X)0 , on dit que 1/1(!!..) = pq-1 est le développement en 
q q 

série formelle de la fraction rationnelle !!. . 
q 

Exemple : En~oxn est le développement en série formelle de la fraction 1 ~X. 



178 Chapitre 7. Séries Formelles 

Remarque 7.38. : 
a) On a K(X)0 ç K[[X]], car tout élément de K[[X]] n'est pas le développement en série 
formelle d'une fraction rationnelle. xn 
Par exemple, dans R[[X]], En;::o nf =Exp (X) f/. R(X)0. 

b) Dans K[[X]], une série formelle f est rationnelle si et seulement s'il existe un polynôme 
q E K[X], tel que q(O) f 0 et fq E K[X]; ce qui conduit au résultat suivant. 

Proposition 7.39. Soit f = En>oanXn E K[[X]] \K[X] ;pour que f soit rationnelle, il faut 
et il suffit qu'il existe deux entiers d ~ O, m > 0 et des éléments Â.i, ... , Â.m dans K tels que 
Â.m f 0 et 

Vn EN, (n+m > d ===? an+m = Eig$;m Â.ian+m-i). (7.8) 

Si ces conditions sont vérifiées par d,m,Â.i, ... ,Â.m, où m est minimal, alors le polynôme 

q = 1-Ei<i<mÂ.~i est tel qu'en posant p := fq, dans K[X], la fraction rationnelle E 
-- q 

est irréductible. 

Preuve: 
a) Supposons f E K(X)0 ; il existe alors p et q dans K[X] \ {O} tels que q(O) f 0 et 
fq =p. Posons degp = d et degq = m; par hypothèse, f f/. K[X], on a donc, d ~ 0 et 
m~ 1 dansN. 
On remarque que l'on peut se ramener au cas où q(O) = 1; en effet, si q(O) =a f 0, en 
prenant les polynômes qi = a-iq et Pi = lCi p, on a qi (0) = 1 et fqi =Pi. 
Nous supposerons donc que q(O) = 1. On peut alors écrire, dans K[X], 

q = 1 - Ei$;i$;m Â.iXi, avec Â.m f O. 

Posons d'autre part, p = Eo$;j$;d µ iX i, alors l'égalité f q = p devient : 

(En;::oanXn) (1- Ei$;i$;m Â.iXi) = Eo$;j$;dµjXi. (7.9) 

On a Â.m f 0 et le degré du second membre de l'égalité (7.9) est d, on peut donc affirmer 
que dans le premier membre de (7.9), quel que soit n E N, tel que n + m > d, le coefficient 
de xn+m est nul ; d'où 

\;;/n EN, (n+m > d) ===? an+m = Ei<i<mÂ.ian+m-i• 
Ainsi les entiers d, m et les éléments Â.1, ... , Â.m du corps K vérifient les conditions énon­
cées dans la proposition. 
b) Réciproquement, supposons qu'il existe d E N, m E N* et Â.1, ... , Â.m dans K satisfai­
sant aux conditions de l'énoncé. 
Considérons le polynôme q := 1-Ei <i<m Â.iXi. Les conditions (7.8) impliquent que dans 
le produit f q, le coefficient de xn+m est nul dès que l'on a n + m > d; on en déduit que 
fq est un polynôme de K[X], donc f E K(X)0 et en posant p := fq, on obtient 

f = pq-1 = 1/1(!!.). 
q 

Montrons que si l'entier m est minimal, alors le polynôme p = f q est premier avec q dans 
K[X]. En effet, supposons è> := p /\ q f 1 dans K[X], donc deg è> > O. On en déduit (Prop. 
5.43.) qu'il existent des polynômes p1 et q1 tels que 

P = è>p1, q = è>q1 etp1/\q1=1. 
Par suite, dans K[X], on a 

fqi =Pi et degq1 < degq = m, 
ce qui incompatible avec la minimalité de m, donc p /\ q = 1. D 
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Remarque 7.40. : 
a) Il existe d'autres critères de rationnalité d'une série formelle de K[[X]] (Voir, par 
exemple, [2]). · 
b) Les résultats précédents montrent que l'on peut obtenir le développement en série 

formelle d'une fraction rationnelle !!.. E K(X)0, en effectuant la division suivant les puis-
q 

sancetJ' croissantes (Th. 4.52.) du polynôme p par le polynôme q, à "l'ordre infini". 
Dans la pratique, on utilise aussi d'autres procédés qui découlent du développement connu 

de 1 ~X (voir les exemples qui suivent). 

Exemple 7.41. K étant un corps de caractéristique 0, dans K(X), posons, quel que soit 
1 

p EN*, fp = (l -X)P; alors 

ç -r cp-l xn (710) Jp - L.n~O p+n-l . , 

Preuve : On démontre la relation (7.10) par récurrence sur p. 
1 

Pour p = 1, on a/1 = l-X = En~oxn. 
Supposons (7 .10) vérifiée pour tout entier k( 1 :::; k :::; p - 1), donc 

/, -E cp-2 xn p-l - n~O p+n-2 · 

1 1 . 2 . 
fp = (1-X)P = 1-Xfp-l = (l:;~oX')(E;~oc;~i-2X') 

= En~o(Eo~ï~n c;~7-2)xn · 

Calculons Eo<i<n CP+-~_2 , sachant que quels que soient p et k dans N*, 
-- p1 

on a c~ = C!::::~ +c;_1 (Cf. Ch. 1). 

r . cp-2 = (CP-2+cP-2)+cP-2+cP-2+···+Cp-2 
L.0~1~n p+i-2 p-2 p-1 P p+l p+n-2' 

or, cp-2 = cp-1 ===} cp-2 +cp-2 = cp-1 +cp-2 = cp-1 
p-2 p-l p-2 p-1 p-l p-1 p 

et cp-1 +cp-2 = cp-1. 
p p p+l' 

de proche en proche, on obtient Eo~i~nc;~;_2 = c;~~-1' d'où la relation (7.10). D 

Remarque 7.42. : 

a) Si car K = 0 et f = !!.. E K(X)0, alors pour la dérivée/' de/, on a 

q ' 
f'=pq-;pq' EK(X)0 et 1Jf(f1)=(1Jf(f))', 

q 
où 1J1 est le plongement canonique de K(X)0 dans K[[X]]. 
Plus généralement, pour tout entier p ~ 1, la dérivée à l'ordre p de f, notée /CP), vérifie 
j(P) E K(X)o et 1Jf{f(P)) = (1Jl(f))(P), 

On peut donc, en particulier, retrouver le développement en série formelle de (l _1X)P en 

dérivant à l'ordre p - 1 celui de 1 ~X. 
b) Le résultat de l'exemple 7.41. permet d'écrire, pour tout a f: 0 dans K, le développe­
ment en série formelle de 

1 - _!_( cp-1 xn) 
(a-X)P - aP En~O p+n-1 an · 
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En supposant connu le principe de la décomposition d'une fraction rationnelle en élé­
ments simples ([2]), on peut trouver le développement en série formelle de tout élément 
f E K(X)0, où K est un corps de caractéristique 0, algébriquement clos (Déf. 4.42.). 

Exemple 7.43. Développement en série formelle de 
1 

f = (1-X2)(1-X3) E C(X). 

1 ère méthode : 

où Vn désigne le nombre de couples d'entiers (p,q) tels que 2p+ 3q = n. 
2ème méthode : On écrit la décomposition de f en éléments simples dans le corps C(X) 
(résultat à vérifier par le lecteur) : 
j et j2 étant les racines complexes du polynôme 1 - X3, on a 

1 
f = (1 +X)(l-X)2(1-jX)(l-j2X) 

1 1 1 1 1 1 1-j2 1 1-j 1 
= 4 l+X +6 (1-X)2 +41-X +-9-1-jX +-9-1-j2X' 

En regroupant, pour tout n EN, les termes en xn, on obtient 

où quel que soit n ~ 0, Sn = jn + j2n, donc 

par suite, n = 0 (mod 3) ==}Sn= 2; n ~ 0 (mod 3) ==}Sn= -1. 
La comparaison des résultats des deux méthodes donne, pour tout n EN, le nombre Vn, 

de couples d'entiers (p,q) tels que 2p + 3q = n : 

n = 3m==} Vn = ! (1 + (-lr) + !(3m+ 1) +! 
4 6 3 
1 1 1 

n= 3m+ 1==}Vn= 4 (1 + (-1r+1) + 6 (3m+2)- 3 
1 m m+l n= 3m+2 ==} Vn = 4 (1 + (-1) )+-2-. 

S. Structure d'espace métrique de A[[X]] 

A. Norme et distance dans A[[X]] 

Pour tout f E A[[X]], posons Ill := 2-ro(/), avec la convention 2-00 =O. 

L'application A[[X]]--+ IR 

f 1--> Ill 
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vérifie les propriétés suivantes ; quels que soient f, g dans A [[X]), 
i) III ~ o et (IJI = o ~ J = o), 
ii) If+ gl :-:::; sup(IJI, lgl), 
iii) lfgl :-:::; lfllgl. 
On remarque que ii) ==>If+ gl :-:::; Ill+ lgl, donc l'application f 1---+ Ill 
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définit une norme sur A[[X]], d'où l'on déduit une notion de distance dans A[[X]], notée 
d, telle que quels que soient les séries formelles f et g, 

d(f,g) = lf-gl =2-ro(/-c). 

A[[X]] est ainsi muni d'une structure d'espace métrique. 

B. Etude de l'espace métrique A[[X]] 

Définition 7.44. Soit {uÀhEN une suite d'éléments deA[[X]]. 
a) On dit que la suite {uÀhEN converge vers une série formelle 
f = En>oan E A[[X]], si pour toute> 0 dans R, il existe Ne EN tel que 

- 'v'Â. EN, (Â. ~Ne==> lf-uÀI :-:::; e). 
Dans ce cas, on écrira f = limuÀ. 
b) On dit que la suite {uÀhEN est une suite de Cauchy si pour toute> 0 dans R, il 
existe Ne E N tel que 

'v'Â.,µ EN, (Â.,µ ~Ne ==> luÀ - uµI :-:::; e). 

Proposition 7.45. A[[X]) est un espace métrique complet (c'est-à-dire que toute suite de 
Cauchy converge). 

P-reuve: Soit {uÀhEN une suite de Cauchy dans A[[X]] telle que 
'v'Â. EN, uÀ = EiENaÀ ;Xi, où (aÀ ;);EN EAN. 

' ' Soit nfixé dans N; prenons e = 2-n; il existe alors Nn EN tel que 

'v'Â.,µ EN, (Â.,µ ~ Nn ==> luÀ -uµI :-:::; rn), 

d'où 'v' Â., µ EN, (Â., µ ~ Nn ==> rro(uÀ -u,,) :-:::; rn). 

Par suite, pour tout entier Â. ~ Nn dans N, on a ro (uÀ - uNn) > n, donc 

(7.11) 

(7.12) 

'v' Â. EN, (Â. ~ Nn, ==> 'v'i(O :-:::; i :-:::; n), aÀ,i - aNn,i = 0). (7.13) 

En choisissant, pour tout n EN, le plus petit entier positif Nn vérifiant la condition (7.11), 
on définit une suite {Nn}nEN telle que, d'après (7.13), quels que soient net Â. dans N, 

(7.14) 

Considérons alors f = E;>oaN. ;Xi= (aN. 0 ,aN 2 , ... ,aN. i• ... ). 
- ,, 01 1' ,, 

Posons, pour tout n EN, µn := max{N;, 1 :-:::; i :-:::; n}; les résultats (7.13) et (7.14) im-
pliquent, quels que soient (n,Â.) EN x N, 

Â. ~ µn ==> 'v'i(O :-:::; i :-:::; n), a, 1• = aN. i• 
A, 11 

d'où .i ~ µn ==> ro(uÀ - J) > n ==> luÀ - JI:-:::; rn. 

Or, pour toute > 0 dans R, il existe n EN vérifiant 2-n :-:::; e et d'après ce qui précède, 
pour un tel entier n, il existe µn E N tel que 

v ,i ~ µn, luÀ - JI :-:::; 2-n :-:::; e. 
On en conclut que f = lim uÀ. D 
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6. Séries formelles à n indéterminées sur A, n > 1 

A. A-algèbre des séries formelles à n indéterminées 

1. On généralise la construction de l'algèbre des séries formelles faite dans le cas n = 1, 
en munissant le A-module à gauche ANn d'une multiplication interne. On a 

La multiplication dans ANn est définie par l'application 

On vérifie que ANn est alors un anneau unitaire, commutatif et la structure de A-module 
de ANn est compatible avec la multiplication interne, c'est-à-dire : 

a(fg) = (af)g = f(ag). 
Ainsi ANn est une A-algèbre commutative. 

2. Par un changement de notation semblable à celui qui a été explicité dans le cas de 
la construction de l'anneau de polynômes A[X1 ,X2, ... ,Xn], on est conduit à écrire tout 
élément f = (a;);eNn de Aw sous la forme 

(7.15) 

Comme dans le cas n = 1, l'écriture (7.15) est une expression formelle, car le signe E 
ne désigne pas, en général, une somme finie; une infinité d'éléments a; pouvant être non 
nuls dans A. 
Les X;, (1 ::::; i::::; n) étant les indéterminées, l'algèbre ANn est notée A[[X1 ,X2, ... ,XnJJ et 
appelée algèbre des séries formelles à n indéterminées sur A. 

Remarque 7.46. : 
a) Comme pour l'algèbre des polynômes A[X1,X2, ••. ,Xn], l'algèbre A[[X1,X2, ... ,XnJJ 
est indépendante du nom donné à chaque indéterminée et de l'ordre dans lequel on les 
considère. 
b) On admettra ici l'existence des isomorphismes de A-algèbres suivants 

A[[X1, ... ,XnJJ ~ A[[X1, .•• ,Xn_1])[[XnJJ 
et plus généralement, 

V j(l ::::; j::::; n), A[[X1,. . .,Xn)] ~ A[[X1,. . .,ii,. .. Xn])[[Xj]). 
c) Comme dans le cas de l'algèbre des polynômes (Rem. 4.56.), on identifie de fa­
çon naturelle A et, plus généralement, A[[X1, ••• ,XmJJ, 1 ::::; m::::; n, à une sous-algèbre de 
A[[X1, .. .,XnJJ· 
D'autre part, A(Nn) est une sous-algèbre deANn, d'où les inclusions 

A ÇA[X1,. .. ,Xn) Ç A[[X1, ... ,XnJJ· 

B. Propriétés de l'anneauA[[X1, ... ,Xn]] 

Plusieurs propriétés démontrer dans le cas n = 1, se généralisent par récurrence, au cas 
n > 1, d'où les résultats suivants. 
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1) A partir du Cor. 7.7., on obtient, quel que soit n ~ 1, 
A intègre ==} A[[X1, ... ,XnJl intègre. 

2) Du Th. 7.23., on déduit qu'une série formelle 

f ~ vi1xi2 xi , . (. . . ) = '-iENn ar-11 2 . . . nn' OU l = '1' '2' ... 'ln 
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est inversible dans A[[X1, ... ,Xn]] si et seulement si le coefficient a0 = a0,o, ... ,o est inver­
sible dans A. 

3) Le Th. 7.32. implique, pour tout n ~ 1, 
A noethérien ==} A[[X1, .•. ,Xnll noethérien. 

On en déduit, en particulier, que si K est un corps, alors K[[X1, ... ,Xn]] est noethérien. 
4) Avec le Th. 7.30., on montre que, pour tout n ~ 1, 

A est un anneau local ==} A [[X1, ... ,Xnll est un anneau local. 

donc, K est un corps ==} K[[X1, •.. ,Xnll est un anneau local. 

5) Nous admettrons le résultat suivant. 

Théorème 7.47. Si K est un corps, alors pour tout n ~ 1, K[[X1, ••. ,Xnll est un anneau 
factoriel. · 

On sait que K[[X]] est un domaine principal (Th. 7.29.), c'est donc un anneau factoriel 
(Th.5.90.). Pour n > 1, le Th. 7.47. peut être démontré en utilisant le "Théor~me de pré­
parotion de Weierstrass'' [12].' 

7. Exercices 

1) a) Vérifier que 1 +X et En~0 2nxn sont inversibles clans Z[[X]] et trouver leurs inverses. 

b) Montrer que le polynôme 2+3X +X2 est irréductible dans Z[[X]] et non irréductible 
clans Z(X]. 

2) Soit s = Ln>oanXn clans Z((X]] \ {O}. On dira que d E Z* = Z \ {O} est un p.g.c.d. des 
coefficients des, si 
i) Vn EN, dlan. 
ii) (d' E Z* et'Vn E N,d'lan) ~ d'ld. 
Une série formelle s E Z[[X]], sera dite primitive si 1 est un p.g.c.d. des coefficients de s. 
Montrer que, dans Z[[X]], le produit de deux séries formelles primitives est une série for­
melle primitive. 
2°) On dira qu'une série formelles E Z[(X]] est rationnelle si elle est le développement en 

série formelle d'une fraction rationnelle;~~~ E Q(X). On écrira dans ce cas, .Y= f. 
a) Etant donné une série rationnelle, non nulle, s =[_dans Z[[X]], montrer que l'on peut 

g 
supposer f et g à coefficients entiers et tels que f /\g = 1 dans Z[X]. S'il en est ainsi, dé­
montrer qu'il existe un entier a E Z et des polynômes u et v clans Z(X] tels que 

u(X)f(X) + v(X)g(X) = a. 
. a 

b) Prouver que g(X) admet un développement en série formelle dans Z[(X]]. 
a 

On pose g(X) = En~oCnx"· On suppose que c E Z* est un p.g.c.d. des Cn,11;?: 0, et on note 

d un p.g.c.d. des coefficients du polynôme g(X). 



184 Chapitre 7. Séries Formelles 

a 
- Prouver que de = ± 1. 

- Montrer que /~) E Z[X]. 

- En déduire que dans Z[[X]], toute série fonnelle ratio1111elle est le développement d'une 

fraction rationnelle=~:~ E <Q(X), où l'on peut choisir pet q dans Z(X], tels que q(O) = 1. 

3) Autre démonstration du théorème 7.32. (A noethérien :::::::} A[[X]] noethérien). 
A étant un anneau unitaire, commutatif, soit u le morphisme de A[[X]] dans A tel que 
u(En>oa,,Xn) = ao· 
Soit P-un idéal premier. non nul de A[[X]]; on pose P0 := u (P). 
1°) Vérifier que si Pest de type fini dans A[[X]], alors P0 est un idéal de type fini dans A. 
2°) Réciproquement, on suppose que P0 = u (P) est un idéal de type fini dans A et le but de 
ce qui suit est de prouver que l'idéal premier Pest de type fini dans A[[X]]. 
Soit {b1,b2 , ••• ,bk},k EN*, une famille génératrice de P0 dans A. 

a) On considère le cas où XE P; montrer que {b1,b2 , ••• ,bk,X} engendre l'idéal P. 
b) On suppose que X fi. P. Vérifier que pour tout i(l ~ i ~ k), on peut choisir Ji E A[[X]], 
tel que que u (/;) = b;. 

En s'inspirant de la preuve du théorème 7.34., démontrer que l'idéal premier P est engendré 
par U1.f2, ... .fk}. 
3°) En utilisant le théorème 2.85., retrouver le résultat du théorème 7.32. 

4) A étant un anneau unitaire, commutatif, on considère dans A[[X]], la partie multiplicative 
Sx := {Xn ,n EN}. L'anneau localisé de A[[X]] par Sx est noté A((X)). 
1°) Montrer que tout élément f E A( (X)) peut s'écrire 

f = I4eza;Xi, où Vi E Z, a; E A 
et 3re Z tel quear :;i=Oeta; = 0, Vi(i < r). 

En déduire que A((X)) est une A-algèbre contenant A[[X]]. Les éléments de A((X)) sont 
appelés séries de Laurent à coefficients dans A. 
A((X)) est, par définition, l'algèbre des s~ries de Laurent sur A. 
2°) Justifier les propriétés suivantes. 
i)A intègre :::::::} A((X)) intègre et A((X)) Ç FrA[[X]J. 
ii)A noethérien :::::::} A((X)) noethérien. 
iii)A est un D.P. :::::::} A( (X)) factoriel. 
Dans i),FrA[[X]J désigne le corps des fractions du D.I. A[[X]]. 
3°) K désigne un corps. 
a) Prouver que K((X)) est un corps et que K((X)) = FrK[[X]]. 
b) Trouver l'inverse de I:;~-sXi dans K((X)). 

5) A désigne un anneau commutatif, unitaire. 
1°) Vérifier que toute partie multiplicative S de A est une partie multiplicative de A[[X]] et 
que s-1(A[[X]]) Ç (S-1A)[[X]J. 
Pour tout domaine d'intégrité D, on note FrD le corps des fractions de D. 
On suppose, dans toutes les questions qui suivent, que A est un D.I. ; on pose A* =A\ {O} 
etK=FrA. 
2°) (A*)-1A[[X]] désignant le localisé de A[[X]J par A*, vérifier les inclusions suivantes 

(A*)-1A[[X]J Ç K[[X]J 

FrA[[XIJ Ç K((X)), 

(7.16) 

(7.17) 
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où K((X)) est le corps des séries de Laurent sur K (Cf. Ex. 4, ci-dessus). 
3°) Le but de cette question est de prouver (avec les hypothèses et les notations précédentes) 
que les trois conditions suivantes sont équivalentes. 
i)K[[X]] = (A*)-1A([XIJ, 
ii)K((X)) = FrA([XJJ, 
iii)V(a;);eN où, pour touti EN, a; EA*, on a nïeNa;A # (0). 
a) Montrer que i) ==> ii). 
b) En vue de prouver que ii) ==> iii), on considère une suite (a;);eN d'éléments non nuls 
deA et dans K =Fr A, on pose, pour tout n EN, 

Soit c := Ln;,:o CnXn, dans K[[XJJ. 
- Montrer que l'hypothèse ii) implique qu'il existe une série formelle b # 0, dans A[[XIJ, 
telle que be E A[[XJJ et vérifier que l'on peut toujours se ramener au cas où co (b) =O. 
- Compte tenu de ce qui précède, on suppose be E A[[XIJ, où b = Lt>ob;Xi, 
avec b0 :;l 0 dans A. On pose be := Lm;,:o dmXm. -
Pour tout m EN, calculer d,,. en fonction des b; et a;, 0 :5 i :5 m. 
En déduire que b0 E amA, quel que soit m E N; en conclure que ii ==> iii). 
c) Il s'agit de prouver que iii) ==> i). Soit q = Ln>oqnXn dans K[[XJ]. Pour tout n EN, 

justifier l'existence de Sn E A* tel que snqn E A. En-appliquant l'hypothèse iii) à la suite 
(sn)neN, prouver que iii) ==> i). 
4 °) Montrer que si A est un anneau factoriel, alors les inclusions (7 .16) et (7 .17) de la ques­
tion 2°) sont, nécessairement, des inclusions strictes. 

6) A étant un anneau unitaire, non commutatif, on définit, respectivement, l'ensemble des po­
lynômes, des séries formelles et des séries de Laurent, à une indéterminée sur A, comme 
suit. 

A(X] = {Lo:;;;:;;na1X;; n EN etVi(O :5 i :5 n), a; EA}, 

A[[XIJ = {l:;eNa;Xi; Vi EN, a; EA}, 
A((X)) = {E;eza;X;; Vi E Z, a; E A et 3r E Z, t.q. ar # 0, a;= 0, Vi < r}. 

1°) On définit formellement, dans chacun des trois ensembles ci-dessus, une addition et une 
multiplication, comme dans le cas où l'anneau A est commutatif. 
Vérifier que A[XJ,A[[XIJ,A((X)) sont alors munis d'une structure d'anneau unitaire non 
commutatif. 
2°) Montrer que si H est un anneau à division (ou corps gauche), il en est de même de 
H((X)). 
On remarquera, en particulier, que si lHI est le corps (gauche) des quaternions réels (Ch. 3), 
alors llll((X)) est un corps gauche contenant llll. 

7) A désignant un anneau unitaire, commutatif, on note Mn(A) l'anneau unitaire, non commu­
tatif, des matrices carrées d'ordre 11 > 1, sur A. 
Moyennant les résultats de l'exercice 6 précédent, démontrer l'existence des isomorphismes 
d'anneaux unitaires, suivants: 

Mn(A)[X] ~Mn(A[X]) et Mn(A)[[X]J ~Mn(A[[XIJ). 





Chapitre 8 
Polynômes symétriques 

Dans tout ce chapitre, A désigne un domaine d'intégrité. 
Toutes les propriétés de l'algèbre des polynômes, A[X1, ..• ,Xn],n ~ 1, développées au 
Chapitre 4, sont supposées connues. 

1. Ordre lexicographique dans A[X1, • •• ,Xn), n > 1 

Remarque 8.1. Lorsque n = 1, il est facile d'ordonner les monômes deA[X] suivant leur 
degré; il s'agit d'un ordre induit par celui des entiers naturels ; ainsi un polynôme de A [X] 
peut s'écrire comme la somme de ses monômes ordonnés suivant les puissances décrois­
santes ou croissantes de X. 
Dans le cas n > 1, il est nécessaire aussi, de définir un ordre dans l'ensemble des mo­
nômes deA[X1, ..• ,Xn], permettant d'écrire un polynôme comme somme de ses monômes 
ordonnés suivant cet ordre. 

Définition 8.2. Etant donné, dansA[X1,X2, ..• ,Xn],n > 1, deux monômes non nuls 
m = aXi1xi2 .. . xin et m' = bXiixh ... xin 

l 2 n l 2 ni 
on dit m est plus haut que m' si le premier élément non nul de la suite d'entiers 

(il - jl), U2 - j2), · · ·' Un - jn) 
est positif. Dans ce cas, on poµrra écrire, symboliquement, m > m'. 
Les monômes m et m' seront dits de même hauteur si ik = A, quel que soit k( 1 ~ k ~ n). 

De plus, on convient de dire que tout monôme constant non nul est plus haut que le 
monôme nul ; on vérifie alors que la relation binaire définie ci-dessus, dans l'ensemble 
des monômes de A[X1,X2, ... ,Xn],n > 1, est une relation d'ordre, qu'on appelle ordre 
lexicographique. 
On remarquera que pour n = 1, l'ordre lexicographique coïncide avec l'ordre habituelle­
ment considéré dans l'ensemble des monômes de A [X]. 

Exemple 8.3. DansA[X1,X2,X3], on a 
x[x2x3 > x1xf x3 > x1xj. 

Définition 8.4. Pour un polynôme f =/= 0 dans A[X1 ,X2, ... ,Xn],n > 1, le monôme le plus 
haut, parmi ceux dont il est la somme, est appelé le monôme directeur de f; on le notera 
MD(f). 

Proposition 8.5. A étant un domaine d'intégrité, pour deux polyndmes non nuls f et g 
dans A[X1 ,X2, ... ,Xn],n ~ 1, on a 

MD(fg) = MD(f)MD(g). 
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Preuve: La propriété est vraie pour n = 1. Pour n > 1, on raisonne par récurrence sur n. 
Considérons les polynômes non nuls f et g dans A[Xz, ... ,Xn] (Xi] : 

f =<Pr(X2 , ••. ,Xn)X[ + <Pr-I (X2, ... ,Xn)Xr 1 + · · · + </>0(X2 , ... ,Xn) 

g =IJ!s(X2 , ... ,Xn)X{ + IJ!s-l (X2 , ... ,Xn)Xt1 +···+1J!o(X2 , •.. ,Xn)· 

Pour tout i(l ~ i ~ r) et tout j(l ~ j ~ s), </J; et IJ!j sont des polynômes de A(X2, ... ,Xn]. 
Dans MD(fg),X1 figure avec l'exposant le plus grand possible, d'où 

MD(fg) =X[+s MD(</Jr)MD(IJ!s)· 
L'hypothèse de récurrence entraîne 

MD( </Jr IJ!s) = MD( </Jr) MD( IJ!s); 

MD(fg) = X[+s MD(</Jr)MD(IJ!s) 

=X[ MD( </Jr )X{ MD( IJ!s) = MD(f)MD(g). 

2. Polynômes symétriques dans A [X1, ... , X11], n > 1 

A. Notion de polynôme symétrique 

D 

Notons Sn le groupe des permutations de l'ensemble {1,2, ... ,n}, appelé groupe ~ymé­
trique de degré n (Cf. [11], Ch. 1 et 3). 
A tout a E Sn et tout polynôme f E A (X1, ..• , Xn], on associe le polynôme que l'on notera 
fu, dans A(X1, ... ,Xn], tel que 

Quels que soient a, -r dans Sn, on a 

fro<J (Xi'··· ,Xn) = f(Xfo<J(l)' · · · ,Xfo<J(n)) 

= Uu)f(X1, · · · ,Xn) 

et pour l'élément unité e du groupe Sn,Je = f. 
On en déduit que le groupe Sn opère sur A[Xp ... ,Xn] par l'application 

Sn xA(X1, ... ,Xn] -A(X1, ... ,Xn] 

( (] ,f) 1---'t f (J. 

(8.1) 

Remarque 8.6. Quel que soit a E Sn, pour tout polynôme constant a et tout i( 1 ~ i ~ n), 
on a au= a et (X;)u = Xu(i)" 

Définition 8.7. Un polynôme f E A[Xp ... ,Xn] est dit symétrique si 

Va E Sn, fu = f. (8.2) 

Remarque 8.8. : 
a) D'après la remarque 8.6., tout polynôme constant est un polynôme symétrique. 
b) La relation (8.2) montre qu'un polynôme f E A[X1, ... ,Xn] est symétrique si c'est un 
invariant (ou élément fixe) de A[X1, ... ,Xn], dans l'action du groupe Sn ([11], p.187). 

On vérifie facilement le résultat suivant. 
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Proposition 8.9. L'ensemble des polyn,,mes ~ymétriques de A[X1, ... , Xn] forme une sous­
A-algèbre de A [X1, .•• ,Xn]. 

Proposition 8.10. : 

1) Pour tout C1 E Sn, l'application <I>a: A[X1, ... ,Xn] --+A[X1, ... ,Xn] 
f 1--> fa 

est un autom01phisme de A-algèbres. 

2) L'application <I> : Sn ---+ AutAA [X1, ... ,Xn] 
<11--> <I>a 

est un morphisme injectif de groupes. 

Preuve: 
1) L'application <I>11 , induite par l'action du groupe Sn sur A[X1, ... ,Xn], est une pemiu­
tation de l'ensembleA[X1, ... ,Xn] ([11), Ch. 5). 
D'autre part, quels que soient f,g dans A[X1, ... ,Xn] et a E A, on vérifie que, pour tout 
C1 E Sn, on a 

<I>a(f+g) =<I>a(/)+<I>a(g) 
<I>a(fg) = (<I>a(/)) (<I>a(g)) 

<I>a(af) = a<I>a(f), 

donc <I>11 est un morphisme de A-algèbres et par suite, <I>11 est un automorphisme. 
2) L'application <I> est un morphisme de groupes ([11), prop. 5.3) ; vérifions que <I> est 
injectif. 

C1 E Ker<I> {=:::> <I>a = idA[x1,. •• ,Xn]' 

Remarque 8.11. : 

{=:::> V f E A[X1, ... ,XnJ, <I>a(/) = f, 
{=:::> Vi(l ~ i ~ n), <I>11 (X;) =Xa(i) =X;, 

{=:::> C1 = e (élément unité de Sn). D 

a) <I> étant injectif, le sous-groupe Im<I> deAutAA[X1, .•• ,Xn] est isomorphe au groupe Sn. 
b) La propriété universelle de l'anneau A[X1, ... ,Xn] (Th. 4.57.) montre que pour tout 
C1 E Sn, l'automorphisme <I>11 est l'unique endomorphisme de A[X1 , ••• ,Xn] tel que pour 
tout i(l ~ i ~ n), <1>11(X;) =Xa(i)" 
[On applique le théorème4.57., avec B =A[X1, ... ,Xn], l'injection canonique q>deA dans 
B et pour tout i(l ~ i ~ n), /3; = Xa(i)"J 

Exemple 8.12. : Exemples classiques dans A[X1, ... ,Xn], n > 1. 
1) Les sommes des puissances k_èmes des X;, pour tout k EN: 

Sk =Xf+X~+···+X!. 

Les sommes Sk sont appelées sommes de Newton. 
2) Les polynômes de Wronski, pour tout k E N : 

wk = L, x:1x~2 ... x~n, où ii EN, V j(l ~ j ~ n). 
i1 +i2+·+in=k 
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3) Le discriminant des X;, 1 $ i $ n: 

D = 11 (X;-Xj)2• 
l~i<j~n 

4) Les polynômes symétriques élémentaires des X;, 1 $ i $ n, 

I:1 = X1 +X2+···+Xn 
I:z = X1X2 +X1X3 +···+X1Xn+X2X3 +···+Xn_1Xn, 

En = X1X2 .. . Xn. 

D'une façon générale, pour tout k(l $ k $ n), on a 

I:k = E1<· <' < . < x. x . .. . x. ' 
- 11 12 "'<1k-n 11 12 1k 

où (i1, i2 , ..• , ik) décrit l'ensemble des C! combinaisons de { 1, 2, ... , n} telles que 
1-:; i 1 < i2 < · · · < ik $ n. 

Remarque 8.13. : 
a) SiZ désigne une (n+ l)ème indéterminée, dansA[X1,X2,. .• ,Xn][ZJ, le polynôme 

p(Z) = (Z-X1)(Z-X2) ·• · (Z-Xn) s'écrit 
p(Z) =Zn -I:1zn-l +I:zzn-2 + ... + (-l)kI:~n-k + ... + (-l)nI:n. 

où les I:k, 1 $ k $ n, sont les polynômes symétriques élémentaires des X;, 1 $ i $ n. 
b) Le Théorème fondamental (Th. 8.14.) montrera que les polynômes symétriques élé­
mentaires jouent un rôle primordial dans l'algèbre des polynômes symétriques, à coeffi­
cients dans un domaine d'intégrité. 

B. Théorème fondamental 

Théorème 8.14. L'anneau A étant un D.I., pour tout polyn,,me symétrique 
f E A[X1, ... ,Xn], il existe un unique polyn,,me tP à n indétP.rminées sur A tel que 

f(X1,X2,···1Xn) =iP(I:1,I:z, ... ,I:n), (8.3) 

où les I:k, 1 $ k $ n, sont les polyn,,mes symétriques élémentaires des X;, 1 $ i $ n. 

1. Lemmes préliminaires 

Lemme 8.15. Pour un poly~me symétrique f E A [X1 ,X2, ... , Xn], on a 

MD(!) = aX~1x? ... x!n ===> k1 ~ k2 ~ · · · ~ kn. (8.4) 

Preuve: Supposons qu'il existe un couple d'entiers (i,j) vérifiant 1 $ i < j $net k; < kï 
Le polynôme f étant symétrique, s'il contient le monôme MD(f) ci-dessus, il contient 
aussi le monôme 

µ - aXk1 xk;_,xk; Xki_,xk1 x1c,, 
- 1····1·"··1····n 1- 1 1- 1 

- aXkl xki-lXki Xki- 1Xk; xk,,. - 1'"·1 .... ·1 •""n• 1- 1 1- 1 

alors, ki - k; > 0 implique que le monôme µ est plus haut que le monôme 
MD(!), d'où une contradiction. D 
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Lemme 8.16. Soit E1 ,E2, ••• ,En les polynlJmes !.ymétriques élémentaires en X1, ... ,Xn; 
si pour tout (11,'2, ... ,ln) E Nn, on pose l = Ei<i<nli, alors dans A[X1 ..• Xn], on a 

MD(~11 ~12 ~ln) -X-rxi-11 x'n 
""1 ""2 · · '""n - 1 2 • • · n · 

De plus, E~1 E? ... E~, considéré dans A [X1, •.• , Xn], est un polynlJme symétrique, homo­
gène de degré 11 +212 + ... +nln. 

Preuve: 

MD(E~t) =MD(X1 +···+Xn)1i =X:i 

MD(E?) =MD(X1X2 + .. ·+Xn_1Xn)12 =X:2x~2 

MD(E~) =Xtn ... X~n, 

d'où, en utilisant la proposition 8.5., 
MD(~l1 ~12 ~ln) - Xlxl-11 Xln 

""1 ""2 •.. ""n - 1 2 • . • n • 
Pour tout k, 1 :::; k :::; n, Ek est un polynôme symétrique, homogène de degré k dans 

A [X1, ... ,Xn], donc le polynôme E~1 E? ... E~ est symétrique, homogène et de même degré 

que le monôme MD(E~1 E? ... E~), c'est-à-dire 

l + (l-11) + .. ·+ln= (ll +···+ln)+···+ (lk +···+ln)+···+ ln 

= 11 +212 + · · · +klk + · · · +nln. D 

Définition 8.17. Les hypothèses et les notations étant celles du lemme 8.16., l'entier 
11 + 212 + · · · + nln est appelé le poids de E~1 E? ... E~. 
Pour tout polynôme cp(E1 ,~, ••• ,En), le poids de cp est le maximum des poids des mo­
nômes dont il est la somme. 

Remarque 8.18. : Conséquences du lemme 8.16.: 
a) Si k1 ~ k2 ~ •.. ~ kn, dans N*, alors 

(8.5) 

L'égalité (8.5) s'obtient en appliquant le lemme 8.16, avec, pour tout i ( 1 :::; i :::; n - 1), 
l; = k; - ki+ 1 et ln = kn. On en déduit que 

poids(E~i-kzE~-AJ ... E!n) = k1 +~ + .. · +kn. 

b) Avec les notations du lemme 8.16. on a 

poids (E~1E? ... E~) = 0 <=::::> l; = 0, Vi(l ::; i:::; n). 

2. Preuve du théorème 8.14. (Théorème fondamental) 

Soit fun polynôme symétrique dans A [X1, ••• ,Xn]. 
- Existence du polynlJme cp vérifiant (8.3) 
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Si f = 0, il suffit de prendre "1 = 0; on suppose donc f i= 0 et on raisonne par récurrence 
sur la hauteur du monôme directeur de f. Supposons 

MD(!)= aX~1x~2 .. . x:n, OÙ a EA*. 
Si pour tout i(l ~ i ~ n), on a k; = 0, alors MD(!) =a, donc f =a. Le théorème est 
vérifié en prenant "1 = a. 
Si f est non constant, supposons le théorème vrai pour tout polynôme symétrique de 
A [X1, ... ,Xn], dont le monôme directeur est moins haut que celui de f. 
La relation (8.5) implique 

MD(!)= MD(aE~1-kiE~-~ ... E!n). 
Considérons alors le polynôme 

g(X1, ... ,Xn) := /(X1, ... ,Xn)-aE~1-kiEl-~ . .. E~n. 
On a MD(g) < MD(f). Par suite, compte tenu de l'hypothèse de récurrence, il existe un 
unique polynôme l/f à n indéterminées sur A tel que 

g(X1, ... , Xn) = l/f(E1, ... , En) ; 
d'où, /(X1, ... ,Xn) = l/f(E1, ... ,En)+ aE~1-kiE~2-~ ... E~n. 

En notant q, (E1, ... , En) le second membre de l'égalité précédente, on a la relation (8.3). 

- Unicité du polyn6me "1 vérifiant (8.3) 
Supposons que par une autre méthode, on ait trouvé un polynôme 9 à n indéterminées sur 
A tel que 

/(X1, ... ,Xn) = 9(E1, ... , En)· 

Démontrons que 9 = "1. Supposons 9 i= "1, alors 
</l(E1, ... ,En)- 9(E1, ... ,En)= c5(E1, ... ,En), 

où ô est un polynôme non nul dans A [E1, ... , En]. 

(8.6) 

Cependant, en exprimant les Ek, 1 ~ k ~ n, en fonction des X;, 1 ~ i ~ n, on obtient, 
compte tenu des relations (8.3) et (8.6), 

c5(E1, ... , En) = d(X1, ... ,Xn) = /(X1, ... ,Xn) - /(X1, ... ,Xn) =O. (8.7) 

où d est donc le polynôme nul dans A[X1, ... ,Xnl· 
Démontrons que ô est nécessairement le polynôme nul dans A [E1, ... , En]. 
En effet, ô i= 0 peut s'écrire comme une somme de monômes non nuls ordonnés suivant 
l'ordre décroissant de leurs poids : 

~ - '{""' a ~lj,I ~lj,2 ~lj,n 
u - L..l~j~r t'"l L.2 • · · L.n ' (8.8) 

les ai, 1 ~ j ~ r, étant non nuls dans A. 
D'après le lemme 8.16., dans le développement de ô en fonction des X;, chaque monôme 

a iE?·1 E~·2 ... E~.n donne, dans d(X1, ... ,Xn), une composante homogène de degré égal à 
son poids: lj,l + 2lj,2 + .. · +nlj,n· Par suite, 

d = 0 =? ai= 0, V j(l ~ j ~ r) =? ô = O, 
donc 9 = q,. D 

C. Recherche pratique du polynôme "1 connaissant f 

Remarque 8.19. La démonstration du théorème 8.14. fournit, théoriquement, un algo­
rithme pour trouver "1 connaissant/, mais les calculs deviennent vite inextricables lorsque 
le nombre des indéterminées augmente. 
La méthode peut être simplifiée en remarquant que tout polynôme symétrique est la 
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somme de ses composantes homogènes ; ainsi, en utilisant le théorème 8.20. ci-dessous, 
on se ramènera à la recherche du polynôme q,, associé à un polynôme f symétrique et 
homogène. 

Théorème 8.20. A étant un D.l., si f E A[X1 ,X2, ... ,Xn] est un poly~me symétrique de 
degré total d, alors l'unique polyn~me <P tel que 
/(X1, ... ,Xn) = cp(E1, ... ,En) estdepoidsd. 

Preuve: Ecrivons /(X1, ... ,Xn) = Ei<i<rh;(X1, ... ,Xn), 
où les h;(X1, ... ,Xn), 1 ::; i::; r, sont les-composantes homogènes du polynôme symétrique 
f. Chaque h; est donc un polynôme symétrique et homogène ; posons d; := deg h;. 
Le degré total de f étant d, on peut supposer 

d =di > d2 > ... > d,. 
Pour tout i(l::; i::; r), il existe (Th. 8.14.) un unique polynôme <P; vérifiant 

h;(X1, ... ,Xn) = 4';(E1, ... , En). (8.9) 

Posons 4';(E1, ... ,En)= E1~j~k;aiEY·1 ... E~"'· (8.10) 

h; est homogène de degré d;, donc d'après le lemme 8.16., dans l'égalité (8.10), chaque 

monôme a iEY·1 ... E~.n est de poids d;, d'où 
\:/j(l '.5:j'.5:k-), l. 1+2l. 2 +···+nl. =d .. 

1 J, J, J,n 1 

Compte tenu de l'unicité du polynôme <P, on a nécessairement, 
<P(E1, ... , En) = Ll<i<r <P;(E1, ... , En) 

etpoids(cp) = max{poids(<P;), 1::; i::; r} = d; = d. D 

Conséquence : Etant donné un polynôme f symétrique dans A [X1, ... , Xn], pour trouver 
le polynôme <P défini dans le théorème 8.14., il faut écrire f comme somme de ses com­
posantes homogènes et déterminer les polynômes <P;, donc les coefficients ai intervenant 
dans le second membre de la relation (8.10). Ce calcul se fait parfois en substituant aux 
indéterminées des éléments particuliers de A, comme dans l'exemple 2) ci-dessous. 

Exemple 8.21. : Calcul du discriminant D (Cf. Exemple 8.12.), dans les cas n = 2 et 
n = 3, lorsque A= Z. 
1) n = 2 Il est immédiat que 

D = (X1 -X2)2 = Ey-4~. 

2) n=3 
D = (X1 -X2)2(X1 -X3)2(X2 - X3)2. (8.11) 

D est symétrique, homogène de degré 6 dans Z[X1,X2,X3]. Posons: 

(8.12) 

Il faut trouver l'entier k et, pour chaque entier j ( 1 ::; j ::; k), le coefficient ai dans Z, ainsi 
que le triplet d'entiers naturels (lj,l• lj,2 , lj,3 ). 

L'expression (8.12) de D permet de calculer son monôme directeur : 
MD(D) = xtxi; 

par suite, quel que soit j, 1 ::; j::; k, 

l. 1 + 21. 2 + 31. 3 = 6 J, J, J, 
(8.13) 
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et dans tout autre monôme intervenant dans le développement de D, l'exposant de X1 est 
nécessairement inférieur ou égal à 4, d'où 

/. 1 + l. 2 + l. 3 < 4. J, J, J, - (8.14) 

Les relations (8.13) et (8.14) étant indépendantes de l'entier j, notons (11,/.i,13) un triplet 
recherché; on trouve alors que les seules valeurs possibles pour (11,12,13) sont les sui­
vantes: 

(3, 0, 1), (2, 2, 0), (1, 1, 1), (0, 3, 0), (0, 0, 2). 
Onen déduit 

D = ar.~~ + br.îtj + cr.1 ~~ + dr.~ + er.~. 
Pour X3 = 0, on obtient 

où r.1 et r.2 sont les polynômes symétriques élémentaires enX1 etX2. 

L'égalité des monômes directeurs des deux membres de (8.16) donne 
XfX:j = bXfX:j, donc b = 1. 

En faisant alors, X1 = X2 dans la relation (8.16), on obtient 
0 = 4Xf + dXf, par suite d = -4. 

D'autre part, le lecteur vérifiera les calculs suivants: 

(X1 =X2 =1, X3 = -2) ==> e = -27 

(X1 = X2 = 2, X3 = -1) ==> a= -4 

(X1 =X2 =X3 =1) ==> c=18, 

d'où D = -4r.~~ + r.îtj + 18r.1 ~r.3 - 4~ - 27~. 

(8.15) 

(8.16) 

Pour certains polynômes symétriques, d'autres méthodes pourront être utilisées, en parti­
culier, par l'application des Formules de Newton développées dans le paragraphe suivant. 

3. Formules de Newton 

Les notations utilisées sont celles des Exemples 8.12. 

Théorème 8.22. A étant unD.l., dansA[X1, ••• ,Xn],n ~ 1, on a 
pour tout entier k ( 1 :::; k :::; n), 

pour tout entier l > n, 

s, - r.1s,_1 + ~S1-2 + · · · + (-1 rr.nS1-n = 0. 

Les relations (8.17) et (8.18) sont appelées Formules de Newton. 

(8.18) 

Preuve: SoitZ une (n+ l)ème indéterminée ; dansA[X1, ... ,Xn][Z], on considère le poly­
nôme p(Z) = TI1:9 ::;n(Z-X;), donc 

p(Z) = zn -r.1zn-l + · · · + (-1r-1r.n_1Z + (-ltr.n. (8.19) 
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Pour tout i, 1 ~ i ~ n, on a p(X;) = 0, autrement dit : 

La somme, pour 1 ~ i ~ n, des premiers membres des égalités (8.20) donne 

Sn -E1Sn-1 +E2Sn-2 - ... + (-l)n-1En-1S1+(-l)nnEn=0, 

c'est-à-dire la formule (8.17), pour k = n. 

Pour l > n, on considère zl-n p(Z) ; pour 1 ~ i ~ n, on a xf-n p(X;) = 0, donc 
x!-n(X!"-E X!"-1 + · · · + (-l)n-ll: X.+ (-l)nE ) = 0 d'où 

1 1 1 1 n-1 1 n • 
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(8.20) 

En effectuant, comme plus haut, la somme, pour 1 ~ i ~ n, des premiers membres des 
égalités (8.21), on obtient la formule (8.18). 

Pour k = 1, la formule (8.17) est satisfaite, puisque S1 = E1; il reste à prouver la relation 
(8.17) pour 1 < k < n. 
On raisonne par récurrence sur le nombre n des indéterminées. Fixons l'entier k tel que 
1- < k < n et supposons la relation (8.17) vérifiée pour n - 1 indéterminées. On remarque 
que pour tout i(l ~ i ~ n-1), on a 

E;(X1 1 ••• ,Xn-1) =E;(X1 1 ••• ,Xn-1•0), 
S;(X1, ... ,Xn_1) =S;(X1, ... ,Xn_1,0). 

En exprimant le premier membre de la relation (8.17) en fonction des indéterminées 
X1, ... ,Xn_1,Xn on obtient un polynôme symétrique et homogène de degré k, que nous 
désignerons par h(X1, ... ,Xn_1,Xn)· 
L'hypothèse de récurrence implique h(X1, ... ,Xn_1,0) =O. 
On en déduit que h(X1, ... ,Xn_1,Xn) est divisible par Xn; mais h(X1, ... ,Xn_1,Xn) est sy­
métriquedansA[X1, ... ,Xn], par suite ce polynôme est divisible partout X;, 1 ~ i ~ n-1. 
Or, h est homogène de degré k < n, donc il ne peut être divisible par le produit X1X2 .. . Xn, 
d'où nécessairement, 

h(X1, ... ,Xn_ 1,Xn) = O. 
Ce qui prouve la relation (8.17) pour 1 < k < n. 

Premières applications des formules de Newton 

1) Calcul des Sk en fonction des Ei, dans A[E1, ... ,En]· 

Les Formules de Newton nous donnent : 

S1 =E1 

S2 = S1E1 -2l:i = E~ -2l:i 

S3 = S2E1 -S1I:i +3~ = E~ -3E1I:i +32:3• 

0 

Ainsi, de proche en proche, on calcule les Sk, pour 1 ~ k ~ n, et les S1 pour l > n, en 
fonction des Ei, 1 ~ j ~ n. 
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2) Calcul des r.j en fonction des Sk dans K[S1, ... ,Sn], où K est un corps de caractéris­
tique O. 
En appliquant les Formules de Newton, on obtient 

De proche en proche, on peut calculer les r.i' 1::::; j::::; n, en fonction des Sk, 1::::; k::::; n. 
Du théorème fondamental 8.14., on déduit le corollaire suivant. 

Corollaire 8.23. A étant un D.l., de caractéristique 0, si K =Fr A, alors pour tout poly­
name symétrique f E A[X1, ... ,Xn], il existe un polyname g à n indéterminées sur K tel 
que 

/(X1, ... ,Xn) = g(S1, ... , Sn)· (8.22) 

Pnuve : K = FrA désigne le corps des fractions de A (Déf. 5.2.). On note que car A = O 
implique carK =O. D'après le Théorème 8.14., il existe un unique polynôme q,, à n 
indéterminées sur A, tel que 

/(X1, ... ,Xn) = 4'(E1 1 ... ,En)· 
En exprimant les r.j, 1::::; j::::; n, en fonction desSk, 1::::; k::::; n, dansK[S1, ... ,Sn], on obtient 
le polynôme g défini par 

g(S1, ... ,Sn):= 4' (E1 (S1 1 ••• ,Sn), ... ,En(S1, ... ,Sn)). 

Le polynôme g est à coefficients dans K et vérifie à la relation (8.22). 

3) Relations entre les coefficients et les racines d'un polynôme de K[X], 
où K est un corps supposé algébriquement clos (Déf. 4.42). 

0 

Soit f E K[X] tel que deg f = n ~ 1. Le corps K étant algébriquement clos, le polynôme 
fan racines dans K, distinctes ou confondues, que l'on notera a11 fXi, ... , txn (Cf. Th. 
4.38) ; alors 

(8.23) 

Considérons les polynômes symétriques élémentaires en a1, ... , txn et posons, pour tout 
k(l:=:;k:=:;n), 

r,k := r,k ( a1, · · · , txn) · 
En développant les expressions de f (X) apparaissant dans (8.23), on obtient 

/(X)= anXn+an_1xn-l + ... +a1X +a0 

= an(Xn-r.1xn-l +Eixn-2 - ... + (-1r-1r.n_1X + (-1rr.n)· 

Par hypothèse degf = n ~ 1, d'où an f. O. En identifiant les coefficients des Xk, pour 
0 ::::; k ::::; n, dans les deux expressions de f (X), ci-dessus, on obtient les relations suivantes, 
appelées Relations entre les coefficients et les racines du polynôme f. 
Dans K on identifie a;;- 1 à_!_, d'où 

an 
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donc, pour tout k(l ::; k::; n), 

Remarque 8.24. Si l'on se donne n éléments a1, .•. , a,,, dans K, tels que 
Vi, 1 ::; i ::; n, E;( a11 ••• , a,,) = .Il;, 

alors a 1, ... , a,, sont les racines du polynôme 
xn -.lllxn-1 + Jlixn-2 _ ... + (-l)n.lln. 

Exemple 8.25. Les notations sont celles utilisées dans le cas général. 
1) Pour /(X) = aX2 + bX + c dans C(X], a f 0, on (re)trouve 

b c 
E1 =al+~= -a' al fXi =a· 

2) Soit f(X) = X3 + pX +q dans C(X]. Les formules (8.24) donnent 

E1 = a 1 + fXi + ~ = 0, 

E2 = al fXi +al ~ + fXi ~ = p, 

E3 =al fX.i~ = -q. 

4. Fractions rationnelles symétriques 
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(8.24) 

A désignant un D.I., soit A(X1, ... ,Xn) le corps des fractions du domaine d'intégrité 
A[X1, ... ,Xn], c'est à dire le corps des fractions rationnelles à coefficients dans A. 

A. Notion de fraction rationnelle symétrique 

On rappelle que 

) p(X1, ••• ,Xn) 
f E A(X1, ... ,Xn) {::::::=:} /(X1, ... ,Xn = (X X ) , 

q 1''"' n 
(8.25) 

où pet q sont des polynômes dans A [X1, ••• ,Xn], q f O. 

!!. est un représentant de f dans le corps A(X1, •.• ,Xn) et pour tout autre représentant!:. de 
q s 
f, on a ps = q r dans A[X1, ••• ,Xnl· 
Sn désignant le groupe symétrique dont les éléments sont les permutations de { 1, 2, ... , n}, 
on vérifiera que la correspondance 

Sn X A(X1, •.• ,Xn) -----t A(X1, ••• ,Xn) 

(a,f = !!.) 1---> fa:= Pa 
q qa 

est une application définissant une action du groupe Sn sur A(X1, ... ,Xn)· 

Définition 8.26. Une fraction rationnelle f = !!. E A (X1, •.• , Xn), n > 1, est symétrique 
. q 

Sl 

V a E Sm la = f. 
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Remarque8.27. Soit/=!!.. dansA(X1, ... ,Xn), alors 
q 

(Va E Sn, fu = f et pu= p) ==>Va E Sn, qu = q. 

(Va E Sn, fu = f etqu = q) ==>Va E Sn, Pu= p. 
(Va E Sn, Pu= P etqu = q) ==>Va E Sn, fu = f. 

(8.26) 

(8.27) 

(8.28) 

Théorème 8.28. Pour toute fraction rationnelle f, symétrique dans A(X1, ... ,Xn), il 

existe un représentant!!.., où pet q sont des polyn6mes symétriques dans A[X1, ••. ,Xn]· 
q 

Preuve : Soit !!.. un représentant de f, tel que le degré total de q est minimal. Démontrons 
q 

que le polynôme q est symétrique. 
On suppose q non ~ymétrique ; donc il existe au moins une transposition -r E Sn telle que 
q-r =F q; alors 

f-r = f {::::::::? p -r = !!.. {::::::::? q P-r = P q -r ; 
q'r q 

q P-r = pq-r {::::::::? q(p-r - p) = p(q-r -q). 

Compte tenu de l'hypothèse q-r =F q, la dernière égalité implique 

P-r-P =!!..=/. 
q-r-q q 

Comme on a -r =F id, il existe un unique couple d'entiers (i,j) tel que 1 ~ i < j ~net 
-r (i) = j; alors 

P-r- p = p(X1, ... ,xi, ... ,Xw . . ,Xn)- p(X1, ... ,X;, .. . ,xi' ... ,Xn)· 
En substituant X; à Xi dans P-r - p on obtient 0; on en déduit que (Xi - X;) divise P-r - p 
dans l'anneau A [X1, ... , Xn]. On prouverait de même que q-r - q est divisible par (Xi - X;). 
Par suite, il existe des polynômes p1 et q1 dansA[X1, ... ,Xn] tels que 

P-r-P= (Xj-X;)P1 et q-r-q= (Xi-X;)q1• 

On en déduit que f = Pi, où le degré total de q1 est strictement inférieur au degré total de 
ql 

q, ce qui contredit la minimalité du degré total de q ; donc le polynôme q est symétrique. 
La fraction f = !!.. étant symétrique par hypothèse, d'après la relation (8.27), le polynôme 

q 
p est symétrique, d'où le théorème énoncé. 0 

Théorème 8.29. Quelle que soit la fraction rationnelle f, symétrique dans 
A(X1, •.• ,Xn), il existe une fraction rationnelle <P à n indéterminüs sur A telle que 

/(X1, ... ,Xn) = tP (E1, ... , En). 

Preuve: Etant donné une fraction rationnelle f =!!..,symétrique dans A(X1,. .. ,Xn), on 
q 

peut supposer (Th. 8.28.) que les polynômes pet q sont symétriques dans A[X1, ... ,Xn]· 
Il existe alors (Th. 8.14), des polynômes <pet l/f à n indéterminées sur A tels que 

p(X1, ... ,Xn) = <p (E1, ... , I:n), 
q(X1,. .. ,Xn) = l/f(E11 ... ,I:n). 

En posant <P := <p, on obtient f (X1, .•. , Xn) = <P (E1, ... , En). 

"' 
0 
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B. Applications des fractions rationnelles symétriques 

1. Généralisation des Formules de Newton 

Pour tout k E Z, on définit, dans A(X1, .•. ,Xn), les fractions rationnelles S k telles que 

sk =E1g~nxr 
Proposition 8.30. Pour tout k E N, on a 
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Sn-k - E1 Sn-k-l + · · · + (-1 )1E1Sn-k-l + · · · + (-1 )nEnS _k = O. (8.29) 

Preuve : Comme dans la démonstration du Th. 8.22., on utilise le polynôme p(Z) de 
A[X1, ... ,Xn][Z] tel que 

p(Z) = I11~i~n(Z-X;) = zn-E1zn-1 + ... + (-l)nEn. 

Pour tout i (1 :::; i:::; n), p(X;) = 0, donc pour tout k EN, 

x;-k(xr-r1xr-1 +I:.ixr-2 - ••• + (-1rrn) =o. 

La somme des égalités (8.30), pour 1 :::; i :::; n, donne la relation (8.29) 

Sn_k-ElSn-k-1 +· .. + (-l)'E1Sn-k-l +· .. +(-lrEnS_k = 0 

qui permet de calculer s _k pour tout entier k > o. 
Exemple 8.31. : 
Pour n = 3 et k = 1, la relation (8.5) s'écrit: 

S2 -E1S1 +°E.iS0 -~S_1 = O; 
E 

alors (S2 = Ey-21:.i, S1 = E1, S0 = 3) ==* S_1=1:2 . 
3 

Pour n = 3 et k = 2, on obtient 
S1 -E1S0 +E2S_ 1 -~S_2 =0, d'où 

°E.iS_1 -21:1 E~ -2E1I:3 
S_2 = E = I:2 

3 3 

(8.30) 

0 

2. Fonctions rationnelles numériquement symétriques des racines d'un polyn6me 

K désigne un corps; pour tout F non nul dans le corps K(X1, ••• ,Xn) des fractions ration­

nelles à n indéterminées sur K, on considère un représentant!!.. irréductible, c'est-à-dire 
q 

tel que pAq = 1, dans l'anneau de polynômes K[X1, ... ,Xnl· 
A tout F = !!.. E K(X1, •. ,Xn) on associe l'application F définie par 

q 

Définition 8.32. Compte tenu des hypothèses et notations ci-dessus, 
a) On dit que F est une fonction rationnelle de Kn dans K. 
b) La fonction rationnelle Fest dite formellement symétrique, si quels que soient <1 E Sn 
et (x1, •.. ,xn) E Kn, 
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Notation : Avec les hypothèses ci-dessus, on notera Fa la fonction rationnelle telle que, 
quel que soit (xp ... ,xn) E Kn, 

Fa (x1, ... ,Xn) = F(xa(l), ... ,xa(n)). 

Définition 8.33. Etant donné un polynôme f (X) E K[X], de degré n ~ 2, scindé sur K 
(Déf. 4.46), dont les n racines distinctes ou confondues dans K sont a 1, •.• , an, on dit 

qu'une fonction rationnelle F de Kn dans K est numériquement symétrique des racines 

de f(X), si 
(8.31) 

Remarque 8.34. Dans le contexte ci-dessus, toute fonction rationnelle 
5ymétrique de Kn dans K est une fonction numériquement 5ymétrique des racines du po­
lynôme f(X), mais la réciproque est fausse, comme le montre l'exemple suivant. 

Exemple 8.35. Soit f (X) = X3 + pX + q dans C[X]. Le polynôme f a trois racines dis­
tinctes ou confondues, a 1, ai,~' dans C (Cf. Prop. 4.44.). 
Désignons par 8 la fonction rationnelle de C3 dans C telle que 

\f(x1,X2,X3) E C3, 8 (x1,X2,X3) =xf-X2X3. 
La fonction rationnelle 8 n'est pas formellement symétrique en x1, x2 ,x3, on a cependant, 

8 (al, ai,~)= al (al +ai+~)- (al ai +a1~ +ai~). 
(al +ai+~= 0 et a1ai+a1~ +ai~= p) ===} 8 (a1,ai.~) = -p, 

donc 8 est une fonction rationnelle numériquement 5ymétrique des racines de f. 

Remarque 8.36. 8 étant une fraction rationnelle numériquement symétrique des racines 
a;, 1 ~ i ~ n, d'un polynôme f(X) E K[X], scindé sur K, on peut calculer 8 ( a 1, ••. , an) en 
fonction des coefficients de f, sans connaître les racines a;, mais en utilisant les Relations 
entre les coefficients et les racines du polynôme f. 

Proposition 8.37. Si 8 est une fonction rationnelle numériquement symétrique des ra­
cines a 1, .•. , tXri d'un polyn~me f(X) de K[X], de degré n ~ 2, scindé sur K, alors il 
existe une fonction rationnelle formellement symétrique <I> de Kn dans K telle que 

<l>(a1, ... ,an) = 8(a1, ... ,<X,i). 

Preuve : Posons 
1 

<I> := n! LaES,, Ba; 

alors <I> est une fonction rationnelle formellement symétrique de Kn dans K. Or, par hy­
pothèse, 

D 

Exemple 8.38. Reprenons l'exemple 8.35.; on a f(X) = X3 + pX + q dans C[X] et 

8 (x1,X2,X3) = xî-x2X3. 
Soit I:;, 1 ~ i ~ 3, les polynômes symétriques élémentaires des racines a1, ai,~ de f(X) 
dans C, et S2 = I:1g:::;3 af. Avec les notations de la proposition 8.37., on obtient 

1 1 1 2 
<I> (al, ai,~) = 3! LaES3 Oa( al' ai,~)= 3(S2 - ~) = 3(I:1 - 31:2), 

1 
= 3(0-3p) = -p = 8 (al, ai,~). 

On retouve évidemment le résultat obtenu dans l'exemple 8.35 .. 
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5. Résultant - Discriminant 

A. Introduction 

K étant un corps algébriquement clos (Déf. 4.42), on se propose de résoudre le problème 
suivant. 
Problème : Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que deux polynômes f et 
g, non constants et distincts dans K[X], aient au moins une racine commune. 

Remarque 8.39. Si f et g ont une racine commune a E K, alors X - a est un diviseur 
commun à f et g dans K[X] (Cf. Ch. 4). 
Par suite, f etg ont au moins une racine commune dans K, si et seulement si leur p.g.c.d., 
dans l'anneau K[X] (Ch. 5), est de degré strictement positif. 

Proposition 8.40. K étant un corps algébriquement clos, pour que deux polynômes non 
constants f et g de K[X], de degrés respectifs m et n, aient au moins une racine commune, 
il faut et il suffit qu'il existe des polynômes h et k, non nuls dans K[X], tels que 

deg h ~ m - 1, deg k ~ n - 1 et hg = kf. (8.32) 

Preuve: 
a) Supposons les conditions (8.1) vérifiées. Soit ai, 1 ~ i ~ m, les racines, distinctes ou 
confondues, de f dans K ; alors, 

\li (1 ~ i ~ m), (X - aJ divise h(X)g(X) ; 
d'où: (degh~m-1)===?(3i(l ~i~m)telque(X-aJ diviseg(X)), 

donc f et g ont au moins une racine commune. 
b) Réciproquement, supposons que f et g aient une racine commune a E K; alors, si d est 
un p.g.c.d. de f et g dans K[X], on a nécessairement degd 2: 1 et il existe des polynômes 
non nuls h et k dans K[X], vérifiant 

f = dh, g = dk et degh < degf, degk < degg. 
Dans l'anneau intègre K[X], 

f g = dhg = dkf ===? hg= kf. 
Les conditions (8.1) sont donc satisfaites par les polynômes h et k. D 

B. Résultant de deux polynômes 

Les hypothèses et les notations étant celles de la proposition 8.40., posons 

f(X) = E aixi, g(X) = E biXi, 
09~m O~i~n 

h(X) = E ÂiXi' k(X) = E µ;Xi. 
O~i~m-1 O~i~n-1 

En supposant l'existence des polynômes h et k, l'identification des coefficients des puis­
sances de X dans les deux membres de l'égalité fk = gh donne les relations suivantes: 

amµn-1 

am-lµn-1 +amµn-2 

= bnÂm-1 

= bn-lÂm-1 +bnÂm-2 

aoµ1 +a1µ0 = 

aoµo= 
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On peut ramener l'ensemble des relations ci-dessus à un système de 
n + m équations linéaires à coefficients dans le corps K, à n + m inconnues, considérées 

dans l'ordre suivant: 

µn-l•µn-2•····Jlo et -Â.m-l•-Â.m-2•····-llo. 
Le système obtenu, que nous appellerons (S), est homogène. 
Par suite il existe des polynômes h et k, non nuls dans K[X], vérifiant (8.32), si et seule­
ment si le système (S) a une solution non nulle, ce qui équivaut à la condition : det ( S) =O. 

Définition 8.41. Le déterminant du système (S), considéré ci-dessus, est appelé le résul­
tant (ou déterminant de Sylvester) des polynômes non nuls f et g donnés dans K[X]; 
on le note R(f,g). 

0 bn 
0 bn-1 

0 

R(f,g) = 
am b1 

am-1 ho 

0 

0 
bn 

b1 

ho 

0 
0 

0 
0 

0 a1 0 b1 

0 0 a0 0 0 b0 

La proposition 8.40. et la notion de résultant conduisent à l'énoncé suivant. 

Théorème 8.42. K étant un c01ps algébriquement clos, deux polyn~mes non constants f 
et g de K[X] ont au moins une racine commune si et seulement si leur résultant, R(f,g), 
est nul. 

Remarque 8.43. : 
a) Le problème, considéré dans l'introduction de ce paragraphe et qui a conduit à la 
notion de résultant, peut être envisagé lorsque le corps K n'est pas algébriquement clos, 
à condition que les polynômes f et g soient scindés sur K (Déf. 4.46.); dans ce cas, le 
théorème 8.4. reste valable. 
b) Un p.g.c.d. de f et g dans K[X] étant noté f /\g, le résultat du Th. 8.42. équivaut à 

f/\g=l {==:;. R(f,g)=/=O. 
c) L'expression du résultant R(f,g) sous la forme du déterminant écrit précédemment 
montre que 

R(g,J) = ±R(f,g). 

Exemple 8.44. On considère des polynômes dans C[X]. 
1) f = a1X + a0, g = b1X + b0, tels que a 1 b1 =I= O. 

R(f,g) = 1 :~ :~ 1 =a1b0 -b1a0, 

ao ho .. 
donc R(f, g) = 0 {==:;. - = -b (résultat prév1s1ble !). 

al 1 
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2) f = a1X + a0 , g = b2X2 + b1X + b0 , avec a1 b2 #-O. 

a1 0 b2 

R(f,g)= ao al b1 =afbo+afib2-a1aob1. 
0 ao bo 

d'où R(f,g) =0 {::::::} g(- ao) =0. 
al 

3) f = a2X2+a1X +a0, g = b2X2+b1X +b0 , avec a2b2 #-0. 

R(f,g) = 

4) /=X4 +x3 +x+a+l, g = aX3 +X +a, dans C[X]. 

1 0 0 a 0 0 0 
1 1 0 0 a 0 0 
0 1 1 1 0 a 0 

R(f,g) = 1 0 1 a 1 0 a 
a+l 1 0 0 a 1 0 

0 a+l 1 0 0 a 1 
0 0 a+l 0 0 0 a 

R(f,g) = a1 +2a4 +3a3 +a2+a+1. 

203 

Les polynômes f et g ont une racine commune si et seulement si R(f, g) = 0, donc il 
existe au plus 7 valeurs distinctes du paramètre a dans C, pour lesquelles f et g ont au 
moins une racine commune. 

C. Calcul de R(f,g) en fonction des racines de f et de g 

L'expression du déterminant R(f, g), écrit dans la Déf. 8.41., montre que le résultant de f 
et g peut être considéré comme un polynôme en les indéterminées {a; }0~i~m et { b j} O~j~n 
qui sont, respectivement, les coefficients des polynômes f et g. On en déduit, d'après les 
règles de calcul des déterminants, que R(f,g) est alors, un polynôme 

homogène et de degré n en am, am-l • ... , a0, 

homogène et de degré men bn,bn-l• ... ,b0 . 

Dans l'algèbre de polynômes K[am,am-l • ... ,a0 ,bn,bn-l • ... ,b0], posons 

(8.33) 

a. b. 
En écrivant dans le corps K,-1 (resp. b1 ) à la place de a;;;1a;, 0 $ i $ m (resp. b;;1bj, 

am n 
0 $ j $ n), on obtient: 

(! ) nbm ( am-l ao bn-l bo) R ,g =am nP 1,--, ... ,-,1,-b , ... ,-b . 
am am n n 

(8.34) 
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Soit r.1, ... , I:.m (resp. r.~, ... , I:~) les fonctions symétriques élémentaires des racines de f, 
notées a1 , ... , CXin (resp. de g, notées /31 , ... , f3n). 
Les relations entre les coefficients et les racines d'un polynôme donnent 

am-l am-2 ( )m ao I:.1 =---,~=--, ... ,I:.m= -1 -; 
am am am 

..,, = _ bn-l ..,, = bn-2 ..,, = (-l)nbo 
L..l bn ' L..2 bn ' ... 1 L..n bn . 

D'autre part, dans K[X] on a 

/(X)= amTI1$i$m(X - a;), g(X) = bnTI1$j$n(X -Pi). (8.35) 

Ecrivons /(X) = am/1 (X) et g(X) = bng1 (X), où 

/1 (X)= TI1$i$m(X - a;) =Xm -r.1xm-1 +r.2xm-2_ ... + (-1rr.m, 

g1 (X)= TI1$j$n(X -Pi) =Xn-.r.~xn-l +~xn-2 - ... + (-1r~. 

La relation (8.34), appliquée aux polynômes / 1 et g1, s'écrit 

R(/1,81) = p(l, -I:.1, ... , (-lrI:m, 1, -r.~, ... , (-ltI:.~); (8.36) 

alors R(f,g) = a':,,Y:R(f1,g1) implique 
R(f,g) =0 {::::::=> R(/1,g1) =0. 

Or, R(/1,g1) =0 {::::::=> 3(i,j), 1::; i::; m, 1::; j::; n, tel que a;= pi, 

donc, R(/1,g1) = 0 ===> (a;-/3i) diviseR(/1,g1) dans K. 

Mais la relation (8.36) montre que R(/1 ,g1) est un polynôme symétrique en a1, ... , CXin, 
d'une part, et en /31, .. . ,pn, d'autre part. On en déduit que, dans K,R(f1,g1) est divi­
sible par le produit nl$i$m,l$j$n(a;- P/ En comparant les degrés en al, ... ,lX,n et en 
/311 ••. ,/3n, de R(/1,g1) et du produit TI1$i$m,l$j$n(a;- pi), et en considérant le coeffi­
cient de (a1~ ... CXin)n dans R(/1,g1) et dans TI1g$m,l$j$n(a;-/3i), on obtient 

R(f1,g1) =TI1g$m,l$j$n(a;-/3i). 

Par suite, 

R(f,g) = a;:,b:;'Til$i$m,l$j$n(a;-/3j). (8.37) 

Théorème 8.45. K étant un cotps algébriquement clos, le résultant de deux polyn6mes f 
et g de K[X], de degrés respectifs m ~ 1 et n ~ 1, tels que 

f = LO$i$ma;X; = am(X - a1) ••. (X - CXin), 

g = Lo$j$nbiXi = bn(X -/31) •.• (X -/Jn), 

peut s'exprimer comme suit: 

R(f,g) =a;:,nl$i$mg(a;) = (-l)mnb::'TI1$j$nf(/3i). (8.38) 

Ce résultat est une conséquence directe de la relation (8.37). 



§ 5. Résultant - Discriminant 205 

Remarque 8.46. : 
a) Les relations (8.37) et (8.38) confirment le Théorème 8.42. 
b) Le théorème 8.45. peut s'appliquer lorsque l'un (et un seul) des polynômes fou g est 
constant, non nul. Supposons, par exemple, 

f =a =f 0 dans K, donc deg f = m = 0 et deg g = n ;::::: 1. 
La fonction polynôme li étant l'application constante telle que li( a) =a pour tout a E K 
(Cf. Ch.4), la seconde expression du résultant donnée dans la relation (8.38) implique 

R(a,g) =an. 

D. Discriminant d'un polynôme 

K désigne toujours un corps algébriquement clos. 

Remarque 8.47. Soit f E K[X] tel que deg f;::::: 2 et soit f' son polynôme dérivé. D'après 
la remarque 8.30., les polynômes f et f' ont une racine commune si et seulement si, dans 
l'anneau K[X], leur p.g.c.d., noté f /\/1, est de degré strictement positif, ce qui équivaut 
à dire que f et f' ne sont pas premiers entre eux, donc f /\ f' =f 1. 

Proposition 8.48. K étant un corps algébriquement clos, soit f E K[X] tel que deg f;::::: 2; 
si f' est le polyn~me dérivé de f, alors les conditions suivantes sont équivalentes : 
1) Le poly~me f a au moins une racine multiple ; 
2)/ /\/1 =I= 1; 
3) Les polyn~mes f et f' ont au moins une racine commune. 

Preuve: 
1) ~ 2) : Si fa une racine multiple a E K, alors (X - a)2 divise f(X) dans K[X]; 
donc il existe un polynôme non nul g(X) E K[X] tel que 

f(X) =(X - a)2g(X), 

d'où /'(X)= 2(X -a)g(X) +(X - a)2g'(X). 

Par suite (X - a) est un diviseur commun à f etf', donc, dans l'anneau K[X],f et f' ont 
un p.g.c.d. de degré strictement positif, d'où f /\/1 =f 1. 
Réciproquement, supposons f /\ f' =f 1 et posons d = f /\ f'. On a deg d ;::::: 1, donc il existe 
a E K tel que, dans K[X], on ait 

(X -a)ld, d'où (X - a)lf et (X - a)lf'. 
On en déduit l'existence de gnon nul dans K[X], tel que 

f(X) =(X - a)g(X) d'où f' = g+ (X - a)g'; 
or par hypothèse, (X - a) divise f'; par suite, (X - a) divise aussi g, d'où (X - a)21f. 
Ainsi l'hypothèse f /\/1 =f 1 entraîne que fa au moins une racine multiple. 
2) ~ 3) est consequence de la notion de p.g.c.d. dans K[X] (Rem. 8.30.). D 

La proposition 8.48., entraîne le résultat utile suivant : 

Corollaire 8.49. Un polyn~me non constant f E K[X] n'a que des racines simples si et 
seulement si f /\/1 =1. 

Définition 8.50. Etant donné un polynôme non constant f E K[X], on appelle discrimi­
nant de f, le résultant de f et de son polynôme dérivé f'. On le notera ~ (!) ; donc 

~(!) =R(f,f'). 

Comme conséquence du Th. 8.42. et de la Prop. 8.48., on obtient : 
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Théorème 8.51. K étant un c01ps algébriquement clos, si f E K[X] et deg f 2:: 2, alors le 
polyn~me f a au moins une racine multiple si et seulement si A (f) = O. 

Exemple 8.52. dans C[X]. 
1) f(X) = aX2 +bX +c, avec a :f O; f'(X) = 2aX +b, d'où 

a 2a 0 
A(f) = R(f,f') = b b 2a = a(4ac-b2). 

c 0 b 

La condition a :f 0 implique 
Li (f) = 0 Ç=:? 4ac - b2 = 0 (résultat connu !). 

2) f(X) = X3 + pX + q implique f' (X) = 3X2 + p, d'où 

1 0 3 0 0 
0 1 0 3 0 

Li(!) =R(f,f') = p 0 p 0 3 =4p3 +27q2. 

q p 0 p 0 
0 q 0 0 p 

En supposant A (f) = 0, désignons par a la racine multiple de f dans C. On sait que a 
est une racine commune à f et f' (Prop. 8.48.). L'expression de f'(X) nous donne 

Si p :f 0, alors 

f'(a) = O Ç=:? a 2 = -~. 

27 2 
4p3 +27q2 =0=? p= - 4;; 

par suite, a2 = - ~ = :;: . On vérifie que seul a = - ~! est racine du polynôme f et 

c'est une racine double de f. 
Si p = 0, on a f'(X) = 3X2 et 

A(f) = 0 Ç=:? 27q2 = 0 Ç=:? q =O. 
Dans ce cas, f (X) = X3 et 0 est racine triple de f. 

Proposition 8.53. Soit f(X) = Lo<i<na;Xi E K[X], n = degf 2:: l,K étant un corps al­
gébriquement clos (sinon, f est supposé scindé sur K ). Si a1, •.• , <X,i sont les racines de f 
dans K, alors 

n(n-I) 2n-l 2 
Li(f)=(-1) 2 an nl$i<f'.S;n(a;-aj). 

Preuve: Les hypothèses impliquent f(X) =an Tii<i<n(X - a;), d'où 
1 - - f(X) 

f (X)= anE1$i$n(TI1$j$n,N;(X - aj)) = Ltg$nx - a .. 
1 

On calcule alors A(f) à partir de la relation (8.38) : 

A(f)=R(f,f')=a~-i Il f'(a;)etf'(a;)=an( Il (a;-aj)); 
1$i$n 1$j$n,Ni 

Li(!)= a~-i Il (a;- a1) ... (a;- a;_1)(a; - a;+i) ... (a;- <X,i) 
1$i$n 

=a~-i Il (-l)i-l(a1 -a;) ... (a;_ 1-a;)(a;-a;+1) ... (a;-an); 
1$i$n 

n(nÏI) 
Li(f)=a~- 1 (-l) Il (a;-aj)2,d'oùlarelation(8.39). 

1$i<j$n 

(8.39) 

D 
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Remarque 8.54. La relation (8.39) justifie l'appellation de discriminant de f donné à 
11(/), la notion de discriminant des X;, 1 ::; i::; n, ayant été définie (Exemple 8.12.) par 

D = TI1~i<j~n(X;-Xj)2. 

6. Applications 

A. Problème général d'élimination 

Il s'agit d'une généralisation du problème qui a conduit à la notion de résultant. 

Etant donné un corps K de caractéristique 0, algébriquement clos (en général, K = C), et 
des fractions rationnelles (donc éventuellement des polynômes) q1 ,q2, ••• ,q,, r ~ 1, dans 
K(X1, ..• ,Xn), n ~ 1, le problème consiste à trouver une condition nécessaire et suffisante 
(portant sur les coefficients des qk, 1 ::; k::; r) pour qu'il existe au moins un élément 
( a 1, ... , a,.) dans Kn tel que 

'v'k (1 ::; k::; r), qk( a1, ••• , an) =O. 

Définition 8.55. Résoudre le problème précédent, c'est éliminer a1, ••• , an entre les r 
relations 

Lorsque la condition trouvée est réalisée, on peut chercher à déterminer les solutions com­
munes ( a1, ••• , a,.) aux r équations qk(X1, ••• ,Xn) =O. 

Exemple classique : Etant donné un polynôme f E K[X], de degré n ~ 1, trouver une 
condition nécessaire et suffisante pour que les racines, a1, ••• , a,. (distinctes ou confon­
dues) de f dans K, vérifient r relations données : 

qk(a1, ... , a,.)= 0, 1::; k::; r, 
où les qk sont dans K(X1, ..• ,Xn)· 
Signalons que dans le cas d'un tel problème, en général on ne connaît pas explicitement 
les racines du polynôme f = Eo<i<na;Xi, de degré n ~ 1; on est alors amené à éliminer 
les a1, ... , a,. entre les n + r relations : 

Exemple 8.56. Soit f (X) = X3 + aX2 + bX + c dans C[X] où l'on suppose abc f O. 
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que a,b,c soient les racines du poly­
nôme/. 
D'après les Relations entre les coefficients et les racines d'un polynôme et la remarque 
8.24. les nombres complexes a, b, c sont racines de f si et seulement si les égalités sui-
vantes sont satisfaites : -

I:1 = a+b+c =-a 
I:z = ab+ac+bc = b 
~=abc= -c. 

(8.40) 
(8.41) 
(8.42) 
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La condition nécessaire et suffisante recherchée résulte donc de l'élimination de a, b, c 
entre les trois relations ci-dessus. 

(8.1) ==>b+c= -2a, d'où, 

(8.2) ==>bc=b-a(b+c) =b+2a2 . 

(8.3)==>ab=-1, caronasupposé abc=f:O. 

be = b + 2a2 ===> abc = -c = ab+ 2a3 = -1 + 2a3, 

d'où c=l-2a3 et b+c=-2a==>b=2a3 -2a-l. 

Par suite, ab = -1 ===> 2a4 - 2a2 - a+ 1 = O. 

Ainsi a,b,c sont les racines du polynôme f si et seulement si a est racine, dans C, du 
polynôme 

g(X) =2X4 -2X2 -X + 1 =(X -1)(2X3 +2X2 -1) 
et pour chaque racine a de g dans C, b et c sont déterminés en fonction de a, par les 
égalités trouvées plus haut. 
En particulier, pour a = 1, on a b = c = -1 et 

f(X) = x 3 +x2 -X -1=(X+1)2(X -1). 
Le polynôme g ayant 4 racines distinctes dans C (car g/\g = 1), le problème proposé 
admet4 solutions (a,b,c) E C3• 

B. Transformation des équations polynômiales 

1. Notion d'équation transformée 

Soit f (X) un polynôme de K[X], de degré n ~ 1, où K est un corps de caractéristique 0 
et algébriquement clos (sinon, on suppose f scindé sur K), les solutions de l'équation 
polyn6miale f (X) = 0 sont les racines a 1, .•. , <X,i (distinctes ou confondues) de f dans 
K. 
Etant donné une fraction rationnelle F (X) = :~~~ dans K(X) \ K n'admettant aucun des 

ai, 1 :::; i :::; n, pour pôle (V i ( 1 :::; i :::; n), q (ai) =I= 0), posons, dans K[X], 

(8.43) 

Définition 8.57. Compte tenu des hypothèses et des notations ci-dessus, l'équation poly­
nômiale g(X) = 0 est appelée équation transformée par F, de l'équation /(X) =O. 
L'équation g(X) = 0 est de même degré que l'équation initiale /(X)= 0 et ses solutions 
sont les F( a;), 1 :::; i:::; n. 

Remarque 8.58. : 
a) Quel que soit Â. non nul dans K, l'équation Â.g(X) = 0 est aussi une équation transfor­
mée de f (X) = 0, par F. 
b) Si ai est une racine de/, d'ordre ki, alors F(ai) est une racine de g, d'ordre au moins 
égal à ki. 

2. Détermination d'une équation transformée 

On conserve les mêmes notations que plus haut. 
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a) Utilisation des polynômes symétriques des racines de f 
En posant Ân-k:= E F(a; )F(a; ) ... F(ai ), ona 

l$i1$ ... $ik$n 1 2 k 

Les Âi, 1 ~ i ~ n, sont des polynômes symétriques des racines ai de/, donc les coeffi­
cients du polynôme g s'expriment en fonction des coefficients de/. 

Exemple 8.59. f(X) = X3 + aX2 + bX + c dans C[X] et F(X) = X2. 

En notant ai, 1~i~3, les racines de f dans C, l'équation transformée par F de f(X) = 0 
est g(X) = 0, dont les solutions sont les a'f ; on dit que g(X) = 0 est l'équation aux carrés 
des racines de f. 
Comme dans la relation (8.44), on écrit 

g(X) = x3 - ~x2 + l 1x - Âo· 
Calculons les Âi en fonction des coefficients de f, en notant r.i, 1 ~ i ~ 3, les polynômes 
symétriques élémentaires des ai, et pour tout entier k f= 0, Sk les sommes des puissances 
f<!mes des ai,i = 1,2,3. 

~ = E a'f = S2 = r.î - 2r.2 = a2 - 2b. 
1$i$3 

"{"' 2 2 1 2 l 1 = '-' ai ai = 2(s2 -S4). 
l:=;;ï<j$3 

S 4 = S3:E1 ...:.. S2:Ez + S 1 r.3 (Formule de Newton) 

= (a2 -2b)2 -2b2 +4ac, d'où 
1 

l 1 = 2[(a2 -2b)2 - (a2 -2b)2 +2b2 -4ac] = b2 -2ac. 

Âo = (a1Ui!X:J)2 = r.~ = c2, d'où 

g(X) =X3 - (a2 -2b)X2 + (b2 -2ac)X -c2. 

b) Utilisation de la notion de résultant 

Proposition 8.60. Avec les m€mes hypothèses générales que précédemment, l'équation 

transformée de f(X) = 0 par F(X) =:~~~,où pAq = 1 dans K[X], s'écrit 

g(Y) =0, 
g(Y) étant, à un scalaire multiplicatif, non nul, près, le résultant de f(X) et Y q(X)- p(X), 
considérés comme des polyn6mes de K(Y) [X]. 

Preuve : On sait que le résultant de f(X) et Y q(X) - p(X) est un polynôme symétrique 
en les coefficients de ces polynômes, c'est donc un élément de K[Y]. 
Posons f(X) = Lo<i<n aiXi, deg f = n ~ 1 ; en notant a 1, ••• , t1,i les racines de f dans K, 
on a (Th. 8.45.) - -

R(f(X), Yq(X)- p(X)) = a~Ili:=;;i:=;;n(Yq(ai) - p(ai)), 

où d désigne le degré du polynôme Y q(X) - p(X) dans K(Y) [X]. 
On en déduit que 

p(ai) 
R(f(X), Yq(X)- p(X)) = µf11::;;;;:=;;n(Y- q(ai) ), 
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oùµ= a~fll:5i~nq(a;) est non nul dans K, donc 

g(Y) = µ-1R(f(X), Yq(X)- p(X)) 

et g(Y) = 0 <===>- R(f(X),Yq(X)- p(X)) =O. D 

Remarque 8.61. Le résultat ci-dessus fournit un moyen simple pour obtenir une équation 
polynômiale transformée. 

3. Exemples classiques de transformations 

Dans C[X), soit f (X) = Eo~i~n a;Xi, tel que deg f = n 2: 1. 

1) Transformation par translation : F (X) =X +a, où a E C*. 
A un coefficient multiplicatif près, le résultant de /(X) et Y - (X+ a), dans C[Y], est 
f(Y -a); d'où l'équation transformée de /(X) = 0, par F: 

g(Y) = f(Y-a) =O. 
a a 

Par exemple, en prenant a= n-l, on obtient g(Y) = f(Y - n-l ), dont la somme des 
nan nan 

racines est 
I an-l 

I:.1 = r.l - -- =o. 
an 

Ce procédé permet, en particulier, de ramener toute équation du type 
f(X) =aX3 +bX2 +cX +d=O, 

à l'équation transformée, dite canonique, de la forme 
g(Y) = Y3 +pY +q =0, 

b 
obtenue en prenant F(X) =X+ 3a. 

2) Transformation par homothétie : F (X) = Â.X, où Â. E C*. 
L'équation transformée est dans ce cas, 

y 
g(Y) = f( Â.) =O. 

Pour Â. = -1, on obtient l'équation aux opposés des racines de f. 

3) Equation aux inverses des racines de f: F(X) = ~. 
1 

On suppose /(0) =f O. Le résultant des polynômes /(X) et YX -1 = Y(X - y-), dans 

C(Y), est égal au signe près (Th. 8.45.), à ynf(~), d'où l'équation transformée 

(8.45) 

4) Transformation par homographie : F(X) = aX +db, avec c =f 0, ad-be =f 0, et 
ex+ 

d 
!(--) =f 0. 

c 
Cette transformation généralise celle du cas précédent, qui correspond à a = 0, b = 1, 
C= 1,d=O. 
Dans le cas général, l'unique racine du polynôme Y(cX +d)- (aX +b), dans C(Y), est 
b-dY 
-y--; on en déduit (Th. 8.45.) que le résultant de /(X) et Y(cX +d)- (aX +b) est, au c -a 
signe près, 
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d'où l'équation transformée 
g(Y) = an(b-dY)n +an-I (b-dYr- 1(cY -a)+ ... +a0 (cY -a)n = 0. 

La transformation homographique est bijective, par suite l'ordre de multiplicité de toute 
racine de f est conservé ; c'est-à-dire que si a;, 1 ::;; i::;; n, est une racine de f, d'ordre k;, 

a.+b 
alors 1 d est une racine de g(Y), de même ordre k;. 

cai+ 

5) Equation aux carrés des racines de f: F(X) = X2. 

Déterminons le résultant de f(X) et X2 - Y, considérés comme polynômes de C(Y) [X]. 
On admettra ici, qu'il existe nécessairement un corps K tel que 

<CcC(Y) ÇK, 
dans lequel le polynôme X2 -Y a deux racines opposées, que l'on notera z et -z (Voir 
Vol. 2, Extensions de Corps). Dans K[X], on a 

X2 -Y =(X -z)(X +z) donc, dans K, Y= z2. 

Par suite, dans K, le résultant des polynômes f(X) et X2 -Y est égal, au signe près (Th. 
8.45.), à J(z) f(-z). 
D'autre part, il existe des polynômes h et k dans <C[X] c K[X] tels que 

f(X) = Eo~i~na;Xi = h(X2) +Xk(X2 ), d'où 

f(z) f(-z) = (h(z2) - zk(z2 )) (h(z2 ) + z(k(z2)) 

= (h(z2))2-z2(k(z2))2. 

On en conclut que l'équation aux carrés des racines de f est 

g(Y) = (h(Y) )2 - Y (k(Y) )2 =O. 

Reprenons l'exemple 8.59., pour lequel f(X) =X3 + aX2 +bX +c; alors, 
f(X) =aX2 +c+X(X2 +b). 

En appliquant la formule (8.6), on obtient 

g(Y) = (aY +c)2 -Y (Y +b)2 = 0 

= -Y(Y2 +2bY +b2) + (a2Y2 +2acY +c2) = 0 

= -(Y3 - (a2 -2b)Y2+ (b2 -2ac)Y -c2) =O. 

On retrouve ainsi le résultat de l'exemple 8.59., par une méthode plus rapide. 

7. Exercices 

1) 1°) Dans C[X1,X2,X3], calculer 
A =XfX2 +X1Xf +XfX3 +X1Xf +XfX3 +X2Xf, 

B = (2X1 -X2 -X3)(2X2 -X3 -X1)(2X3 -X1 -X2), 

en fonction des polynômes symétriques élémentaires Ei> 1 :5 i :5 3. 

2°) Dans C[X1, ••• , X4], calculer 
P = (X1X2 +X3X4)(X1X3 +X2X4)(X1X4 +X2X3) 

en fonction des Ei, 1 :5 i :5 4. 

(8.46) 
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2) Dans C(Xw .. ,X,.),n > 1, on considère 

F := Li;t.; :~, 1 $. i $. n, 1 $. j $. n. 
J 

Les polynômes symétriques élémentaires et les sommes de Newton des Xi sont respective-
ment notés r.1, pour 1 $. j $. n et Sk, pour tout k E Z. 
Vérifier que F peut s'exprimer en fonction de r.11 S_ 11 S_2 • En déduire, dans le cas n = 3, 
l'expression de Fen fonction des r.1, 1 $. j $. 3. 

3) Soit /(X) = X4 + X2 + it X+ 2 dans <C(X]. 
On note ~. 1 $. i $. 4, les racines (distinctes ou confondues) de f dans C. 
Déterminer Â. dans C pour que a1 fXi = 1. 
Calculer alors les quatre racines ai de f. 

4) Dans <C(X], on considère les polynômes 
f(X) =X3 +2aX2 + (a2 + l)X + 1 et g(X) =X2 +aX + 1. 

Déterminer a dans C, pour que f et g aient au moins une racine commune. 
Répondre à la question par les deux méthodes suivantes : 

a) en calculant le p.g.c.d. de f et g dans <C(X]; 
b) en calculant le résultant R(f,g) dans C. 
Pour a répondant à la question, préciser les racines de f et de g. 

S) Soit /(X) = xn - 1, n > 1, dans <C(X]. 

On rappelle que les racines de f, dans C, sont les zk = exp 2kn i, 1 $. k $. n. 
n 

1°) Pour tout p EN, soit Sp = Et:=;k:;;nzf. Prouver que 
Sp =n ~ p=.O (mod n); 
Sp=O ~ p~O (modn). 

2°) Montrer que, quels que soient les nombres complexes a et /3, on a 
II1:;;k:;;n(a + /3zk) =an+ (-1)n-113n. 

3°) Prouver que pour tout 9 E R., on a 
Ili:;;k:;;n(z~ -2zkco.Y9+1) = 2(1-cosn9). 

6) Etant donné un entier n > 1, on considère dans C, les éléments 
2kni 

zk =exp--, 1 $. k $. n. 
n 

1°) Quel est le polynôme /(X) de C[X], dont les racines sont les 
2kni 

zk=exp--, 1 $.k$.n-1? 
n 

2°) Déterminer l'équation polynômiale g(Y) = 0, ayant pour racines les 
1 

Yk = --, 1 $. k $. n - 1. 
1-zk 

En déduire P := Ili:;;k:;;n-l l ~zk. 

7) Soit f (X) = X3 + pX + q dans C[X]. 
On note~. 1 $. i $. 3, les racines (distinctes ou confondues) de f dans C. 
Etant donné j E C tel que j3 = 1 et j -:/:- 1, on pose 

9(a1, fXi, <X:l) =(a,+ j CXi + j2 aJ)J. 

1°) Calculer, en fonction de pet q, les sommes de Newton S2 et S3 des ai, 1 $. i $. 3, ainsi 
que 

m := L(i,k) alak, i-:/:- k dans {1,2,3}. 
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2°) Soit S3 le groupe des permutations de {1,2,3}. Pour tout C1 E S3, on pose 

6a(apai,a3) = 6(aa(1)'aa(2)'aa(3»· 

a) Prouver que lorsque C1 décrit S3 , 611 ( a1, ai, a3) ne prend au plus que deux valeurs dans 
C, que l'on notera 61 et Bi; si on pose 61 = 6(a1,ai,a3), préciser l'expression de 62 en 
fonction des <Xj, 1 5 i 5 3. 

b) Déterminer le polynôme du second degré de C(X], dont les racines sont 61 et 62• Calculer 
61 et 62 en fonction de pet q. 

c) Pour k = 1,2, on note À.k une racine cubique de 6k. Vérifier que, quel que soit le choix 
de la racine cubique À.k, k = 1,2, le triplet ( a1, ai, QJ) est solution du système 

{ 
a1+ai+a3=0 

a1 + i<Xi + laJ = À.1 

a1 +lai+ iaJ = À.i 

Calculer les a; en fonction de p et q. 
3°) On suppose /(X)= X3 + pX +q dans R.[X]. On pose A:= 4p3 +27q2• 

Vérifier les propriétés suivantes : 

a) Si A= 0, alors fa au moins une racine multiple et dans tous les cas (p =F 0 ou p = 0,) 
les racines de f sont réelles ; les calculer. 

b) Si A> 0, fa une seule racine réelle; que peut-on dire des deux autres racines? 

c) Si A< 0, fa trois racines réelles distinctes. 

8) Dans cet exercice, on utilise la notion de déterminant de Vandermonde (Voir un cours d' Al­
gèbre Linéaire). 
Soit f (X) E C(X], un polynôme unitaire, de degré 11 ~ 1, tel que 

f(X) = Eo<i<na;Xi = II1<i<n(X - a;), 
les <Xj étant les racines (distinctes ou confondues) de f dans C. 
Soit V ( a1 , ai, ... , a,.) le déterminant de Vandermonde des a;; on rappelle que 

1 1 
a1 <Xi a,. 

V(a1,ai, ... ,a,.) = af c4 a; = TI (a;-ai). 
15,j<i5,n 

an-1 
1 

ai-1 a::-1 

On désigne par M la matrice carrée dont le déterminant est V(a1, ai, ... , a,.) et on note 'M 
la matrice transposée de M. 

1°) Calculer det (M' M) ; en déduire que 

Il S1 sn-1 
S1 S2 Sn 

= D( a1, <li• ... , a,.), 

sn-1 Sn s2n-2 

où, pour tout entier k ~ 1, sk = E1 <i<n af et D( al' <Xi' ... 'a,.) est le discriminant des <Xj 
(Cf. Exemple 8.12.). - -

2°) a) Calculer D( a1, ai, ... , a,.) en fonction des S;, pour 11 = 2 et 11 = 3. 

b) Pour 11 = 2 et /(X)= X2 -a1X +a2 , exprimer D( a1, <Xi) en fonction de a1 et~· 
c) Pour 11 = 3 et /(X) = X3 - a 1X2 + a2X - a3, exprimer D( a1, <Xi• a3) en fonction de 

a1,a2,a3. 
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9) Soit I (X) = X3 - a1 X2 + a2X - a3 dans R.[X]. 
1°) a) Justifier l'affirmation suivante: le polynôme I a trois racines (distinctes ou confon­
dues) dans C. 

b) Vérifier que si a E C est une racine de 1, alors a (l'imaginaire conjugué de a) est 
aussi une racine I. En déduire que I a au moins une racine réelle. 
2°) On pose (Cf. Ex. 8 précédent) 

D := -4a~a3 +a?a~+18a1a2a3 -4a~ -21a~. 
a) Vérifier que I a une racine multiple si et seulement si D = 0 et montrer que dans ce cas, 
les racines de I sont toutes réelles. 

b) On suppose D =F O. Prouver que I a alors, trois racines réelles distinctes ou une seule 
racine réelle, suivant que l'on a D > 0 ou D < O. 

10) K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique O. Soit I et g dans K[X] tels que 
degl = m?. 1, degg = n?. 1. 
1°) Prouver que I et g ont au moins une racine commune si et seulement si, dans l'espace 
vectoriel K[X], les m + n vecteurs 

xn-11,xn-21, ... ,Xl,f,Xm-1g,Xm-2g, ... ,Xg,g 
forment une famille liée. 

20) On pose I = E1<i<maiXi, g = E1<i<nbiXi. 
Le résultant R(f,gfest alors le détenÏüÏiant d'ordre m + n sur K, décrit dans la définition 
8.41. 
On désigne par L11L.i1 ... ,Lm+n-1'Lm+n les vecteurs-lignes du déterminant R(l,g) et on 
écrira symboliquement 

R(f,g) = 

En tenant compte des inclusions K C K[X] C K(X), on peut considérer que R(f,g) est un 
déterminant à coefficients dans le corps K(X). 
Remplaçons alors, dans le déterminant R(f,g), le vecteur-ligne Lm+n par le vecteur-ligne 

L:= E xm+n-iLj, 
l<i<m+n 

les vecteurs-lignes Li, 1 ~ i ~ m + n - 1, restant inchangés. 

a) Vérifier que 

R(f,g) = 

b) Montrer que le vecteur-ligne L s'identifie au vecteur 
(xn-11,xn-21, ... ,Xl,f,xm-lg,xn-2g, ... ,Xg,g). 

de l'espace-vectoriel (K(X))m+n. 

En développant le déterminant R(l,g) suivant la ligne L, prouver qu'il existe des poly­
nômes u et v, dans K[X], tels que 

R(f,g) = u(X)l(X) + v(X)g(X). 
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Vérifier que si R(f,g) f:. 0, alors les polynômes u et v sont uniques. 

11) Soit Kun corps algébriquement clos de caractéristique O;K* := K\ {O}. 
1°) Soit/ etg, dans K(X], tels que degf = m;:::: 0, degg = n;:::: 0, m etn n'étantpas simul­
tanément nuls (Rem. 8.46.). 
Dans le cas où mn f:. 0, on pose 

/(X)= aII1:;;i:;;m(X -ai), g(X) = bf11:;;j:;;n(X -/3i). 

On note R(f,g) le résultant de f et g. 

a) On suppose deg g = n f:. 0; calculer 
R(a,g), où a E K* et R((X - a), g), où a E K. 

b)Prouverque R(g,f) = (-1rnR(f,g). 

c) Soit h un polynôme non constant de K(X]; démontrer que, dans le cas où mn f:. 0, on a 
R(fg,h) =R(f,h)R(g,h). 

Prouver que si deg g = n f:. 0 et it E K*, alors 
R(itg,h) = R(it,h)R(g,h). 

2°) Soit p un polynôme unitaire de K(X], de degré d ;:::: 1. 
Pour tout polynôme q E K[X], on note 7j la classe de q modulo (p), où (p) désigne l'idéal 
de K[X] engendré par p. 

a) Vérifier que ~~] est un K-espace vectoriel dont on précisera la dimension. 

b) A tout polynôme u E K[X], on associe la correspondance 

a. K[X] K[X] 
llu. (p) -+ (p) 

7j1--+ uq. 

Montrer que pour tout u E K(X], 9u est une application (préciser 9u, lorsque u E (p)) et que 

9u est un endomorphisme du K-espace vectoriel ~~l . 
c) Prouver que, quels que soient les polynômes u et v dans K(X], on a 
3°) On reprend les hypothèses et les notations du 1°), en supposant le polynôme g non 
constant et unitaire. On associe alors, à tout polynôme u E K(X], l'endomorphisme 9u de 

~~] , défini comme dans le 2°). 

a) Démontrer que 

'Va E K*, R(a,g) = det9a; 

et 'VaEK,R((X-a),g)=det9x-a· 

b) Prouver que, pour tout couple de polynômes (!, g) satisfaisant aux hypothèses du 1°), où 
l'on suppose gnon constant et unitaire, on a 

R(f,g) = det 91' 

12) Soit/(X), dans C[X] tel que degf = n;:::: 1 et /(0) f:. O. On pose 
f(X) = E aiXi, avec an f:. 0 et a0 f:. O. 

l<i<n 
Soit g(X) = 0, l'équation aux inverses-des racines de f (Cf. rel. 8.45). On dira que /(X) = 0 
est une équation réciproque, s'il existe it, non nul dans C, tel que 

/(X)= itg(X). 
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1°) Montrer que l'équation f(X) = 0 est réciproque si et seulement si Â. = ±1. On dit alors 
que f(X) = 0 est une équation réciproque 

de première espèce, si Â. = 1, de seconde espèce, si Â. = -1. 

2°) Etant donné une équation réciproque, f(X) = 0, de degré n > 1, vérifier les propriétés 
suivantes. 

a) Si f(X) = 0 est de seconde espèce, alors, quelle que soit la parité de n, on a f( 1) = 0 et 
si f (X) = (X - 1 )q(X), alors q(X) = 0 est une équation réciproque de première espèce. 

b) Si f (X) = 0 est de première espèce et si n est impair, alors on a /( -1) = 0 et l'égalité 
f(X) =(X+ l)q(X) implique que l'équation q(X) = 0 est réciproque de première espèce 
et de degré pair. 
En conclure que la résolution de toute équation réciproque peut être ramenée à celle d'une 
équation réciproque de première espèce et de degré pair, n'ayant ni 1, ni -1 comme racines. 

3°) On considère une équation réciproque f(X) = 0 n'ayant ni 1, ni -1 comme racines, de 
première espèce, et de degré n = 2m ;:::: 2. 

a) Vérifier que, dans C[X], f(X) s'écrit sous la forme 

avec a2m -:j:.O. 

b) On pose 

f(X) = a21nx2"'+a21n-1X2m-1 + .. . +am+lxm+l 

+amXm +am+lxm-l + ... +aim-1X +~m• 

<p(X) :=a21n(xm+ ;m)+a21n-1<xm-1 + x2-1 )+ ... 

1 
+am+i(X+:x)+am. 

MontrerquepouraEC*,ona f(a)=O ~ <p(a)=O. 

c) On pose Y:= X+~ et pour tout entier k > 1, Pk :=Xk + ;k. 
Vérifier que pour tout k > 1, Pk est un polynôme de degré k dans C[Y], que l'on peut déter­
miner par la formule de récurrence 

à partir de P0 = 2 et P1 = Y. 

En déduire qu'il existe, dans C[Y], un polynôme~ (Y) de degré m, tel que pour tout f3 E C 
vérifiant ~ (/3) = 0, les racines du polynôme X2 - px+ 1 sont des racines de l'équation 
f(X) = 0, inverses l'une de l'autre. 

On dit que l'équation~ (Y) = 0 est la résolvante de l'équation f(X) =O. 

4°) Etant donné une équation réciproque /(X) = 0, satisfaisant aux hypothèses de la ques­
tion 3°), retrouver la résolvante ~ (Y) = 0, en déterminant, par la méthode du résultant, 

l'équation transformée de f(X) = 0 par F(X) =X+~· 
5°) En appliquant les résultats des questions 2°) et 3°), exprimer à l'aide de radicaux, les 

• 5 2k1C . 2k1C 
racmes dans C du polynôme X -1 (on calculera d'abord, cos5 et sm5 pour k = 1 

etk= 2). 

13) Soit/(X) = X4 +aX3 +bX2+cX +d dansC[X], tel que/(O)-:/:- 0 et/(l) -:j:. O. 

On note g(X) = 0 l'équation transformée de f(X) = 0 par F(X) = X~ 1 . 

1°) Ecrire le polynôme g(X) (ses coefficients étant exprimés en fonction de a,b,c,d). 
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2°) On dira que l'équation f(X) = 0 est invariante par la transformation F(X), s'il existe 
p, non nul dans C, tel que g(X) = p f(X). 
Trouver toutes les équations du type f(X) = 0, invariantes par la transformation F(X). 
3°) Montrer que l'équation f(X) = 0 est invariante par F(X) si et seulement s'il existes et 
tl, non nuls dans C, tels que 

f(X) = (X2 -sX +s)(X2 -s'X +s'). 
4°) Vérifier que l'équation 

x 4 -3X3 +X2 +4x-2 =0 

est invariante par la transformation F(X) =X~ 1 et la résoudre en utilisant le résultat du 

30). 





Appendice A 
Propriétés arithmétiques de .z 

On suppose connue, la construction de 1' anneau Z des entiers rationnels, à partir de 1' en­
semble des entiers naturels muni des opérations usuelles d'addition et de multiplication 
[42]. 

1. Rappels 

a) L'anneau Z des entiers rationnels est unitaire, commutatif, intègre; c'est donc un do­
maine d'intégrité (Déf. 1.21.). 
b) L'ensemble Z est muni d'une relation d'o1'dre total induite par l'ordre naturel de .N . 

.N = {n E Z; n ~ O} ; Z \.N = {n E Z; n < 0} . 
.N est l'ensemble des entiers rationnels dits positifs ou nuls et Z \ .N est l'ensemble des 
entiers rationnels dits négatifs. 
Toute partie non vide de .N a un plus petit élément. 
Toute partie non vide, bornée de .N a un plus grand élément. 
c) A tout n E Z, on associe sa valeur absolue, notée lnl, telle que 

lnl = n, si n ~ 0 et lnl = -n, si n < O. 
Quels que soient m et n dans .Z, on a 

lml = lnl {:::::::> m = ±n. 
lmnl = lmllnl et lm+nl ~ lml+lnl. 

Rappel de notations: Z* = Z\ {O}, .N* = .N\ {O} . 
.N* est l'ensemble des entiers rationnels strictement positifs. 

2. Divisibilité dans Z. Notion de nombre premier 

Définition A.1. Soit (a, b) E Z x Z*. 
a) On dit que b divise a dans Z, s'il existe c E Z tel que a = be. 
b) Ecrire a= be dans Z, c'est effectuer une factorisation de a en un produit de deux 
facteurs b etc. Dans ce cas, on dit que, dans Z, b etc sont des diviseurs de a ou que a 
est un multiple de b et de c. 
c) Pour tout a E Z*, a et -a sont dits associés dans Z. 

Remarque A.2. : 
a) Quel que soit a E Z, 1 et -1 divisent a. 
b) Notations : Soit (a, b) E Z x Z*. On écrira symboliquement 

bl a, pour exprimer que b divise a; 
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b fa pour exprimer que b ne divise pas a. 
Par exemple, 3112, -6118, 4 f.1.5. 
c) Dans Z, bla <==> -bja. 

Propriétés élémentaires de la divisibilité dans Z : 
Le lecteur vérifiera sans peine les résultats suivants : 

Proposition A.3. Pour a, b, c, dans Z* : 
1) aja. 
2) alb ==> lai ::::; lbl. 
3) (alb et bja) <==> a= ±b. 
4) (alb et bic) ==> ajc. 
5) (alb et ale) ==> al(b+c). 

Remarque A.4. : 
a) La réciproque de la propriété 5), ci-dessus, est fausse. Par exemple, 7 l 21; or, si l'on 
écrit 21=6+ 15, on a 7 f6 et 7 )'15. 
b) La relation de divisibilité est une relation dite de préordre. 
En effet, dans la proposition A.3., les lignes 1) et 4) expriment, respectivement, que la 
divisibilité est réflexive et transitive; 3) montre qu'elle n'est ni symétrique, ni antisymé­
trique. 
c) En général, un entier a E Z* a plusieurs diviseurs distincts, autres que 1 et a, et on peut 
écrire plusieurs factorisations de a. Par exemple : 

132 = 2 X 66 = 4 X 33 = 2 X 3 X 22 
132 = 2 X 2 X 3 X 11. 

Dans la dernière factorisation, chaque facteur est tel qu'il n'a pas d'autre diviseur positif 
que 1 et lui-même, ce qui motive la définition suivante. 

Définition A.5. Un entier p E Z est dit premier si IPI > 1 et p n'a pas d'autre diviseur 
que±l et±p. 

Remarque A.6. : 
a) Dans l'anneau Z, p premier <==> - p premier. 
On conviendra d'appeler nombre premier, un entier premier et positif dans Z. 
Compte tenu de cette convention, un entier p est premier dans Z si et seulement si IPI est 
un nombre premier. 
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, ... sont des nombres premiers. 
b) Les nombres premiers jouent un rôle fondamental dans l'anneau Z, puisque tout entier, 
autre que 0 et ±1, est un produit d'éléments premiers (Voir plus loin le Théorème de 
Factorisation Unique). Nous utiliserons cette propriété pour prouver que l'ensemble des 
nombres premiers est infini (Théorème d'Euclide). 
c) Les nombres premiers continuent de susciter un vif intérêt en Théorie des Nombres. 
Les problèmes qui les concernent sont généralement assez faciles à formuler, mais très 
difficiles à résoudre ; ils se rattachent essentiellement à deux types de questions : 
Comment reconnaître qu'un entier est premier? 
Comment se répartissent les nombres premiers ? 
A ce jour, plusieurs problèmes posés depuis fort longtemps n'ont pas encore été totale­
ment élucidés ([52] ; [33]). 
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3. Division et congruences dans Z 

A. Division dans Z 

Théorème A.7. Etant donné (a,b) E Z x Z*, il existe un unique couple (q,r) E Z x Z tel 
que 0 ~ r < lbl eta = bq+r. 

PIY!uve: On considère les entiers de la forme a-xlbl, où x E Z. Posons 
M= {a-xjbj ~ 0; x E Z}. 

Vérifions que M n'est pas vide, en prouvant que a+ lallbl ~O. En effet, 
bf O ===> lbl ~ 1, 

d'où, a+ lallbl ~ -lal + lallbl = lal(lbl-1) ~O. 
M étant une partie non vide de Nil existe un plus petit entier r E M. Ecrivons r = a-klbl, 
où k E Z; alors 

a=klbl+r. 
Montrons que 0 ~ r < jbj. On a 0 ~ r, car r E M. D'autre part, r ~ lbl impliquerait 

O~a-(k+l)jbj<r, 
d'où une contradiction avec la minimalité der dans M. 
Si b > 0, on pose q = k; si b < 0, on pose q = -k. Dans chaque cas, on obtient 

a=bq+r ; O~r< lbl. (A.1) 

Il reste àprouverl'unicitéducouple (q, r). Supposons (q', r') f (q,r) dans Z x Z, vérifiant 
les relations (0.1); on a : b(q-q') = r' -r. 
Si q' f q, on a nécessairement r' fr, puisque l'anneau Z est intègre. Supposons r' > r; 
alors 

(0 ~ r < lbl et 0 ~ r' < lbl) 
mais (b(q-q') = r' - r) 

d'où une contradiction . 
On note que bja ~ r =O. 

===> (r' - r) < lbl; 
===> r' - r ~ lbl, 

0 

Définition A.8. Avec les notations précédentes, q et r sont appelés, respectivement, quo­
tient et reste de la division de a par b dans Z. 

B. Congruences dans Z 

On rappelle ([11], Ch. III) que pour tout entier n EN, la relation binaire~ définie dans Z 
par 

x~y ~ (x-y) EnZ 
est une relation d'équivalence appelée congruence modulo n. 
L'ensemble quotient Z/~ est noté Z/(n) ou Z/nZ. 
On écrit: x =y (mod n) pour exprimer que x est congru à y modulo n. 
Pour n = 0, Z/(O) s'identifie à Z. 
Pour tout x E Z, on note x la classe de congruence de x modulo n : 

X= {y E z; 3qE Z,y =x+qn}. 
Supposons n > O. Etant donné x E Z, en effectuant la division de x par n, on obtient un 
unique couple d'entiers rationnels (q, r) tel que 

x = qn + r et 0 ~ r < n. 
Par suite, pour tout x E Z, il existe un unique r E N tel que 0 ~ r < n et x = ï' dans Z/ nZ. 
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On en déduit que 
Z/nZ= {O,Ï, ... ,n-1}; 

donc Z/nZ est.fini de cardinal n. 
On vérifie ([11], Ch. Ill) que la congruence modulo n est compatible avec l'addition et la 
multiplication de l'anneau Z; autrement dit: 

Proposition A.9. Dans Z, pour n > 0, 
(x =x (mod n) et y =.y' (mod n)) implique 
x+y=x+y' (modn) et xy=.xy' (modn). 

En particulier, quel que soit a E Z, 
x=.y (mod n) ==? (a+x=a+y (mod n) et ax=.ay (mod n).) 

On peut alors définir une addition et une multiplication dans Z/nZ par 
x+y=x+y et xy=xy. 

Z/ nZ est ainsi muni d'une structure d'anneau induite par celle de Z ( Voir Ch. 1, Exemple 
1.12). 
Pour n = 1, l'anneau Z/Z est nul. 
Pour n > 1, l'anneau Z/ nZ est unitaire et commutatif; 0 et Ï sont, respectivement, élément 
neutre pour l'addition et la multiplication. 

4. Factorisation unique dans Z 

Dans un premier temps, nous considérons le problème de la factorisation unique, pour les 
entiers n > 1. 

A. Théorème Fondamental del' Arithmétique 

Théorème A.10. Tout entier n > 1 peut s'écrire de façon unique, à l'ordre près des fac­
teurs, comme un produit de nombres premiers : 

n=P1P2···Pr, 
avec r ~ 1, dans Net P; premier positif, quel que soit i (1 ~ i ~ r). 

Preuve : Soit n > 1 dans Z ; 
si n est premier, la propriété est vérifiée avec r = 1 ; 
sin n'est pas premier, alors n admet au moins un diviseur positif autre que 1 et n, on peut 
donc écrire n = n1 n2, avec 1 < n1 < net 1 < nz < n. On raisonne alors, par récurrence 
sur n , en supposant la propriété vraie pour tout entier m tel que 1 < m < n. 
L'hypothèse de récurrence implique que n1 et n2 sont produits de nombres premiers, par 
suite, il en est de même pour n. Il reste à prouver l'unicité de la factorisation de n. 
Supposons n = p1p2 ... Pr= q1 q2 ... qs. où, n n'étant pas premier, on a r > 1 et s > 1 dans 
Net les P;, (1 ~ i ~ r),qi, (1 ~ j ~ s), sont des nombres premiers. 
1er cas: il existe i et j tels que P; = q1 
On peut supposer, par exemple, p1 = q1. L'intégrité de Z permet d'écrire : 

n' = P2P3 · · ·Pr = qzq3 · · · qs; d'où 1 < n' < n. 
L'hypothèse de récurrence implique l'unicité de la factorisation de n', à l'ordre près des 
facteurs ; par suite on as = r et il existe une permutation <J des entiers 2, ... , r, telle que 

V i (2 ~ i ~ r), P; = qu(i)' 

d'où l'unicité de la factorisation den, à l'ordre près des facteurs. 
2ème cas: P; f= qi, quel que soit (i,j), (1 ~ i ~ r, 1 ~ j ~ s). 
On a en particulier, p1 f= q1; supposons p1 < q1• 
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s> 1 ==> 0<p1qz ... qs<n=q1qz···qs. 
Posons m = n- p1 qz ... qs; alors, 

(A.2) 

s> 1==>1 <m<n. 
L'hypothèse de récurrence implique que m se factorise de façon unique, à l'ordre près des 
facteurs, en un produit de nombres premiers. Les égalités (0.2) montrent que le nombre 
premier p1 est un facteur de m; or on a p1 i- qi, quel que soit j(2 < j < s), par suite, 
p1 divise nécessairement (q1 - p1). On en déduit que p1 divise q1 ; mais p 1 et q1 étant 
premiers, positifs dans Z, on a p1 = q1, ce qui est contraire à l'hypothèse. Le second cas 
envisagé est donc impossible. D 

B. Théorème de Factorisation Unique dans Z 

Théorème A.11. Tout entier n E Z, tel que n i- 0 et n i- ± 1, se factorise de façon unique, 
à l'ordre près des facteurs, en un produit d'éléments premiers de Z. 

Pt"euve: 
Si n > 0, on applique le théorème précédent. 
Si n < 0, n = -n', avec n' > 0 et si une factorisation de n' en éléments premiers positifs 
de Z s'écrit: 

n' =Pi Pz ... Pri alors n = (-p1 )Pz .. . Pri 
d'où le résultat. D 

Théorème A.12. : Théorème d'Euclide 
L •ensemble des nombt"es premiers est infini. 

Preuve: Soit P l'ensemble des nombres premiers, c'est-à-dire, d'après notre convention, 
l'ensemble des éléments premiers positifs de Z. Pest une partie non vide de N, donc 
totalement ordonnée par l'ordre induit par celui de N ; on peut écrire les nombres premiers 
par ordre croissant : 

P1 <pz<··· <Pn-1 <Pn··· 
où P1 = 2, p3 = 3, p3 = 5, etc ... ; Pn désigne le nième nombre premier. 
Soit N = PiPz .. ·Pn + 1; d'après le Thèorème Fondamental de !'Arithmétique, N est un 
produit de nombres premiers. 
Soit p un diviseur premier (positif) de N; on a nécessairement p i- P;. quel que soit 
i(l ~ i ~ n), donc p > Pn· 
On en conclut qu'étant donné un nombre premier quelconque dans P, il en existe un autre 
qui est strictement plus grand; donc P est infini. D 

Remarque A.13. Il existe d'autres preuves du Théorème d'Euclide (Cf.[28], [52]). 

C. Conséquences du Théorème de Factorisation Unique 

Comme plus haut, on désigne par P, l'ensemble des nombres premiers. 

Proposition A.14. Soit ni- 0 dans Z ,· alors, quel que soit p E P, il existe a EN, tel que 
Pal net pa+l fn. 
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Preuve : Supposons n > 0 et soit p E P. Si p fn, alors, a = 0 convient. 
Si pin, on considère l'ensemble suivant: 

Ep(n) = {k EN; Pkln}. 
Par hypothèse, 1 E Ep(n), donc Ep(n) est une partie de N, non vide et non réduite à O. De 
plus, dans N on a 

(~ln ::=::::? pk ~ n) et (pk < ~+I, \7' k EN). 
On en déduit que l'ensemble Ep(n) est borné dans N; par suite, il existe un plus grand 
élément dans Ep(n), que nous notons a; alors, 

Pain et (pa+l '1. Ep(n) ::=::::? pa+l fn). 
Si n < 0, on applique la propriété démontrée ci-dessus à n' = lnl et 
(pain', pa+l fn') ::=::::? (pain, pa+l fn). D 

Définition A.15. Etant donné n E Z* et p E P, l'entier a~ 0 tel que pain et pa+l ,Yn, est 
appelé la valuation p-adique de n. On écrira : 

a= vp(n). 

Proposition A.16. Tout n E Z* s'écrit 

n= ±TI Pvp(n) 
pE'J' ' (A.3) 

où les vp(n) sont presque tous nuls dans N, c'est-à-dire, nuls sauf un nombre.fini d'entre 
eux. 

Preuve: Sin= ±1, alors vp(n) = 0, pour tout p E P. 
Supposons n f= ±1. D'après le Théorème de Factorisation Unique, 

n = ±P1P2· .. Pr1 rE N, P; E P, \ii(l ~ i ~ r); 
en regroupant les P; qui sont égaux, on obtient : 

n - ±paip~ Pa* - 1 2 ... k, 

où les P;, (1 ~ i::::; k), sont deux à deux distincts dans Pet a;= Vp1(n), quel que soit 
i (1 ::::; i::::; k). 0 

5. p.g.c.d. et p.p.c.m. dans Z. Théorème de Bezout 

A. Notion de p.g.c.d. et p.p.c.m. dans Z 

Remarque A.17. Soit met n dans Z*; alors, 
a) m = ±1 {:::::::::} vp(n) = 0, \i p E P. 
b) min {:::::::::} 0::::; vp(m)::::; vp(n), \i p E P. 

Notations : Quels que soient met n dans Z* et p E P, posons : 

µP = inf(vp(m), vp(n)) 

d= Ilpe'J'PµP 

Vp = sup(vp(m), vp(n)) 

l = Tipe'J'PvP. 

Exemple A.18. Pour m = 84 = 22 x 3 x 7 et n = 18 = 2 x 32 , 

d = 2 X 3 = 6 et [ = 22 X 32 X 7 = 252. 

(A.4) 

(A.5) 

Compte tenu des remarques A.17 ., on vérifie que les entiers strictement positifs d et l 
définis par les relations (A.5) satisfont aux propriétés suivantes : 
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Proposition A.19. : 
1) djm et djn; 
1') Ve E Z*, (clm et cjn) ==} cjd. 
2) mil et njl; 
2') \:/k E Z*, (mjk et njk) ==} ljk. 

Remarque A.20. : Conséquences de la proposition A.19. 
D'après 1'), pour c E Z*, (clm et cln) ==} Ici ~ d. 
D'après 2'), pour k E Z*, (mlk et nlk) ==} l ~ lkl. 
Si ô E Z* vérifie, comme d, les conditions 1) et 1'), alors ô = ±d. 
En effet, en appliquant 1) et 1') à ô et d, on obtient: 

(ôlm et ôln) ==} ôld; (dlm et dln ==} dlô), 
d'où ô =±d. 
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De façon analogue, on montre que si Â. E Z* vérifie, comme l, les conditions 2) et 2'), 
alors Â. = ±1. 

Les remarques A.20. justifient les définitions suivantes. 

Définition A.21. Etant donné m et n dans Z*, 
a) Tout entier ô E Z*, vérifiant les conditions 1) et 1 '), est appelé plus grand commun 
diviseur de met n (p.g.c.d. de met n). 
b) Tout entier Â. E Z*, vérifiant les conditions 2) et 2'), est appelé plus petit commun 
multiple de met n (p.p.c.m. de met n). 

Remarque A.22. L'étude précédente a montré que pour tout couple d'entiers non nuls 
(m,n), il existe un p.g.c.d. et un p.p.c.m., uniques au signe près. 
Compte tenu des notations (A.4), les entiers d et l définis par les relations (A.5), sont les 
p.g.c.d. et p.p.c.m. positifs de met n. 

Notations : Pour met n donnés dans Z* , un p.g.c.d. (resp. un p.p.c.m.) de met n sera 
désigné par m /\ n (resp. m V n). 

Remarque A.23. On sait que tout sous-groupe de (Z, +) est de la forme kZ, où k E N 
([11], Ch. III). On en déduit que tout idéal de l'anneau Z (Déf. 1.42.) est aussi de cette 
forme, donc est principal (Déf. 2.5.) . 
Pour tout n E Z*, -nZ = nZ et (k E nZ {=::::>- nlk). 

Proposition A.24. Soit (m,n) E Z* x Z*; pour d et l dans N*, on a 
a) d = m/\n {=::::>- mZ+nZ = dZ. 
b) l = mvn {=::::>- mZnnZ = lZ. 

Preuve : On rappelle que mZ + nZ est l'idéal de l'anneau Z engendré par met n (Def.2.1.) 
et que 

mZ+nZ = {am+bn; (a,b) E Z x Z}. 
a) Supposons mZ + nZ = dZ. 

(m E dZ et n E dZ) {=::::>- (dlm et dln). 
D'autre part, pour c E Z*, 

(clm et cln) {=::::>- (m E cZ et n E cZ), 

donc ( clm et cln) ==} mZ + nZ Ç cZ, 

d'où dZ Ç cZ, c'est-à-dire cld. On en conclut que d = m/\n. 
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Réciproquement, supposons d = m /\ n et d > 0, alors 
(dlm et dln) => mZ+nZÇdZ. 

D'autre part, tout idéal de Z étant principal, il existe ici, c EN* tel que 
mZ + nZ = cZ. On en déduit que cZ Ç dZ , donc d divise c ; or, 

mZ+nZ = cZ => (clm et cln) => cld, 
puisque d = m /\ n. Les entiers c et d étant strictement positifs, on en conclut que c = d, 
donc mZ + nZ = dZ. 
b) Supposons mZ n nZ = lZ ; 

l E mZnnZ => (mil et nll). 
Pour kEZ*, (mlk et nlk) => kEmZnnZ=lZ; 

d'où llk et par suite, l =mVn. 
Réciproquement, supposons l = m V n, 

(mil et nll) => lZ Ç mZ n nZ. 
Pour kEmZnnZ, (mlk et nlk) => llk, 

puisque l = m V n ; par suite, 
mZnnZÇlZ, d'où mZnnZ=lZ. D 

Remarque A.25. : Les hypothèses et les notations étant celles de la Prop. A.24., on a 

dZ = mZ+nZ {:::::} 3(a,b) E Z x Z, tel que d = am+bn. (A.6) 

Dans le second membre de cette relation, le couple (a, b) n'est pas unique. En effet, 
d = ml\n => 3(a,/3) E Z x Z, tel que m =ad, n = /Jd; 

d'où fJ m = an; par suite, pour tout k E Z, on peut écrire 

d =am+ bn = (a+ kfJ)m + (b - ka)n. (A.7) 

De la Prop. A.24., on déduit alors la propriété suivante qui sera utilisée plus loin (Preuve 
de la Prop. A.38.). 

Corollaire A.26. Soit (m, n) E N* x N* tel que m ln et n [m. Si d = m /\ n et d > 0, il 
existe alors (u, v) EN* x N* tel que 

d=um-vn. 

Preuve : Les hypothèses impliquent d < m et d < n dans N*. 
Par suite, pour tout couple (a, b) E Z x Z vérifiant la relation (0.6), on a 

d = am+bn avec ab< O. 
En effet, (a> 0, et b > 0), impliquerait (d >met d > n). 
Si a > 0 et b < 0, on prend u = a et v = -b. 
Si a < 0 et b > 0, on utilise la relation (A. 7) en prenant un entier k > 0 tel que a+ k/3 > 0, 
alors, 

(a+k/J)(b-ka) < 0 => (b-ka) <O. 
Dans ce cas, on pose u = a+ k/3 et v = - ( b - ka). D 

PropositionA.27. Soit (m,n) E Z* xZ*; sid etl sont, respectivement, p.g.c.d. et p.p.c.m. 
de m et n dans Z, alors 

mn=±dl. 

Preuve : D'après la Prop. A.16., il existe un entiers> 0, des nombres premiers distincts 
p11 p2, ••• ,ps et des entiers a;,/3; dans N tels que 
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Quel que soit i (l ::::; i::::; s), posons 

µ;=in/( a;, {Ji) vi = sup( a;, {Ji); 
on a alors, d = ±Tit<i<sP~; et l = ±Tit<i<sP~i. 

- - 1 -- 1 

Pour tout i (1 ::::; i::::; s), on a, soit ai::::; {Ji, soit {Ji::::; ai, d'où 
µi = ai et vi = {Ji, ou bien, µi = {Ji et vi = ai; 

par suite, p~;+v; = p':;+IJ;, d'où mn =±dl. 0 
1 1 

Remarque A.28. La recherche des p.g.c.d. par l'algorithme d'Euclide sera développée 
au Chapitre 5, dans un contexte plus général. 

B. Eléments premiers entre eux dans Z. Théorème de Bezout 

Définition A.29. Deux entiers non nuls dans Z sont dits premiers entre eux, s'ils n'ont 
pas d'autres diviseurs communs que 1 et -1. 

Proposition A.30. Pour (m, n) E Z* x Z*, les conditions suivantes sont équivalentes : 
1) m et n sont premiers entre eux . 
2) 1 = m/\n. 
3)mZ+nZ=Z. 
4) mn=mVn. 
5) mZnnZ =mnZ. 
6) Z/mZ x Z/nZ ~ Z/mnZ (isom01phisme d'anneaux). 

L' équivalence des propriétés 1) à 5) découle directement de la définition A.29. et des 
propositions A.24. etA.21 .. 
Pour l'équivalence entre 5) et 6), on considère l'application 

Z -4 Z/mZ x Z/nZ 
x1--+ (a(x),n(x)) 

où a et n sont, respectivement, les surjections canoniques 
Z -4 Z/mZ ; Z -4 Z/nZ. 

([11] Th. 3.29.) 

Théorème A.31. : Théorème de Bezout 
Deux entiers met n, non nuls dans Z, sont premiers entre eux si et seulement s'il existe a 
et b dans Z, tels que 

am+bn = 1. (A.8) 

En effet, pour m et n dans Z*, la condition (A.6) est équivalente à la condition 3) de la 
proposition A .28. 
La relation (A.8) est appelée Relation de Bezout. 

Théorème A.32. : Théorème de Gauss 
Pour a, b, c non nuls dam· Z : 

(alb eta/\b = 1) ===} ale. 

Preuve : Appliquons le théorème de Bezout; 
a/\b=l <==> 3(u,v)EZxZ;ua+vb=l, 

d'où uac+ vbc = c, par suite d'après la proposition A.3., 5), 
(aluac et alvbc) ===} ale. 0 
On remarque que la propriété est fausse si a et b ne sont pas premiers entre eux. Par 
exemple, 6112, mais 6 f3 et 6 f4. 
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Corollaire A.33. Dans Z*, 
(p premier et plbc) ===> plb ou pic. 

Preuve : Les seuls diviseurs de p étant ±p et ± 1, on a nécessairement, 
p/\b =pou p/\b = 1. 
Si p/\b = p, alors plb; dans le cas où p/\b = 1, d'après le théorème de Gauss, on a pic. 
0 

Théorème A.34. Soit a non nul dans Z et n > 1 dans .N; alors <p désignant la fonction 
d'Euler, on a 

a/\n = 1 ===> a'f'(n) = 1 (mod n). 

Preuve : On rappelle ([11], Ch. III) que <p(n) est le cardinal de l'ensemble des entiers k 
tels que 1 ~ k < n et k /\ n = 1. 
Si Gn désigne le groupe des éléments inversibles de l'anneau Z/nZ, alors (Ch. 1, Prop. 
1.13.), 

Gn = {a E Z/ nZ ; a/\ n = 1} ; 
donc le groupe Gn est d'ordre <p(n); par suite, pour a E Z, 

a/\n = 1 ===>a E Gn ===> a'f'(n) = Î, 
c'est-à-dire, a'f'(n) = 1 (mod n). 

Corollaire A.35. : Petit théorème de Fermat 
Etant donné a E Z; pour tout nombre premier p, on a 

aP =a (mod p). 

Preuve : On peut supposer a i= O. 
1) Si pla, alors 

a= 0 (mod p) ===> aP = 0 (mod p), 
d'où aP =a (mod p). 
2) Si p fa, comme p est premier, on a necessairement a/\ p = 1. 
D'autre part <p(p) = p- l, alors l'application du théorème précédent donne 
aP-l = 1 (mod p), d'où l'on déduit (Prop. A.9.): 

0 

aP =a (mod p). 0 

Théorème A.36. : Théorème de Wilson 
Soit p ~ 2 dans .N; alors 

p premier {::=::} (p-1)! = -1 (mod p). 

Preuve : Si p est premier, Z/ pZ est un corps (Cor. 1.14) et ses p- 1 éléments non nuls 
sont les p-1 racines du polynômeXP-1 - î dans Z/pZ. On en déduit que 

-1 - - - --XP -l=(X-l)(X-2)···(X-p-1). 
En identifiant les termes constants dans les deux membres de l'égalité précédente, on ob­
tient - î = (p - 1) ! , donc 

(p-1)! = -1 (mod p). 
Réciproquement, supposons (p - 1) ! = -1 ( mod p); dans Z/ pZ on a î2 ... p - 1 = - î. 
On en conclut que tout élement non nul de l'anneau Z/pZ est inversible, donc Z/pZ est 
un corps; par suite 

(l~k<p) ===>k/\p=l, 
ce qui implique p premier. 0 

Les propriétés suivantes seront utiles, en particulier, dans l'étude des corps finis (Cf. Ex­
tensions de Corps). 
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Proposition A.37. Poura,b,n dans N*, a> 1, on a 
(as - l)j(an-1) ~ sjn. 

Preuve: 
1°) Supposons que s divise n, donc il existe d EN* tel que n = sd, d'où an= (as)d. 

an -1 = (as)d -1 =(as - l)(as(d-l) +as(d-2) + ... + 1), 
donc as - 1 divise an - 1. 
2°) Réciproquement, on suppose que as -1 divise an -1, dans N; cette hypothèse im­
plique (as -1) ~ (an-1), d'où as~ an; alors, 

(a> 1 et as ~an) ==> s ~ n. 
Effectuons la division de n par s : il existe des entiers q et r tels que 

On en déduit que 

n = sq + r, 0 ~ r < s et q ~ 0, car 0 < s ~ n. 
Sir-=/= 0, alors, an - 1 = asq+r - 1 = (as)qar -1; 

donc an - 1 = ( (a")q - 1 )ar +ar -1. 

(a"- l)j(an-1) ==> (as - l)l(ar -1). 

Or, (a> 1 , 0 ~ r < s) ==> as -1 > ar - 1, 

d'où une contradiction, donc r = 0 et sjn. 

Proposition A.38. Soit a, m, n dans N*, a > 1; alors pour d > 0 dans Z, 
d=mAn *=> ad-l=(am-l)A(an-1). 

Preuve : 
1°) Supposons d = mAn. La proposition précédente implique 

(ad - l)l(am -1) et (ad - l)l(an -1). 

D 

Il reste à prouver que tout diviseur commun à (am -1) et (an-1) divise (ad -1). D'après 
la proposition A.24 , 

d=mAn *=> dZ=mZ+nZ. 
Par hypothèse, d, m, n sont dans N* et on a nécessairement d ~ m et d ~ n. On peut alors 
trouver (Cor. A.26.) u et v dans N* tels que 

d=um-vn. 
L'égalité ci-dessus implique 

aum -1 = a"n+d -1 = ad(a"n -1) +ad -1. 
D'après la proposition 0.28 il existe b etc dans N* tels que 

aum-1 =(am- l)b et a"n-1 =(an- l)c. 
On en déduit : 

ad-1 =(am - l)b+ad(an - l)c; 
donc tout diviseur commun à (am -1) et (an-1) divise (ad -1); par suite 

ad -1 =(am -1) A (an-1). 
2°) On suppose, réciproquement, que ad -1 est p.g.c.d de am -1 et an -1. Par ailleurs, 
soit 8 > 0 dans Z, un p.g.c.d. de met n; d'après la première partie de la démonstration, 
a6 -1 est p.g.c.d. de~ -1 et an -1. Compte tenu de l'unicité au signe près d'un p.g.c.d., 

(ad-1>0 et a6 -1>0) ==> ad -1 = a6-1, 
d'oùd=8. D 

Corollaire A.39. Pour a, m, n dans N*, a > 1, 
mAn=l *=> a-l=(am-l)A(an-1). 
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C. Généralisation 

Les notions de p.g.c.d. et p.p.c.m. se généralisent à un nombre fini quelconque d'entiers 
rationnels non nuls (voir Ch. 5). 
Les deux propositions qui suivent seront démontrées au Chapitre 5, dans un cadre plus 
général. 

Proposition A.40. Dans Z*, les opérations p.g.c.d. et p.p.c.m. sont associatives, c'est­
à-dire que pour des entiers non nuls m1, "'2, m3, on a 

(m1 /\m2) /\m3 = m1 /\(mi /\m3); 

(m1 Vm2) Vm3 = m1 V (m2 Vm3). 

(A.9) 

(A.10) 

Proposition A.41. Soit m1, ••. , mk dans Z* ,· on pose m = m1 "'2 ... mk ,· alors les condi­
tions suivantes sont équivalentes : 
1) Les m;, ( 1 ~ i ~ k), sont deux à deux premiers entre eux. 
2) nl<i<km;Z=mZ. 
3) Z/m~Z x Z/m2Z x · · · x Z/mkZ ~ Z/mZ. 

Ces résultats se déduisent de l'associativité des p.g.c.d. (Prop. A.40.) et des relations 5) 
et 6) de la proposition A.30. 



Appendice B 
Produit tensoriel 

Dans cet appendice, on définit la notion de produit tensoriel de modules sur un anneau 
unitaire, commutatif et on en donne les propriétés essentielles qui pourront être utilisées 
dans différents chapitres de ce livre (et dans le Vol. 2, Extentions de Corps). 

Dans ce qui suit, A désigne un anneau unitaire, commutaif et, sauf indication contraire, 
les A-modules considérés seront des A-modules à gauche. 
Notation On écrira souvent ME AMod, pour exprimer que M est un A-module à 
gauche. 
L'anneau A étant commutatif, pour deux A-modules à gauche Met N, H omA (M, N} est un 
A-module à gauche et EndA (M} est une A-algèbre unitaire non commutative (Cf. Ch. 3). 

1. Produit tensoriel de deux A-modules 

A. Applications bilinéaires 

Définition B.1. SoitM,N,P trois A-modules à gauche ; une application h: Mx N--+ P 
est dite bilinéaire sur A si, quels que soient x,x dans M, y,y dans Net a E A, on a 

i) h(x+x',y) = h(x,y) +h(x',y) 
ii) h(x,y+y') = h(x,y) +h(x,y') 

iii) h(ax,y) = h(x,ay) = ah(x,y). 

On note BilA (Mx N,P} l'ensemble des applications A-bilinéaires de Mx N dans P. 

(B.l) 

(B.2) 

(B.3) 

Proposition B.2. L'anneau A étant unitaire et commutatif, BilA(M x N,P} est un A­
module à gauche. 

Preuve: 
a) On définit une addition dans BilA (Mx N,P} telle que pour tout couple (h1,"2) d'ap­
plications bilinéaires, on ait 

V(x,y) E Mx N, (h1 +h.i}(x,y) = h1 (x,y) +h.i(x,y). 
On vérifie que, relativement à cette addition, BilA (Mx N,P} est un groupe abélien, dont 
l'élément 0 est l'application nulle de M x N dans P. 
b} Pour tout a E A et tout h E BilA (Mx N,P}, on note ah l'application: 

ah: MxN--+P 
(x,y) 1--+ ah(x,y) = a(h(x,y)). 
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On vérifie que ah est A-bilinéaire ; en effet, quels que soient x,x dans M, y,y' dans Net 
a,b dans A, on a 

ah(x+x',y) = a(h(x+x,y) = a(h(x,y) +h(x',y) 
= ah(x,y) +ah(x',y); 

de même, ah(x,y+y') = ah(x,y) +ah(x,y') et d'autre part, 

ah(bx,y) = a(h(bx,y)) = a(h(x,by)) = a(bh(x,y)) 

= abh(x,y). 

L'anneau A étant commutatif, on a ab = ba, d'où 
ah(bx,y) = bah(x,y) = b(ah(x,y)), 

donc ah E BilA (Mx N,P). 
On vérifie, alors, que le groupe abélien BilA (Mx N, P) est un A-module à gauche. D 

B. Construction du produit tensoriel de deux A-modules 

1. Problème 

La construction du produit tensoriel de deux A-modules Met N répond au problème 
suivant: 
Trouver un A-module Tet une application 6 E BilA (Mx N, T) tels que, quels que soient 
le A-module Pet l'application h E BilA (Mx N,P), il existe un unique f E HomA (T,P) 
tel que f o 6 = h ; c'est-à-dire que le diagramme suivant commute 

6 
MxN T 

~;3!/ 
p 

Le but de ce qui suit est de montrer que pour Met N donnés, il existe, à un isomorphisme 
près, un unique couple (T, 6) répondant à la question. Le A-module T sera appelé produit 
tensoriel sur A des A-modules Met N. 

2. Existence d'un coup'/e (T, 6) 

Compte tenu des hypothèses et des notations ci-dessus, considérons le A-module libre F 
ayant pour base l'ensemble Mx N (Cf. Ch. 3). Soit a l'injection canonique de Mx N dans 
F. La propriété universelle du couple (F, a) (Th. 3.67.) implique que, quels que soient le 
A-module Pet l'application h E Bi/A (Mx N,P), il existe un unique g E HomA (F,P) tel 
que go a= h, d'où le diagramme commutatif suivant: 

a 
MxN F 

~i3!g 
p 
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Mais, en général, l'injection canonique a n'est pas bilinéaire ; on a par exemple, pour 
x,x dans Met y dans N, 

a (x+x,y) = (x+x,y) =J (x,y) + (x,y), en général. 
Le couple (F, a) ne répond donc pas au problème posé. 
On considère alors le sous-module S de F engendré par l'ensemble de tous les éléments 
s'écrivant sous l'une des formes (B.4) ou (B.5) suivantes: 

(ax+a'x',y)-a(x,y)-a'(x',y) 

(x,by+b'y')-b(x,y)-b'(x,y') 

pour x,x dans M, y,y' dans N, et a, a', b, b' dans A. 
Soit n la surjection canonique de F sur le module quotient F /S. 

(B.4) 

(B.5) 

Posons T = F /Set 6 = 1t o a et démontrons que le couple (T, 6) est une solution au 
problème posé dans 1 •. 
- L'application 6 est A-bilinéaire; en effet, quels que soient x,x dans M, y,y' dans Net a 
dans A, 

(B.4) ==} 6 (x+x',y) = n(x+x,y) = n(x,y) +n(x',y) 

= 6 (x,y) + 6 (x',y) 

(B.5) ==} 6 (x,y+y') = n(x,y+y') = n(x,y) +n(x,y') 

= 6 (x,y) + 6 (x,y'). 

(B.4) ==} 6 (ax,y) = n(a(x,y)) = an(x,y) 

= a6(x,y) 

(B.5) ==} 6 (x,ay) = n(a(x,y)) =an(x,y) 

=a6(x,y). 

- Vérifions que S Ç Kerg. Il suffit de montrer que les générateurs du sous-module S sont 
dans Kerg. Pour tout (x,y) dans Mx N, 

go a= h ==} g(x,y) = h(x,y). 
Soit z un générateur de S de la forme (B.4), alors 

g(z) = h(ax+a'x,y)-ah(x,y)-a'h(x,y) 
et la bilinéarité de h implique g (z) =O. On vérifie de même que pour un générateur z de 
S de la forme (B.5), on a encore g (z) = O. 
D'après la propriété universelle du couple (F /S, 1t) (Th. 2.31.), la condition S Ç Kerg 
entraîne l'existence d'un unique f E HomA (F /S,P) tel que f o 1t = g: 

F n F /S 

~]3!/ 
p 

donc f o 1t o a = go a = h. 

En posant, comme plus haut, T = F / S et 6 = 1t o a, on obtient que, quels que soient le 
A-module Pet l'application h E BilA(M x N,P), il existe un unique f E HomA(T,P) tel 
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que f o 6 = h, d'où le diagramme commutatif : 

6 
MxN T 

~;3!/ 
p 

3. Unicité du couple (T, 6 ), à un isomorphisme près 

Supposons (T', 61) vérifiant la même propriété que le couple (T, 6), relativement aux A­
modules M et N donnés. On a donc les deux diagrammes commutatifs suivants : 

6 
MxN T 

6' 
MxN T' 

~;3!/ 
T' 

~]3!/ 
T 

alors, de f o 6 = 61 et/' o 6' = 6, on déduit: 
!'of o 6 = 6 et f of' o 61 = 61• 

Or idr o 6 = 6, par suite, la propriété imposée, par construction, au couple (T, 6) implique 
f' of= idr; on a de même f o !' = idT'' donc f est un isomoiphisme de A-modules de 
T sur T' et /' = 1-1• 

Notation définitive : Le A-module T, appelé produit tensoriel sur A des A-modules M 
et N, est noté M ®AN. _ 
L'application A-bilinéaire 6 est notée ® et pour (x,y) E Mx N, on écrit alors 

6(x,y) =x®y. 

4. Propriété universelle du produit tensoriel 

La construction du produit tensoriel M ®AN et la preuve de son unicité, à un isomor­
phisme près, démontrent le résultat suivant : 

Théorème B.3. Propriété universelle 
Pour deux A-modules à gauche Met N, il existe, à un isomorphisme près, un unique 
couple ( M ®AN,®), où M ®AN est un A-module à gauche et® E BilA (Mx N,M ®AN), 
pour lequel, quels que soient le A-module Pet l'application h E BilA (Mx N,P), il existe 
un unique morphisme f E Hom A (M ®AN, P) vérifiant f o ® = h. 

Le Th. B.3., exprime l'existence et la commutativité du diagramme suivant: 
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Remarque B.4. Le A-module M ® N est engendré par l'ensemble des éléments x ®y, où 
(x,y) EMxN. 
En effet, compte tenu des notations utilisées dans la construction du produit tensoriel, 
on a M®A N = F /S, où Fest le A-module libre de base Mx N. Par suite, M®AN est 
engendré par les éléments 

noa(x,y) = 9(x,y) =x®y, où (x,y) EMxN. 
De plus, dans F /S, quels que soient (x,y) E Mx Net a E A, on a 

n(a(x,y)) = n(ax,y) = n(x,ay). 
Par suite, un élément quelconque t du A-module M ®AN s'écrit 

t = Ei<i<nx;®Y;, oùn EN* etVi(l ~ i ~ n), (x;,Y;) E Mx N. 
En conséquence, touCmorphisme de A-modules f défini sur M®A N sera déterminé par 
la donnée des f(x®y), pour tous les éléments (x,y) E Mx N. 

C. Propriétés du produit tensoriel 

Proposition B.S. Pour deux A-modules à gauche Met N, on a 
M®AN ~ N®AM (isom01phisme de A-modules). 

Preuve: Soit h l'application de Mx N dans N ®AM telle que pour tout (x,y) E Mx N, 
h(x,y) =y®x. 

On vérifie que h est A-bilinéaire ; d'après le Th. B.3., il existe un unique morphisme 
f E HomA(M®AN,N®AM) tel que /o® = h, donc pour tout générateur x®y du A­
moduleM®AN, on a 

f(x®y) =y®x. 
De la même façon, en considérant l'application h' de N x M dans M ®AN telle que 
h'(y,x) = x®y, on obtient!' E HomA(N®A M,M®A N) tel que/' o® = h', d'où pour 
tout générateur y ®x de N ®AM, 

f'(y®x) = x®y. 
Par suite, /'of = idM® N et !'of = idN'°' M' donc f est un isomorphisme pour lequel 

A ""A 

1-1 =f'. D 

Proposition B.6. Quels que soient ME AMod et n > 0 dans N, on a 
An ®AM~ Mn (isomorphi~me de A-modules). 

Preuve : Considérons le couple (M", u), où u est l'application 

u:AnxM--4~ 

((a;)i~i~n,x) i----+ (a;x)i~i~n· 

Montrons que le couple (~1 u) vérifie la propriété universelle du produit tensoriel du 
A-module à gauche An par M (Th B.3.). 
Etant donné P E AMod eth E BilA (An x M,P), considérons l'application 

/:Mn -4P 

(x;)i~i~n i----+ E1~i~nh(e;,X;), 

où { e;}i~i~n est la base canonique du A-module à gauche libre An; alors 

(fou) ((a;)i~i~n,x) = f ((a;x)i~i~n) = E1~i~nh(e;,a;x) 
=h(E19~na;e;,x) =h((a;)i~i~n,x), 
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d'où fou = h. De plus on vérifie facilement l'unicité du morphisme de A-modules f qui 
rend le diagramme suivant commutatif : 

u An xM Mn 

~;! 
p 

L'unicité, à un isomorphisme près, du produit tensoriel des A-modules à gauche An et M 
implique Mn ~An®AM. 
Compte tenu de la proposition B.5., on a aussi Mn~ M ®A An et en particulier, 
M~A®AM~M®AA. 0 

Proposition B.7. Quels que soient les A-modules à gauche M,N,P, on a 
HomA(M®AN,P) ~ BilA(MxN,P) (isomorphisme de A-modules). 

Preuve: D'après la propriété universelle du produit tensoriel, les applications 

<p :BilA(MxN,P)--+HomA(M®AN,P) 
h 1--+ f, tel que f o® = h, 

1/f:HomA(M®AN,P)--+BilA(MxN,P) 
fi--+fo® 

sont inverses l'une de l'autre, donc <p est une bijection et 1/f = <p-1. 

Montrons d'autre part, que 1/f est un morphisme de A-modules à gauche. En effet, soit / 1 

et/2 dansHomA(M®AN,P), alors 
1/f U1 + /2) = U1+/2) 0 ®, 

et pour tout (x,y) E Mx N, 

(U1 + f2) 0 ®)(x,y) = (/1 + f2)(x®y) 
= /1 (x®y) + f2(x®y) 
= 1/l(f1)(x,y) + 1/f U2)(x,y). 

d'où 1/1(/1+/2)=1/1(/1) + 1/1(/2)· 
De plus, pour f E HomA(M®AN,P), on a, quels que soient a EA et (x,y) E M xN, 

(1/f(af))(x,y) = af(x®y) = a(f (x®y)) 

= a(l/f(f))(x,y), 

d'où 1/f(af) = a(l/f(f)). D 

Corollaire B.8. Quels que soient les A-modules à gauche M,N,P, on a 
HomA(M®AN,P) ~ HomA(M,HomA(N,P)). 

P-reuve: D'après la Prop. B.7., il suffit de montrer que les A-modules BilA(M x N,P) et 
HomA(M,HomA(N,P)) sont isomorphes. 
Soit h E BilA (Mx N,P); pour toutx E M, l'application 

hx :N--+ P 

Y 1--+ hx(Y) := h(x,y) 



§ 1. Produit tensoriel de deux A-modules 

est A-linéaire, donc hx E HomA (N,M). 
D'autre part, pour f E HomA(M,HomA (N,P)), l'application 

MxN~P 

(x,y) 1----+ f(x)(y) 

est A-bilinéaire. On considère alors les applications : 

tfJ: BilA(MxN,P) ~ HomA(M,HomA(N,P) 

h 1----+ "'h 
telle que pour toutx E Met tout y EN, 

tfJh(x)(y) = hx(Y) = h(x,y); 

l/f: HomA(M,HomA(N,P)) ~ BilA(MxN,P) 

f 1----+ 1/1 f 

telle que, pour quel que soit (x,y) E Mx N, 
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l/fi(x,y) = f(x) (y). 
On vérifie que les applications tfJ et l/f sont A-linéaires et inverses l'une de l'autre, donc q, 
est un isomorphime de A-modules et q,-i = l/f. D 

Proposition B.9. : Associativité du produit produit tensoriel. 
Quels que soient M,N,P dans AMod, on a 

(M®AN)®AP ~ M®A (N®AP). 

Preuve : Soit hi l'application de (M ®AN) x P dans M ®A (N ®A P) telle que 
V(x,y,z) EMxNxP, hi((x®y),z) =x®(y®z). 

hi est A-bilinéaire, donc il existe un unique morphisme de A-modules f rendant le dia­
gramme suivant commutatif 

® 
(M®AN) xP- (M®AN)®P 

~;3!/ 
M®A (N®AP) 

d'où, V(x,y,z) E Mx N x P, f((x®y) ®z) = x® (y®z). 

De même, avec l'application A-bilinéaire hi de Mx (N ®A P) dans (M ®AN) ®P telle 
que 

V(x,y,z) E Mx N x P, h2(x,y®z) = (x®y) ®z, 
on obtient un unique morphisme de A-modules 

g:M®A(N®AP) ~ (M®AN)®AP 
tel que quel que soit (x,y,z) E Mx N x P, 

g(x®(y®z)) = (x®y)®z. 
Par suite, f o g = idM® ... (N® ... P) et go f = id(M® ... N)® ... P' d'où le résultat énoncé. D 

Remarque B.10. : 
a) L'isomorphisme f mis en évidence dans la démonstration précédente permet d'identi­
fier les A-modules (M ®AN)® A Pet M ®A (N ®A P) quel' on désignera par M ®AN® A P. 
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On écrira alors, pour (x,y,z) dans Mx N x P, 
(x®y)®z=x®(y®z) =x®y®z. 

b) L'associativité du produit tensoriel permet de définir, par récurrence, le produit tenso­
riel d'un nombre fini quelconque de A-modules. 

2. Produit tensoriel de morphismes de A-modules 

Proposition B.11. Soit M,M',N,N' des A-modules à gauche; étant donné 
f E HomA(M,M') et g E HomA(N,N'), il existe un unique morphisme noté f®g, dans 
Hom A (M ®N,M' ®N'), tel que pour tout générateur (x ®y) de M ®N, 

(f ®g)(x®y) = f(x) ®g(y). 

Preuve : On considère l'application h : M x N ----+ M' ®AN' telle que 
\f(x,y) EMxN, h(x,y) =f(x)®g(y). 

La linéarité des morphismes f et g, ainsi que la bilinéarité de l'application® impliquent 
que h est bilinéaire. D'après la propriété universelle du produit tensoriel M ®N, il existe 
alors un unique t E Hom A (M ®A N,M' ®AN') tel que le diagramme suivant commute 

® 
MxN-M®AN 

~j31t 
M'®AN 

donc t o ® = h. Le morphisme t est noté f ® g et appelé produit tensoriel des mor­
phismes f et g. On en déduit le résultat énoncé. D 

Proposition B.12. Etant donné M,M',M",N,N',N", dans AMod, 
1) Quels que soient f E Hom A (M,M'), g EH omA (M' ,M"), 
h E HomA(N,N') et k E HomA(N',N"), on a 

(go f) ® (koh) = (g®k) o (f ®h). 

2) Pour f 1 ,f2 dans Hom A (M,M') et g E HomA (N,N'), on a 

Démontration laissée au lecteur. 

Corollaire B.13. Quels que soient M,M',N,N' dans AMod, 
(Mr::::!.M1 etNr::::!.N1) -===*M®AN '::::!. M'®AN'. 

(B.6) 

(B.7) 

(B.8) 

Preuve : Soit</> et 'If des isomorphismes de A-modules de M sur M' et N sur N', respecti­
vement, alors</>® 'If E Hom A (M ®A N,M' ®AN') et 
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q,-1ri?ny- 1 EHomA(M'®AN',M®AN). 
D'après le théorème précédent, on a 

(q,-1®l/f-1) 0 (cp®1/1) = (q,-1 ocp)® (l/1-1 0 li') 

= idM ® idN = idM®AN· 
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On a de même (cp ® l/f) o (q,-1 ® l/f-1) = idM'®AN'' donc cp ® l/f est un isomorphisme de 
A-modulesetcp-1®1/f-l = (c/J®l/1)-1. D 

Proposition B.14. {M;};E1 et {Ni} jEJ étant deux familles non vides de A-modules à 
gauche, alors, 

(M = œiEIMi et N = œjEJNj) ==} M®AN ~ œ(i,j)ElxJMi®ANj. 

Preuve: Soit {q;}iEI et {P;};E1 (resp. {qj}jEJ et {pj}jEJ) les injections et projections 
canoniques associées à la somme directe des M;,i E I (resp. Ni,j E J) (Cf. Ch. 3). Pour 
tout (i,j) E I x J, on a 

(P;®Pj) o(q;®qJ) = (p;oq;) ®(pjoqj) = idM; ®idN1 = idM,®N/ 
D'autre part, pour tous les couples (i,k), if= k et (j, l), j f= l dans I x J, 

(P;®P}) 0 (qk®qD = (P; 0 qk) ® (pj ocfi) =O. 
Compte tenu de la propriété qui caractérise une somme directe de A-modules (Ex. 7, Ch. 
5), pour montrer que M ®AN est un A-module isomorphe à œ(i,j)EIXJMi ®A Nj, il reste à 
prouver que pour tout z E M ®AN, on a 

Z = E(i,j)Elx;((q;®qJ) 0 (P; ® P})) ~z). 
Il suffit de montrer cette propriété pour les générateurs du A-module M ®AN, c'est-à-dire 
pour les éléments x®y, où (x,y) E Mx N. · 
Soit x = (x;);EJ dans M et y = (y i) jEJ dans N. On sait que x et y sont à support fini (Cf. 
Ch. 3) ; on peut écrire 

X= r.iEJq;(X;) et Y= r.jEJqJ(Yj), 

d'où x®y = r.(i,j)ElxJqi(x;) ®qj(Yj) = r.(i,j)EIXJ(q; ®qj)(x;®Yj); 

alors, pour tout (i,j) E I x J, (P; ® pj)(x®y) =x;®yi; par suite, 
x®y = r.(i,j)EIX;(q;®qJ) 0 (P;® pj)(x®y). D 

Corollaire B.15. Soit F f= 0 un A-module à gauche libre de base {e;};EJ et NE AMod; 
alors tout élément de F ®AN s'écrit de façon unique : 

E;E1e; ®y;, où les Y; sont presque tous nuls dans N. 
(M€me propriété pour N ®A F.) 

Preuve : Il suffit de prouver la propriété pour les générateurs x ®y du A-module F ®AN. 
Soit (x,y) E F x N;x E F implique x= E;E1a;e;, où les a; sont presque tous nuls dans A. 

x®y = (E;E1a;e;) ®y= E;E1(e;®a;y). 
En posant, pour tout i E /, Y; = a;y, on obtient 

(B.9) 

où les Y; sont presque tous nuls dans N. 
Démontrons l'unicité de l'écriture d'un générateur x®y de F®A N, sous la forme (B.9). 
D'après la propriété précédente, on a 

F=EIJiEIAe; ===? F®AN~œiEl(Ae;®N). 
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D'autre part, pour tout i E /,on aAe; ~A; le Cor. B.13. et la Prop. B.6. impliquent alors 
Ae;®A N ~A ®AN~ N. 

On en déduit que l'application tP: F ®AN -- N(J), telle que pour tout i E I et tout Y; E 
N, t; (e;®Y;) =Y; définit un isomorphisme de A-modules. En conséquence, 

E;E1(e;®Y;) = 0 ~ Vi E /, e;®Y; = 0 ~ Vi E /,Y;= 0, 
d'où l'unicité de l'expression dex®y sous la forme (B.9). D 

Corollaire B.16. Si M et N sont deux A-modules à gauche libres de bases re/)pectives 
{e;}iE/ et {fj}jEJ' alors M®A N est un A-module libre de base {e;®fi}(i,j)Eixr 

Preuve: D'après le Cor. B.15., tout z E M®A N s'écrit de façon unique: z = EiEJe;®Y;, 
où les Y; sont presque tous nuls dans N. 
Mais dans N, tout y; s'écrit de façon unique: Y;= EjEJaijfj, où les aij sont presque tous 
nuls dans A; par suite 

z = EiE/(e; ®EjEJaijfj) = E(i,j)EixJai/e;®fi). 
Ainsi les éléments { e; ®fi} (i,j)EixJ engendrent le A-module à gauche M ®AN; mon­
trons qu'ils forment une famille libre sur A. Compte tenu des hypothèses et des résultats 
précédents, on a 

E(i,j)EixJai/e;®fi) = 0 ~ E;E1(e;®EiEJaijfj) = 0 

~ Vi E /, EjEJaijfj = 0 

~ V(i,j) ElxJ, aij=O. 

On en conclut que {e; ®fi}(i,j)EixJ est une base du A-module M®A N. D 

Corollaire B.17. Soit K est un corps. Si E et F sont des K-espaces vectoriels, alors 
E ® K F est un K-espace vectoriel et si E et F sont de dimension finie, on a 

dimK(E®KF) = (dimKE)(dimKF). 

Ce résultat est une conséquence directe du corollaire précédent. 

3. Produit tensoriel et suites exactes 

Théorème B.18. Etant donné une suite exacte de A-modules à gauche de lafomie: 

o-M' LM_!_..M"-o , (B.10) 

pour tout A-module à gauche N, les deux suites ci-dessous sont exactes: 

(B.11) 

(B.I2) 

Preuve: IN désigne l'application idN. La méthode de démonstration étant la même, pour 
les suites (B. II) et (B. I2), considérons (B. II). L'hypothèse implique go f = O ; alors, 

(go f) ®IN= 0 = (g® IN) o (!®IN), entraîne 

(B.I3) 
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D'après la propriété universelle du module quotientM®A N /lm(f ® 1N), il existe alors, 
un unique morphisme de A-modules u tel que le diagramme suivant commute 

n 
M®AN-M®AN/lm(f®IN) 

~·3!u 
M11 ®AN 

c'est-à-dire, uo n = g® IN, où n est la surjection canonique. 
Démontrons que u est un isomorphisme ; pour cela on construit le morphisme v inverse 
de u. Par hypothèse, le morphisme g est surjectif, donc pour tout x" E M", il existe x E M 
tel que g(x) = x'; on considère alors la correspondance suivante : 

<P: M" x N---+ M®AN/lm(f® 1N) 
(g(x),y) .-- n(x®y) 

Vérifions que <Pest une application. Soitx etx1 dans M tels que x' = g(x) = g(x1), alors 
n(x®y)-n(x1 ®y)= n((x-x1) ®y). 

Or (x-x1) E Kerg =lmf; de plus f est injectif, donc il existe un unique x E M' tel que 
(x-x1) = f(x), d'où 

(x-x1) ®y= f(x) ®y= (f® IN)(x ®y). 
Compte tenu de l'inclusion (13), on a n((x-x1) ®y)= 0, donc <Pest une application 
de M" x N sur l'ensemble des générateurs du A-module M®AN/lm(f® IN). D'autre 
part, on vérifie facilement que <Pest bilinéaire, par suite, d'après la propriété universelle 
du produit tensoriel M" ®AN, il existe un unique morphisme v qui rend le diagramme 
suivant commutatif : 

M" xN ® M"®AN 

~·3,, 
M®AN/lm(f®1N) 

La relation vo® = <P implique que pour tout générateur x' ®y du A-module M" ®N, on 
a v(x' ®y)= n(x®y), où g(x) =x', par suite, 

(uov)(x''®y) = (uon)(x®y) 

= (g® 1N)(x®y) =X1 ®y, 

et pour tout générateur n(x®y) du A-moduleM®AN /lm(f® IN) on a 

(vou)(n(x®y)) = v((uon)(x®y)) 

= vo (g® 1N)(x®y) 
= v(g(x) ®y) = <P (g(x),y) 

= n(x®y). 

On en conclut que uo v = IM®N et vo u = IM®AN/Im(f®lN)' donc u est un isomorphisme 
etv=u-1,d'où 
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M"®AN ~ M®AN/lm(/®lN) 
Or, u o 1t = g ® 1 N• u est un isomorphisme, 1t est surjectif, donc g ® 1 N est surjectif et 

M" ®AN~ M®AN /Ker(g® lN), 

d'où M®AN/lm(f®lN) ~M®AN/Ker(g®lN). 

En tenant compte de l'inclusion (B.13), on obtient l'égalité: 
lm(/® lN) = Ker(g® lN); 

on en déduit que la suite (B.11) est exacte. 0 

Remarque B.19. SoitM,M',N, dans AMod; si f E HomA(M',M) est injectif, les mor­
phismes f ® 1 N et 1 N ® f ne sont pas nécessairement injectifs. 
En effet, prenons, par exemple, M = M' = Z, N = Z /2Z et f : Z --+ Z tel que, pour tout 
x E Z, f(x) = 2x; alors le morphisme de Z-modules f ® lN n'est pas injectif, car pour 
tout générateur x®y de Z®N, on a 

(/® lN)(x®y) = f(x) ®y= 2x®y =x®2y =O. 
On a cependant le propriété suivante : 

Proposition B.20. Met M'étant des A-modules à gauche, si Fest un A-module à gauche 
libre, alors pour tout m01phisme injectif f E HomA(M,M'), les m01phismes f ® lF et 
1 F ® f sont injectifs. · 

Preuve: Vérifions, par exemple, que Ker(lF ®f) = (0). 
Soit {e;};e1 une base de F etz E F®A M tel que (lF ®f)(z) =O. D'après le Cor. B.15., z 
s'écrit de façon unique : 

z = E;eie;®X;, lesx; étant presque tous nuls dans M, 
d'où (lF ® f)(z) = E;eie; ® f(x;) =O. Toujours selon l'écriture unique d'un élément de 
F®AM', ona 

E;e1e;®f(x;) = 0 ==> Vi E /, f(x;) =O. 

f étant injectif, on ax; = 0, pour tout i E /,d'où z =O. 0 

Définition B.21. Un A-module à gauche Pest dit plat, si quels que soient les A-modules 
à gauche Met M', on a, pour tout f E HomA (M,M'), 

f injectif ==> f ® 1 p et 1 p ® f injectifs. 

Remarque B.22. : 
a) Selon la Prop. B.20., tout A-module libre est plat, mais la réciproque est fausse ([5]). 
b) Si K est un corps, tout K-espace vectoriel est un K-module plat. 

4. Restriction et extention des scalaires 

A. Restriction des scalaires 

Soit A et B deux anneaux unitaires commutatifs ; alors la donnée d'un morphisme d'an­
neaux unitaires f E Hom (A,B) permet de munir tout B-module à gauche N d'une struc­
ture de A-module à gauche, la multiplication externe, à opérateurs dans A, étant définie 
par l'application 

AxN--+N 
(a,x) 1----+ ax := f(a)x. 
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Définition B.23. Compte tenu des notations précédentes, on dit que le A-module N est 
obtenu, à partir du B-module N, par restriction des scalaires. 

En particulier, la donnée de f E Hom(A,B) définit sur B une structure A-module, grâce à 
l'application 

AxB-B 

(a,b) 1---+ ab:= f(a)b. 

Proposition B.24. Dans le contexte précédent, si N est un B-module de type fini et si B, 
en tant que A-module à gauche, est de type fini, alors N est un A-module à gauche de type 
fini. 

Démonstration laissée au lecteur. 

B. Extention des scalaires 

A et B étant deux anneaux unitaires, commutatifs, soit Mun A-module à gauche. On 
suppose B muni d'une stucture de A-module à gauche définie, comme plus haut, par la 
donnée d'un moiphisme f E Hom(A,B). 
Le produit tensoriel B®A M peut alors être muni d'une stucture de B-module à gauche, 
grâce à l'application 

Bx(B®AM) -B®AM 
(b,b' ®x) 1---+ b(b' ®x) := bb' ®x, 

où b' ®x est un générateur quelconque du A-module B ®A M. 

Définition B.25. Compte tenu des hypothèses et notations précédentes, on dit que le B­
module B ®AM est obtenu à partir de M, par extention des scalaires. 

Proposition B.26. Dans le contexte précédent, si M est un A-module de type fini, alors 
(B ®AM) est un B-module de type fini. 

En effet, si {x1,x2, ... ,xn} engendre le A-module M, alors {18 ®x;}i<i<n engendre le 
B-module (B®A M). - -

5. Produit tensoriel de A-algèbres 

Remarque B.27. Soit Rune A-algèbre. L'application 

a:RxR-R 

(x,y) !----+ xy 

qui définit la multiplication de l'anneau unitaire Rest A-bilinéaire ; par suite (Th. B.3.), 
il existe un unique moiphisme P E Hom A (R®A R,R) tel que 

\:/(x,y)ERxR, fj(x®y)=xy. 
D'autre part, l'élément unité lR de R détermine le morphisme de A-modules 
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on en déduit que R est isomorphe aux A-modules A® AR et R ®A A par 

µ :A®AR--+ R et µ' :R®AA --+ R 

a®x i---+ ax x®a i---+ xa. 

d'où le diagramme commutatif suivant 

Réciproquement, si M est un A-module à gauche et s'il existe des morphismes de A­
modules f3 : M ®AM --+ Met u : A --+ M tels que le diagramme suivant commute 

A®AM 
µ 

M 
µ' 

M®AA 

U®idM j idM idM jidu®• 
M®AM 

f3 
M 

f3 
M®AM 

alors M est muni d'une structure de A-algèbre dont la multiplication interne est définie 
par l'application 

MxM--+M 

(x,y) i---+ xy := f3 (x®y). 

L'élément unité de l'anneau M est alors u(lA). 

Produit tensoriel de deux A-algèbres 
Soit R et S deux A-algèbres ; posons T = R ®AS et montrons que l'on munir le A-module 
T d'une structure de A-algèbre. 
Considérons l'application 

Â.:RxSxRxS--+T 

(x,y,x',y') i---+ xX ®yy'. 

Â. est linéaire par rapport à chacune des composantes x,y,x',y'; d'après la propriété uni­
verselle du produit tensoriel généralisé à un nombre fini quelconque de A-modules, il 
existe un unique morphisme 

{3 :R®AS®AR®AS--+T 

x®y®x ®y' 1---+xX ®yy'. 

On a R ®AS ®AR ®AS= T ® T. D'autre part, R et S sont des A-algèbres ; d'après la 
remarque B.27. en utilisant le morphisme 

u :A--+ T =R®AS 

ai---+ a(lR® 15 ), 
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on munit le A-module T d'une structure de A-algèbre, dont la multiplication interne est 
définie par 

TxT--+T 

(x®y,x' ®y') 1-4 xx' ®yy' 

et l'élément unité est u(lA) = lR ® ls. 
Ainsi le produit tensoriel de deux A-algèbres est une A-algèbre. 
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