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Avant-Propos

De plus en plus, le nombre de candidats au concours des Ecoles de Statistique Africaines
(ESA) augmente pour des raisons triviales. A I'issue de leur formation; les jeunes diplomés sont
excessivement demandés sur le marché du travail que ce soit par I’Etat ou les Nations-Unies
en raison du prestige et de la treés haute qualité de leur formation. Mais 1’adhésion dans I’une
de ces écoles n’est pas soudaine et inopinée ; cela nécessite un travail acharné surtout pour les
cycles ISE long & AS. En effet, I’admission définitive du candidat dans ce cycle passe par une
présélection d’une épreuve de mathématiques du programme de Terminale C plus ou moins
approfondi. C’est dans ce cadre que MENSA Academy vous offre ce petit livre des anciennes
présélections et des exercices types. 1l est donc scindé en trois (03) chapitres : la présentation
des écoles statistique africaines; les anciens sujets de présélection et le MENSA QUIZ.

Vous retrouverez des présélections des pays suivants :

— Cameroun;

— Cote d’Ivoire ;

— Sénégal;

— Tchad;

~

— Congo;

— Burkina-Faso.

Vous retrouverez des exercices du MENSA QUIZ des chapitres suivants :
— Analyse combinatoire ;

— Intégration sur des intervalles compacts;

— Suites numériques ;

— Fonctions usuelles ;
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— Développements limités ;

— Calcul des probabilités;

— Variables aléatoires discretes.

il
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Chapitre 1

Présentation des Ecoles de Statistique

Africaine

1.1 Généralités

Le Réseau des Ecoles de Statistique Africaine (RESA) est constitué de quatre écoles :

— LInstitut Sous-régional de Statistique et d’Economie Appliquée - ISSEA de Yaoundé
(Rue Pasteur).

— L’Ecole Nationale de Statistique et d?Economie Appliquée - ENSEA d’Abidjan (Avenue
des grandes écoles, campus de Cocody)

— L’Ecole Nationale de Statistique et de ’Analyse Economique - ENSAE de Dakar (Im-
meuble ANSD, Rocade Fann Bel-Air Cerf-Volant)

— L’Ecole Nationale d’Economie Appliquée et de Management - ENEAM de Cotonou !

~

Il faut donc dire que le Cameroun, la Cote d’Ivoire, le Sénégal et le Bénin représentent
I’Afrique francophone dans la formation officielle les statisticiens africains (Techniciens, Ana-
lystes et Ingénieurs). Le réseau pourrait davantage s’€largir en fonction de la demande, du contexte
et de la conjoncture.

A la téte de ces €coles, se trouve le Centre d’Appui aux Ecoles Statistiques Africaines (CA-

PESA) dont le siege est en France, a Bruz (Campus de Ker Lann - 51 rue Blaise Pascal). La
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Direction est assurée en ce moment par : Frédéric LAVANCIER, Responsable des concours et

Laure MIAMBAYE LOUNGOUMOUKA, Secrétaire.

1. ENEAM de Cotonou a rejoint le RESA depuis 2020 et forme les Ingénieurs Statisticiens Economistes

Options Economie et Maths.
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1.2. LAPOLOGIE ET LA BOURSE OCTROYEE 3

Le CAPESA a pour premiére responsabilité ’organisation des concours d’entrée aux écoles
qui, pour leur part, assurent depuis de nombreuses années la formation des statisticiens : Ingé-
nieurs Statisticiens Economistes (ISE) et ITS (Ingénieurs des Travaux Statistiques ou Ingénieurs
de I’Application de la Statistique - IAS).

Récemment, les cycles ITS (niveau Baccalauréat) et ITS (options Maths et Economie en
BAC+2) ont été supprimés. Donc, ces cycles n’existent plus et seuls les cycles suivants seront
valorisés par le CAPESA :

— ISE : Ingénieurs Statisticiens Economistes ;

— AS : Analystes Statisticiens.

Pour ces cycles ISE & AS, il convient d’expliciter les exigences suivantes :

Seuls les candidats ayant une licence en Economie ou en Mathématiques et au plus 26 ans
révolus peuvent présenter le concours ISE (classique) c’est-a-dire trois (03) ans de formation.

Seuls les candidats ayant un Baccalauréat scientifique et au plus 22 ans révolus peuvent
présenter le concours ISE (cycle long) ¢’est-a-dire, cing (05) ans de formation.

Seuls les candidats ayant un Baccalauréat scientifique et au plus 22 ans révolus peuvent
présenter le concours AS : trois (03) ans de formation.

Rappelons que les épreuves au concours des cycles ISE cycle long et AS sont identiques.
Le candidat, lors de la constitution de ses dossiers devra faire un premier choix puis un second
malgré le fait que cela ne garantisse pas son admission définitive dans le cycle préalablement
choisi?. Nonobstant, a la présélection, les'candidats sont classés en fonction de leur premier
choix.

Chaque année, les différents centres d’Afrique (au moins 20 centres) accueillent pres de

~

3500 étudiants (Cameroun, Gabon, Thad, Burkina-Faso, Mali, Cote d’Ivoire, Bénin, Sénégal,
Madagascar, Congo, Togo etc.) et au plus 3% de candidats seulement parviennent a réussir. En

conséquence, se préparer est une chose mais savoir se préparer en est une autre.

1.2 L’apologie et la bourse octroyée
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Les Ecoles de Statistique Africaine (ESA) font partie des meilleurs écoles en Afrique voire

dans le monde. La matiere grise, I’intelligence, 1’ardeur, la persévérance, I’acharnement et sur-

tout le travail sont le chemin pour adhérer ces écoles dont, la renommée est tellement fait peur,

2. Seuls le CAPESA et les membres du jury pourront apprécier - en fonction des notes du candidat.
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4 CHAPITRE 1. PRESENTATION DES ECOLES DE STATISTIQUE AFRICAINE

au sens ou seuls les plus forts réussissent.

La particularité avec ces écoles est I’environnement. Déja, tous les étudiants sont tres bien
habillés (costume, chemise, cravate et paire de chaussures pour les hommes et tailleur pour les
filles), rien de plus beau de fréquenter dans une école ou I’habillement fait partie intégrante de la
formation des Ingénieurs de haut niveau. Le fait de cotoyer les meilleurs enseignants, les anciens
étudiants chargés parfois des cours est une grace énorme.

L’ISSEA est un Institut, spécialisé de la CEMAC constitué de 6 pays qui assurent a
eux tous I’investissement important dans la formation des statisticiens. Cela implique une
totale gratuité des frais de formation pour les lauréats puisque chaque pays de la sous-
région CEMAC assure les frais de formation de ses lauréats. Au Cameroun par exemple,
c’est le Ministére de la Planification et de ’Aménagement du Territoire (MINEPAT) qui
s’en charge en affiliation avec le Ministére des Finances (MINFI) qui décaisse les fonds
pour en assurer, idem pour la bourse des étudiants.

I’ISSEA est donc une école de bourse et les étudiants ne recoivent que leur bourse en fin
d’année (juin ou juillet au plus tard). Le montant de la bourse varie en fonction de la conjoncture
économique : 2,2 millions, 1,4 million, 1 million, 800 mille.

Iy aplusieurs avantages dans les ESA : le transport des étudiants, I’acces a la bibliotheque, le
logement, le divertissement a I’instar du voyage pour 2 ou 3 jours dans quelques sites attrayants.

Il faut comprendre que ’octroie de la bourse n’est automatique. Certains organisations telles
que la Banque Mondiale financent la bourse a certains lauréats de certains pays (Comme ce fut
(c’est) le cas du Congo et du Tchad). En général, ce sont les gouvernements des différents pays et

les Instituts de la statistique et d’économie qui financent la bourse et le logement aux différents

~

lauréats (Burkina-Faso, Cameroun etc.)

Il n’est pas exempt que les lauréats puissent adresser une demande de bourse aux instituts
liés a la statistique, aux Organisations Internationales comme la Banque Mondiale et 1a Banque

Africaine de Développement etc.

1.3 “ Des controverses ...
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L’initiation du projet de la formation des statisticiens est ancienne. Pour plus de visibilité, de
transparence et d’équité, le CAPESA assure le grand jury. L’objectif réel est de promouvoir le

développement du continent africain. Mais seulement, le métier n’est pas encore véritablement
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1.4. LES MATIERES AU CONCOURS 5

connu. Certaines structures pensent s’en passer du statisticien (et/ou des économistes) mais le
passé finit toujours par les rattraper. Le recrutement des statisticiens doit donc se faire chaque
année a une masse importante afin de conquérir ces structures qui mystifient encore le role et la
place du statisticien.

Cen’est qu’al’étranger que le métier de statisticien est véritablement connu et ¢’est d’ailleurs
I’un des métiers les plus convoités et les plus chers au monde. La réticence des diplomés envers
les ministeres qui les integrent, est parfois compréhensive. Ainsi, moult de ces diplomés pré-
ferent aller dans d’autres horizons pour faire parler leur talent a des taux de salaire extraordi-
naires.

Au Cameroun, ¢’est un fait. Raison pour laquelle les recrutements entre 2020 et 2022 ont été
tres serrés et continuent de 1’étre. Le nombre de places demandé par le gouvernement est si peu
que le CAPESA se voit de prendre davantage de lauréats tout en faisant la distinction : boursiers
et non boursiers. Cette distinction permettra juste aux boursiers de percevoir leur bourse en
fin d’année et d’étre intégrés. Rappelons tout de méme que 1’intégration n’est pas une fin en
soi, beaucoup de ces boursiers pourraient d*ailleurs traverser la mer pour "valoriser" le métier.
Aussi, le gouvernement ne pourra délaisser les non boursiers, il y aura forcément un moyen de
les intégrer.

La valorisation du métier de statisticien ne se fait pas toujours a 1’étranger. Il faut tout sim-
plement envahir les structures en rapport avec la statistique ou I’€conomie et faire les preuves.
Le fait de voyager laisse un creux terrible et le métier ne pese plus. L’effectif est donc une chose
tres importante : plus il est fort, plus la visibilité s’accroit et plus, le nombre de places sera revu
a la hausse car, il y aura une tres forte demande. Dans les ministeres, certains se plaignent qu’il

n’y a pas de travail et donc, la mort du génie est imminente. Les ingénieurs sont ceux qui ap-

~

portent du nouveau, qui congoivent, qui créent et qui innovent. Donc, pensez toujours a innover,

le travail viendra forcément et vous vous remarquerez positivement dans toute 1’humilité.

1.4 Les matiéres au concours

1.4.1 1ISE Long/AS
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La réussite définitive d’un candidat passe par deux phases :
— une phase de présélection;

— une phase de sélection.
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6 CHAPITRE 1. PRESENTATION DES ECOLES DE STATISTIQUE AFRICAINE

La premiere consiste a présélectionner un nombre définis (100 a priori dans chaque cycle :
ISE Long ou AS) de candidats qui subiront les épreuves de sélection, proposées par le CAPESA.

Le nombre de présélectionnés dépend du nombre total de candidats et du nombre a recruter.
Donc, il est possible que 1’Institut ou le Ministere en charge, prenne moins de 100 dans chaque
cycle. Il faut donc étre parmi les 50 au plus pour espérer braver les épreuves finales?.

Il n’y a qu’une seule épreuve de Mathématiques pour le test de présélection, d’une durée de
4 heures. Le programme de cette épreuve est celui de la terminale scientifique (série C). Les
chapitres clés pour cette épreuve sont les suivants :

— Les ensembles ;

— Le raisonnement logique (récurrence, absurde, contraposée) ;

— Les nombres complexes ;

— Les suites numériques ;

— L’étude des fonctions ;

— L’analyse combinatoire ;

— Le calcul des probabilités (chapitre cl€);

— Primitives et calcul intégral ;

— Les équations différentielles ;

— Un peu de polyndmes et de géométrie.

Apres avoir été présélectionné, le candidat subira les épreuves de sélection suivantes en deux

jours (deux épreuves par jour).

Premiére Maths | Ordre Général | Deuxiéme Maths | Contraction de texte

Coef. 30 15 30 15

~

Durée 4 heures 3 heures 3 heures 3 heures

1.4.2 ISE Option Mathématiques

En général, il n’y a pas d’épreuve de présélection ici étant donné du nombre parfois faible
de candidatures. Aussi, I'Institut ou le Ministere en charge ne se voit pas organiser un test de

présélection sur 150 ou 170 candidats pour apres, éliminer 50 ou 70; les couts pourraient étre
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importants. Toutefois, si le nombre de candidatures est révisé a la hausse les prochaines années

3. Rappelons que le CAPESA ne demande pas plus de 100 a 150 candidats pour ces cycles ISE long et AS.
Chaque pays devra donc enclencher la phase de présélection lorsqu’il y a potentiellement assez de candidatures

(relativement).

Tel. (+237) 655 33 30 73/ 671 54 41 22 WWW. mensa-academy.com



1.5. UN MOT SUR LES LAUREATS

(300, 350 voire 500 candidats), un test de présélection s’imposerait indubitablement.

Cependant, les épreuves a braver pour la phase finale sont consignées dans le tableau :

Ordre Général

Premiére Maths

Deuxiéme Maths

Contraction de texte

Coef.

15

40

30

15

Durée

4 heures

4 heures

4 heures

3 heures

1.4.3 ISE Option Economie

La premiere composition de Maths a ce niveau est filtrante et toute note inférieure ou égale

a 5 est éliminatoire. Veuillez donc éviter de ne pas étre parmi ceux-la!

Ordre Général | Premiére Maths | Economie | Deuxiéme Maths
Coef. 15 30 35 20
Durée 4 heures 4 heures 4 heures 3 heures

1.5 Un mot sur les lauréats

La correction des copies se fait sans signe distinctif entre les filles et les garcons. Le clas-
sement est fait en fonction des pays et ¢’est'sur cette base que les meilleurs sont sélectionnés.
Les délibérations visent non seulement a avoir un quota de filles mais aussi, a équilibrer les
nationalités dans les différentes écoles. Les délibérations visent enfin a répondre aux questions
suivantes : doit-on faire échouer le candidat X de la nationalité Y et faire réussir le candidat Z de

la nationalité T alors qu’il y a'un écart considérable entre les deux ? Etant donné du niveau trés

~

élevé des candidats de la nationalité Y, doit-on prendre conséquemment de places au détriment
de quelques places des candidats de la nationalité T ? Si oui, combien doit-on prendre ? Combien

de places 'ISSEA ou I’ENSEA par exemple est apte a accueillir ? etc.

1.6 Les débouchés
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Un Ingénieur Statisticien Economiste, un Ingénieur des Travaux Statistiques ou un Analyste

Statisticien sont des métiers auxquels il est impossible de chomer. Des Directeurs et des Mi-
nistres Statisticiens, formés par les ESA sont nommés presque chaque année. Nonobstant, un

diplome des ESA peut travailler comme Cadre Supérieur ou moyen dans toutes les structures en
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8 CHAPITRE 1. PRESENTATION DES ECOLES DE STATISTIQUE AFRICAINE

rapport avec la statistique, les Organisations internationales ou les Ministeres etc. : Organisa-
tions Internationales et Nations Unies (FMI, Banque Mondiale, Banques Centrales, Banques
Commerciales, PNUD, OMC, CENUCED, UNICEF, ...), Ministéres (Ministére de I’Economie,
des Finances, de la Santé, de I’Education, ...), Structures (ORANGE, MTN, CAMTEL, Crédit
Foncier, ...), Instituts de la Statistique (INS, ENSEED, ...). La liste est trés exhaustive !

1.7 Un outil d’aide a la prise de décision

Le Statisticien (et/ou économiste) mene des études purement quantitatives visant a modéliser
plusieurs processus du systeme économique ; il peut s’agir des études statistiques purement des-
criptives ou des études économétriques. Le décideur se base généralement sur I’ensemble des
résultats trouvés des lors vulgarisés. L’homme politique peut se demander si le niveau actuel
d’inflation ou de chOmage peut €tre soutenable ... le statisticien doit donc procéder a une étude
approfondie pour répondre a cette question, suivie des recommandations viables et pertinentes.
Que ce soit dans le domaine de la santé, du sport, de la banque, des finances, des télécommunica-
tions, des travaux publics, de 1’agriculture, de I’éducation etc., la place du statisticien n’est plus
a débattre. Les Organisations Internationales telles que le FMI, la Banque Mondiale, I’OMC,
le PNUD, I’'OMS, I’'UNICETF, etc. reconnaissent la valeur du statisticien qui, sans lui, il serait
impossible de développer des secteurs clés. Le statisticien est enfin amené a faire des études de

marché, a suivre le cours des activités, a faire des prévisions, a détecter les défauts du systeme,

~

a repérer les éventuelles limites ou barrieres qui pourraient freiner les activités... Il n’est pas

seulement un technicien, mais un théoricien et un vrai manager.
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Chapitre 2

Anciens sujets de présélection

Ce chapitre présente brievement quelques anciens sujets de présélection des différents pays
a l'instar du Cameroun, du Sénégal, de la Cote d’lvoire, du Tchad, du Congo et du
Burkina-Faso. L'idée ici est de pouvoir s'exercer. le maximum possible afin étre parmi les

meilleurs au test de présélection.

Sujet de présélection de 2025 - Cameroun

Exercice n°1

e | . o
1 est un 1maginaire pur.

1. Soit z € C — {1} tel que |z| = 1. Montrer que

2. Soit § €]0, 2z et n' €N, caleuler )’ C¥cos(kf) et Y’ C¥ sin(k).
k=0 k=0

3. Soitw =1 +1.

(a) Déterminer les racines carrées de w sous la forme a + ib avec a et b réels.
(b) Calculer le module et I’argument de w.

(c) Calculer la valeur de cos(x/8) et de sin(z/8).

1

4. Calculer la limite des suites de terme général : H (1 + E) etv, = % 2 — sin (k—ﬂ>

k=1 n k=1

5. Soit f la fonction de [O, %] vers [0, 1] définie par : f(x) = sinz(x).
(a) Démontrer que f admet une fonction réciproque f~'.

(b) Déterminer I’ensemble sur lequel f~! est dérivable et déterminer sa dérivée.

9
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10 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

6. (a) Démontrer la formule de Leibniz sur le calcul des dérivées n-ieme : (f.g)™ (x) =

2 P8P ().
k=0

(b) Calculer la dérivée n-ieéme de la fonction A(x) = x’e**.

Exercice n°2

On considere, pour tout n € N*, la fonction polynomiale P, : [0, 4+oco[— R définie pour tout
x € [0, +oo[, par :
2n

(—l)kxk x2 —x2n—1 x2n
P,(x) = =-x+=+..+ g
) ; Kk ) -1 2n

Partie A : Etude des fonctions polynomiales P,.
x2n _
1. Montrer, pour tout n € N* ettout x € [0, +-00[ : P/(x) = T
X

2. Etablir, pour n € N*, les variations de P, sur [0, 4oo[ et dresser le tableau de variations

de P,.

ol P! désigne la dérivée de P,

3. Montrer, pour tout n € N* : P (1) < 0.

. 1 X
4. (a) Vérifier, pourtoutn € N¥ettout x'€ [0,+co[: P, (x) = P, +2n+1<_ n >
(a) Vérifier, pour toutn ettoutx € [0,4+oc0[: P, (x) = P,(x)+x e —

(b) En déduire, pour tout n € N*: P (2) > 0.

5. Montrer que, pour tout n € N*, I’équation P,(x) = 0, d’inconnue x € [1, +oo[, admet

une solution et une seule notée x,, et que : 1 < x, < 2.

~

Partie B : Etude de la suite (x,).

4 X 2n _
6. Etablir, pour tout n € N* et tout x € [0, +oo[ : P (x) = J tt m 11
0
"xn t2n -_ 1 1 1 —_ t2n
7. En déduire, pour tout n € N* : dt = J dt
J1 r+ 1 0 t+ 1

8. Démontrer, pour tout n € N* et tout t € [1,400[ : 1" — 1 > n(t* — 1).
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"Xn 2n
L -1
9. En déduire, pour tout n € N* :

— dtzg(xn—l)z,puis:0<xn—1<
J1

10. Conclure quant a la convergence et a la limite de la suite (x,,),cys-
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Exercice n°3

Une urne contient 3 boules vertes, 4 boules rouges et 5 boules bleues. On tire au hasard et

simultanément deux boules de ’urne.

1. (a) Quelle est la probabilité de tirer deux boules vertes ?

(b) Quelle est la probabilité de tirer deux boules de couleurs différentes ?

2. Lorsqu’on tire une tire une boule, on marque un point; lorsqu’on tire une boule rouge, on
perd un point; lorsqu’on tire une boule verte, on marque z€ro point. On désigne par X le
nombre de points marqués.

(a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X .

(b) Calculer I’espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire X .

Exercice n°4

Onnote f : R — R1’application définie, pourtoutx € R, par: f (x) =< €*—1

Partie I : Etude d’une fonction

1. (a) Montrer que f est continue sur R.
(b) Justifier que f est de classe C' sur ]—co; O[ et sur ]0; +oo[ et calculer f’ (x) pour tout
x parcourant I’intervalle |—oo; O[ U ]0; +o0[.

(c) Etudier la dérivabilité de fenO.

2. (a) Etudier les variations de I’application u : R — R, définie, pour tout x € R, par
ux)=(1-x)e* -1

(b) Montrer : Vx eR, f'(x)<0.

(c) Déterminer les limites de f en —oo et en +00

Dresser le tableau des variations de f.
(d) Montrer que la courbe représentative de f admet une droite asymptote, qd x - —oo.

(e) Tracer I’allure de la courbe représentative de f.
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12 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Partie II : Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f

On considere la suite (u,) ., définie par u, = 1 et, pour tout n € N, u,,, = f (u,).

3. Montrer que f admet un point fixe et un seul, noté a, que 1’on calculera.

4. (a) Etablir : Vx € [0;+oo[, e¥ —2xe* =120
2x _ x _
(b) Montrer : Vx € 10; +ool, f’(x)+l= ¢ 2xe > !
2 2(ex—1)
(c) Montrer : Vx € [0; +ool, —% <fl(x)<0
(d) Etablir : vheN, |u,, —af < % |u, — |
5. En déduire : vneN, |u,—a| < %(1 —a)

6. Conclure que la suite (un) converge vers «a.
ne

N

Partie I1I : Etude d’une fonction définie par une intégrale

Onnote G : R — R I'application définie, pour tout x € R, par :

2x

G(x)=J f () dt

X

7. Montrer que G est de classe C! sur R et que, pour tout x € R :

x (3 =¢%)

i 0
& %) = g S
1 six=20
8. (a) Montrer : Vx € [0;+00[, 0 <SG (x) < x f(x).
En déduire la limite de G en +co.
(b) Montrer : Vx € |-0;0], G(x) < x f(x).

En déduire la limite de G en —c0.

9. Dresser le tableau des variations de G. On n’essaiera pas de calculer G (In 3).

Sujet de présélection de 2025 - Cote d’Ivoire

Exercice n°1

La figure suivante représente un rectangle découpé en carrés. Calculer la longueur L et la

largeur 1 de ce rectangle sachant que le petit carré noir a son coté qui mesure 4 cm.
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Indications possibles :
— Poser x égal au coté de ’'un des carrés autour du carré noir;
— Ecrire le c6té de chacun des autres carrés en fonction de x puis déduire x par résolution

d’équation.

Exercice n°2

Dans un stand de tir, un tireur effectue des tirs successifs pour atteindre plusieurs cibles. La

probabilité que la premiere cible soit atteinte est N
, . 3 b : : 3
Lorsqu’une cible est atteinte, la probabilité que la suivante le soit est 7

Lorsqu’une cible n’est pas atteinte, la probabilit¢ que la suivante soit atteinte est %
On note, pour tout entier naturel n non nul :

— A, I’événement « la n-icme cible est atteinte » ;

— A, I’événement « la n-iéme cible n’est pas atteinte » ;

— a, la probabilité de I’événement A, ;

~

— b, la probabilité de I’événement A,,.

1. Donner a; et b,. Calculer a, et b, (on pourra utiliser un arbre pondéré).

3 1 .
2. Montrer que, pour toutn € N* : aq, | = 7% + Eb" ;puisque a,, | = %an + %
. N S . 2
3. Soit (U,,) la suite définie, pour tout entier naturel #» non nul, par U, = a, — 3

(a) Montrer que la suite (U,) une suite géométrique. On précisera la raison et le premier
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terme U, .

(b) En déduire I’expression de U, en fonction de n, puis I’expression de a, en fonction

de n.

(c) Déterminer la limite de la suite (a,).
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14 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

(d) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que a, = 0, 6665.

Exercice n°3

Soit A = (\/5 + i)" ol n est un entier naturel et i = —1.

1. Déterminer les valeurs possibles de I’entier naturel » pour que A soit un nombre réel.

2. Déterminer les valeurs possibles de I’entier naturel n pour que A soit imaginaire pur.

V3

3. On appelle j = —% + iT'

(a) Résoudre dans C, I’équation X° = 1 (donner les solutions sous forme algébrique et
trigonométrique).
(b) Montrer que j = j.
1 _ 2

(c) Montrer que j~ = j-°.

(d) Montrer que 1+ j + j* = 0.

Exercice n°4

Dans une boulangerie, les baguettes sortent du four a une température de 225°C.

On s’intéresse a 1’évolution de la température d’une baguette apres sa sortie du four. On
admet qu'on peut modéliser cette évolution a 1’aide d’une fonction f définie et dérivable sur
Iintervalle [0; +oo[. Dans cette modélisation, f(¢) représente la température en degré Celsius
de la baguette au bout de la durée ¢, exprimée en heure, apres la sortie du four.

Ainsi, f(0,5) représente la température d’une baguette une demi-heure apres la sortie du

~

four. Dans tout I’exercice, la température ambiante de la boulangerie est maintenue a 25°C. On

admet alors que la fonction f est solution de 1’équation différentielle y’ + 6y = 150.

1. (a) Préciser la valeur de f(0).
(b) Résoudre I’équation différentielle y' + 6y = 150.

(c). En déduire que pour tout réel t > 0, on a f(r) = 200e~® + 25.
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2. Par expérience, on observe que la température d’une baguette sortant du four :

— décroit;
— tend a se stabiliser a la température ambiante.

La fonction f fournit-elle un modele en accord avec ces observations ?
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3. Montrer que I’équation f () = 40 admet une unique solution dans [0; +oo[.

Pour mettre les baguettes en rayon, le boulanger attend que leur température soit
inférieure ou égale a 40°C. On note T}, le temps d’attente minimal entre la sortie du four
d’une baguette et sa mise en rayon.

On donne la représentation graphique de la fonction f dans un repere orthogonal.

4. Avec la précision permise par le graphique, lire 7;. On donnera une valeur approchée de

T, sous forme d’un nombre entier de minutes.

[Tempdérature en degrd Celsius

Sujet de présélection de 2025 - Sénégal

Exercice n°1

p=n
1. Démontrer, par récurrence sur a1, que Z pip+ DHR2p+1) = %n(n + 1)*(n +2).

p=1
2. Une urne contient trente boules, parmi lesquelles n sont rouges, n + 1 sont blanches et le

reste constitué de boules vertes.
(a) Déterminer le nombre maximal, N de boules rouges que peut contenir I’urne.
(b) On effectue trois tirages successifs d’une boule que 1’on remet dans I’urne apres avoir
noté sa couleur.
i. Calculer le nombre de tirages donnant, dans cet ordre : une rouge, une blanche,
une blanche.
ii. Calculer le nombre de tirages donnant une boule rouge et deux boules blanches,

sans tenir compte de 1’ordre des tirages.

(c) La méthode de tirage étant la méme qu’en (2)(b) et N la valeur trouvée au (2)(a).
Soit d, le nombre de tirages donnant les deux couleurs : rouge et blanche. Calculer

d, puisd,, pourtoutn e Ntelque2 <n < N.
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16 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

n=N
3. Calculer ) d,.
1

n=

Exercice n°2

k=n
Soit p € N* fixé. On considere la suite de terme général U, = , pour n € N*.
p g o kg‘) TP
1. On suppose p > 2. Montrer que lim U,, = 0. (On pourra chercher un encadrement de

n—+o0o

U,.)

2. On suppose p = 1. Etudier le sens de variation de la suite (U,,.),s)- En déduire sa nature.

k=n
3. Soit la suite (V, définie par: V, = sin( )
( n)n>1 p n ;) I’l+k

3
, . X .
(a) Montrer I’encadrement suivant : x — Y <sin(x) < x, pour x €R,,.

(b) En déduire que (V,),, converge vers la méme limite que la suite (U, ),

4. On se propose de calculer le réel £ €gale a la limite commune aux deux suites (V)),5, et

(Uy,),51- Soit f une fonction définie sur [0, 1] telle que f(0) = 0, dérivable a droite en

k=n
0.Onpose: f}(0) =a €R et S,(/) = ./ <L>,pourn e N,
= n+k

(a) Montrer que lim nf (l) = a. En déduire que : lim S, (f) = alim (U, ).

n—+0o n

(b) Retrouver les résultats du (1) et du (3)(b).

(c) Calculer la valeur de 7.

Exercice n°3

Soient n € N et f, la fonction définie sur [0, 1] par f,(x) = x”+%(1 - x)%. On note (C,) la
courbe représentative de f, dans un repere orthonormal du plan.
1. Donner la nature de (C,)) et préciser ses éléments caractéristiques.
2. On suppose n > 1.
(a) Etudier les variations de o
(b) Préciser la valeur du maximum de f, ainsi que sa limite quand x — +o0.
3. (a) Soientx € [0,1]etn € N. Etudier le signe de f,,;(x) — f,(x).
(b) En déduire les positions relatives des courbes (C,) et (C,,, ;).

(c) Construire, dans un méme repere, les courbes (C,), n =0, 1, 2.
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Exercice n°4

. s ) 2
1. On considere la fonction g : x — 2x + 1 — —cotan(zx). Pour tout n € N, on note par
b4

g, larestriction de g a I'intervalle ouvert |n, n + 1[.

(a) Déterminer D, I’ensemble de définition de g.
(b) Démontrer que, pour tout n € N et pour x €]n,n+ 1[, on a: g,(x) = g,(x — n) + 2n.
(c) Dresser le tableau de variation de g, puis celui de g,, n > 1.

(d) Démontrer que g, est une bijection. En déduire le nombre de solutions de I’équation :

g,(x) = 0dans Jn,n + 1[.

2. On considere la fonction f : x — % [1 — (2x + 1)cos(zx)]. On désigne par (C) sa

courbe représentative dans le plan.

(a) Démontrer que, pour tout réel x € D, on a: f'(x) = % sin(zx)g(x).

(b) En utilisant la question (1), établir, pour tout n € N, le tableau de variation de f
sur ’intervalle fermé [n, n + 1]. On distinguera les cas : n pair et n impair. On ne

cherchera pas a calculer la valeur de I’extrémum de f sur cet intervalle.
(c) Démontrer que Vx € R, on a —%x < flx) < %x iF %

(d) Tracer la courbe (C) correspondant a x € [0, 5].

Sujet de présélection de 2024 - Cameroun

Exercice n°1

1. Montrer que pour tout x € [0, +oo[,0on a: |\/2 +x - 2| < 1 |x —2]|.
24/2
2. (a) Calculer I =J e* cos(x)dx.
0
(b) Trouver a, b € R, vérifiant - ,_ b
’ ’ cos2(x) 1—sinx 1+4+sinx
\ . 2 dx
(¢) En déduire la valeur de J = J .
o COSX
3. Enappliquant la méthode des rectangles a la fonction appropriée, calculer lim ( 1+ k
n—+oo n

4. (a) Soit z = a + ib un nombre complexe. Déterminer le module et I’argument de e’z

(b) En utilisant la formule d’Euler, résoudre dans C I’équation cos z = 2.
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18 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

5. Vous étes directeur de cabinet du ministre de la santé. Une maladie est présente dans la
population, dans la proportion d’une personne malade sur 10000. Un responsable d’un
grand laboratoire pharmaceutique vient vous vanter son nouveau test de dépistage : si
une personne est malade, le test est positif a 99%. Si une personne n’est pas malade, le

test est positif a 0, 1%. Autorisez-vous la commercialisation de ce test ?

Exercice n°2

Partie A

Pour cette partie, on rappelle qu'une fonction f est n-fois dérivable si ses dérivées succes-
sives existent jusqu’a I’ordre n et on note f™ la dérivée n-iéme de f.

On rappelle que f® = ( f(n—l))’ '

1. On consideére la fonction g(x) = 1+ 5 (a,b) € R* X R.
!
Démontrer que Vn € N* et Vx eD... ¢™(x) = (—a)'— .
q el N
2. On considére la fonction f(x) = ;2, trouver a, f, u, v € C tels que f(x) = 4 +
v 1+ x X—a
x—p

3. En déduire I’expression de f ?(x).

4. Déterminer les solutions de I’équation f"(x) = 0.
Partie B

Pour toutentier n > 2, soit la fonction f, définie sur [0; +oo[ par f,(x) = x" + x4
et xXr+x=1.

5. Montrer que I’€quation f,(x) = 0 posséde une unique solution dans I’intervalle [0; +oo[.

On note cette solution a,,.
6. (a) Montrer que pour toutn > 0, f,.,(a,) =0.
(b) Montrer que (a,),cy €st décroissante.

(c) Endéduire que (a,),cy converge.
3 1+ ( an)n+l

7. Montrer que pour tout n > 2, a, >

. On pourra utiliser I’égalité suivante :
n n+1

Z:i

k=0 l—¢
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8. On pose b, = (a,)"*!. Calculer la limite de (b,) En déduire la limite de (a,,)

neN- neN*

Exercice n°3

Un fournisseur livre deux catégories de cibles C, et C,. Dans chaque livraison figurent 20%

de cables C, et 80% de cables C,.

Les parties A et B sont indépendantes

Partie A

Dans cette partie, aucun calcul approché n’est demandé. On préleve, au hasard 4 cables dans

une livraison de 50 cables. Préciser la probabilité de chacun des évenements suivants :

1. E ="les 4 cables sont du type C, ";

2. F="1 cable est du type C, et 3 sont du type C, "; 8item G =" au moins 1 céble est du

type C, ".

Partie B

Dans cette partie, on préleve un cable dans une livraison, on note son type et on le remet dans

le lot. On réalise n fois cette expérience € et on note X le nombre de cables du type C, obtenus.

1. On suppose que n =4. Les résultats seront donnés a 10~* pres.

(a) Calculer la probabilité d’obtenir 2 cables du type C,.
(b) Calculer la probabilité d’obtenir au moins un céble de type C,.

(c) Calculer I’espérance E(X).
2. Dans cette question, n est inconnu.

(a) Exprimer P(X > 1) en fonction de n.

(b) Combien de fois faut-il réaliser I’expérience € pour étre stir a 90% d’obtenir au moins

un cable C, ?
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20 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Exercice n°4

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur ]0, +oo[ par :
Vx €]0,+00[, [f(x)=x—In(x).

Partie I : Etude de la fonction f

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en O et en +oo.

2. Montrer que I’équation f(x) = 2, d’inconnue x €10, +oo[, admet exactement deux so-

lutions, que I'on note a et b, tellesque 0 < a < 1 < b.

3. Montrer : b € [2;4]. On note In(2) = 0, 7.

Partie II : Etude d’une suite

Onpose:uy=4etVneN, u, , = In(u,) + 2.
1. Montrer que la suite (u,,),cy €st bien définie et que 'ona: Vn € N, u, € [b, +ool.
2. Déterminer la monotonie de la suite (u,),oy. En déduire qu’elle converge et préciser sa
limite.

3. (a) Montrer:Vn e N, u,,; — b < %(un — b).

1
n—1 :

Partie III : Etude d’une fonction définie par une intégrale

(b) Endéduire : Vn €N, 0 <u, =b <

On note ® la fonction donnée par :

2x

I
PL0 = J o

1. Montrer que ® est bien définie et dérivable sur ]0, +oo[, et que I’on a :

In(2) — In(x)

Vx €10, ool N = B — In2x)

2. En déduire les variations de @ sur ]0, +oo[.
3. Montrer: Vx €]0, +oo[, 0 < ®(x) < x.

4. (a) Montrer que @ est prolongeable par continuité en 0.

On note encore @ la fonction ainsi prolongée. Préciser alors ®(0).
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(b) Montrer : lir% d'(x) =0.
On admet que la fonction @ est alors dérivable en 0 et que ®’(0) = 0.

5. On donne ®(2) ~ 1, 1 et on admet que lim x+oco®(x) = In(2) = 0, 7.
Tracer I’allure de la courbe représentative de @ ainsi que la tangente a la courbe au point

d’abscisse 0.

Sujet de présélection de 2024 - Cote d’Ivoire

Exercice n°1

1. Déterminer I’entier naturel » tel que : \3/ 45 — 29\/5 = n\/i.
2. Calculer : {/45 —29V2+ \3/45 +291/2.

Exercice n°2

Un capital C est partagé en deux parts C, et C,. La somme C, est placée a 4% d’intéréts par
an, la somme C, a 5% d’intéréts paran. Au bout d’un an, les intéréts représentent au total 250

000 F.

Si on avait placé le capital C-a 4%, on aurait obtenu 220 000 F d’intéréts au bout d’un an.
1. Calculer le capital C.

2. Calculer les sommes C, et C,.

Exercice n°3

On donne dans le plan trois points A, B et C distincts non alignés. Une urne U contient six
boules indiscernables au toucher portant les nombres : —2; —1;0; 1; 2 et 3.

Une urne V contient cinq boules indiscernables au toucher ; quatre boules portent le nombre
1 et une boule le nombre —1.

On tire au hasard une boule de chacune des urnes. On note a le nombre lu sur la boule tirée

de U et g celui lu sur la boule tirée V.
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22 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

1. Justifier que les points pondérés (A, a), (B, p) et (C,4) admettent un barycentre. On le

note G.

2. (a) Déterminer la probabilité de chacun des évenements suivants :
— E, : G appartient a la droite (BC).

— E, : G appartient au segment [ BC].

(b) Montrer que la probabilité de I’évenement E; : "G est situé a I'intérieur du triangle

AN

N . s 2
ABC et n’appartient a aucun des cotés" est égale a : 5

3. Soit n un entier naturel non nul. On répete n fois dans les mémes conditions 1I’épreuve
qui consiste a tirer une boule de chacune des urnes U et V puis a considérer le barycentre

G de la question 1.
On désigne par X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de réalisations
de I’évenement E;.
(a) Déterminer I’entier n pour que I’espérance mathématique de la variable aléatoire X
soit égale a 4.

(b) Déterminer le plus petit entier » pour que la probabilité d’avoir au moins un des ba-

rycentres situés a I’intérieur du triangle A BC soit supérieur ou égale a 0,999.

Exercice n°4

n +3(n+2)

Soit (u,) la suite définie sur N* par: u; = 1l etu, | = mun Xt D
n n

1. Démontrer que la suite (u,) est majorée par 3.

2. Etudier le sens de variation de la suite (u,).

3. En déduire que la suite (u,) est convergente.

4. On considere la suite (v,) définie sur N* par: v, = n(3 —u,).

(a) Prouver que cette suite est une suite géométrique. Préciser son premier terme et sa
raison.
(b) Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.

(c) Calculer la limite de la suite (u,,).
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Exercice n°5

On souhaite étudier I’évolution au cours du temps de la concentration d’un médicament dans

le sang par voie intraveineuse et par voie orale.

I. Soit a une constante réelle strictement positive. On considere I’équation différentielle

(E)) : Y(t) = ay(t), ou y est une fonction définie pour tout réel 7.

1. Déterminer la solution générale de (E)).

2. On appelle Q la solution de (E,) vérifiant Q(0) = 0, 6. Déterminer 1’expression de
0.

3. Calculer la limite de Q en +o0. Dresser le tableau de variation de Q sur [0; +oo].

4. A l'instant ¢+ = 0, une dose du médicament est injectée dans le sang par voie in-
traveineuse. La substance se répartit instantanément dans le sang, ce qui donne une
concentration initiale de 0, 6mg/ L et est ensuite progressivement éliminée.

Pour tout ¢ > 0, la concentration de médicament, en mg/ L, présente dans le sang
a ’instant 7 (exprimé en heures) est égale a Q(¢) trouvée a la question 2.

Au bout d’une heure, la concentration de médicament présente dans le sang a

diminué de 30%.

a. Calculer a.

b. Le médicament reste efficace tant que sa concentration reste supérieure a0, lmg/L.

Déterminer le temps d’efficacité du médicament.

€

N~

N | =

II. On considere 1’équation différentielle (E) : y' +y =
On considere la fonction f définie sur [0; oo par : f(f) = e —e.
1. Justifier que f est une solution de (E).
2. Calculer la limite de f en +oo0.

3. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

4. Alinstant ¢ = 0, le médicament est administré par voie orale en une prise. La sub-

stance est absorbée progressivement dans le sang puis éliminée.

Pour tout ¢ > 0, la concentration de médicament, en mg/ L, présente dans le sang

a I’instant 7 (exprimé en heures) est égale a f(7).
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24 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Le médicament cause des effets indésirables quand sa concentration dans le sang
est supérieure a 0,3mg/ L.
Le médicament va-t-il causer des effets indésirables au patient? Justifier la ré-

ponse.

III. On rappelle que le médicament reste efficace tant que sa concentration reste supérieure
a0,1mg/L.Onadmetque: f(1) =0,1pourt =0,24out =4,37;
Quel mode d’administration choisir si on veut que le médicament soit efficace le plus

longtemps possible ?

Sujet de présélection de 2024 - Sénégal

‘ Exercice n°1

1. Démontrer que, pour tout réel x € R, et pour toutn € N,ona: (1 +x)" > 1 + nx.

2. On dispose de n boules numérotées de 1 a n. On les range toutes dans n boites (chaque
boite pouvant contenir de 0 a n boules).
(a) Déterminer le nombre total A, de rangements possibles.

(b) Déterminer le nombre total B, de rangements tels que chaque boite contienne exac-

tement une boule.

~

B
3. Onpose: P, = A—”, n € N*.

n

P
(a) Montrer, en utilisant la question (1), que —— > 2, Vn € N*,
n+1

(b) En déduire que P, < %, Vn € N* puis calculer lim P,.

n—-+oo

Exercice n°2
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x>+ (a+ Dx + 2a
x+1

Soit a € R’ . On note par f, la fonction définie par : f,(x) = ,et(C,)sa

courbe dans un repere orthonormé (O, i,7)du plan.

1. (a) Etudier les variations de f, sur son domaine de définition.
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(b) Onnote A, et B, les points de (C,) correspondant respectivement au maximum et mi-
nimum relatifs de f,. Lorsque a décrit R*, déterminer, par son équation cartésienne,

la réunion P de I’ensemble des points A, et I’ensemble des points B,,.
2. Déterminer, par son équation cartésienne, I’asymptote oblique (D, ) de (C,).
3. Montrer que les courbes (C,) ont un unique point commun / qu’on précisera.
4. Etudier les positions relatives des deux courbes (C,) et (Cy), avec a < B.

5. Construire dans (O,T,f), les courbes : (C,), (C,), (C,) et P.

Exercice n°3

On considere une suite (a,),, de réels positifs ou nuls, avec a, > 0 et a; > 0. Pour tout

n € N*, on définit sur R, la fonction P,(x) = —a, + Z agxt.
k=1
1. (a) Montrer que Vn € N*, il existe un unique u, > 0 tel que P,(u,) = 0.

(b) Montrer que la suite (u,) ainsi obtenue est convergente.

2. Onpose:a,=n+ 1, pour tout n € N.

(n+ Dx"2 — (n+2)x" —2x2 +4x — 1

(a) Montrerquona:Vx > Oetx # 1, P,(x) =
(x = 1)?

(b) Calculer u; et montrer que : 0 < u, <

0| —

(c) En déduire la valeur de : [ = 'Hm u,.

n—-+oo

Exercice n°4

L’objectif de cet exercice est de montrer 1I’important résultat suivant :
" 2

lim 1 =Z (simple notation).
n—+o00 ~ k2 6

n 1 .
Onpose.un=;ﬁ,VneN.

1. On se propose de montrer, ici que la suite (v,),, st convergente.

() En utilisant I"égalité : ——— = L —

= , pour n € N, montrer que la suite (u
nn+1) n P a (tn)

n+1

n

telle que u, = Z

p=1

est convergente, et trouver sa limite.

I S
p(p+1)
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26 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

(b) Montrer que : % < n(nl— D’

qu’elle converge.

Vn > 2. En déduire que la suite (v,) est majorée, puis

2. On se propose de calculer, ici, la limite de (v,). On considere a réel tel que: 0 < a < % et
on admet la relation suivante : sin(na) = sin"(a) (C, cot"™'(a) — C> cot"(a) + C’ cot">(a) — .

le dernier terme dépendant de la parité de n.

On suppose dans la suite que » est impair et on se pose : n.= 2p + 1.

(a) Démontrer que les racines du polyndme : P(x) = C, (X" —C3  x""'+C;  x"> +
_ kr kr
et (—l)kCZZII)‘lep K4 ...+ (1) sont: X, = cot? <2p+ 1) = cot? <7>, Vk €
{1,2,...,p = %‘}
4 1
(b) En déduire que : Z xk=Z(m-1Dn-2).
k=1 6
(c) Sachant que : sin(a) < a < tan(a), YV € ]0, ﬁ[ et que — = 1 + cot’(a),
2 sin”(a)

b
montrer que : é(n - 1Dn-2)< n—zvn < é(n —1D(n+1),Vn=2.
T

(d) En déduire: lim v, et conclure.

n—+o00o

Sujet de présélection de 2024 - Tchad

Exercice n°1

~

1. Soit la fonction numérique d’une variable réelle définie par : f(x) = (1—k)*x*+(1+k)x>
ou k est un parametre réel. Pour quelles valeurs de k, 1’origine est-elle un extremum

local ?

2. Résoudre dans R? le sytéme suivant : x + y = xy = x> + ).

1

3. Calculer: I = J E(x)dx, ou E(x) désigne la partie entiere de x.
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0

4. a étant un réel strictement positif, on considere la fonction f(x) = 3 (x + ﬁ) définie
X

pour tout x > 0. Résoudre 1’équation : f(x) = x.

Tel. (+237) 655 33 30 73/ 671 54 41 22 WWW. Mensa-academy.com



27

Exercice n°2

|z| = |z - 6
z étant un complexe, on note (.5) le systeme :

arg(z?) = % +2kx, ke Z.

Le plan est rapporté a un répere orthonormal direct (O, u, v).

1. Donner le module et un argument des trois complexes suivants :a = \/3_’ +i,b=-2+2i

etc =3+ 3i.

2. Parmi les complexes a, b et ¢, lesquels sont solutions du systeme (.5) ? (Justifier la ré-

ponse).

3. M étant le point d’affixe z, et A le point d’affixe 6, traduire géométriquement les deux

contraintes de (.5).

4. Résoudre le systeme (.S) par la méthode de votre choix.

Exercice n°3

Soit la fonction ¢ définie sur R (ensemble des nombres réels) par :

1si x € R\Q
P(x) =
B si =0
Ou Q désigne I’ensemble des nombres rationnels.
1. Etudier la continuité de ¢.

2. Etudier la dérivabilité de ¢.

3. Soit f(x) ='sin(x).p(x), étudier la continuité de f.

Sujet de présélection de 2023 - Cameroun

Exercice n°1

Un sondage est effectué dans un conservatoire de musique.
60% des apprenants pratiquent un instrument a cordes (C), 45% des apprenants pratiquent

un instrument a vent (V) et 10% pratiquent un instrument a cordes et a vent.
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28 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

1. On choisit un apprenant dans le conservatoire :
(a) Quelle est la probabilité de I’évenement : " cet apprenant pratique au moins un des
deux instruments considérés " ?
(b) Quelle est la probabilité de I’événement : " cet apprenant pratique un et un seul des

instruments considérés " ?

2. On choisit au hasard un apprenant pratiquant un instrument (C). Quelle est la probabilité
pour que cet apprenant pratique un instrument (V) ?

3. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On choisit au hasard n apprenants. On suppose que
le nombre d’apprenants est suffisamment grand pour que la probabilité de rencontrer un
instrumentiste du type donné soit constante au cours du sondage.

(a) Quelle est la probabilité P, qu’au moins un apprenant choisi au hasard pratique un
instrument C ?

(b) Déterminer le plus petit entier n tel que P, 2> 0,999.

Exercice n°2

z . 2 z
1. Calculer: I = r Sm—xa’x Si— r ;dx.
o 1+cosx o 1+cosx
3 g
2. En déduire:K:J2 COS—xdx.
o 1 +cosx

3. Soit f la fonction numérique définie sur ] —g, g [ par: f(x) =tanx.

(a) Montrer que f estune bijection de ] —%, % [ sur R.

~

(b) Montrer que =" est dérivable et calculer (/™' )' (x) pour tout réel x.
1 1 2

(c) Calculer A4 = J dx et en déduire B = J X dx.
o 1+ x? o 1+ x?
Exercice n°3
. . P 1 1
1.” Soit la fonction f définie sur I = [1,+oo[ par: f(x) = — — .
x x+1
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(a) Démontrer que f est décroissante sur 1.

(b) Calculer liIP f(x).

. . s 1 1
2. Soit la suite u, de terme général u, = — — > 1.

n n+1’
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(a) Quel est le sens de variation de cette suite ?
(b) Quelle est sa limite ?
(c) Démontrer que cette suite est bornée.
3. On définit la suite (s,) dont le terme général est la somme des n premiers termes de la
suite (u,), s, = u; +u, + ... + u,.
(a) Démontrer que cette suite est constante.
(b) Ecrire I’expression de U, + u, + u;.
(c) Démontrer que pour toutn > 1, s, = #, puis calculer syq.

(d) La suite (s,) converge vers 1. Vraie ou faux ? Justifier.

Exercice n°4

Pour tout entier n strictement positif, on considere la fonction f, définie sur ]0, +oo[ par

1 n
£ = 2
X

On note C, la courbe représentative de f, dans-un repere (0,7, 7) orthogonal (unité gra-

phique : 2cm sur I’axe des abscisses et 10 cm sur 1’axe des ordonnées).

Partie A

1. On considere n = 1.

(a) Calculer les limites de f; en O et en +o00. Que peut-on en déduire pour C, ?
(b) Etudier les variations de fi et dresser son tableau de variation.

(c) Déterminer une équation de la tangente a C, en son point d’abscisse 1.

~

2. On considére n = 2.

(a) Caleuler les limites de f, en O et en 4+o00. Que peut-on en déduire pour C, ?
(b) Calculer f2’(x) et dresser le tableau de variation de f,.
(c) Etudier le signe de f,(x) — f,(x); en déduire les positions relatives de C, et C,.

(d) Tracer C, et C,.
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Partie B

€
Soit n un entier naturel non nul, on pose : I, = J f,(x)dx.
1
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30 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

1+Inx

1. On pose F(x) = . Calculer F'(x), en déduire I,.

. o . 1
2. En utilisant une intégration par parties, montrer que I, = —— + (n+ 1)1,.
e

3. Calculer I,, puis I’aire en cm? du domaine du plan compris entre les courbes C, et C, et

les courbes d’équation x = 1 et x = e.
4. En utilisant la question 2 de la partie B, montrer par récurrence que pour tout entier

naturel » non nul, on a : lIn: 1 —l<1+l+l+...+i>.
n! e 12! n!

5. En utilisant un encadrement In x sur [1, €], montrer que pour tout entier » on a :

0<1I,<1.

6. En déduire : lim (1 SIS SR
n—+0o 1! 2! n!

Sujet de présélection de 2023 - Cote d’Ivoire

Exercice n°1

Les deux questions de cet exercice sont indépendantes

1. Trois étudiants engagent des fonds dans une affaire : le premier 15 O00F pendant 4 mois,
le deuxieme 18 O0OF pendant 3'mois, le troisieme 13 000F pendant 1 mois. Le bénéfice
réalisé est partagé entre les 3 étudiants proportionnellement ‘au montant engagé et a la

durée. Le deuxieme recoit 10 800F.

(a) Calculer les parts des deux autres étudiants (Indication : Si les nombres sont pro-
portionnels a deux grandeurs, alors ils sont proportionnels au produit de ces deux

grandeurs.)
(b) Calculer le bénéfice réalisé.

2. Un aquarium a la forme d’un parallélépipede rectangle. Sa profondeur est de 40 cm. Les
autres dimensions intérieures sont de 100 cm et 40 cm. On remplit cet aquarium a 1’aide
d’un récipient cylindrique de 30 cm de diameétre intérieur et de 30 cm de profondeur.
(a) Combien de récipients cylindriques faut-il pour remplir I’aquarium ?

(b) Quelle est la masse de 1I’aquarium rempli d’eau ? Le verre a une épaisseur de 10 mm

et sa masse volumique est de 2,5kg/dm3.
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Exercice n°2

Pour tout entier n, on définit les fonctions f, sur [0, 1] par : f,(x) = x" — (1 — x)%.

1. Dans cette question, I’entier n est fixé.
(a) La fonction f, est-elle strictement monotone ?
(b) Montrer qu’il existe un unique a, €]0, 1[ tel que : f,(a,) = 0.
(c) Quelestlesigne de f,.(a,)?

2. On considere la suite de terme général (a,,), ;-

(a) Montrer a I’aide de la question précédente que la suite (@), est croissante.
(b) En déduire que la suite est convergente. On notera a sa limite.

(¢) On suppose que : a < 1.

i. Montrer alors que : lim (a,)" = 0.

n—+oo

1. Déduire alors la valeur de «.

Exercice n°3

On considere deux pieces de monnaie A et B telles que la piece A donne "Face" avec la
probabilité 1/2 et la piece B donne "Face" avec la probabilité 1/4.
Lorsqu’on lance I'une de ces deux pieces, si on obtient "Face", on conserve cette piece pour

le lancer suivant, sinon on change de piece.

1. On effectue une série de trois lancers, en commengant par lancer la piece A.

On désigne par X la variable aléatoire donnant le nombre de fois ou "Face" est obtenu.

(a) Déterminer la loi de probabilité de X.
(b) Calculer I’espérance de X.
2. On effectue une série de n lancers, en commencant par lancer la piece A.
Pour tout entier naturel » > 1, on considéere les événements suivants :

F, : " Obtenir Face au nieme lancer "; A, : " Utiliser la piece A pour le nieme lancer

". Onnote p, = P(A,);onadonc: p, = 1.

(a) Démontrer que, pourtoutn > 1,p,., = —%pn + %
(b) Démontrer par récurrence que : p, = —% (—%) + % pour tout n > 1.
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32 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

(c) Déterminer la probabilité P(F,).
(d) Déterminer la limite de la probabilité P(F,) quand n tend vers +co.

Interpréter le résultat.

Exercice n°4

Dans une usine de fabrique de jouets, une étude a permis de faire les mod¢lisations suivantes :
« la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = i (ezx - 1), ou f(x) est le prix de vente
unitaire en milliers de francs correspondant a une quantité x offerte exprimée en centaines

de jouets;

« la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(x) = BL ou g(x) est le prix de vente unitaire
e

+1
en milliers de francs correspondant a une quantité x demandée exprimée en centaines de
jouets.

On note p et g les nombres réels tels que : f(q) = g(q) = p.

1. (a) La valeur exacte de g, puis celle de p.

(b) Le nombre p correspond, selon la loi de I’offre et de la demande, au prix d’équilibre.
Donner ce prix d’équilibre en francs ainsi que le nombre de jouets offerts, arrondi a

I’unité pres, assurant 1’équilibre du marché.
q

2. On appelle surplus du producteur le nombre § tel que : S = pg — J f(x)dx. Calculer
0
S, puis en donner une valeur approchée a 1073 pres.

q
3. On appelle surplus du consommateur le nombre S’ tel que : S’ = J g(x)dx — pq.
0

Uer

e+ 1

(a) Déterminer les nombres réels u et v tels que, Vx € [0; +oo[, g(x) =u +

(b) CalculerS’, puis en donner une valeur approchée a 1072 pres.

Exercice n°5

Soit f la fonction numérique définie sur [0; 1] par : f(x) = sin(xx).

1

1. Calculer I = J sin(zx)d x, puis interpréter graphiquement ce résultat.
0

2. Pour tout entier n > 2, on pose : S, = 1 [f(0)+f<l) +f<z> +...+f<n_1)].
n n n n

T 2_1'[ . (n—Dr 2
(a) Prouverque: 1+¢e'" +e'n +...+e" » =

1—e
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. _(x\ . . (2x% . ((n=Dzx COS(E)
(b) En déduire que : sin (—) + sin (—) +..+sin| —— | = —=.
n n n .
sin | =
(c) Prouver enfin que : lim S, = %
n—+oo T

3. Comparer les résultats des questions 1 et 2.c puis interpréter graphiquement.

Sujet de présélection de 2023 - Tchad

‘ Exercice n°1

Soitu=1+ietv=—1+i\/§.

1. Déterminer les modules de u et v.

2. Déterminer un argument de u et un argument de v.

3. En déduire le module et un argument pour chacune des racines cubiques de u.

. . u
4. Déterminer le module et un argument de —.
v

5. En déduire les valeurs de cos (%) et sin <51—72r)

Exercice n°2

Soit f la fonction numérique définie sur [—1, 1] par :
2

f(=)=f(1)=0et f(x)= e(x;_fl) pour x] — 1, 1[.
1. Etudier la dérivabilité de fenx=1letx=—1.
2. Btudier les variations de f et tracer son graphe.

3. Résoudre I’équation f(x) =e”.

Exercice n°3

Soit un réel x, on définit la partie entiere de x, notée E(x), comme étant le plus grand entier

relatif inférieur ou égal a x, c’est-a-dire que E(x) vérifie la double inégalité : pour x réel,
ExX)Sx< EXx)+ 1.

Pour x € J = [—1, 2], on définit la fonction f par x — f(x) = E(x). sin(xx).
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34 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

1. Donner les expressions de f quand x appartient aux intervalles : A = [-1,0[, B = [0, I[

etC =[1,2].

2
2. Calculer I'intégrale : D = J f(x)dx.
-1

Exercice n°4

1. Un sac contient dix boules numérotées de 1 a 10. On sort trois boules simultanément.
Donner la probabilité pour que le numéro d’au moins une de ces boules soit un multiple

de 5.
2. Résoudre I’équation : x* + 4x> — 1 = 0 dans R, puis dans C.

3. On augmente la longueur d’un rectangle de 40% et on diminue sa largeur de 40%. Son

aire a-t-elle variée ? Si oui, préciser cette variation.

Sujet de présélection de 2023 - Congo

Exercice n°1

1. Soit z, et z, deux nombres.complexes |z, | = |z,| = 1 tels que z,z, # —1.
4 21+ 2 ,
Démontrer que —— est un réel.
+ 2,2,

2. Si z,, z, et z; sont trois nombres complexes de module 1,

Démontrer que |z,z, + 2,23 + 2,2;3| = |z, + 2z, + 23]

Exercice n°2

. : s vy =3 X X
On considere la suite (v,), oy définie par : ou a est un parametre

Uy = (@ + 1)(v, +2)

réel.
1. Pour quelle valeur de «a la suite (v,) est-elle constante ?
2. Pour quelle valeur de «a la suite (v,) est-elle arithmétique ?
3. On pose a = —%.

(a) On définit la suite (w,), ey par w, = v, — 1. Montrer que (w,) est une suite géomé-

trique dont on précisera le premier terme et la raison.
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(b) Donner les expressions de w, et v, en fonction de n.

(c) Calculer en fonction de n, les sommes :

T, = iuketSn= iwk
k=0 k=0

Calculer les limites de T,, et .S, quand » tend vers plus I’infini.

Exercice n°3

T

2
e " sinxdxetl, = J, e " cos xdx.
0

B
On donne les intégrale suivantes : I, = J
0

1. Calculer I et J,,.
2. Pour tout n non nul, montrer que I, et J, vérifient le systéme suivant :
1 1
;In + Jn = ;
I +1J =17
n ot ol
3. En déduire les expressions de I, et de J, en fonction de n.

4. Calculer I5 et J;.

Exercice n°4

On considere la fonction numérique g de la variable réelle x définie par :

g)=x(2+In’x) six#0
g0) =0

On désigne par (C,) la courbe représentative de g dans le plan muni d’un repere orthonormé

(O.7.)).

1. Etudier la continuité de g au point x = 0.

2. Etudier la dérivabilité de g au point x = 0.

3. Déterminer les points d’intersection de (C,) avec I’axe des abscisses puis vérifier la parité

de la fonction g.

4. Etudier les variations de g sur son ensemble de définition puis tracer sa courbe.

5. Calculer I'aire du domaine plan délimité par la courbe (C,), I’axe des abscisses et les

) 1 1
droites x = — et x = —.
2e e
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36 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Sujet de présélection de 2023 - Sénégal

Exercice n°1

A tout n € N on associe la fonction f, définie sur R par : f,(x) = cos"(x) sin(x).
On note par C, la courbe représentative de f, dans un repére cartésien du plan.
1. Etudier les fonctions fo» [ et f, et tracer, dans un méme repere les courbes C,, C; et C,.

2. (a) Etudier la parité de f, en fonction de celle de n.
(b) Etudier la périodicité de f,.
(c) Montrer que f, (g - x> =(-D"f, (% + x), Vx € RetVn e N.
(d) Déduire de ce qui précede qu’il suffit d’étudier f, sur [O, %] . On précisera les trans-

formations géométriques permettant d’obtenir sa courbe globale.
3. (a) Etudier les variations de i [O, %] pour tout n > 3.

(b) Déterminer, en fonction de n, la valeur maximale, y,, prise par f, sur [0, g] , puis

calculer lim y,.

n—-+oo

Exercice n°2

2n

Pour tout n € N*, on considere le polynome P, défini par: P,(x) =1+ Z x, Vx € R.
k=1

1. Etudier et représenter graphiquement P,.
2. On pose ¢, (x) =2nx*t"' —@2n+ 1)x*" +1,Vx € R.

(a) Etudier les variations de ¢, sur R.

(b) Justifier I’existence d’un unique réel a, €] — 1, 0[ tel que ¢,(a,) = 0 Vn € N*.
3. (a) Déduire de (2) I’étude des variations de P, sur R.

(b) Montrer que P,(x) > P,(a,) > 0,Vx € RetVn € N*..

Exercice n°3

On considere la suite (U,),, telleque Uy = 1etU, =U,_, + L, pour n > 2.
n

1. (a) Exprimer U, al’aide du symbole Z, puis montrer que : \/Z <U,<n VneN.

(b) En déduire la nature de la suite (U,,),,,;-
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V,=24n-U,
2. On pose, pour n € N* :

W,=2vn+1-U,
(a) Montrer que (V) et (W,) sont deux suites adjacentes.
(b) Soit £ leur limite commune.

. . . 2 2 < _3 N
Déterminer n,, pour que ¥, soit une valeur approchée par défaut de # a 10~ pres.
.U, . n
(c¢) Calculer lim — et lim —.
n—+o0o AN n—+oo n

3. Onpose: S, =
; Vn+k

,n € N*.

(a) Etablir, pour tout n € N*, une relation entre S,U,etU,,.

S
(b) En déduire lim —=.

n—--+oo n

Exercice n°4

1. Dans une urne U, on a placé 4 jetons portant le nombre 100 et 3 jetons portant le nombre
200. On extrait simultanément et au hasard 3 jetons de U, et on note par .S la somme des
nombres inscrits sur ces 3 jetons.

(a) Déterminer toutes les valeurs possibles de .S.
(b) Déterminer le nombre de tirages correspondant a :
1. S =400
ii. .S =500
2. On considere une seconde urne U, contenant 3 jetons marqués 100 et 2 jetons marqués

200. Un tirage consiste a extraire un jeton de U, puis un jeton de U,.

(a) Calculer le nombre de tirages possibles.

(b) Calculer le nombre de tirages donnant 2 jetons portant le méme nombre.

BAREME

Exercice 1 : Spts=1+(0,5+0,5+0,5+0,5)+(1+1)
Exercice 2 : Spts=1+(1+1)+(1+1)

Exercice 3 : S5pts=(0,5+0,5)+(1+0,5+1)+(0,5+1)
Exercice 4 : Spts=(1+(1+1))+1+1
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38 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Sujet de présélection de 2022 - Cameroun

Exercice n°1

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A

Etant donné un nombre réel a, on consideére la suite (”n);qu* définie par :

u; = a et pour toutentier n > 1 %, = uy XuzXuj X - Xu.

1. Calculer les quatre premiers termes de la suite en fonction de a.

2. Calculer, pour n > 2, u, en fonction de u,,_,, puis u,, en fonction de u,,_,.

n—1»

3. Calculer, pour n > 2, u, en fonction de a.

Partie B

1. Résoudre dans I’ensemble des nombres réels 1’équation :

log, <\/m)

logg(3) + logg (x + 1)

x* h + b + ¢ et calculer :
=1 14x2 14x x-1 '

6

= log, (27).

2. Trouver les réels a, b et ¢ tels que :

dx.

Fix) = J x4x— 1

~

Exercice n°2

Partie A

1. Un championnat sportif regroupe 20 équipes, chaque match oppose 2 équipes et chaque
équipe doit, pendant la saison, rencontrer chacune des 19 autres formations, une fois sur

son propre terrain et une autre fois sur le terrain de 1’adversaire. Combien de rencontres
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faut-il organiser au total pour respecter ce reglement ?

2. Un fumeur, apres avoir lu une série de statistiques, somme-toutes effrayantes sur les

risques de cancer,
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problémes cardio-vasculaires li€s au tabac, décide d’arréter de fumer, toujours d’apres
des statistiques,

on estime les probabilités suivantes :

si cette personne n’a pas fumé un jour J,,

alors la probabilité pour qu’elle ne fume pas le jour suivant J,,, estde 0,3;

mais si elle a fumé un jour J,,

alors la probabilité pour qu’elle ne fume pas le jour suivant J,; est 0,9.

(a) Quelle est la probabilité P, pour qu’elle fume le jour J,

en fonction de la probabilité P, qu’elle fume le jour J, ?

(b) Quelle est la limite de P, ? Va-t-il finir par s’arréter de fumer ?

Partie B

.2
On note j le nombre complexe '3 .

1. Montrer les propriétés suivantes de j :

V3

1 V3
(a).]_ 2+127
(b) j° =1;

© 1+j+j*=0;

(d) —j* =¢'5.

2. Dans un repere orthonormal direct du plan, on considere les points M, N, P d’affixes

respectives m, n, p.

~

(a) Montrer que, si le triangle M N P est équilatéral direct, alors :
m—-n=—j>(p—n) et m+nj+pj>=0.
(b) Réciproquement, on suppose que m + nj + pj* = 0.
Montrer que le triangle M N P est équilatéral direct.

3. Application : on considere un cerlce du plan de centre O et des points A, B,C, D, E, F

de ce cercle tels que
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les angles <_O—Z, _O——§> , <_O—(—f,_(_)—5> , <5—E, _O—I?> aient la méme mesure %
Soient M, N, P les milieux respectifs des segments [BC],[DE],[FA].

Montrer que le triangle M N P est équilatéral direct.
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40 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Exercice n°3

Dans tout cet exercice,

le plan est rapporté a un repere orthonormé (O,?’,?) d’unité graphique 2 cm.

Partie A
Soit f la fonction définie sur [0, 1[ par f (x) = 1 — x> +1In(1 — x).

1. (a) Etudier la fonction [ et tracer sa courbe C dans le repere <O,7,7).
(b) Montrer que I’équation f (x) = 0 admet une unique solution positive a et vérifier

1 1
que a € [5,1——[.

e

(a) Soient p et g les fonctions définies sur [%, 1-— 5] respectivement par :
p)=f (0] et g =|f" ).

Etudier les variations de p et g et dresser leurs tableaux de variations.
(b) En dééduire que :

4 9
Vx,y € [1’1_1} RlG )l e e +2'

2 b WG 3

2. Soit t un élément de |a, 1].

(a) CalculerJ f(x)dx.

t

(b) Montrer que linll j f (x)dx = P (a)ou P est un polynome a déterminer.
t—> 1~ 7

Partie B : les questions 4 et 5 sont indépendantes

4. Soient u et v deux réels tels que u < v. Soit A une fonction définie dans un intervalle

ouvert contenant

I’intervalle J = [u, v], dérivable jusqu’a I’ordre 2 et ayant u comme unique zéro dans
J (e h(u) =0).
On suppose que A est négative sur J ainsi que ses dérivées jusqu’a I'ordre 2 et que
pour tout x € J : k' (x) # 0.
h' (x)

On considere la fonction T' définie surJ par T (x) = x — .

h(x)
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(a) Soit a € J et A le point d’abscisse a de la courbe C, représentative de h dans le
repere (O,?,?).
Vérifier que T (a) est I’abscisse du point d’intersection de la tangente a C;, en A avec
I’axe des abscisses.
(b) Montrer que T est dérivable dans J et monotone : dresser son tableau de variations.
(c) Endéduire que T'(J) C J.
(d) On pose x, = v et pour tout entier naturel n : x,,; =T (x,):
Montrer que la suite (xn)neN est bien définie et bornée.

(e) Vérifier que la suite (xn)neN est monotone et convergente : calculer sa limite.

5. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit g une fonction définie sur I’intervalle [a, b]

et deux fois dérivable.

Soit k un réel fixé. On considere la fonction G définie sur [a, b] par :
1
Vxelabl:Gx) =ga)—gx) =(@-x)g (x)- Ek(a—X)z-

(a) Calculer G (a). Déterminer k pour que G (b) soit égal a 0.
Désormais k prend cette valeur.

(b) En appliquant le théoréme des accroissements finis a G dans I’intervalle [a, b],
montrer qu’il existe un réel ¢ dans ]a, b[ tel que G’ (¢) = 0.

(¢) En déduire que g (@) = g(b)+(a—b) g’ (c) + % (a —b)* g" (c).

Partie C : Application a la fonction f

6. (a) Démontrer que la fonction f satisfait dans I’intervalle [a, f], aux hypotheses faites
sur la fonction / de la partie B. On considere la suite (xn)neN définie par son premier
terme x, = f et pour tout entier n € N :

7 (%)

7 (%)

xn+1 =X,

(b) Démontrer que pour tout entier naturel n, il existe un réel ¢, dans ]a, X, [ tel que :

(a- xn)zf” (c,) -

0| =

f@=f(x,)+(a=x,)f (x,) +

2 f”(c,,)
21" (%)

P 2 o N
(¢) En déduire que x,,; —a = (x, — a) etx,,, —a < % (x, —a) ol M esta

préciser.
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42 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

7. Pour tout entier naturel » on pose 6, = % ( . a).

(a) En remarquant que 6, = % f—a) < %, démontrer par récurrence que pour tout

entier naturel non a :
. M\
2
=0 <(3) -

(b) Déterminer un entier naturel n tel que x, — a soit inférieur 2 107 et

une valeur approchée de a 2 107> prés par exces.

Sujet de présélection de 2021 - Cameroun

Exercice n°1

Partie A

On considere les fonctions f et g définies respectivement sur les intervalles |—1, +oo[ et

10, +o0[ par :
g(0)=0
Q. . §¥ ¥ b .
I +x g(z)z%si»o

1. Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
2. Etudier les variations de f et donner le tableau de variations de f.
3. Démontrer que I’équation f (x) = 0 admet dans I'intervalle |1, +oo[ une solution unique
notée «,
et donner sa valeur approchée a 1072 pres.
4. Préciser, suivant les valeurs de x le signe de f (x).
5. Etudier la continuité et la dérivabilité de genO.
6. Montrer que pour tout réel ¢ strictement positif, on a : g’ = s(¢) X f (), avec s (¢) une

fonction a préciser.

(a) Calculer la limite de g en +o0.

(b) Dresser le tableau de variations de g.

7. Tracer la courbe (I') représentative de la fonction g dans le plan rapporté au repere or-
thonormé (O,?,j).

On prendra pour unités 1 ¢m en abscisse et 10 cm en ordonnée.
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Partie B

Cette partie a pour objectif de déterminer I’aire .A, en unité d’aire, du domaine du plan limité
par

I’axe des abscisses, la courbe (I') et la droite d’équation x = 1.

8. (a) Etudier sur I’intervalle [0, +00[, ladérivabilité de la fonction g; : x —— \/; In (1 + x).

(b) Soit @ la fonction définie sur I’intervalle [0, +oo[ par :

@ (x) =24/xIn(1 +x)—J 2—\/;dt.

X
o 1+t

Montrer que ¢ est dérivable en tout point de I’intervalle [0, +oo[ et que : @ (x) =

g (x).
. 2y
9. En déduire que A =2In(2) — | ——dt.
o 1+t
. . e : X 24/t
10. Soit la fonction A définie sur I’intervalle [0, +oof par : 4 (x) = I—-I—td t
0

Et k la fonction définie sur I'intervalle I = [O, % [ par : k (6) = tan? (9).

(a) Calculer (hok) (0).

(b) Calculer (hok)' () pour tout @ € I.

(c) En déduire I’expression de (hok).

(d) Calculer k(1) et k ( > En déduire la valeur exacte de A.

Z
4

Exercice n°2

Je joue avec 4 dés a 20 faces. Chacun de ces dés, dont la forme est un icosaedre, a ses faces
numérotées de 1a 20.

Lorsqu’on le lance, chaque face apparait sur le dessus avec la méme probabilité %.

Lorsque, parmi les 4 dés, une face apparait au moins deux fois,

je marque le nombre de points correspondant a cette face. Ainsi :

— -avec la combinaison 3 — 4 — 12 — 16, je ne marque rien;

— avec la combinaison 2 — 8 — 11 — 11, je marque 11 points;

— avec la combinaison 5 — 9 — 9 — 9, je marque 9 points;

— avec la combinaison 7 — 7 — 14 — 14, je marque 21 points;

— avec la combinaison 2 — 2 — 2 — 2, je marque 2 points.
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44 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

1. Quelle est la probabilité que je ne marque rien ?

2. Soit a un entier compris entre 1 et 20.

Déterminer, pour tout k < 4, la probabilité d’avoir exactement k nombres a parmi

les dés lancés.
Pour cela, on considérera la variable aléatoire N,
égale au nombre de fois d’avoir exactement k nombres a parmi les lancés des dés.
3. Pour tout a, on note X, la variable aléatoire qui vaut 1 s’il'y a au moins deux dés égaux
a a parmi
les quatre du lancer, et 0 sinon. Préciser la loi de X, et exprimer le gain G a I’aide de
ces variables aléatoires.
4. Combien de points puis-je espérer en moyenne ?
5. Quelle est la probabilité que je marque exactement 8 points ?
6. On suppose, a partir de maintenant, qu’apres avoir lancé les 4 dés, je suis autorisé a
relancer entre O et 4

dés pour améliorer mon score. Je décide de tout relancer. Ai-je pris la bonne décision ?

Exercice n°3

On considere la suite (d,,) définie par :

dy=1,d, =0ectpourtoutn eN* : d,,., =n(d,+d,_).

~

1. (a) Calculer d,, ds5,d,, ds.

(b) Montrer que pourtoutn €N : d,,, =m+1)d, + (-1,

1
N . e 1
2. On considere, pour tout entier naturel n, I’intégrale : I, = = J t"e'dt.
n! Jo

(a) Calculer I, puis trouver la relation entre I, et I, ,, pour tout entier naturel n.
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(b) En déduire que pour tout n € N : ed, = n! (1+(-1)"1,).

1

n+l’

n!

n e

(c) Montrer alors que pour toutn € N :

(d) Vérifier que cette derniere inégalité détermine parfaitement d,, pour n > 2,

puis retrouver la valeur de d5 obtenue a la premiere question et calculer d .
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Exercice n°4

Partie 1 : Préliminaires

1. Soient D et D’ deux droites sécantes en un point I, s et s’ les symétries axiales respec-

tivement d’axes D et D’.

Donner la nature et les éléments caractéristiques de sos’.

2. Soit ABC un triangle équilatéral direct, O le centre du cercle inscrit 8 ABC.
On désigne par s, s,, 55 les symétries axiales respectivement par rapport aux droites
(OA),(OB) et (0OC)
et par r la rotation de centre O d’angle 2?”

Soit M un point du plan, M, = s, (M), M, =s, (M) et My = 55 (M).

(a) Montrer que M, = r? (Ml), M, =r (Ml) avec r =2= ror.

(b) Quelle est la nature du triangle M, M, M ?

Partie 2 : Nombres complexes

L affixe du vecteur % étant 1, celle du vecteur o étant noté i (avec'i> = —1),
L2
comme il est d’usage, on pose : j =e'3 .

On considere, dans le plan P, les points O, A, B, C d’affixes respectives 0, 1, j, j>.

~

On désigne par s, 55, 55 les symétries axiales respectivement par rapport aux droites (OA) , (OB)
et (OC).
Soit M un point quelconque du plan d’affixe z = pe'®, p un réel strictement positif et 6 un

réel.

3. Soient M, =5, (M), M, =s,(M) et M5 = 55 (M).

Montrer que les points M,, M, et M, ont pour affixes respectives z, j*z et jz.
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4. Soit M, le symétrique de M par rapport a la droite (BC).

Montrer que le point J d’affixe —% est le milieu du segment [M M. 4] ; en déduire

I’affixe de M.
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46 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

5. (a) A quelle condition les points M » M, et M, sont alignés?
On suppose désormais que M,, M, et M, ne sont pas alignés;
on note €2 le centre du cercle circonscrit au triangle M| M, M.

(b) Justifier le fait que € appartient a la droite (OM 1) ; dans la suite, on note son affixe

Ae 9 avec A réel.

1 +2pcos(0)

p+2cos(@)’

(d) En déduire une expression du rayon R du cercle circonscrit au triangle M|, M, M.

(c) Montrer que A = —

(e) Montrer que ce rayon est égal a 1 si et seulement si p =1 ou

(p + cos (0))* = 1 — 3cos? (6).

Sujet de présélection de 2021 - Cote d’Ivoire

Exercice n°1

On consideére les nombres S et P suivants :
e S=(12-22 32444+ (> -6 -T+8)+ (> - 10> = 112+ 12 + ... 4+ (2021% —
2022% — 20232 + 2024?).

- #= (1) (1- )Y k)

Calculer S et P.

‘ Exercice n°2

On dit qu’un nombre entier est digisible lorsqu’il vérifie les trois conditions suivantes :

~

— aucun de des chiffres n’est nul;
— il s’écrit avec des chiffres tous différents;
— il est divisible par chacun d’eux.
Par exemple,
» 36 est digisible car il est divisible par 3 et par 6;

» 264 est digisible car il est divisible par 2, par 6 et par 4.
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1. Proposer deux autres nombres digisibles a deux chiffres.

2. (a) Donner tous les diviseurs a un chiffre du nombre 1 000.

(b) En déduire un nombre digisible a quatre chiffres.
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3. Soit n un nombre entier digisible dont 1’écriture comporte 5.

(a) Démontrer que 5 est le chiffre de ses unités.

(b) Démontrer que tous les chiffres de » sont impairs.

Exercice n°3

Un livre contient 4 erreurs, numérotées de 1 a 4, et est relu par une suite de relecteurs pour
correction. A chaque relecture, chaque erreur est corrigée avec une probabilité 1/3. Les erreurs
sont corrigées de maniere indépendante les unes des autres, et les relectures sont indépendantes

les unes des autres.

1. Quelle est la probabilité que I’erreur numéro 1 ne soit pas corrigée a I’issue de la nieme

lecture ?

2. (a) Quelle est la probabilité que le livre soit entierement corrigé a 1’issue de la nieme

lecture ?

(b) Combien faut-il de relectures pour que cette probabilité soit supérieure a 0,9 ?

Exercice n°4

Une étude d’un hypermarché portant sur un produit vendu dans ses rayons a révélé que pour

un prix de vente unitaire x, exprimé en milliers de francs :

— le nombre d’objets exprimé en centaines, proposés sur le marché est modélisé par la
fonction f définie par : f(x) = Ve¥ —1;

— le nombre d’objets, exprimé en centaines, que les consommateurs sont prets a acheter est
12
Ve +1

1. (a) Résoudre I’équation : f(x) = g(x). On note p la solution.

modélisé par la fonction g définie par : g(x) =

(b) En déduire le prix d’équilibre (prix auquel la demande est égale a I’offre) de ce pro-

duit.
2. Justifier que : f(p) = V13 — 1. Que désigne ce nombre ?

p
3. Calculer la rente R du producteur (en centaines, R = p X f(p) — J f(x)dx).
0
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48 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Exercice n°5

1. Résoudre dans C x C, les systéme suivant :

i

2. Onpose:a=¢€7.

(a) Démontrer que : 1 + e+ a* + o’ + a* = 0.

. 2r . (4r 1
b) En déd : <_) N <_> __1
(b) En déduire que : cos 5 sin 5 >
2r . (4r 1
3. On admet que : cos () xsin (- ) = 7.
n admet que : cos 5 sin 5 )

Déterminer les valeurs exactes de cos (%) et de sin (4?” >

Sujet de présélection de 2021 - Tchad

Exercice n°1

1. Soit n un entier naturel non nul. On considere I’équation (E,) : x" +x — 1.
— Montrer qu’il existe une unique solution positive et strictement inférieure a 1, de (E,,),
notée x,.

— Calculer la limite de la suite (x,) quand » tend vers plus I'infini.

2. Calculer en fonction de » (ou n est un entier strictement positif), I’expression :
n—1
T(n)= ) (n—kk.
k=1
3. Soit M(x,y) un pointduplanou 0 < x < 1.Onpose D = (x,y) € R?> / x> + > < 1.0n
tire aléatoirement un point M (x, y). Quelle est la probabilité que le point M appartienne

au domaine D?

Exercice n°2

1. Montrer que lim s1n(x)'

x—0 X

2. En'déduire lim S0P

x—0 X

pour n non nul.
sin [(n + %) x]
sin <5)
2

+

pour

N —
N —

3. Soit g la fonction a valeurs réelles définie par : g(x) = —

n € N*,
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— Quel est le domaine de définition de g ?

— Déterminer la limite de la fonction g quand x tend vers O.

Exercice n°3

Soit la fonction f définie sur I’ensemble des nombres réels par : f(x) = ou E(x)

.~ 2
I'+ E(x)
désigne la partie enticre entiere de x.

1. Donner le domaine de définition de f.

2. Etudier la continuité de f.

Exercice n°4

Soit un réel x, on définit la partie entiere de x, notée E(x), comme étant le plus grand entier
relatif inférieur ou égal a x, c’est-a-dire que E(x) vérifie la double inégalité : pour x réel,
ExX)<x< E(x)+1.

Pour x € J = [—1, 2], on définit la fonction f par x — f(x) = E(x). sin(xx).

1. Donner les expressions de f quand x appartient aux intervalles: A = [—1,0[, B = [0, 1]
et C =[1,2].

2. Etudier la continuité de f sur J.

3. Etudier la dérivabilité de fenOeten 1.

4. Donner le tableau de variation de f sur I’intervalle J, et tracer 1’allure générale de la

courbe représentative de f dans un repere orthonormé.
2

0
5. Calculer les intégrales : U = J f(x)dxetU = J f(x)dx.
-1 1

Sujet de présélection de 2021 - Burkina-Faso

Exercice n°1

Soit m un nembre complexe non nul.

1. On considere dans C I’équation (E) d’inconnue z :

z3 = 2mz* + 2m*z —m> = 0.
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50 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

(a) Résoudre dans C I’équation (E) (on remarquera que m est solution de (E)).

(b) On note z, et z, les deux autres solutions de (E) autre que m.

(c) Vérifier que 1 + 1 = l

- TT
(d) Dans le cas ou m = 1 + '3, écrire sous la forme algébrique z, et z,.

2. Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O, i, D).

LT LT
On considere les points A et B d’affixes respectives : a = me'> et b = me™'53.

On note P le centre de rotation d’angle % qui transforme O en A, Q le centre de la
rotation d’angle % qui transforme A en B et R le centre de la rotation d’angle % qui

transforme B en O.

(a) Montrer que les points O, A et B ne sont pas alignés.

Pk

—j =

2 2
(b) 1. Montrer que I’affixe de Pestp = mTe’% etque I’affixe de Restr = mTe 2

ii. Montrer que I’affixe de O est ¢ = mV\/2sin (71—72[>

(c) Montrer que OQ = PR et que les droits (QQ) et (P R) sont perpendiculaires.

Exercice n°2

Soit k un nombre réel.

1. Vérifier que la fonction g, définie'par : g, (x) = x*—kx+2 est solution sur R de I’équation

différentielle (E) : y' =2y + y= (x = 2)(x — k — 2).
2. Soit I’équation différentielle (E’) : y" — 2y’ + y = 0.
(a) Justifierque (E’):y' -2y +y=0<= (F): )y —y=Ae*ou A € R.
(b) Démontrer que la fonction A définie sur R par h(x) = Axe™ est solution de I’équation
(F).
3. Soit'f une fonction deux fois dérivable et définie sur R.

(a) Démontrer que f est solution de (F) si et seulement si f — h est solution de (F’) :
y—-y=0.
4. On admet qu’une fonction g est solution sur R de (E) si et seulement si g — g, est solution

de (E’). En déduire les solutions sur R de (E).

5. Déterminer la solution £, de (E) telle que h, (k) = 0 et h;c(k) = k.
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Exercicen®3

Pour tout entier n > 2, on considere la fonction p, définie pour tout x € R, par :
n
k
p,(x)=-1+ Z X
k=1

1. (a) Etudier le sens de variation de Dy
(b) Montrer que pour n > 2, p, admet une racine unique «, dans ]0; 1].
(c) Déterminer la valeur exacte de a,.

2. (a) Montrer que pour tout entier naturel n > 2, on a: p,(a,;) <0.

(b) En déduire le sens de variation de la suite (a,). Est-elle convergente ?
) .. x"—2x +1
3. (a) Montrer que pour tout x réel positif et x # 1 on a : p,(x) = ——1
x —
(b) En déduire que pour n > 2, 0n a aﬁ*l —2a,+1=0.

(c) Montrer que pourn > 2, onaaq, <a, < let0<2a,—1< ag’”.

(d) En déduire lim «,.
n—+oo

Exercicen°4

On considere la fonction numérique f définie par: f(x) = —xInx — (1 — x) In(1 — x).
On note (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormal (O, i,7) (unité : 10 cm).
1. Soit g la fonction définie sur ]0; 1] par : g(x) = In(1 — x) — In x.
(a) Résoudre dans R I’équation : g(x) = 0.
(b) Etudier le signe de g(x).en fonction de x.

2. Montrer que la courbe (C) admet la droite d’équation x = 1/2 comme axe de symétrie.

~

3. (a) Montrer que f est dérivable sur ]0; 1[ et déterminer sa dérivée.
(b) Montrer que f est prolongeable par continuité en O et en 1.
(¢) Etudier la limite de @ en 0; interpréter graphiquement le résultat obtenu.
En déduire le comportement (C) au point de coordonnées (1 ;0).

(d) Dresser le tableau de variation de f.

(e) Tracer la courbe (C).

©
N
=}
~
2
=
)
2]
w
n)
2]
L
=
O
24
w
x
Lt
@]
-
Ll
)
2
<
2
*

*

*

<
2]
w
Ll
2]
a4
2
o
28]
1N
(]
7}
Ll
|
o
O
Ll
*

*

*

>
=
TN
@]
<
O
<
<
2]
2
Ll
2

4. Soient a et b deux nombres strictement positifs tels que a + b = 1.
(a) Utiliser les résultats de la question 3) pour montrer que : a In 1 +bln % <In2.
a

(b) Pour quelles valeurs de a et b cette inégalité est-elle une égalité ?
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Sujet de présélection de 2020 - Cameroun

Exercice n°1

Partie A

1. Montrer que, pour a positif donné, les fonctions de la variable réelle t définies par :

o) = r—a et ¥(a)= (aln () — t1n(a))*@ln () — aln(a))

aln(?) —t1n(a) 2(t—a)<t—a—aln<§>>

admettent, quand ¢ tend vers a, des limites, que 1’on calculera.

2. Ces limites dépendent de a; on les appelle respectivement x (a) et y (a).
M le point qui, dans un repere orthonormé, a pour coordonnées x (a) et y (a).

Trouver une équation de I’ensemble des points M quand a varie.

Partie B

x=1 =1
X

On considere la fonction définie par I’égalité : y = B Gt

3
X
on note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormé.

3. Etudier les variations de V.

4. Montrer qu’il existe une fonction hoemographique f (x) satisfaisant aJ ydx = k+exT_1 f(x)
(k € R).

5. Construire C.

~

1. Sur C on considere les points O, A, B et P dont les abscisses sont 0, %, leta(a>1).
Les paralleles a (Oy) issues de ces points, I’axe (Ox) et C déterminent trois domaines
dont les aires
sont appelées A, A, et A;. Calculer ces trois aires ; dire si A; admet une limite finie

quand a tend vers +oo.

Exercice n°2
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Pour tout entier n > 2, soit la fonction f, définie sur [0, +oo] par :

fi)=x"+x"T4 o+ xr+x—1.
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1. Montrer que I’équation f, (x) = 0 possede une unique solution sur [0, +co[. On note «,,

cette solution.

(a) Montrer que pour tout entiern >0 : f,, ((xn) > 0.
(b) Montrer que la suite (a,) est décroissante.

(c) En déduire que la suite (an) converge.

n+1
1+ (an)
2. Montrer que pour toutn >0 : a, = 5
n
o . . 1L—qg™
On pourra utiliser 1’égalité suivante : qu = W
k=0 I'=q

3. Calculer la limite de (an)::. En déduire la limite de (a, ).

Exercice n°3

Une association organise des promenades en montagne. Douze guides emmenent chacun,
pour la journée un groupe

de personnes des le lever du soleil. Pendant la saison estivale, il y a plus de demandes que
de guides et chaque

groupe doit s’inscrire la veille de la promenade. Mais 1’expérience des dernieres années
prouve que la probabilité

que chacun des groupes inscrits ne se présente pas au départ de la promenade est égale a

0 | =

On admettra que les

groupes inscrits se présentent indépendamment les uns les autres.

Partie A

1. Montrer que la probabilité, qu’un jour donné, les 12 groupes inscrits soient tous présents

est comprise entre 0,20 et 0, 21.

2. Ondésigne par X la variable aléatoire égale au nombre de jours oul les 12 groupes inscrits
se sont tous présentés au départ lors d’'un mois de 30 jours. Déterminer la loi et les

éléments caractéristiques de X.

3. Une somme de 1 crédit (la monnaie locale) est demandée a chaque groupe pour la jour-

née. Cette somme est réglée au départ de la promenade. Dans le cas ou un groupe ne se

Tel. (+237) 655 33 30 73/ 671 54 41 22 WWwW. mensa-academy.com

~

©
N
=}
~
2
=
)
2]
w
n)
2]
L
=
O
24
w
x
Lt
@]
-
Ll
)
2
<
2
*

*

*

<
2]
w
Ll
2]
a4
2
o
28]
1N
(]
7}
Ll
|
o
O
Ll
*

*

*

>
=
TN
@]
<
O
<
<
2]
2
Ll
2




54 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

présente pas au départ, I’association ne gagne évidemment pas le crédit que ce groupe au-
rait versé pour la journée. On nomme S la variable aléatoir égale a la somme, en crédits,
percue par I’association un jour donné. Calculer la probabilité de I’événement {.§ = 1}.

Préciser I’espérance mathématique de S.

Partie B

4. Agacé par le nombre de guides inemployés, le dirigeant de 1’association décide de prendre
en chaque jour une réservation supplémentaire. Evidemment si les 13 groupes inscrits
se présentent, le 13ieéme groupe sera dirigé vers une activité de substitution. Toutefois,
cette activité de remplacement entraine une dépense de 2 crédits a 1’association. Quelle
est la probabilité P;; qu'un jour donné qu’il n’y ait pas de désistement, c¢’est-a-dire que
les 13 groupes inscrits la veille se présentent au départ de la promenade ?

5. Soit R la variable aléatoire égale au colit de 'activité de substitution.

Préciser la loi de la variable aléatoire R et calculer son espérance mathématique.

1 k 13—k
6. Montrer que le gain moyen obtenu pour chaque jour est : ZkC{‘3 <%> <%) —2P;.
k=0

Calculer ce gain.

7. La décision du dirigeant est-elle rentable pour 1’association ? Justifier votre réponse.

Probléme

21
Dans tout le probléeme, j désigne le nombre complexe e'3 ; la probabilité d’un événement A

est notée P (A).

Partie A

1. Vérifier que j> =1letque 1 +j+ j*> = 0.
2. Que peut-on dire du triangle dont les sommets ont pour affixes 1, j et j>?
3. Soient a, b et ¢ vérifiant la relation a + bj + cj*> = 0.

(a) Montrer que a, b et ¢ vérifient la relation (a —c)+ (b —c¢)j = 0.

(b) En raisonnant par 1’absurde, montrer que b = ¢ et en déduire que a = b = c.

(c) En déduire que a + bj + cj? = 0 si et seulement sia = b = c.
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Partie B

On lance un dé équilibré a six faces (numérotées de 1 a 6).
On note F la variable aléatoire donnant le nombre obtenu, et on note Z la variable aléatoire

égale a j*.

4. Montrer que Z est a valeurs dans {1, Js j2} et que la loi de Z est I’équiprobabilité sur
{1.4.J%},
cCesta-die P(Z=1)=P(Z=j)=P(Z=j%) = §
5. On considere un entier n > 1, on lance le dé n fois (lancers indépendants).
On note :
F, le résultat du k-iéme lancer et Z, = jfr;
S,=Z,+-+Z,et B,=P(S,=0);
U, la variable aléatoire égale au nombre d’entiers k € {1,...,n} telsque Z, = 1;

V, la variable al€atoire €gale au nombre d’entiers k € {1,...,n} telsque Z, = j;

W, la variable aléatoire égale au nombre d’entiers k € {1, ..., n} tels que Z, = j>.

(a) Justifierque U, + V, + W, = n.

(b) Montrer que S, = U, + j¥, + j°W,.

(c) Montrer que S, =0 sietseulementsiU, =V, = W,.
(d) Montrer que si.S, =0, alors n est multiple de 3.

(e) En déduire que si nn’est pas multiple de 3, alors P, = 0.

~

Partie C
On suppose qu’il existe un entier naturel non nul m tel que n = 3m.

6. Montrer que la variable aléatoire U, suit une loi binomiale dont on précisera les para-

meétres.
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7. En déduire P (U, = m).

8. Montrer que la probabilité conditionnelle Py, _,, (V, = m) est égale a 272"Cy" .

9. En déduire que : P;, = 37"C}! CJ .
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56 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Partie D
Py _ Bm+2)B3m+ 1)

On suppose apres calcul que :

Py, 9(m+ 1)2
P
10. Pour tout entier m > 1, montrer que : Smt3 > m .
P, m+1

En déduire que P, > i
9m

11. Soit k € {1,...,n} un entier naturel. On considere la variable aléatoire de Bernoulli :

IsiS, =0

Yk: .
0siS, #0

Cette variable aléatoire indique si I’entier naturel k vérifie la relation .S, = 0 ou pas.
12. Pour chaque entier naturel k € {1, ...,n}, calculer E (Yk).

13. Selon vous que représente la variable aléatoire X, =Y, + - +Y,?

Quel est I’ensemble des valeurs possibles de X, ?
14. Montrer que E (Xn) B - TV,
15. Donner le sens de variation de la suite de terme général £ (X n).
16. Montrer que pour tout entier naturel m > 1 on a:

1 1

2
E (Xq,) — B (X, ) > §(m—+1+'“+%>-

17. En déduire que E (X6m) -E (X3m) > é.

18. Montrer que pour tout entier m > 0,ona: E (X3+2m) > %

~

Que peut-on conclure quant a la limite suivante : lim E (X n) ?

n—+oo

Partie E

Pour que 'undes S, k € {1, ..., n}, soit nul, il faut et il suffit que I’un des Y, soit égal a 1;
en d’autres termes, il faut et il suffit que X, > 0.

Soit g, la probabilité que I'un des .S, soit nul, c’est-a-dire que g, = P (X 0> 0).
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Lobjectif de cette partie est de montrer que la suite (qn) converge vers 1.

19. Montrer que X, < X, .

20. Montrer que la suite (qn) est croissante et majorée.
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21. En déduire que la suite (qn) converge vers un réel g vérifiant g, < g < 1 pour tout n.

22. En utilisant la formule mathématique E (Xn) = zn:rP (Xn = r)
r=0
et en remarquant que P (Xn = r) =P (Xn > r) - P (Xn >r+ 1),
montrer que £ (Xn) = iP (Xn > r).
r=1

23. On admet que P (Xn > r) <q.

1—-4q"

l—q

24. En raisonnant par 1’absurde, déduire de la question précédente que g = 1 et conclure.

Démontrer que E (Xn) <qg+¢@++q"=¢q

Sujet de présélection de 2020 - Sénégal

Exercice n°1

Résoudre dans R I’équation : cos*(x) + sin*(x) = I

Exercice n°2

1. Calculer tan(368) en fonction de 6.

V3

2. En déduire, si a est un réel différent de 3] et kT larésolution, dans R, de I’équation :

3x—x* 3a-a’

1-3x2 1-3a2

Exercice n°3

k=n
Soit & €]0, z[, on pose + P, = Hcos <%> Vn € N*.
k=1

En utilisant la relation sin(2x) = 2 cos(x) sin(x), calculer P, en fonction de n, puis lim P,.

n—-+oo

Exercice n°4

Soit la suite (u,),y définie par : u,,; = 2u, + 2", pour n entier naturel. On pose : v, = —

pour » entier naturel.

1. Montrer que (v,) est une suite arithmétique.

2. En déduire I’expression de v, en fonction de n et u,.

Tel. (+237) 655 33 30 73/ 671 54 41 22 WWwW. mensa-academy.com

~

©
N
=}
~
2
=
)
2]
w
n)
2]
L
=
O
24
w
x
Lt
@]
-
Ll
)
2
<
2
*

*

*

<
2]
w
Ll
2]
a4
2
o
28]
1N
(]
7}
Ll
|
o
O
Ll
*

*

*

>
=
TN
@]
<
O
<
<
2]
2
Ll
2




58 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Exercice n°5

Soit (U,),cn une suite arithmétique ne s’annulant pas.

k=n
1. Montrer que pourn € N,on a: Z L = ntl .
k=0 l]kl]k+1 l]bl]

n+1

k=
. . 1 1
2. Application : calculer niriloo kzzo DT D)

Exercice n°6

. . e 1
On considere la suite (u,,),,cy définie par u, > Oetu,,; =u,+ — — 1 pourn € N.
u

n

1. Montrer que u, > 0 pour n € N.

2. Montrer que (u,,),c converge, puis calculer sa limite.

Exercice n°7

u, = 2”sin(%) Vi e N
On pose 2
v, = 2”tan<i> VneN

2n+2

1. Montrer que (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes.

2. Calculer leur limite commune.

Exercice n°8

VneN*etVx € R,,onpose: f(x) =x"+x—1.
1. Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet, dans R, une unique solution u,, € [0, 1].

2. Montrer que la suite (u,) est croissante. En déduire qu’elle est convergente et calculer sa

limite.

Exercice n°9

1. Déterminer les constantes réelles a, b, ¢ telles que :

2 _ay b L ¢ vyrer
x(x+Dx+2) x x+1 x+2 +
k=n
2. En déduire I’expression de Z 2 en fonction de n, puis calculer :

& k(k + Dk +2)
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=n

. 2
1 :
o ) x(x + D(x +2)

k=1

Exercice n°10

1. Montrer que cotan(@) — 2cotan(26) = tan(@).

k=n k=n
2. Endéduire I’expression de Z 1 tan <£) en fonction de n et §. Calculer lim L tan (
=l 2k 2k n—-+oo =l Zk

Exercice n°11

La fonction f définie sur R par f(x) = x — v/ x — E(x) est-elle continue en tout m € Z?

On rappelle que E(x) désigne la partie entiere du réel x.

Exercice n°12

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = x” sin <l> pour x # 0 et £(0) =0.
x
1. f est-elle continue en 0 ? Dérivable en 0 ?

2. Sa dérivée [’ est-elle continue en 0 ?

Exercice n°13

Soit la fonction f telle que f(x) =

1
x2+1
P,(x)

f vérifie : fM(x) = W’ pour n € N, x € R ou P,(x) est un polyndome vérifiant la
X n

relation : P, (x) = (I +x°)P/(x) — 2(n + 1)xP,(x).

pour x réel. Montrer que la dérivée n-ieme de

~

Exercice n°14

x>+ | x|

Etudier, puis représenter graphiquement la fonction f telle que f(x) = — ™
x?—|x
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Exercice n°15

Déterminer, suivant n € N, les réels a et b pour que la fonction f définie sur R\{—1, 1} par

x"+ax+b . , C .
f(x) = -1 puisse étre prolongée par continuité sur R tout entier.
x —
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Exercice n°16

+ x"

1
(14 x)"

1. Montrer que f atteint un minimum que 1’on précisera.

Soit f : [0, +00[—> R définie par f(x) =

oineN/nz2.

2. En déduire les inégalités :

(@ (1+x)" <21 +x"),Vx €R,.

(b) (x+y)" <21 (x"+ y"),Vx,y € R,.

Exercice n°17

Calculer la dérivée n-ieme de la fonction f définie sur R par f(x) = l'x”(l + x").
n!

Exercice n°18

On constitue un groupe de 6 personnes choisies parmi 25 femmes et 32 hommes. Combien

peut-on ainsi former de groupes constitués :

1. uniquement d’hommes ?

2. au moins d’une femme et au moins. d’un homme.

Exercice n°19

Soient A, B, C trois ensembles finis.

1. Montrer que :
card(AU BUC) = card(A) + card(B) + card(C) — card(AN B) —card(AN C) — card(B N
C)+card(ANBNC).

2. Application : une classe de ’ENSAE comporte 34 éleéves, parmi eux : 26 sont matheux,
20 sont sportifs et 7 sont musiciens. Aucun éleve ne déteste a la fois les mathématiques,
le sport et la musique. De plus, 4 sont matheux musiciens, 15 matheux sportifs et 3 sont
musiciens sportifs. Y a t-il un éleve satisfaisant les idéaux des Grecs, c’est-a-dire a la fois

matheux, sportif et musicien ?
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Exercice n°20

Le bibliothécaire de ’ENSAE, apres avoir codifié 4 livres de mathématiques, 6 livres de
statistique et 5 livres d’économie, souhaite ranger ces documents sur une étagere. De combien

de fagons peut-il effectuer ce rangement :

1. siles livres doivent étre groupés par matieres ?

2. siles livres de mathématiques doivent étre groupés ?

Sujet de présélection de 2020 - Cote d’Ivoire

Exercice n°1

Dans une usine, un volume constant de 2 200 m? d’eau est reparti entre les deux bassins A et
B. Le bassin A refroidit une machine. pour des raisons d’€quilibre thermique, on crée un courant
d’eau entre les deux bassins a 1’aide de pompes.

Les échanges entre les deux bassins sont modélisés de la fagon suivante :

— Au départ, le bassin A contient 800 m® d’eau et le bassin B en contient 1 400m?.

— Chaque jour, 10% du volume d’eau présent dans le bassin A au début de la journée est

transféré dans le bassin B.
Pour tout entier naturel #n, on note :
e a, le volume d’eau, exprimé en m?, contenu dans le bassin A 2 la fin du n-iéme jour de

fonctionnement ;

~

3

« b, le volume d’eau, exprimé en m”°, contenu dans le bassin B a la fin du n-ieme jour de

fonctionnement.
Ainsi, a, = 800 et b, = 1400.
1. Justifier que, pour tout entier naturel n, a,,; = %an + 330.

2. Pour tout entier naturel n, on pose : u, = a, — 1320.
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(a) Montrer que la suite (u,,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme

et la raison.

(b) Exprimer u, en fonction de n.

(c) En déduire que, pour tout entier naturel n, a, = 1320 — 520 X (i) .
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3. Les deux bassins peuvent-ils avoir, au metre cube pres, le méme volume d’eau a un jour

donné ?

Exercice n°2

Au cours d’une kermesse, I’animateur d’un stand dispose, dans un enclos, de douze cages
peintes : sept sont blanches, deux noires et les trois autres vertes.

L’animateur place alors une souris dans I’enclos. On suppose qu’a chaque jeu, la souris
choisit d’entrer au hasard dans une cage et que tous les choix sont équiprobables.

Un joueur participe au jeu. Le réglement du jeu est le suivant :

— Si la souris entre dans une cage blanche, le joueur perd;

— Si la souris entre dans une cage noire, le joueur gagne ;

— Si la souris entre dans une cage verte, I’animateur remet la souris dans 1’enclos et si la

souris entre alors dans une cage noire, le joueur gagne, sinon il perd.

On suppose que le choix de la deuxieme cage est indépendant du choix de la premiere.
1. Montrez que la probabilité de I’éveénement : "Le joueur gagne est de %
2. Un joueur ne possede que 500 francs qu’il verse pour participer a une partie.

S’il gagne, il recoit f francs; sinon, il ne recoit rien.
Soit X la variable aléatoire prenant pour valeur la somme que possede le joueur apres

la partie.

(a) Déterminez la loi de probabilité de la variable aléatoire X'.

(b) Calculez en fonction de k, I’espérance mathématique de X.

(c) Quelle valeur faut-il donner a k pour que le jeu soit équitable ? (c’est-a-dire pour que

ce joueur puisse espérer posséder 500 francs a la fin de la partie).

Exercice n°3

Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par: f(x) =x -2+ %ln X.

1. Calculer la limite de f a droite en O et la limite de f en +oo0.

2. Etudier le sens de variation de f.

3. (a) Démontrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a.

(b) Déterminer une valeur approchée de & 2 1072 pres.

4. Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
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Sujet de présélection de 2020 - Burkina Faso

Exercice n°1

1. Onappelle diviseur strict d’un entier naturel, tout diviseur autre que le nombre lui-méme.

Déterminer les entiers naturels diviseurs stricts de 220.

2. On appelle nombres amiables, deux entiers naturels tels que I'un d’entre eux soit égal
a la somme des entiers naturels diviseurs stricts de 1’autre. Vérifier que 220 et 284 sont

amiables.

3. On appelle nombre parfait, un nombre dont la somme de ses entiers naturels diviseurs
stricts est égale a lui-méme (amiable a lui-méme). Le nombre 28 est-il parfait ? Détermi-

ner un entier p premier tel que le nombre 2* soit parfait.

Exercice n°2

Soient U et V' deux suites définies par U, = 1 et ¥, = 0 et pour tout entier naturel non nul,

U,..=V,+U,

n

%

= V. &8

Onpose Z,=U, +iV,.

1. (a) Montrer que la suite (Z,) est g€ométrique et préciser sa raison.
(b) Exprimer Z, en fonction de n.

2. (a) Exprimer Z, sous forme trigonométrique.

(b) En déduire U, et V, en fonction de n.

3. Onpose: A, Z Z., B, Z U,etC, = Z V,. Calculer A,, B, et C, en fonction

k=0
de n.

4. Déterminer I’ensemble des entiers naturels n pour lesquels Z, est réels.

Exercice n°3

On lance un dé tétraédrique dont les quatre faces portent les nombres 1, 2, 3 et 4. On s’inté-

resse au nombre porté par la face cachée.
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64 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Pour k variant entre 1 et 4, on note P, la probabilité d’obtenir le nombre k sur la face cachée.
Le dé est déséquilibré de telle sorte que les nombres P, P,, P; et P, dans cet ordre forment une

progression arithmétique.
1. Sachant que P, = 0,4; montrerque P, =0,1; P, =0,2et P, =0,3.
2. On lance le dé trois (03) fois de suite. On suppose que les lancers sont deux a deux
indépendants.
(a) Quelle est la probabilité d’obtenir dans 1’ordre les nombres 1,2, 4 ?
(b) Quelle est la probabilité d’obtenir trois nombres distincts rangés dans ’ordre crois-

sant ?

3. On lance dix (10) fois de suite le dé. On suppose les lancers deux a deux indépendants.
On note X la variable aléatoire qui décompte le nombre de fois ou le chiffre 4 est obtenu.
(a) Pour 0 < i < 10, exprimer en fonction de i la probabilité de 1I’évenement (X = i).
(b) Calculer I’espérance mathématique de X. Interpréter le résultat obtenu.

(c) Calculer la probabilité de I’évenement (X = 1). On donnera une valeur arrondie au
millieme.

4. On lance n fois le dé, les lancers étant indépendants. On note u, la probabilité d’obtenir
pour la premigre fois le nombre 4 au n-icme lancer.

(a) Montrer que (u,) est une suite géométrique et qu’elle converge.

(b) Calculer S, = u; +u, + ... + u, en fonction de n puis étudier la convergence de la
suite (.S),).

(c) Déterminer le plus petit entier n tel que S, > 0, 999.

NB : On donne (0, 6)!° = 0,00604 ; In(0,001) = —6,90 et In(0, 6) = -0, 51.

Sujet de présélection de 2019 - Cameroun

Exercice n°1

Un joueur débute un jeu vidéo et effectue plusieurs parties successives. On admet que :

1. (a) la probabilité qu’il gagne la premiere partie est 0, 1;

1. s’il gagne une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0, 8 ;
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iii. s’il perd une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0, 6.

Soit n un entier naturel non nul. On note :
G, I’événement « le joueur gagne la n'®" partie >> et

p, la probabilité de I’événement G,,.

1. Calculer p, et p,.
2. Le joueur a gagné la deuxieme partie. Calculer la probabilité qu’il ait perdu la premiere.

3. Calculer la probabilité que le joueur gagne au moins une partie sur les trois premieres

parties.

4. Montrer que pour tout entier naturel nonnul n,ona:p,, |, = % p,+ %

5. Soit (v,) la suite définie par v, = p, + a. Déterminer a pour que la suite (v,) soit
géométrique et
en déduire I’expression explicite de p, et la limite de ( pn).

6. Déterminer le nombre n de parties nécessaires pour que % soit une valeur approchée de

p, 4107

Exercice n°2

On appelle C I’ensemble des nombres complexes. Dans le plan complexe muni d’un repere
orthonormé (O, u, B),

on a placé un point M d’affixe z appartenant a C, puis le point R intersection du cercle de
centre O passant par

M et du demi-axe [O,ﬁ).

1. Exprimer I’affixe du point R en fonction de z.

z+|z|

2. Soit le point M’ d’affixe z’ définie par z’ = % < ) Construire le point M.
3. On définit la suite de nombres complexes (zn) par un premier terme z,, appartenant a C
et,
1

. . , Z,+ |z,
pour tout entier naturel n, par la relation de récurrence : z,,| = S\l )

(a) Que peut-on dire du comportement a I’infini de la suite (|zn |) quand z,, est un nombre
réel négatif ?
(b) Que peut-on dire du comportement a I’infini de la suite (|zn |) quand z,, est un nombre

réel positif ?
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66 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Pe . ~ ’ 4
4. On suppose désormais que z, n’est pas un nombre réel. Démontrer que |z,| < |2—° et

conclure quant au comportement de (|zn |) a I’infini.

Exercice n°3

1. Soit la suite (un) (n > 0) définie par : u, = e

n!
Donner les valeurs approchées de u,, u, et u; a 1072 prés.

2
(a) Montrer que pour toutréel  de [0, 1],ona:In(1+7¢) <t - tZ

2

On pourra étudier le signe de la fonction g (f) = In(1 +1¢) — ¢ + tz

L . o 1" !
(b) En déduire que pour tout » strictement positif, on a : (1 + —> <e .
n
1
(a) Démontrer que pour tout entier n > 0, on a : 2 < ¢ i,

Uy

(b) En déduire que pour tout entier n supérieur ou égala 2 on a :

1 1 1 1
7 e—l—z(l+z+"'+z+m)‘

n

(a) Par considération d’aires, montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on a :

i 1 N\l 1 1
—dt<l+-+=+-+——+ .
Lt = 2 3 n=2 n-1

1
_I_Z ln(n).

(b) En déduire que pour tout entier » supérieur ou égala2,ona:u, <e

Quelle est la limite de la suite (v, ) ?

Probléme

In(|x+1])
—x .

On considere la fonction f (x) =

~

Partie A

1. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition
puis donner une interprétation graphique des résultats obtenus.

2. Etudier la continuité de f en 0. Que peut-on conclure ?
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3. Etudier la continuité de ' et " en 0.

4. Soient a'et f deux réels tels que f' (@) =0et f” (f) =0.
Donner un encadrement de « et f a 107! pres.

5. Construire la courbe C, de f.
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Partie B

1
6. Déduire des résultats précédents les variations de la fonction g (x) = |1 + x|* = e/® et

le graphe correspondant.

7. Démontrer que les suites définies par : u, = g <l> etv, =g <—l) sont adjacentes et
n n

déterminer leur limite commune.
1\" 1 n—1
8. En déduire la double inégalité - (1 + —) <e< (1 + —) .
n n
9. Cette double inégalité permet-elle une détermination rapide de e avec une précision

convenable ?

Partie C

10. (a) Dans le repere ou est construit C, construire le graphe de la droite y = 1 — x.
(b) Pour |x| < %, comment peut-on en déduire que : x < In(l +x) < x —x3?
11. Onconsiderelasuite (A, ) de terme général A, = <1 - #) <1 + n—22> <1 + %) (1 + n%)

Donner un encadrement de In (An) et déduire la limite de la suite (An).
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12. Onconsiderelasuite ( B, ) de terme général B, = (1 + ﬁ) <1 + ﬁ) (1 + ﬁ) <1 +

(a) Calculer lim,__, i <\/§+ \/%4_ Rt \/%)

(b) Donner un encadrement de'ln (B,,) et déduire la limite de la suite (B,,).

Sujet de présélection de 2018 - Cameroun

~

MENSA ACADEMY *** ECOLES DE BOURSE :

Exercice n°1

Dans une foire, une publicité annonce : <« un billet sur deux est gagnant. Achetez deux billets
>,

Dans cet exercice, on suppose qu’effectivement, sur le nombre de billets mis en vente, exac-
tement

un billet sur deux est gagnant. Bodo est toujours le premier acheteur de la journée.

Partie A

Il est mis en vente chaque jour cents billets.
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68 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

1. Bodo achete deux billets.
Calculer la probabilité qu’il achete au moins un billet gagnant.
Le résultat sera donné sous forme d’une fraction rationnelle, puis 21072 pres.
2. Bodo revient chaque jour, pendant trois jours acheter deux billets.
Quelle est la probabilité qu’il acheéte au moins un billet gagnant sur les trois jours ?
Le résultat sera donné a 1072 pres.
3. Un autre jour, Bodo achete six billets.
Quelle est la probabilité qu’il acheéte au moins un billet gagnant.

Le résultat sera donné a 1072 pres.

Partie B

Soit n un entier non nul. Désormais, il est mis en vente 2x billets. Bodo achéte deux billets.

1. Démontrer que la probabilité p, qu’il achete au moins un billet gagnant est :

\ A=
PraNg o),

(a) Etudier les variations de la suite ( pn).

(b) Déterminer la limite de p, quand & tend vers +oo.

Exercice n°2

Dans le plan complexe muni du repere orhonormal (O,ﬁ, B),
on considere les points M et M’ d’affixes respectives z et z’.
Onpose z = x + iyet z/ = x' + iy ou x,y, x" et y sont des réels.
1. Montrer que les vecteurs OM et OM’ sont orthogonaux si et seulement si Re (z’ E) =0
ou z désigne le conjugué de z.
2. Montrer que les points O, M et M’ sont alignés si et seulement si Im (z’ E) = 0.
Applications

3. N est le point d’affixe : z2 — 1.

Quelest I’ensemble des points M tels que les vecteurs OM et O N sont orthogonaux ?

4. On suppose z non nul. P est le point d’affixe : é - 1.

On recherche 1’ensemble des points M d’affixe z tels que O, N et P soient alignés.
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_ — 2
(a) Montrer que : <2—12—1> <z2—1> =72 2_12_1| )

(b) En utilisant I’équivalence démontrée au début de I’exercice, conclure sur I’ensemble

recherché.

Exercice n°3

Une urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches.

On en préleve n successivement et avec remise, n étant un entier naturel supérieur ou égal a

2.
On considére les deux événements suivants :
A : <« on obtient des boules des deux couleurs »> et
B : «<on obtient au plus une boule blanche »>>.
1. (a) Calculer la probabilité de 1’événement : << toutes les boules tirées sont de méme cou-
leur »>.
(b) Calculer la probabilité de I’événement i << on obtient exactement une boule blanche
>,
P n 1 n+1
(c¢) En déduire que p(AN B) = E;p(A) =1- BT etp(B) = T
2. Montrer que p(A N B) = p(A) X p(B) si et seulement si 2" =n + 1.
3. Soit (un) la suite définie pour tout n entier naturel supérieur ou égal a 2 par :
u, =2""1—(n+1).
(a) Calculer u,, us et u,.
(b) Démontrer que la suite (un) est strictement croissante.
4. En déduire la valeur de I’entier n tel que les événements A et B soient indépendants.
Probléeme
Partie A

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0, +oo[ par : f (x) = In(e* + 7).

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan.

1. (a) Déterminer la limite de f en +oo.

(b) Montrer que, pour tout x appartenant a I’intervalle [0, +co[ on a :
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70 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

f(x)=x+In(1+e™>)
(c) En déduire que la courbe (C) admet comme asymptote la droite (A) d’équation y = x.
(d) Etudier la position relative de (C) et (A).
2. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variations.

3. Tracer la droite (A) et la courbe (C).

Partie B

X

Pour tout x appartenant a I’intervalle [0, +oo[, on pose : F (x) = J In (1 + e ) dt.
0
On ne cherchera pas a calculer F (x).

1. Soit x un réel strictement positif. En utilisant la question 1. de la partie A,
donner une interprétation géométrique de F (x).
2. Etudier le sens de variation de F sur I'intervalle [0, 4+0c0].

3. Soit a un réel strictement positif.

(a) Montrer que, pour tout ¢ appartenant a I'intervalle [1,1 + a[, on a: ]L <

<1l
+a

- =

(b) En appliquant le théoreme des inégalités des accroissements finis a la fonction loga-
rithme,

établir que : ﬁ <In(l+a)<a.

4. Soit x un réel strictement positif, Déduire de la question 3. que :

d e—2t x

J dt < F(x) < J e du.
o L+e? 0

puis que : %ln(Z)— %ln(l +e ) < F(x) < % _%

e X,

~

5. On admet que la limite de F (x) lorsque x tend vers +oo existe et est un réel noté /.

Etablir que : %ln 2)<I< %
n+1
6. Pour tout entier naturel n, on pose : u, = J In(1+e*)dt.

n
n+1

(a) Montrer que pour tout entier naturel n,ona: 0 < u, < In (e'2’) dt. On pourra uti-
n
liser le sens de variation de la fonction £ définie sur [0, +oo[ par: A (f) = In (1 + e )

(b)- Déterminer la limite de la suite (u,,).
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7. Pour tout entier naturel n, on pose S, = uy +u; + -+ +u,.

(a) Exprimer S, al’aide de F et n.

(b) La suite ( Sn) est-elle convergente ? Dans 1’affirmative, donner sa limite.
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Sujet de présélection de 2017 - Cameroun

Exercice n°1

Une étude a porté sur les véhicules d’un parc automobile. Au terme de cette étude, on a
constaté que :
— Lorsqu’on choisit au hasard un véhicule de ce parc,
la probabilité qu’il présente un défaut de freinage est de 0, 67.
— Lorsqu’on choisit dans ce parc un véhicule présentant un défaut de freinage,
la probabilité qu’il présente aussi un défaut d’éclairage est de 0, 48.
— Lorsqu’on choisit dans ce parc un véhicule ne présentant pas de défaut de freinage,

la probabilité qu’il ne présente pas de défaut d’éclairage est de 0, 75.

1. Représenter la situation par un arbre pondéré et déterminer la probabilité pour qu'un
véhicule choisi au hasard présente un défaut d’éclairage. Traduire le résultat en termes

de pourcentage.

2. Déterminer la probabilité pour qu'un véhicule choisi au hasard parmi les véhicules pré-
sentant un défaut d’éclairage présente aussi un défaut de freinage. Traduire le résultat en

termes de pourcentage.

Exercice n°2

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormal (O, u, 7)’) unité graphique : 8 cm.

On désigne par A le point d’affixe —1 et par B le point d’affixe 1.

~

On appelle I' I’ensemble des points du plan dsitincts de A, O et B.
A tout point M d’affixe z appartenant a I', on associe le point N d’affixe z? et le point P
d’affixe z°.
1. Prouver que les points M, N et P sont deux a deux distincts.

2. On se propose dans cette question de déterminer 1I’ensemble A des points appartenant a
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["tels que

le triangle M N P soit un rectangle en P.

(a) En utilisant le théoreme de Pythagore,

démontrer que le triangle M N P est rectangle en P si et seulement si :
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lz+ 1%+ |z]* = 1.

(b) Démontrer que |z + 1|* + |z|* = 1 équivaut & <z + %) <z + l) =

1
2) 4

(¢) En déduire I’ensemble A.
(d) Soit M un point de I" et z son affixe, on désigne par r le module de z et & I’argument

de z (a € |—mx, x|).

1. Démontrer que I’ensemble ® des points M de I tels que I’affixe de P soit un réel
strictement positif

est la réunion de trois demi-droites (éventuellement privées de points).
ii. Représenter les ensembles A et ®@ dans le repere (O,ii, ﬁ).

iii. Déterminer les affixes des points M de I tels que le triangle M N P soit rectangle
en P,

I’affixe de P étant un réel strictement positif.

Exercice n°3

. . | Uy =1
Soit (u,) la suite définie par : .
oy =ty — In (u? + 1)

Partie A
Soit f la fonction définie sur R-par f (x) = x —In (x* + 1).

1. Résoudre dans R I’équation f (x) = x.
2. Etudier le sens de variation de la fonction f sur [0, 1].

3. En déduire que si x € [0, 1] alors f (x) € [0, 1].

Partie B

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n : u, € [0, 1].

2. Etudier le sens de variation de la suite (un).

3. Démontrer que la suite (un) est convergente. Déterminer sa limite.
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Probléme

Le plan (P) est muni d’un repere orthonormé (0,77>

Partie A

e —1

Soit f la fonction définie sur R par : f (x) = .
e +1

1. (a) Etudier les variations de f.
(b) Montrer que la courbe représentative (C) de f* a un cercle de symétrie.
(c) Déterminer une équation de la tangente (7") a (C) au point d’abscisse 0.
(d) Construire (C) dans le plan (P).
(e) Soit k un réel strictement positif. Calculer ’aire A (k) de la partie A du plan délimité
par :
Ak) = {Mep : OM 2x5i4y], 08880 ) (x) < y < 1}.

A (k) a-t-elle une limite quand k tend vers +oo ? Si oui, calculer cette limite.

(a) Montrer que f est une bijection de R wvers un ensemble J que I’on précisera.
(b) On note g la bijection réciproque de f, g est-elle dérivable sur J ? Justifier votre
réponse.

(¢c) Démontrer que pour tout réel x,ona: f'(x)=1-(f (x))z.
1
1 —x2

(d) En déduire que pour tout x ot g est dérivable, ona: g’ (x) =
2. Soit m un réel de I’intervalle J.

(a) Résoudre I’équation f (x) = m.

(b) En déduire g (x) pour tout entier élément de J.
1
1

1 —x2

(c) Calculer I'= J

Partie B

Pour tout entier naturel # et pour tout réel x, on pose : b, (x) = 1 + x* + x* + -+ + x>

1. Calculer pour x # 1 et x # —1 I’expression 1 L > — b, ().
- X
2. Démontrer que pour x élément de [—l, l] :0< L _ b,(x) < ixz"”.
2°2 1 —x2 3

1

2
3. Onpose:u, = J b, (x) dx. Démontrer que la suite est convergente. Quelle est sa limite.

0=
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Sujet de présélection de 2017 - Sénégal

Le sujet comporte vingt questions indépendantes, chacune notée sur deux points.

1. Trouver trois nombres a, b et ¢ consécutifs d’une suite géométrique telle que :
a+b+c=310etbh?> = 10c

2. Soit f une fonction décroissante sur R et g une fonction croissante sur R. Déterminer la

monotonie de fog, gof, fof et gog.

3. Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

) —1-1 2x + D2(x + 1)2 N
=1k
h(x) = _xx__ll.

4. Démontrer que si 2x + 4y = 1 alors, x> + y* > b

+L etuy+2/3.

JG‘ﬁ

Calculer s, = Z u, en fonction de n.
i=0

u
5. On considere la suite (u,) telle que u,,; = 5" +

6. Calculer les limites suivantes :

Vx2—2x+2-1 1 , 1 3 VX2 =2¢/x+1
cos( ),hm( - )et lim .

lim
x—,1 1—x 1-x3

x—1 x—1

7. Soit f(x) = x2.

x—1

(a) Démontrer que quels que soient lesréelsaetbona: f (a +b

1
) <5 @+ £
+b

(b) On pose g(x)=F[f(x)]. Déduire du a) que g ("T> < % lg(a) + g(b)].

8. Déterminer suivant les valeurs du parametre réel a, le nombre de solutions de I’équation :

~

w?—3ax+1=0

n(n — 1)x"!

9. Soit S, (x)= 1 +2x+3x*+... +nx" et T,(x) = 1 +3x +6x* +... + 5

x €]0, 1[.

pour
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10. Calculer S, en fonction de n et de x.

11. Trouver une relation entre S}i (x) dérivée de S,(x) et T,(x). En déduire une expression
simple de T, (x) pour x €]0, 1[ puis lim 7, (x) pour 0 < x < 1. On admettra qu’on peut
n—+oo

permuter limite et dérivée.
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19.

20.

75

V1I-x2
—E(x)’

Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie telle que f(x) =

x réel.

Etudier la fonction f (variations, courbe).

—1n
Montrer que la suite (v,) définie par : v, = 1.1 + L +..+ (Pe
n 2n 3n n(n+1

Etudier le nombre de solutions de 1’équation (E) : x* — 8x% — 16x* — 8.

converge vers 0.

Puis, encadrer chaque solution par deux entiers consécutifs.

Pour chaque entier k > 0, on définit une application f, de R vers R telle que
k
X
[i(x) = ——.
x2+1

(a) Etudier les variations des fonctions S

(b) Démontrer que toutes les courbes C, des fonctions f; passent par deux points fixes
que vous déterminerez.

Soit la fonction f définie par f(x) = V1 + x%, x € R.

(a) Montrer que, pour x € R, (1 + x?) f/(x) = x f(x).

(b) Montrer que pour x € R, (1 +x%) ™ (x) +2n+ Dx /" V(x)+ > —1) P (x) = 0.

Démontrer alors que les dérivées de f d’ordre impair sont nulles en O.

Soit a, b et ¢ trois nombres réels. On considere la fonction f définie par :
2
x“+ax+b
W) = T 0
cx?+1

Déterminer a, b et ¢ pour que la fonction f admette a la fois un extremum en -2 et un

extremum, égale a 2 en 0.

On considere la fonction f, , définie par f, ,(x) = asin(x)+b sin’(x), ot @ et b sont deux
réels données.
Calculer les dérivées f ;’b(x) et f! fb(x). En déduire I’expression générale des primi-

tives de la fonction f_ ;.

X2 —|x —a|

Soit f(x) = ou f est une fonction définie dans son domaine de définition,

x2 + ax
aveca € R* fixé.

Existe-t-il une valeur de a telle que f soit dérivable au point a?

Trouver les points pour lesquels la fonction f, définie sur R, par

f(x)= sinZ"(x) — cos?"(x) admet un extremum ; » étant un entier naturel non nul fixé.
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76 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

3x2+7x+8
—x3+7x2—14x+8 7~

21. Résoudre dans R I’inéquation suivante : \/

22. Soit 4 € R et f,(x) = ’ZL&
X

1 et C, la courbe représentative de f, dans un repere

cartésien.

(a) Montrer que les tangentes a C, au point d’abscisse O sont toutes paralléles a une

droite A dont on donnera une équation cartésienne.

(b) Montrer que les tangentes a C, au point d’abscisse 1 sont toutes concourantes en un

point A dont on donnera les coordonnées.

Sujet de présélection de 2016 - Cameroun

Exercice n°1

Une urne contient 4 boules blanches et 2 boules noires indiscernables au toucher.

1. On effectue trois tirages successifs au hasard d’une boule selon la procédure suivante :
apres chaque tirage,
si la boule tirée est blanche, on la remet dans ['urne et si elle est noire, on ne la remet pas
dans I’urne.
On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de boules noires obtenues a
I’issue des trois tirages.

On pourra s’aider d’un arbre pondéré.

(a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
(b) Calculer P (X = 0).

(c) On se propose de déterminer maintenant P (X = 1).

i Montrer que la probabilité que la seule boule noire tirée soit obtenue au second
tirage est €gale a %.

ii. En remarquant que la seule boule noire peut etre tirée soit au premier, soit au
deuxiéme,

soit au troisieme tirage, calculer P (X = 1).

2. On reprend 'urne dans sa composition initiale : 4 boules blanches et 2 boules noires

indiscernables au toucher. Soit » un entier naturel supérieur ou égal a 3. On effectue
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maintenant » tirages successifs au hasard d’une boule dans 1’'urne selon la méme procé-
dure : apres chaque tirage, si la boule tirée est blanche, on la remet dans 1’urne et si elle
est noire, on ne la remet pas dans I’urne. Soit k un entier compris entre 1 et n. Soient les
A©vA©nements :

N : «la k —ieme boule tirée est noire et toutes les autres sont blanches »>.

A : «<on obtient une boule blanche dans chacun des (k — 1) premiers tirages et une boule
noire au k — ieme >.

B : «<on obtient une boule blanche dans chacun des (n — k) derniers tirages »>>.

Calculer P (A), P, (B) (probabilité de B sachant A) et P (V).

Exercice n°2

Un ménage consacre 80% de son revenu a la consommation.
Ce ménage, dont le revenu annuel augmente de 3% par an,
décide de diminuer la part de consommation dans.son revenu annuel de 2, 5% par an.

Au départ, le revenu annuel est R, = 400 000 FCFA.

1. (a) Calculer la consommation C;, au départ (n = 0).
(b) Calculer le revenu R, etla consommation C, I’année suivante (n = 1).

(c) Calculer le revenu R, et la consommation C, pour n = 2.

(a) Montrer que, si C, est la consommation de I’année n, alors C, = 0,8 X 0,975" X R,

(ou R, est lerevenu de I’année n).

~

(b) En déduire la consommation C, en fonction de n.

(a) Etudier les variations de (Cn).

(b) Déterminer la limite de C, quand » tend vers +oo.

2. Dans le cas ou le revenu augmente de 3% et la part de consommation diminue de 3%,

étudier les variations de la suite (C,,).
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Exercice n°3

e

Pour tout entier #» non nul, on considere I’intégrale I, = J (In (x))" dx.
1
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1. (a) Démontrer que pour tout élément x de I’intervalle [1, e] et pour tout entier naturel »n
nonnul,ona:

(In(x))" = (In (x)"™*" > 0.

(b) En déduire que la suite (In) est décroissante.
(c) Démontrer que pour tout entier naturel n nonnul : I, > 0.

Justifier que la suite (1,) est convergente.

(a) Calculer I,.

(b) Démontrer, a I’aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel #» non
nul,ona:

I .,=e—(+1)1I,.

n

(c) En déduire I,, I et I,.
Donner les résultats exacts, exprimés en fonction de e, et les valeurs approchées

a 1073 pres par défaut.

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel » nonnul: (n+ 1) I, < e.
(b) En déduire la limite de Ia suite (I,,).

(¢) Déterminer la valeur de nl, +/(1+ I,.,). En déduire la limite de n1, lorsque n tend

Vers +o00.

Probléme

Partie A

On considere la fonction numérique g définie sur ]0, +oo[ par : g (x) = x> — 21In(x).

1. Etudier le sens des variations de g.

2. En déduire le signe de g (x) sur ]0, +oo[.

Partie B
. . . ) 1+1
On considere la fonction numérique f définie sur ]0, +oo[ par: f (x) = % + ﬂ
On note C, la courbe représentative de f* dans un repere orthonormé <0,7,7> (unité gra-

phique : 2 cm).
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1. Déterminer la limite de f en 0. Interpréter le résultat.

(a) Déterminer la limite de f en +oo0.

(b) Déterminer, sur ]0, +ool, la position de C, par rapport a la droite (A) d’équation

=X
y=3

Montrer en particulier que (A) coupe C, en un point A que ’on déterminera.

2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
3. Montrer qu’il existe un point B, et un seul, de la courbe C ’ ou la tangente (T) a C est
parallele a (A).
Préciser les coordonnées de B.

4. Montrer que 1’équation f (x) = 0 a une unique solution a.

Justifier I’encadrement 0,34 < o < 0, 35.

5. Tracer C;, (A) et (T).

Partie C

n=2
On considere la suite numérique (xn) définie pour tout entier naturel n par : x, = e

1. (a) Montrer que (xn) est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme et

la raison.

(b) Montrer que (xn) est une suite croissante.
x,+1

2. Pour tout entier naturel n, on pose : a, = 4J

X

(f(x)— g)dx.

n

(a) Donner une interprétation géométrique de a,,.

(b) Montrer que a, = o+ 1

pour tout entier naturel n. En déduire que (a,) est une suite

arithmétique.

Sujet de présélection de 2015 - Cameroun

‘ Exercice n°1 I

1. Trois personnes jouent ensemble.

A la fin de chaque partie, le perdant double 1’avoir de chacun des deux autres joueurs.
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80 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Apres trois parties ou chacun en a perdu une, il reste a chacun 240 francs.

Quels étaient les avoirs initiaux de ces joeurs ?

2. Trois robinets R, R, et R, servent au remplissage d’un bassin. Utilisés simultanément,
les robinets R, et R, remplissent ce bassin en 5 heures ;
les robinets R, et R; le remplissent en 3 heures 20 minutes ;

les robinets R, et R, le remplissent en 3 heures 45 minutes.

(a) En combien de temps le bassin serait-il rempli si les trois robinets fonctionnaient
simultanément ?

(b) Calculer le débit de chacun des trois robinets si‘la contenance du bassin est 7200

litres.

Exercice n°2

z .2 %
1. Calculer I = J2 L(X)dx et = J ;dx.
o 1+ cos(x) o0-aL+ COS (x)

z 2
En déduire K = J2 L(x)
o 1+ cos(x)

2. Soit f la fonction numérique définie sur E = ]—’21 % [ par f (x) = tan(x).

(a) Montrer que f est une bijection de E sur un ensemble que I’on déterminera.

(b) Montrer que f~! est dérivable et calcule ( i )’ (x) pour tout réel x.

1 1 5

1 1a’x et en déduire B = J ad

dx.
0x2+1 X

(c) Calculer A = J

0x2+

Exercice n°3

On considere les suites (u,) et (v,) définies, pour tout entier naturel n non nul, par :

u, =1
: et v,=u,—In().

un+l =u, + n+1

1. (a) Calculer u,, u; et u,.

. . _ n 1
(b) Montrer que, pour tout entier n non nul : u, = 37 _, e

(a) Montrer que, pour tout entier naturel k non nul, on a :
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(b) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on a :

un—lsln(n)SLtn—l et 0<vp, <1
n

p—

1
) 1 n+
(a) Montrer que, pour tout entier nnonnul : v,,, — v, = panr i J —dx.

(b) En déduire le sens de variation de la suite (un)

2. Montrer que la suite (U,,) converge. On note / sa limite (on ne cherchera pas a calculer
D).

Quelle est la limite de la suite (un) ?

Probléme

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul. On étudie la fonction f, définie
sur R par :

f, ()= xel = nXt
On note C, sa courbe représentative dans un repere orthonormal (O,?,j).
A. Soit g, la fonction définie sur R par: g, (x) = (1 +x)e* — n.
1. Calculer les limites de g, aux/bornes de son domaine de définition.
2. Déterminer la dérivée de g,. Dresser le tableau des variations de g,,.

3. Montrer que g, s’annule pour une unique valeur «,, et que «, 'est positif ou nul.

4. Montrer que a,, = In < >, avec 0 < a, < In(n).

1 +a,

(a) Montrer que pour tout réel x strictement positif,ona:In(x) < x—1 (1).
(b) Déduire-de (1) lesigne de g, (ln (ﬁ))
(c) Justifier que : %ln (n) < a,.

Quelles sont les limites des suites de termes généraux a,, et 2.
n

1. (a) Déterminer la dérivée de f,. En déduire les variations de f,.

(b) Calculer les limites de f, aux bornes de son ensemble de définition.

—na2
n

(c) Montrer que : f (an)

Cl4a,

2. Montrer que C, admet une asymptote D, que I’on déterminera.
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82 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

3. Déterminer les points d’intersection de C, et de 1’axe des abscisses et
préciser la position de C, par rapport a cet axe.
4. Etudier les positions relatives de C, et C, ;.
5. (a) Montrer que 0,35 < a, <0, 40.
Déterminer les valeurs approchées a 1072 pres par défaut et par exces de a,.
En déduire un encadrement de f, (az).

(b) Tracer C, et C, sur un méme graphique en mettant en évidence les résultats précé-
1 2 graphiq p
dents

(unité graphique : 10 ¢m). On précisera les tangentes en O a C, et C,.

Sujet de présélection de 2014 - Cameroun

Exercice n°1

2XHy+z—4t=-2
Les nombres réels x, y, z et ¢ vérifient : (1) : < xX—y+z—t=5

34y—2z-2t=-12

"

1. Déterminer (x, y, z, ) pour que X + yz soit minimal.
(On pourra d’abord résoudre (1) en considérant 1 comme parameétre.)

2. Donner la valeur de ce minimum.

Exercice n°2

Une boite contient 60 boules blanches et 40 boules noires.
On effectue dans cette boite des tirages successifs avec remise de chaque boule apres tirage.

On s’arrétera a ’obtention d’une boule blanche.

Partie A

Dans cette partie, on ira au maximum a 4 tirages.
On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires a 1’obtention de la
premiere boule blanche.

Par convention, X sera égale a 0 si ’on n’obtient pas de boule blanche apres 4 tirages.
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1. Calculer la probabilité pour que X soit égale a 0.

2. Calculer les probabilités pour que X soit égale a k, k valant successivement 1, 2, 3 et 4.

Partie B

Dans cette partie, on procedera a n tirages au maximum, » étant un entier naturel non nul.
De méme, on appellera X la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires a
I’obtention de la premiere

boule blanche et ici encore X sera nulle si ’on n’obtient pas de boule blanche apres » tirages.

1. Calculer les probabilités pour que X soit égale a k, k variant de 1 a n.

2. On considere le polyndme P tel que : P (x) = 1 +2x +3x% + .-+ + nx""L.

Soit E (X) I’espérance mathématique de X. Montrer que E (X) = %P (%)

n+1 __ 1
3. On sait que pour tout réel x différentde I,ona: 1 + x4+ x>+ - + x" = x—l
x —
(a) En dérivant les deux membres de 1’égalité précédente,
en déduire une autre expresion de: 1 + 2x + 3x% + - + nx"".

. 5 S\ Y
E ; E X ! 3 ) <_ ) g
(b) En déduire que E (X) 3 <n + VAG

Probléme

But du probléme : étude de la fonction f définie sur I'intervalle [0, +oo[ par f (x) = 2x>+e~*.

1. Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit g la fonction définie sur [0, +oo[ par: g (x) = 4x —e™™.

(a) Etudier les variations de g.
(b) Montrer qu’il existe un unique réel a € [0, 1] tel que g (a) = 0.
(c) Déterminer, a I’aide d’une calculatrice, une valeur approchée de a a 1072 pres.

(d) Etudier le signe de g (x) sur [0, +oo[.
2. Etude et représentation graphique de la fonction f.

(a) Etudier les variations de f sur [0, +ool.

(b) Donner I’équation de la tangente a la courbe représentative (C) de f au point d’abs-

cisse 0.
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84 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION
(c) Soit (P) la parabole d’équation y = 2x2.

i. Btudier le signe de f (x) — 2x2 sur [0, +oo[.
ii. Calculer la limite, quand x tend vers +oo, de f (x) — 2x°.

iii. Interpréter graphiquement ces résultats.
(d) Représenter dans un repere orthonormal a la parabole (P), la courbe représentative
(C)de f
et la tangente a (C) au point d’abscisse 0 (unité graphique : 2 cm).
3. Calcul d’aire. On se propose de déterminer 1’aire A (¢) de la partie du plan contenant des
points M (x, y)

telsque: 0 < x <tet2x?> <y < 2x?+e7*, ol t estun réel donné.

(a) Calculer A (¢) en cm?.
(b) Quelle est la limite de A (f) quand ¢ tend vers +co.

Interpréter graphiquement ce résultat.

Sujet de présélection de 2014 - Sénégal

Le sujet comporte vingt questions indépendantes, chacune notée sur deux points.

1. Calculer les limites suivantes :

tanxtan(x—%)
lim Vx2+2x — 1 —x, lim ,lim [ \/n+\/n+n—1/n)

X—+00 x—»% 1—-2cosx n—+oo0

2. Montrer que pour toutréel x et y non nuls :

2 2
2(E+L)-3(2+2) 4630
¥y x? y X
3. Soit P et O deux polyndmes.

(a) Montrer que si P et Q sont différents du polyndme nul, alors leur produit P X O n’est

pas le polyndme nul.

(b) En déduire que si le produit P X Q est le polyndome nul alors, P ou Q est le polynome

nul. Cette propriété est-elle vérifiée par I’ensemble de fonctions numériques ?
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10.

11.

12.

13.

14.

85

. Déterminer quatre termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison 6 sachant que

leur produit est 385.

. Déterminer suivant les valeurs du réel a les asymptotes de la courbe de la fonction f,,,

définie par :
@+ Dx*?+a> -1
fo(X) =
(a+ Dx+a-1

. « L4 )4 . / _
. Soit a € R} donng, résoudre dans R I’équation \/ x + \/x +a = a.

. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit f, et f, les fonctions définies sur R —0, 1 par :

[ix)=1- i et f,(x) = f1(fy1 (X))

Calculer f,,,,(2014).

. Simplifier I’expression B = \3/20 +142 + {/20 —14v/2.

. Soit @ et h les expressions définies par :

@(x) = x — E(x), et A(x)= |2x — 1|

et soit f = hog, ou E(x) désigne la partie entiere de x.
Montrer que la fonction f est continue sur R, paire et admet 1 pour période. Repré-

senter graphiquement f en repere normé.
U

n

On considere la suite (U,) telleque U, , | = — + F o etU,=2/3.

22\’15\6

On pose V, = Un\/a —n, Vn &N.
(a) Etudier la nature de la suite (V,) de terme général V.

(b) En déduire U, en fonction de n et calculer .S, = Z U..
i=0
Soit la fonction f définie par f(x) = E(x) + (x — E(x)), x € R et E(x) désigne la partie

entiere de x. Etudier la continuité de f sur R et tracer la courbe de f pour x € [-2,2].

|x* =1 <3
-, . . =N
Résoudre le systeme d’inéquations suivant :

2—x<x?
Trouver le réel « tel que la fonction f définie par f(x) = \/x + V1 + x2, x € R vérifie :
1+ X))+ xf'(x) = af(x), xR

Montrer que pour # non nul, la somme des cubes des n premiers entiers naturels impairs

est égale a 2n* — n?.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Montrer que pour n non nul,ona: Vn+1— \/_ 1. En déduire
k=10000
la partie entiere du nombre réel A = = Z —

=Y/

Déterminer le réel @ pour que le polyndme A(x) = x* — x + a soit divisible par le

polyndme B(x) = x*> — ax + 1.

Trouver les points pour lesquels la fonction f, définie sur R, par f(x) = sin*'(x) —

cos?(x), admet un extremum ; n étant un entier naturel non nul fixé.

Montrer que pour tout n € N, 7 divise 32" — 2",

ax® + bx + x

Soit f la fonction définie sur R — 2 par f(x) = >

et (C) sa courbe représen-

tative dans un plan muni d’un repere orthonormal.

(a) Déterminer a, b, ¢ pour que (C) ait les propriétés suivantes :
— (C) passe par le point A(0;5);
— la tangente a (C) au point A est parallele a I’axe des abscisses;

— la tangente a (C) au point B d’abscisse 1 a pour coefficient directeur -3.

(b) Etudier les variations de la fonction f ainsi obtenue. Tracer (C).

Déterminer le réel m pour que I’équation (m — 1)x* — mx +3m+ 1 = 0 ait deux solutions

x" et x”, telles que x’ <2 < x".

Sujet de présélection de 2013 - Cameroun

Exercice n°1

1.

2.

4 ) z
Calculer I = Jz L(x)a’x etJ = r ;dx
o 1+ cos(x) o 14 cos(x)

z 2
En déduire K = J _CosT ()

dx. Soit f la fonction numérique définie sur ] -z [ par
o 1+cos(x) 272
f(x) = tan (x)..

(a) Montrer que f est une bijection de] % %[ sur R.

(b) Montrer que f~! est dérivable et calculer (/' )’ (x) pour tout réel x.

1 2

1
2dx et en déduire B = J ad

dx.
0 1+x2

(c) Calculer A = J
0 + X
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Exercice n°2

Dans un pays, un organisme étudie 1’évolution de la population. Compte tenu des naissances
et des déces,

on a constaté que la population a un taux d’accroissement naturel et annuel de 14 pour 1000.

De plus, chaque année, 12 000 personnes arrivent dans ce pays et 5000 personnes le quitte.

En 2005, la population de ce pays était de 75 000 000 d’habitants.

On suppose que 1’évolution ultérieure obéit au modele ci-dessus.

On note P, la population en I’année 2005 + n exprimée en millions d’habitants.

1. Déterminer P,, P, et P,. La suite de terme général P, est-elle arithmétique ? géomé-
trique ? Justifier la réponse.

2. Exprimer P, , en fonction de P,.

3. Démontrer que la suite (Un) définie pour tout entier naturel n par U, = P, + 500 000 est
géométrique.

Déterminer sa raison et son premier terme.

4. Exprimer U, et P, en fonction de n.

(a) Combien d’habitants peut-on prévoir pour 2010 ?

(b) Au bout de combien d’années la population aura-t-elle doublée par rapport a I’année

20057

Exercice n°3

1
Soit la fonction numérique f définie par f (x) = — |x| + n (|X|).
X

1. Déterminer le domaine de définition D de f et écrire f (x) sans le symbole de valeur

absolue.

(a) Calculer les limites de f aux bornes de D.

(b) Montrer que la courbe représentative (C) de f admet les droites (D) et (D) d’équa-

tions respectives
y = x et y = —x comme asymptotes.

(¢) Etudier la position de (C) par rapport a ces asymptotes.
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88 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

(d) (C) coupe la droite (D) d’équation y = —x en deux points.

Soit M celui de ces deux points dont I’abscisse a est positive. Calculer a.

2. Définir la dérivée f’ de f. Pour étudier le signe de f’, on tracera pour x > 0 dans un

repere orthonormé,

les courbes C, et C, des fonctions h @ x —> 1 — x?etg : x —> In(x) respecti-
vement. Pour x < 0, on montrera que la fonction ¢ : x — x?> + 1 =In(—x) admet un

minimum pour une valeur x,, et on calculera g (xo).

Dresser le tableau de variations de f.
3. En prenant In (2) = 0.7, calculer les valeurs de f en =4, =2, —0.5, 2 et 4.
4. Tracer (C) et ses asymptotes. On prendra pour unité graphique sur les axes 2 cm.

5. Calculer I’aire de I’ensemble des points M du plan de coordonnées (x, y) tels que :

1 <x<2

Sx < p<LAe)

Sujet de présélection de 2013 - Sénégal

Le sujet comporte vingt questions indépendantes, chacune notée sur deux points.

—

. Calculer la limite en zéro des fonetions définies par :

VIi+x—-1
vVi+x-1

1
f)=7 [(L4x)* = 1 —4x] et g(x) =

[\

. Calculer les limites suivantes :

1imsin(x)[x—1~:(§>] et lim< > 3 )

x—s0 x—1\x3—1 x3—-1

Ou E(x) désignant la partie entiere de x.

(O8]

. Peut-on prolonger par continuité en zéro la fonction f sur R* définie par :

f(x) = %sin(%).

Justifier votre réponse.

) , ) . a’ —b"
4. Soient a'et b dans R* fixés. Calculer suivant les valeursde aet b: lim .
+ n—s+o00 " 4+ b"

9

. (a) Montrer que si, p < 0 alors la fonction f : x — x4+ px + ¢ admet un maximum

M et un minimum m.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Résoudre dans R 1’équation : L a ik o ..

89

(b) Calculer le produit M.m en fonction de p et q. En déduire que 1’équation :

x> 4+ px + g = 0 admet trois racines distinctes si, et seulement si 4p> + 27p? < 0.

. Soita € Ri donné, résoudre dans R I’équation \/ x + \/x +a = a.

. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit f, et f, les fonctions définies sur R —0, 1 par :

fi0=1- % et £, (fo1(0)).

Calculer f,,,5(2013).

. On considere dans R I’équation (E) : \/x +3-4vVx-1+ \/x +8—-6Vx—-1=1.

(a) Montrer que x est solution de (E) si, et seulement si
(E): |\/x - —2) + |\/x— —3| =1.
(b) Résoudre dans R I’équation |u — 2| + |u — 3| = 1.

Conclure pour I’équation (E).
1

X % X5 #
Soit un polyndme P(x) = a,x"+a, ;x" ' +..+ax*+a;x+ayova, e NVi =0,1,...,n.
Montrer que 1 est racine de B(x) = P(x) — S ou S est la somme des coefficients du
polyndme P.

Soit I’entier N s’écrivant sous laforme N = a,a,_,...a,a,a,. En déduire que N est

divisible par 9 si et seulement si.$' est divisible par 9.
Soit la fonction f définie par f(x) = E(x) + (x —E(x))*; x € R ot E(x) désigne la partie
entire de x. Etudier la continuité de f sur R et tracer la courbe de f pour x € [-2,2].

On considere les fonctions f et g définies respectivement sur R par :

3

£ =) Ix =kl et g(x) = £(x) + |x — 4].

k=0
Construire les courbes de f et de g dans deux reperes différents, en déduire leurs extré-

mums.

Montrer que la fonction définie sur R par f(x) = x | x| est bijective. Etudier la dérivabilité

de la fonction réciproque g et définir g’.
Soit P(x) = x* — x> —4x> — x + 1.

(a) Montrer qu'un réel @ # 0 est racine de P(x) si et seulement si a est solution de

I’équation :
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90 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

(E”) : x —x—4—1+12_0.
X X

(b) En posantu = a + l Résoudre I’équation (E”) et en déduire les racines de P(x).
a

15. O
1 pose 2 k(k + 1)(k+2)

(a) Déterminer les constantes réelles a, b et ¢ telles que :

! =24 b +L our tout # non nul
nn+ Dn+2) n n+l nt2? '
(b) En déduire une expression simple de U, en fonction de n puis calculer lim U,.
n—s+oco

16. Etudier la dérivabilité de la fonction f définie sur R par :
f(x) = |x|“sinl six#0et f(0) =
X

Ou «a est un parametre strictement positif fixé puis la continuité de la fonction dérivée de
f.

17. Pour n € N, on considere les fonctions f,, g, et h, définies sur ]0, 1[ par :

n

n n n

[0 =1+x+ X+, Fx = Z x*, g, x) = Z kx" et h,(x) = Z K2 xk.

k=0 k=0 k=0

(a) Exprimer simplement /', (x) sans le signe Z

(b) Etablir une relation entre e cb/ r: (x) pour x €]0, 1[. En déduire les expressions
simplifiées de g,(x) et ,(x) sans le signe Z

(c) Déterminer lim f,(x), lim g, (x)et Iim A (x).
n—-+o0o n—+oo n—+oo

—x2 H(x*—x-2
18. Résoudre dans R I’'inéquation : (" + 3x +H(x” — x ) <0.
3x2+4x -4

19. Etudier la dérivabilité a droite en 0 de la fonction f telle que f(x) = cos (\/— )

20. On considere une suite arithmétique (a,,),5; de raison r # 0 avec a, > 0, Vn > 1. Prouver

que :

) 1 ", 1 + 4 1 _ n—1
Vi Fa @+ G+ At e,
1 1 1 n—1

by —+ —+...+ = .
a,a, a,a a,_ 18,19y a,a,

Sujet de présélection de 2012 - Sénégal

Le sujet comporte vingt questions indépendantes, chacune notée sur deux points.
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1. Etudier la limite en zéro de fonctions définies par:

(1 —cosx)(1 +2x) VIi+x—

1 = x)* = 1 44x—x°
fy = EEBIEE20 = LI g = C B

VTax—1 3%
1 —4/cosx

g(x) = 2

2. Résoudre dans R I’'inéquation définie par :

(=3x% +4x +7)(5x*> +3x = 2) S
(x2 —4)(-3x2—-T7x+ 10)

3x2+7x +8
—x3+7x2—14x+8 7~

4. Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

3. Résoudre dans R I’inéquation suivante : \/

2x3 = 3x+4/x -1 1)2 2)2 —1\2
h(x) = ;“_fi

5. On considere la suite (u,) telle que :

u
" B, _ o3

n -
+1 R 2\/— \/5

Calculer s, = Z u; en fonction de n.
i=0
6. Montrer que si une fonction f continue sur un segment [a, b] admet sur ce segment une

u

o

fonction réciproque, f est monotone sur [a, b].

7. Btudier la dérivabilité de la fonction f définie sur R par :
F(x) = |x|%sin + si x % 0 et £(0) = 0.
X

Ou « est un rationnel strictement positif puis la continuité de la fonction dérivée.

~

ax?+bx +c
x=2
et (C) sa courbe représentative dans un plan muni d’un repere orthonormal.

8. Soit f la fonction définie sur R — 2 par : f(x) =

(a) Déterminer a, b et ¢ pour que (C) ait les propriétés suivantes :
— (C€) passe par le point A(0;5)
— la tangente a (C) au point A est parallele a I’axe des abscisses;

— latangente a (C) au point B d’abscisse 1 a pour coefficient directeur -3.
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(b) Etudier les variations de la fonction f ainsi obtenue. Tracer (C).

9. On considere I’expression P, (x) = % [x (x + Vxz— 1) + (x - VxZ- 1) ]

(a) Vérifier que P,(x) — xP,_,(x) + iPn_z(x) =0(n € {3,4)).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

(b) Onposeu=x+VxZ—-1l,v=x—-Vx2—-1.

Calculer (u”‘l + u”‘l) (u + v). En déduire que, pour toutn > 3 ona:
P,(x)—xP,_,(x)+ iPn_z(x) =0.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit f, et f, les fonctions définies pour tout

R—-{0,1} par:

£ =1- i et £,x) = £, (fo 1 ().
Calculer f,y,,(2021).

m\x24+3-2mx:_-
— a2 S1 |X| #1

Soit la fonction f définie par : f(x) =
23+ px+1 si |x|=1.

Déterminer m et p pour que f soit continue sur R.
Soit P(x) =x* —x3 —4x* —x + 1.

(a) Montrer qu'un réel a # 0 est racine de P(x) si et seulement si « est solution de :

(E):az—a—4—l+iz=0.
x

(b) En posantu = o + l Résoudre I’équation (E) et en déduire les racines de P(x).
a

100

1
Calcul )
acuelrgn(n+1)(n+2)

Déterminer quatre termes consécutifs d’une suite arithmétique sachant que leur somme

est 12 et la somme de leurs carrés est 116.

Soit les nombres A et B définis par : A = 1, 5000009002 et B= M
1,0000000004 0,9999999998
1+ 2x

et g(x) = ﬂ, déterminer le signe de

En utilisant les foncti =
n utilisant les fonctions f(x) 1 +4x 1—2x

A - B.

2 3
Résoudre dans R 1’équation suivante : 1 + X+l + (x 1 ) + (x 1 ) = 0.

x—1 x—1 x—1
On congsidere P et Q deux polyndmes de degrés respectifs n et g tels que pour tout x,
P(x)O(x) = 0.
(a) Prouver que P admet au moins n + 1 racines ou que Q admet au moins g + 1 racines.
(b) Soit f(x) = x+|x| et g(x) = x—|x|. f(x) et g(x) sont elles des fonctions polyndmes ?

Justifier votre réponse.

Soit S, = x + x(1 — x*) + x(1 — x*)*> + ... + x(1 — x*)". On pose f(x) = lim §,.

n—>00

Préciser I’ensemble de définition de la fonction f de R vers R ainsi définie puis

simplifier I’expression de f(x).
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2 2
19. Soit x et y deux réels non nuls. Prouver que : 2 <x_2 + y_> -3 (E + X) +62=0.

¥y x? y X
20. Démontrer par récurrence que pour n € N :
(a) 3?" — 2" est divisible par 7.

(b) 322 4 26m+1 est divisible par 11.

Sujet de présélection de 2011 - Cameroun

Probléme n°1

Soit (E) un plan, (O,?,;) un repere orthonormé de (E), f 1’application de E dans E
qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe M’ d’affixe z/ = z*> + iz + 1.
1. Déterminer I’ensemble des points M dont I’image par f est le point A d’affixe 3i.

2. Soit M un point de (E), de coordonnées x et y et M’ = f (M) de coordonnées x’ et )/,
son image par f.
Déterminer x’ et y’ en fonction de x et y.
3. Soit QI’ensemble des points M du plan dont I’image est sur la droite d’équation x = —1.

Déterminer une équation cartésienne de €.
4. Soit (C) I'image par f de la droite <O7> Déterminer une équation cartésienne de (C).

5. Montrer que Q et (C) sont des coniques dont on déterminera les éléments remarquables
(notamment le centre, les axes, les asymptotes et les sommets lorsqu’ils existent) et que

I’on construira.

Probléme n°2

1. Soitla fonction f définie sur I = [1, +oo[ par f (x) = 1__1 .
x x+1
(a) Démontrer que f est déroissante sur 1.
(b)-Calculer lim f (x).
X—>+00
Soit la suite (un) de terme général u, = L ,n>1
n n+l

(¢) Quel est le sens de variation de cette suite ?

(d) Quelle est sa limite ?
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94 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION
(e) Démontrer que cette suite est bornée.

2. On définit la suite (Sn) dont le terme général est la somme des n premiers termes de la
suite (u,),

S,=u +u,+ - +u,
(a) Démontrer que cette suite est croissante.

i. Ecrire u; + u, + u sans effectuer de calcul.

ii. Démontrer que pour tout entiern > 1 : S, = : T
n
Calculer Sy, = L + 1 + -+ 1
P77 1223 99.100°

(b) La suite (S,,) converge vers 1, vrai ou faux ? Justifier.

Probléme n°3

1. Soit ABC un triangle de coté de longueuria.

Soit (I') I’ensemble des points M du plan tels que :

”MA _OMB+ Mcn - HMA _4MB + MCH.

(a) Prouver que le point B est un point de I’ensemble (I').

(b) Démontrer que le vecteur MA —2M B + M C est indépendant du choix de M.

(c) Soit G le barycentre de (A, 1), (B,—4) et (C, 1).

3
i. Prouver que GM = %a.

ii. En déduire la nature de 1’ensemble (I).

~

iii. Tracer I’ensemble (I').

2. L’espace est muni d’un repere orthonormé direct (O,?, 7 E)

Soient A(—1,2, 1), B(1,—6,—1), C(2,2,2) et 1 (0, 1,—1).

(a) 1. Calculer le produit vectoriel de ABet AC.
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1. Trouver une équation cartésienne du plan (ABC).

i. Bcrire une équation de la sphere (.S) de centre let de rayon 2.

i. Si K (1,0,1) et J (-2,0,0), trouver (S) N (J K).
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Sujet de présélection de 2011 - Sénégal

Le sujet comporte vingt questions dont la majorité ont déja été traitées. Nous présenterons

juste cing questions.

1. Etudier la limite en zéro des fonctions définies par : f(x) = _ X o g(x) = 1—cosx

1 + sin x x2
VIi+x2-1 . 1 x—Vxt—-x+1
k(x)=—sin—, I(x) = .
X X 2x — \V4x2 +2
X 4+2xT—x=2 <
(x* 4 5x2 — 6)(x5 — 4x)
—-2x2+3x -1
—xX3+7x2—14x+8 7
4. Pour quelle(s) valeur(s) de m la courbe C définie par I’équation y = f(x) admet-elle les

2. Résoudre dans R I’'inéquation définie par :

3. Résoudre, dans R I’inéquation \/

asymptotes indiques ?

mx|x2—1|—2x|x|+1
f(x) =

; quatre asymptotes d’équations :

x=0x == ——l __l+2
P e, § B

x2|x =3 —-x3

5. On considere une suite arithmétique (a,),, de raison r et une suite géométrique (b,),,

de raison g # 0.

Ecrire en fonction de a, by, ret gl expression S, = Z —

Sujet de présélection de 2010 - Cameroun

Exercice n°1

1. Montrer que pour tout nombre réel x différent de —1, on a I’égalité :

1 o 1 (=x)"
1= +2_ 3+'”+_1n1n1=__ )
XX =D x x+1 x+1

2. En déduire I’égalité :

1 n n—1
(—x) 11 (=D
dx=InQ2)— [l —=4+=+ -+ .
Ll+x x=h@ 2 3 n

3. Montrer que pour tout entier naturel » non nul et pour tout nombre réel x de I’intervalle

[0,1],ona:
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96 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

1 n
<J (=x) dx < —

4. En déduire les inégalités : —

n

n+1 7~ Jpx+1  ~n+1
5. Quelle est la limite quand » tend vers I’infini de la suite de terme général :
1 1 (_1)}1—1
=l--+=+-+ ?
¢ 273

n

Exercice n°2

Partie A

1. Résoudre dans C I’équation (E) : z/ =Z.
2. Placer les images des solutions dans un plan P muni d’un repere orthonormé <O7,7>

3. Montrer que les solutions non nulles de (E) sont les racines 8" de 1’unité.

Partie B

A tout réel a, 0 < @ < 7, on associe le point M d’affixe Z,, = cos (a) + i sin(«a) dans P.

Le plan P est muni du repere ( 0,7,7> orienté.
1. Déterminer I’ensemble (E 1) des points M quand « varie dans ]0, z[.

2. Soit N le point d’affixe Z, = 1+ Z,,;. Déterminer I’ensemble (Ez) des points N quand

« varie dans |0, ].
( - 1+Zy
3. Mettre sous forme trigonométrique Z, = i T
— LM

Quel est I’ensemble des points P invariants d’affixe Zp ?

Probléme

e*—1
xe* + 1
on note (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormé <O,?, 7)

On considere la fonction numérique f définie sur ]0, +oof par f (x) = et

Partie A
Soit la fonction g définie sur [0, +oo[ par g (x) = x + 2 — e*.
1. Etudier les variations de g sur [0, +oo[ et déterminer la limite de g en +oo0.

(a) Montrer que I’équation g (x) = 0 admet une solution et une seule a dans ]0, +oof.
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(b) Sachant que e''* & 3.127 et !> ~ 3.158, donner un encadrement de @ 2 1072 pres.

2. En déduire le signe de g (x) suivant les valeurs de x.

Partie B

1. (a) Définir la dérivée f’ de f en fonction de g.

(b) En déduire le sens de variation de f sur [0, +oo].

(c) Montrer que pour tout réel positif x,ona: f (x) = L ;e‘ .
X+ e™*
(d) En déduire la limite de f en +oo0, interpréter le résultat.
(e) Etablir que f (a) = L
a+1

(f) En utilisant I’encadrement de «, trouvé a la question 2.(b) de la partie A,

donner un encadrement de f (a) d’amplitude 1072,
2. Déterminer une équation de la tangente (77)a la courbe (C) au point d’abscisse 0.

_ (x+Du(x) oil

(a) Etablir que pour tout réel x appartenant a [0, +oo[ @ f(x) — x 1
xex

u(x)=e"—xe* —1.
(b) Etudier le sens de variation de u Sur [0, +oo[. En déduire le signe de u.

(c) Déduire des questions précédentes la position de la courbe (C) par rapport a la droite

(T).

3. Tracer (C) et (T).

Partie C

1. Déterminer une primitive de f sur [0, +oo[ en utilisant I’expression de f établie a la

question 1.(c) (partie B).

n+1
2./ Pour tout entier naturel »n, on pose v, = J f(x)dx.
n
(a) Montrer que pour tout entier naturel n,n > 2,ona: f(n+1) <v, < f (n).

En déduire la monotonie de la suite (v,) pour n > 2.

(b) Déterminer la limite de la suite (Un).
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CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Sujet de présélection de 2010 - Sénégal

1.

10.

11.

12.

13.

. Résoudre, dans R, I’'inéquation : \/

. On définit une suite (U,,) par :

Etudier les limites suivantes :

lim \/\/x+1—\/x—1, lim ZXFSIOX g x3<1—1>.
X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X

. Dériver les fonctions f et g définies ci-dessous :

X

f)= R

l 3
sur 10, +oo[ et g(x) = <1+—x) SurR — {—1)

. Calculer la dérivée des fonctions suivantes (on laissera les calculs apparents et on préci-

sera I’ensemble sur lequel chaque fonction est dérivable).

f(x)=@Bx+ 1)cos (%x — %), g(x) =2cos2x — 3sindx + 5cos (%) et

h(t) = —t*> cost + 2t sint+ 2 cost.

Résoudre les équations :
X+x2+x+1=0
3x* +x*+3x+1=0

x+x3+x+x"=0.

—2x% 4+ 3x -1
—x3+7x2—14x+8 ~
Déterminer une fonction polyndme P de degré 3 admettant 1,-3 et -4 pour racines et telle

que P(2) = 90.

U, =
1
Un+1=§Un+n_l

La suite (U,) est-elle géométrique ? arithmétique ?

Déterminer un nombre x tel que les trois nombres 25, x, 16 soient trois termes consécutifs

d’une suite géométrique de raison négative.

. Calculer la valeur exacte de lasomme : S=1—-2+4 -8+ 16 —32 + ... + 4096.

1 1 1 1
Calculer la valeur exacte de : A =1+ 3 + 3 + ﬁ + ...+ ﬁ
, ), . 1 1 1
Résoudre I’équation: — + — + ...+ — =0.
x  x2 x8

3sinn+2cosn+ 5n
. .

Déterminer la limite de la suite (U,,) définie par : U, =

Soit A(n) = oun € N*,

1
nn+1)
b

(a) Déterminer deux réels a et b tels que : A(n) = e, 2
n n+l
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(b) Exprimer, en fonction de n, la somme suivante : Z ;
P k(k+1)

-

2x —y >0

14. Résoudre graphiquement le systeme d’inéquations suivant : 4 x + y.< 0

3x+6y<1

Sujet de présélection de 2009 - Cameroun

Exercice n°1

Dans tout I’exercice, on considere 20 boules indispensables au toucher (10 boules noires et
10 boules blanches) et deux urnes A et B dans chacune desquelles on placera 10 boules suivant

un mode qui sera précisé dans chaque question.

1. On choisira 10 boules au hasard et les met dans ’'urne A. On place dix autres dans I’urne

B.

(a) Quelle es la probabilité pour que les urnes ne contiennent que les boules de méme
couleur?

(b) Quelle est la probabilité pour que les deux urnes contiennent chacune 5 boules blanches

et 5 boules noires.

2. Soit X un entier tel que 0 < x < 10. On place maintenant x boules blanches et 10 — x

noires dans ’urne A et 10 — x boules blanches et x boules noires restantes dans 1’urne B.

~

On procede a I’expérience E : On tire au hasard une boule de A et on le met dans B,

puis on tire au hasard une boule de B et on la met dans A.

On désigne par M I’événement : « chacune des deux urnes a la méme composition

avant et apres I’évenement E ».

(a) Pour cette question (2-a), on prendra x = 6. Quelle est la probabilité de I’évenement

M?
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(b) Montrer que la probabilité de 1’événement M est égale 2 % (=x*+10x +5).

(c) Pour quelle valeur de x I’évenement M est-il plus probable que I’événement contraire

M?
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100 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

(d) Pour quelle valeur de x la probabilité de 1’évenement M est-elle maximale ? Quelle
est alors la valeur de cette probabilité ?
On pourra, si on le souhaite, introduire la fonction f, de la variable réelle x,

définie sur I'intervalle [0, 10] par : f(x) = % (—x2 + 10x + 5)

Exercice n°2

Soit n désignant un entier strictement positif fixé.
T

On se propose de calculer I’intégrale I = J |sin(nt)| dt. Pour cela, on commence par étudier
0
le signe de sin(nt) sur I’intervalle [0; 7z ].

1. Soit un entier k, k > 0 et soit 'intervalle : j, = [k%, (k + 1)%].

(a) t désignant un élément de j,, donner un encadrement du réel nz.
(b) En déduire que sin(n?) garde un signe constant quand ¢ décrit j,.

Préciser ce signe lorsque k =2/ puis lorsque k = 2/ + 1 avec (I € N).
(k+D)Z
(c) Calculer I'intégrale I, = J |sin(nt)| dt.
kZ

T

2. Calculer I = J |sin(nt)| dt.

0
Probléme

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

~

La fonction d définie sur | — 1, +oo par: d(x) = e .
1. Calculer la fonction dérivée d’. En déduire les variations de d.

2. Déterminer les limites de d en —1 et en +o0.

3. Montrer que, pour tout x > —1,ona: 0 < d(x) <e.
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Partie B : Etude de la fonction f

Dans cette partie, on s’intéresse a la fonction f définie sur I'intervalle | — 1, +oo[ par :

f(X)=x+1—ew,
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On appelle (C) la courbe représentative de f dans un repere orthogonal. L’unité graphique

étant 5 cm. On désigne par f” et ' les dérivées premieres et seconde de f.

1. Démontrer que la droite (D) d’équation y = x — e + 1 est asymptote a la courbe (C).

Préciser la position relative de (D) et de (C).

2. On donne :

2x +1

eﬁ, en
(x+ 1)+

(a) Pour x €] — 1, +oo[, calculer f’(x) et f"(x). Vérifier que : f”(x) =

déduire le sens de variation de f”.

(b) Dresser le tableau de variations de f’ (on admettra que lirln f'=limf' =1).
= +o0

3. Démontrer que I’équation f’(x) = 0 admet sur | — 1, +oo[ deux solutions dont 1’une est

0. Dans la suite du probleme, on notera « au centieme pres.

4. On demande :

(a) Etudier les variations de If |
(b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

(c) Dresser le tableau de variation de f.

Partie C : Prolongement de la fonction f en -1

On considere la fonction g définie sur | — 1, +oof par :

~

g(-1)=0

g(x) = f(x) pour x > —1

1. On demande :

— o(—1 .
(a) Montrer que 1’on peut écrire : —g(x) &=l =1- l ( X ele),
x—(=1) x \x+1

(b) Pour x €] — 1, +oo[, déterminer la limite lorsque x tend vers —1 de
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X 7 puis de

X
Cx+l,

x+1
(c) En déduire que g est dérivable en —1 et préciser sa dérivée g’(—1).

2. Construire (D) et (C”). Préciser les tangentes a (C’) aux points d’abscisses —1, a et 0.
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Sujet de présélection de 2008 - Cameroun

Exercice n°1

Alice débute au jeu de fléchettes. Elle effectue des lancers successifs d’une fléchette. Lors-
qu’elle atteint la cible a un lance, la probabilité qu’elle atteigne la cible au lancer suivant est égale
a % Lorsqu’elle a manqué la cible a un lancer, la probabilité qu’elle manque la cible au lancer
suivant est égale a §. On suppose qu’un premier lancer elle a autant de chances d’atteindre la
cible que de la manquer. Pour tout entier naturel non nul, on considere les événements suivants :

A, : " Alice atteint la cible au n*™ lancer".

B, : " Alice rate la cible au n®®™ lancer.

On note p, = p(A,).

Pour les questions 1 et 2, on pourra éventuellement utiliser un arbre pondéré.

1. Déterminer p; et montrer que p, = %.

1

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, n > 1, p, = Epn_l + 5

o 3
Onpose.un—pn—g.

(a) Montrer que la suite (u,) est une suite gé¢ométrique dont on déterminera le premier

terme u, et la raison q.
(b) Ecrire u , puis p, en fonction de n.

(c) Déterminer lim (p,).

n—+oo

Exercice n°2

~

z . z
1. Calculer: I = r Ny x dxetJ = r ;dx.
o 1+ cosx o 1+cosx
s - 2 cosx
2. En déduire : K = —dx.
o 1+cosx

3. Soit f la fonction numérique définie sur ] —g, g [ par: f(x) = tanx.
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a) Montrer que f est une bijection de —z, 2| sur R.
( q Y 27

(b) Montrer que f~! est dérivable et calculer ( f1 )’ (x) pour tout réel x.

1 1
2
dx.

(c) Calculer A = J

dx et en déduire B = J
0 + X2

o 1+x2
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Probléme

Soit E un plan vectoriel muni d’une base (i, ). On note id ¢ I’application identité de E, D; la
droite vectorielle de base (i) ou # est un vecteur non nul de E. Soit Q I’ensemble des endomor-

phismes f de E qui vérifient : fof = —id.

Partie A

1. Montrer que pour tout élément f de Q est bijectif et déterminer f~'.

2. Soit f un élément de Q.

-

(a) Montrer que, pour tout réel A, f (&) = Au si et seulement si = 0.
(b) En déduire que, pour tout élément # non nul de E, (&, f (4)) est une base de E.

(c) Ecrire la matrice de f dans cette base.

3. Soit ¢ la symétrie vectorielle de base D etide direction D

(+£ @) (- @)
(a) Justifier I’existence de o.
(b) Ecrire la matrice de ¢ dans la base (f— b (?).

(c) Montrer que I’application f oo est une symétrie vectorielle dont on donnera les ca-

ractéristiques.

(d) En déduire que f est la composée de deux symétries vectorielles.

Partie B

Soit f,, un élément donné de Q et F ’ensemble des éléments de Q de la forme aid; + f £ ;

a et f étant deux réels.

1. (a) Montrer que F est un sous espace vectoriel de dimension 2 de (L(E), +,.) dont une
base est (idg, fp)-

(b) Montrer que (F, +,0) est un anneau.

2. Montrer que h : C — F est un isomorphisme d’anneaux de (C, +, %) sur (F, +,0).
z=a+if — aid; + B f,. Quelles propriétés peut-on en déduire concernant I’anneau

(F,+,0)?

3. Calculer h~!(id;) et en déduire les couples des réels a et f tels que (aid + ff,)* = id,.

Déterminer F N Q.
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CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Sujet de présélection de 2008 - Sénégal

Avertissement : le sujet comporte vingt questions indépendantes, chacune étant notée sur un

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

point.

1 4
. Caleuler lim = [(1+x)* =1 —4x].

. Déterminer suivant les valeurs du réel « les asymptotes de la courbe de la fonction f,

@+ Dx?+a> -1
(a+Dx+a—-1 "

définie par : f,(x) =

. Résoudre dans R I’équation \/ x + \/x + a = a ou a est unréel donné strictement positif.

. Simplifier I’expression B = \3/20 + 14V2 + {/20 - 14\/5.

n—+oco n—+oo

. Calculer lim 233 2" et lim 223k3—2k.
=0

. Déterminer explicitement fo f pour la fonction f définie par: f(x) =3 —xsix € [0, I[

et f(x)=2—-vVx—1sixell,3]

. Factoriser le polynome x* + x* + 1 en produit de deux trindmes du second degré.

Déterminer les valeurs du paramétre réel a pour lesquelles la fonction f, telle que

2
x“+ax+5 . )
f(x) = L, x € R, admet trois extrémums.

Vx2+1

. Résoudre dans R 1’inéquation : \,/3x2 — 1lx+21 > 2x — 3.

n

Etudier le sens de variation de la suite de terme général u, = n>=3.

n?’
Déterminer, suivant les valeurs du parametre réel a, le nombre de solutions de 1’équation

x3—3ax+1=0.

Calculer lim 3 +4 .
n—+oo 21 4 5n

Trouver le réel a tel que la fonction f définie par f(x) = \/ x + V1 + x2, x € R vérifie :

1+ x)f"(x) +xf'(x) = af(x), Vx € R.

Montrer que pour # € N*, la somme des cubes des n premiers entiers naturels impairs

est égale a 2n* — n?.

1
2

Montrer que pour n nonnul,ona: Vn+1— \/; < < \/; — Vn — 1. En déduire

10000
la partie entiere du nombre réel A = 1 Z L
2 = \/E

Calculer lim ( n+\/n++/n- \/Z)
n—+oo
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17. Déterminer le réel a pour que le polyndme A(x) = x*—x+a soit divisible par le polyndme
B(x) =x*—ax+ 1.

18. Trouver les points pour lesquels la fonction f, définie sur R par

f(x) = sinZ”(x) — cos?"(x), admet un extrémum : n étant un entier naturel non nul fixé.
19. Montrer que pour n € N, 7 divise 32" — 2",

20. Déterminer le réel m pour que I’équation (m — 1)x> — mx + 3m+ 1 = Qait deux solutions

x" et x", telles que x’ < 2 < x".

Sujet de présélection de 2007 - Cameroun

Exercice n°1

z . 2 z
1. Calculer: I = r Sm—xdx Eli J = Jz ;dx.
o 1+cosx o 1+€o0sx
7 2
2. En déduire:KzJ JEDSHY (R,
o IEEEEF ¥

3. Soit f la fonction numérique définie sur ] —%, g [ par: f(x) = tanx.

(a) Montrer que f est une bijection de ] —%, % [ sur R.

(b) Montrer que f~' est dérivable et calculer (/' )’ (x) pour tout réel x.

1 1
X2

(c) Calculer A = J dx.

dx eten déduire B = J
0 1 + xz

0 1+x2

Exercice n°2

~

(C) désigne I’ensemble des nombres complexes et P un plan euclidien orienté, associé a C,

muni d’un repere orthonormé direct (O, i, j).

1. On considere les points A, B, C et P d’affixes respectives 21‘\/5, 6+ 2i\/§ et % + i%.

Déterminer les éléments de la similitude S définie par S(A) =B et S(B) = C.

2. nétant un entier naturel différent de 0, on considere f, I’application de P dans P qui au
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point M d’affixe Z, associe le point M, d’affixe Z, tel que Z, = A"z + 2i\/§(1 - A"

i
avec A =

i—\3
(a) Montrer que S = f;.
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106 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

z —2iV3
(b) On pose z # 2i\/§. Pour quelles valeurs de n, "—\/_ est-il réel ? Que peut-on
z—2iV3
dire dans ce cas de A, M et M, ? Quelle est alors la nature de f,?

Probléme

Le plan P est rapporté au repere (O, i,/).Les unités sur les axes : 4cm.

Partie A

Soit la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

fO)=1
flo) =

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan P.

In(x)

T+neo  POWEX 70
1. Quel est I’ensemble de définition de f ?

2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f enO.

3. Etudier les variations de Vi

4. On demande de :

(a) Déterminer le point d’intersection A de (C) avec (x'ox) et écrire une équation de la
tangente (A) en A a (C).

(b) Montrer que (C) admet un point d’inflexion. Placer ce point ainsi que la tangente en
ce point a (C).

(c) Placer aussi les points d’abscisses e, %, % ete.

(d) Tracer soigneusement la courbe (C) et la droite (A).

Partie B

Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

g0)=0

-1
1+In(x)

glx) = pour x # 0

On considere (C’) sa courbe représentative dans le plan P.
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1. (a) Montrer que, pour tout réel x positif et différent de e™!, f(x) — g(x) est une constante

que I’on déterminera.
(b) En déduire le tableau de variation de g.
(c) Ecrire une équation de la tangente (A”) a (C’) au point B d’abscisse x, = 1.

2. Soit M un point de (C) d’abscisse x et un point M’ de (C’) de méme abscisse X.

(a) Montrer que le vecteur M M est constant.
(b) Par quelle transformation géométrique peut-on passer de (C)a (C*)?

(¢) Tracer (C’) ainsi que (A’).

3. Déterminer I’aire du domaine plan limité par les courbes (C) et (C’) et les droites d’équa-
tion x = e et x = 1. En déduire une valeur approchée, encm?, 2 0,01 prés. On donne les

valeurs approchées par défaut suivantes :

X -3 -2 -1 | X 2 3
e* | 0,04978 | 0,13533 | 0,36786 | 2,71828 | In(x) | 0,69314 | 1,09861

Sujet de présélection de 2006 - Cameroun

Exercice n°1

Trois dés cubiques sont placés dans une urne. Deux de ces dés sont normaux ; leurs faces
sont numérotées de 1 a 6, le troisieme dé est spécial; trois de ses sont numérotés 6, les trois

autres numérotés 1. On tire de I’urne, simultanément et au hasard, deux dés parmi les trois et on

~

les lance.
On note A I’événement : « les deux dés tirés sont normaux » et B I’événement « Les deux

faces supérieures sont numérotées 6 ».

1. (a) Définir I’événement contraire de A que 1’on notera A.

(b) Calculer les probabilités de A et A.
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(a) Calculer P(B/A) probabilité de B sachant que A est réalisé puis P(A N B).

(b) Calculer P(B)

2. Calculer, la probabilité P(A/B) de A sachant que B est réalisé.
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Exercice n°2

Dans le plan complexe, on considere les quatre points A, B, C et D d’affixes respectives 1,
i, —1 et —i. Soit M un point d’affixe Z.
1. Exprimer en fonction de Z le nombre réel P = M A.M B.MC.M D.

. /A . . z
2. On suppose que Z = re’’ avecr > 0et 0 < 0 < > Etablir une relation de récurrence

entre r et 0, nécessaire et suffisante pour que P = 1.
3. Chercher les affixes des points M de I’axe des réels, solutions de P = 1.

4. Donner sous la forme trigonométrique les affixes des points M du cercle trigonométrique

tels que P = 1.

Probléme

Pour tout entier n strictement positif, on considere la fonction f, définie sur ]0, +oo[ par :

1 n - -
f[,(x) = (In )26) . On note C, la courbe représentative de f, dans un repere (O, i, j) orthogonale
X

(unité graphique : 2cm sur I’axe des abscisses, 10 cm sur 1’axe des ordonnées).

Partie A

1. On considére n = 1.

(a) Calculer les limites de f; en O et en +o00. Que peut-on en déduire pour C, ?
(b) Etudier les variations de [ etdresser son tableau de variation.

(c) Déterminer une équation de la tangente a C, en son point d’abscisse 1.

2. On considéere n = 2.

(a) Calculer les limites de en O et en +o00. Que peut-on en déduire pour C, ?

(b) Calculer fz’(x) et dresser le tableau de variation de f.

3. Etudier le signe de f,(x) — f,(x); en déduire les positions relatives de C, et C,.

4. Tracer C, et C,.

Partie B

€
Soit, n étant un entier naturel non nul, on pose : I, = J [, (x)dx.
1
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1+1
1. On pose F(x) = +—n(x) calculer F'(x) et en déduire I,.
X
2. En utilisant une intégration par parties, montrer que : I, | = 1 +(n+ 1)1,
e

3. Calculer I, puis I'aire en cm? du domaine plan compris entre les courbes C, et C, et les

droites d’équations x = l et x = e.

4. En utilisant la question 2 de la partie B, montrer par récurrence que pour entier naturel n

1 1 1 1 1
Lona:—1I =1——(1 LI —).
non nul, on a R - + 1 +2! + +n!

5. (a) En utilisant un encadrement de In(x) sur [1; e], montrer que pour tout entier naturel

nnonnul,ona:0< I, < 1.
1 1

(b) En déduire lim <1 +i+—+...+—)
B S TRT !

Sujet de présélection de 2005 - Cameroun

Exercice n°1

Pour tout entier naturel n, on définit les nombres x, et y, par :
I 1
= J (RNt \gy ct'y, = J t" sin(t)dt
0 0
1. Calculer x, et x;.

2. Montrer que les suites (x,) et (y,) sont décroissantes et qu’elles convergent avec n € N.

3. Montrer que, pour tout entier n,ona: x,,, = —(n+ 1)y, +sin(l)ety,., = (n+ D)x, —
cos(1).
En déduire que : lim (y,) = lim (x,) = O et lim (nx,) = cos(l); lim (ny,) =
n—+co n—+oo n—+oo n—+oo

sin(1).

Exercice n°2

m 2
Dans I’ensemble M des matrices carrées d’ordre 2, on donne : A = ,mée R.

2 1
1. Pour quelles valeurs de m la matrice A est-elle réguliere ? Quel est alors son inverse A=,

2. Résoudre dans M 1’équation AX + XA = 21, I désignant la matrice unité.
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110 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Exercice n°3

Dans I’ensemble C des nombres complexes, on considere I’équation suivante :
Z4—8Z3+ (23 -2z)Z*+(28+8)Z +12-6i =0

1. Montrer que cette équation admet deux solutions réelles que vous déterminerez.

2. Montrer qu’elle admet deux autres solutions qui vérifient 1’équation Z>—4Z+4—2i = 0;

déterminer ces deux solutions.

3. Dessiner dans un plan muni d’un repere orthonormé (O, i, j) les images des quatre som-

mets de (E), puis montrer que ce sont les sommets d’un parallélogramme.

Exercice n°4

On considere la fonction numérique g définie sur [0, 1] par :

g(@®) =(1'5 c7)Int)

g0)=0

Pour tout 7 €]0, 1[ ou In désigne le logarithme népérien.

. o l—et
1. Démontrer que lim —— = 1.
t>+oc0 I

2. Démontrer que g est continue sur [0, 1]; et étudier la dérivabilité de g sur [0, 1] et dé-
—t
montrer que pourt de[0, 1]Jona: g'(¢) = eT [t In(t) + €' — 1].
3. Soit la fonction f définie sur ]0, 1] par: f(¢) = tIn(r) + ¢’ — 1.
(a) Etudier le sens de variation et les valeurs aux bornes de f”.
(b) Montrer que f’ s’annule une seule fois sur [0, 1] en un point #, (on ne calculera pas
to)-
(c) En déduire le signe de f’(¢) et le sens de variation de f sur 0, 1].
(d) En déduire que le signe f ne s’annule qu’une seule fois sur ]0, 1] en ¢, (on ne calculera
pas 1,).
4. Terminer I’étude de la fonction g, tracer sa courbe représentative dans un repere ortho-
normé (O, i, f) (unité : 6cm). On tracera la tangente a la courbe au point d’abscisse 0. On

admettra que ¢, = 0, 31.
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Sujet de présélection de 2004 - Cameroun

Exercice n°1

Soit I’équation (E) : z* — 5z + 62> -5z +1=0

u=2z+-
1. Démontrer que (E) est équivalent au systeme : z

w—-5u+4=0

2. Résoudre (E) dans C.

Exercice n°2

1. Soientles points A(1; —1;0), B(—1;0; 1) et les homothéties A, (A, %) . h, (B,2)eth, (C,—4

Donner la nature et les €léments caractéristiques de h,0h; et h,oh,.
2. SoithI’homothétie de centre (0; 1; —1) et de rapport -4 la translation de vecteur U (—2; 1; 1).

(a) Donner la nature de hot et toh.

(b) Donner les expressions analytiques de Aot et toh.

Exercice n°3

On effectue une enquéte aupres des lecteurs de 3 revues a, b et ¢ sur 100 personnes interro-
gées :

— 55 lisent la revue a, 44 larevue b et 33 la revue c.

~

— 20 lisent les revues a et b, 15 les revues b et ¢, 17 les revues a et c.
— 10 lisent les revues a, b et c.

Déterminer le nombre de personnes :

— Qui ne lisent que a et b, que b et ¢, que a et c.

— Qui ne lisent que a, que b, que c.

—Qui ne lisent aucune des trois revues.
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Exercice n°4

X

1. AT’aide d’une intégration par partie calculer : J e'(t — 1dt.
1
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112 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

2. (a) Soit Z une fonction dérivable sur I’ensemble R des nombres réels, on pose f(x) =
z(x)e™™. Montrer que la fonction f est solution de (E) : y/ + y = x — 1 si et seulement
si pour tout réel x, z'(x) = e¥(x — 1).
(b) A I'aide de la premiere question, déterminer toutes les fonctions Z vérifiant, pour
tout réel x, z/(x) = e*(x — 1).
3. (a) Déduire de la question précédente les solutions de (E).

(b) Déterminer la solution de (E) pour laquelle I'image de 1 est 0.

Exercice n°5

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x — 2 + e' ™%, (C) définie la courbe de f dans
un repere orthogonal (O, i f). (Unité = 1cm).
1. Etudier le sens des variations de f.
(a) Montrer que la droite (D) : y = x — 2 est asymptote a la courbe (C).
(b) Préciser la proposition de (C) par rapporta (D).
2. Tracer avec soin (D) et (C).

3. Calculer en fonction de x,, |’aire du domaine plan limité par (C) et (D) et les droites

d’équations x = 0 et x = x, (X, > 0).

Sujet de présélection de 2003 - Cameroun

Exercice n°1

Définitions

— Une matrice est dite positive ou nulle si tous ses termes sont positifs ou nuls;

— Une matrice carrée d’ordre n positive A est dite productive s’il existe une matrice colonne
positive P de format (n, 1) telle la matrice P — A P soit strictement positive;

— Sous forme explicite

— On désigne par I la matrice identité.

1. aet b étant deux parametres réels positifs ou nuls, indiquer dans quel cas la matrice carrée

a 0 o
d’ordre 2, est positive.

0 b
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2. Soit A une matrice positive. Montrer que A est productive si et seulement si I — A est

inversible et d’inverse positive.
3. Montrer que la transposée d’une matrice positive est une matrice positive.

4. On dit qu’une matrice est nilpotente s’il existe m € N tel que A™ = 0.

0 a b

5. Montrer que la matrice {0 (O ¢ | est nilpotente.
0 0O
Soit A une matrice d’ordre n. Démontrer que : I —A"™ = (I —A) (I + A+ A*+ A%+ ...+ A" ).

Montrer qu’une matrice nilpotente positive est positive.

Exercice n°2

On désigne par E I’espace vectoriel sur R des fonctions réelles définies sur R*. Etant donné
un élément ¢ de E, on se propose de chercher dans certains cas des €léments f de E qui vérifient
la condition :

(C) : ¥x € R*, f(x+ 1) — f(x) = @(x). On suppose que ¢ est décroissante. Soit a € R et
soient f, et f, deux fonctions croissantes de (E) telles que f,(1) = f,(2) = a et qui vérifient la
condition (C).

1. Montrer que la fonction g = f; — f, est périodique de période 1 et que pour x € R*,
g(x +n) = g(x).

2. Montrer que pour n € N, g(n) = 0.

3. Montrer que Vi € N¥, g(x) = [f,(x + n) — f1(x)] = [fo(x + n) — f,(x)].

4. Montrer que : 0 < fi(x +n) — f1(x) < pn) et 0 < fr(x +n) — f,(x) < @p(n).

5. En déduire que : @(n) < g(x) < @(n) et g(x) = 0, pour x € R*.

6. Montrer a partir des résultats obtenus précédemment qu’il existe au plus une fonction f
appartenant a E, croissante et vérifiant la condition (C) et telle que f(1) = a.

On suppose qu’il existe une fonction croissante f appartenant a E, qui vérifie la condi-

tion (E).

7. Montrer que @ est positive.

Soit x € R* et k € N* tel que x < k.
k-1

8. Montrer que f(k +n) — f(n) = Z @(t + n).
t=0
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10.

11.

12.

CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

. Montrer que x € R*, k € N*, telque x < k,ona: 0 < p(n)—pn+x) < pn)—pn+k);

Vn € N*.

14
On suppose : S,(x) = 2 U,(x), pe N
n=0
p
Montrer que Vp € N* tel que : k < p,on a: S,(x) < Z [p(n) — p(n+ k)].

n=1

p ptk
En déduire que S,(x) < D). @) — Y. a(n).
n=1 n=p+1

Montrer alors que la suite de terme général (5 ,(x)) est convergente.
On définit un élément f de E en posant pour chaque élément x,

x € R*, f(x) = a—@(x)+ lim S, (x). Montrer que f est une fonction croissante
xX—>+00

telle que f(1) = a et qui vérifie (C).

Sujet de présélection de 2002 - Cameroun

Probléme n°1

On considere I’ensemble F des fonctions f, définie par : f,(x) = x —a(alogx —x), ou a

est un réel strictement positif et log désigne le logarithme népérien. Soit (C,) le graphique de la

fonction y = f,(x) dans un repere orthonormé.

1.

2.

Construire la courbe (C,) correspondant a a = 1.

Vérifier que toutes les courbes (C,) passent par le point A(1; —1) et que pour toute valeur

de a, elles sont tangentes a la parabole p, d’équation: y = —14+(2a—1)(x— 1)—%a2(x— 1)%.

. Btudier dans le voisinage de A la position de (C,) par rapport a p, suivant les valeurs de

a. Indiquer les résultats sur des croquis distincts.

Probléme n°2

Dans un repére orthonormé (x’ox, y'oy), on consideére les deux droites :

(D) : 5x+2y=0

A): x+y=0
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A tout point M du plan, on associe la droite (m) qui passe par M et admet pour coefficient

directeur —ﬁ—g, P et Q étant des points d’intersection de (D) et (A) paralleles a (' oy) qui passent

par M.

1. Quel est I’ensemble des points M pour lesquels la droite associée est perpendiculaire a

OM ? Vérifier que le point A(5; 2) appartient a cet ensemble.

2. On effectue une rotation des axes autour de O qui amene la demi-droite OX a passer
par A I’on désigne par (X'OX, Y'OY) le nouveau repere ainsi obtenu. Calculer dans ce

nouveau repere le coefficient directeur y la droite (m) associ€e au point M(X, Y).

3. (a) Résoudre les équations : 2 f <l> =log(2), 2f (l> = log(4) avec m € N*,
m m
(b) Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que 1’équation

1 . . N .
2f (—) = log(r), r € N* ait une solution et qu’il existe un entier naturel non nul k
m

telquer =1+ % Résoudre alors 1’équation.

4. Soit I’équation a deux inconnues : (E) : f (l) +f <l> = log(r) ou (m,n) € N* x N*.
m n
(a) Montrer que I’équation (E) a les mémes solutions que 1’équation :
(m—s)(n—s)=1t(m,n) € (m,n) € N*X N*, s et désignent deux rationnels que 1’on

calculera en fonction de r.

(b) Résoudre les équations (%) A (%) — log(2) et f (%) +f (%) — log(4) on
(m,n) € (m,n) € N* x N*

NB : Les questions 2, 3 et 4 peuvent Etre traitées de fagcon indépendante.

Sujet de présélection de 2001 - Cameroun

Exercice n°1

1
Soit A la fonction définie sur ]0; +oo[ par : h(x) = n(x).
x

1. Déterminer la primitive H de h sur ]0; +oo[ telle que H(1) = 0.
2. Etudier les variations et les limites de 4 et de H en 0 et en +oo.
3. Construire leurs courbes représentatives dans un méme repere (unité= 2cm).

4. Utiliser la courbe représentant A puis discuter suivant les valeurs de m le nombre de

solutions de 1’équation : In(x) — mx = 0.
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CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Exercice n°2

On note (C,,) la courbe représentant f,, : x — In(x) — mx.

1.

Donner les variations de f,, suivant les valeurs de m et retrouver les résultats de 1 a 4, de

I’exercice 1.

. On note (I') ’ensemble des extremums des courbes (C,,). Donner I’équation de I'.

. Démontrer que chaque courbe (C,,), il existe un point M,, et un seul tel que la tangente

en M,, a (C,) passe par 0. Trouver I’ensemble f des points M,, lorsque m décrit R.

. Construire sur un méme graphique g, I, (C,), (C_,) etles tangentes (C,) et (C_,) passant

par 0.

Probléme

1.

On se propose d’étudier la fonction définie sur Ropar : g(¢) = —e* + 1> + 2t + 2.

(a) Construire le tableau de variation de la fonction g’ dérivée de g. En déduire que g'(r)

est nul pour deux valeurs & et f de t.
(b) Montrerque : -1 <a <Oetl < f <2.
(c) Vérifier que : g(a) = a et g(f) = p°.
(d) Construire le tableau de variation de g et représenter graphiquement cette fonction.

Onprendra:a =0,8etf =1,7.

x+2

. On associe a la fonction g, la fonction y définie par : Vx € R, yw(x) = J g(t)dt.

X

(a) Calculery(x).
(b) Vérifier que : w'(x) = g(x +2) — g(x).

. Soit E T’espace vectoriel des fonctions réelles continues sur R. A tout élément f de E,

x+2
on associe la fonction définie par : Vx € R, p(x) = I fdt.
On définit une application U de E dans E qui, a tout élément f de E, associe la

fonction @ = U (¢).

(a) Montrer que U est une application linéaire de E dans E.
(b) On pose : F(x) = J f(®)dt la fonction F dérivable et continue sur R. Préciser sa
0
dérivée.
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(c) Soit h la fonction définie par : Vt € R, h(t) = cos(xt) + % cos(2xt).

— Etudier et représenter graphiquement la fonction A.
x+2

— Montrer que : J' h(t)dt = 0.
— U est-elle injec?ive ?

— Soit f € kerU. Montrer que f est périodique et de période 2.

Sujet de présélection de 2000 - Cameroun

Exercice n°1

1. Montrer que le point p(at* + 2a,2a) ol a > 0 se situe sur la parabole y* = 4a(x — 2a);

trouver les équations de la tangente et de la perpendiculaire a cette parabole au point p.
La perpendiculaire a cette parabole rencontre les axes de coordonnées Q et R.
Montrer qu’une équation du lieu géométrique du point médian de [QR] est :

) U
2. (a) Calculer les valeurs de 4 pour lesquelles un vecteur non nul X peut-étre trouvé de
2 -2 3
sorteque:|1 1 1 X = /Xt trouver un vecteur d’unité module correspondant

1 3 -4
a chaque valeur de A.

(b) La matrice carrée A est dite orthogonale si sa permutation A’ est égale a son inverse.

Prouver que det(A)==+1.

~

3. Lafonction de distribution de probabilité f d’une variable aléatoire continue x est définie
par :
f(x)=bx(x>—ax) si0<x<a, a>0
f(x)=0 six €[0,d]

(a) Déterminer la valeur de b par rapport a a.

©
N
=}
~
2
=
)
2]
w
n)
2]
L
=
O
24
w
x
Lt
@]
-
Ll
)
2
<
2
*

*

*

<
2]
w
Ll
2]
a4
2
o
28]
1N
(]
7}
Ll
|
o
O
Ll
*

*

*

>
=
TN
@]
<
O
<
<
2]
2
Ll
2

(b) Calculer la moyenne (ou espérance) de la distribution.
2
(c) Montrer que sa variance est ;—5.

(d) Soit deux valeurs indépendantes x, et x,, trouver la probabilité pour que :

« les deux valeurs se situent entre a/4 et a/3.

Tel. (+237) 655 33 30 73/ 671 54 41 22 WWwW. mensa-academy.com



118 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

 'une plus petite que a/4 et I’autre plus grande que a/2.

Probléme

Soit f : R — R, x — (x + 1)e M.

1. Etudier cette fonction; est-elle dérivable en 0? Construire la courbe représentative C
de f dans un repere orthonormé ; préciser 1’allure de la courbe C au voisinage du point

d’abscisse 0.

2. Déterminer une primitive de la restriction de f a I’intervalle [0, 4oo[ et Déterminer une

primitive de la restriction de f a I’intervalle | — oo, 0].
3. Définir la primitive de f qui s’annule en 0.

4. Calculer I’aire A(4) du domaine compris entre la courbe C 1’axe des abscisses x’x et les
droites d’équations x = —1 et x = A, A étant un réel positif. L’aire A(4) admet-elle une

limite finie lorsque 4 tend vers ?
Soit P un plan affine euclidien orienté de repere orthonormé direct (O, 7, f).
Soit f : R — P, t+— f(1) = x(1)i + y(1)j; avec::
1 V3 T
1) = —tcos|—=t)ety(t) = =tsin| —1 ).
HOS 2 S<2>ey() i (2)
5. Cette fonction est-elle définie sur R ? Préciser les limites si elles existent de x(z) et y()
quand t — 400 et quand 1 — —00.
6. Dans la suite du probléme, on se restreint a + € R et on considere le mouvement d’un
point M (¢) définie par: OM (t) = F (7).
(a) Représenter M (0), M (1), M(2), M(3).
(b) Quelle estla vitesse du point M () a I’instant O ? Préciser la tangente a la trajectoire
en M (0).
(c¢) Quelle est la norme du vecteur vitesse ? Décrire le mouvement de M.
7. Démontrer que les intersections de la trajectoire avec les axes correspondant aux images

M (n) des nombres complexes définis pour tout n € N par : z, = x(n) + iy(n). Préciser

le module et I’argument de z(n).

8. On considere dans P, les images M (n) des nombres complexes définis pour tout n € N,

z(n) = % [cos (n%t) + isin <n%t>] . Déduire de la relation précédente, z(n) et z(n+1)
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qu’il existe une similitude .S telle que Vrn € N, M (n+1) = .S (M (n)). Donner les éléments

caractéristiques de .S.

Sujet de présélection de 1999 - Cameroun

Exercice n°1

Soient 3 points non alignés A, B, C d’un plan euclidien P. On pose d(B, C) = a
d(C, A) =b; d (A, B) = c. On désigne par I le milieu [BC]. Quels que soient les points P et Q
du plan, on notera PQ la distance de ces points.
; 2
1. Etablir I'égalité : o> + ¢ = 241 + %
2. A tout point M du plan P, on a associe le réel : o(M) = M B>+ MC? — M A>.

3. Soit G le barycentre des points B, C et A affeetés respectivement des coefficients 1, 1 et

-1. Donner une détermination simple de G et place ce point sur la figure.

4. Exprimer (M) a ’aide de MG, a, b, ¢ donner une condition nécessaire et suffisante

portant sur a, b, ¢ pour qu’il existe un point M au moins vérifiant (M) = 0.

Exercice n°2

Soit la famille d’équations : (E) : 722 — (1 + isin(20))z + % sin(20) = 0 dans laquelle 6
désigne un réel appartenant a I’intervalle ]—g, g [ Soit P le plan affine euclidien muni d’un
repére orthonormé (O, i, D) a tout complexe z = x + iy, (x, y) étant un élément de R X R, on

associe le point M de coordonnées (x, y) dans P.

1. Résoudre I’équation (E,) dans I’ensemble des nombres complexes préciser les cas des

racines doubles.

2. Soient M'(0) et M"(0) les points de P associées aux solutions z'(0) et z”’(6) de I’équation

(Ey) et Soit 1(0) le milieu du segment.

(a) Déterminer I’ensemble des points 1(0) quand 0 décrit ] —%, % [
(b) Montrer que I’ensemble des points M'(6) et M"'(0) est un cercle C que I’on précisera.

(c) Déterminer lorsque M'(6) et M"'(0) soit distinct que la droite contenant ces deux

points ait une direction indépendante de 6.
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120 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

(d) 6 étant donné, on fera la figure avec 6 = % ; déduire de ce qui précede, une construc-
tion simple de I(0) et des points M'(0) et M"(0). Une figure soignée comportant

tous les éléments intéressants de 1’exercice.

Probléme

X

dt

Soit f I’application de I'intervalle I =] — 1, 1[ dans R définie par: f(x) = I l—tz;

0

1. Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout t appartenant I tels que :
I a 4 b
1-2 1-t 1+¢
Calculer f(x).

(@) Etudier les variations de I’application f (en particulier la parité) et construire la courbe

représentative de f dans un plan affine euclidien muni d’un repere orthonormé (O, i, f).

3. Montrer que f est une bijection de I sur R en désignant par u un réel strictement positif.

Résoudre dans I 1’équation f(x) = log(u). (On désigne par log(u) le logarithme
népérien de u).

Soit 7 un rationnel strictement supérieur a 1. On pose r = s, p et g étant deux entiers

naturels premiers entre eux. On désigne par I’ensemble des entiers strictement supérieurs

N

al.

(a) Démontrer que p et g ont pour plus grand diviseur commun soit 1 soit 2. Préciser
en considérant les parités de p et g dans quelles conditions on obtient chacun de ces

deux cas.

(b) Montrer que I’équation f (l) = log(r), m € N* n’a pas de solution.
m

lére Composition de Maths - Sélection 2023

Attention!

L’exercice 1 de la présente épreuve est obligatoire et toute note strictement inférieure
a 6 a cet exercice est éliminatoire (chaque question de I’exercice 1 étant notée sur 1 point).

Toutefois, cet exercice n’entre que pour un cinquiéme dans la note finale de cette pre-

miére épreuve de mathématiques.
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Exercice n°1

2
1. CalculerJ de.

; x
xsinx—\/;
x2—-1

3. Donner le comportement au voisinage de x = 1 de la méme fonction.

2. Donner la limite en +oo de la fonction f(x) =

4. Ecrire le nombre complexe z = 2 — 2i sous forme trigonométrique.

5. Si on vous demande d’étudier les variations de la fonction f(x) = tan(x/2)cos(2x),
expliquez quel intervalle d’étude vous choisissez, et comment vous étendez vos résultats

a I’ensemble du domaine de définition de f.
6. Dériver la fonction définie a la question précédente.

7. Dans un jeu opposant les joueurs A et B, on lance un dé équilibré. Si le dé tombe sur 5 ou
6, B réalise un score égal ou résultat du lancer. Sile dé tombe sur 1,2,3 ou 4, A réalise un
score égal a k fois le résultat du lancer. Quelle doit étre la valeur de k pour que le score

soit équitable, c’est-a-dire pour que la différence entre les scores soit d’espérance nulle ?

8. On considere la suite définie paru, > Oetu, , = \/ug + ... +u? pour n > 0. Cette suite

est-elle croissante ? Est-elle convergente ?

9. On considere la suite définie patuy, = 1/4 etu,,, = ui + 1/4 pour n > 0. Etudier la

convergence de la suite (u,).

10. Résoudre I’équation x> + 4x> = 4x — 1 = 0 dans R, puis dans C.

Exercice n°2

Dans cet exercice, on se donne un nombre réel a, et on considere 1’application

f,(x) = exp (x“ Inx).

1. Donner le domaine de définition de f,, et calculer sa dérivée.

2. Montrer que toutes les courbes représentatives de f,, a € R, ont un point commun, que

I’on déterminera.

3. Etudier la branche infinie de f, en +co selon les valeurs de a.
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122 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

4. Discuter, selon les valeurs de a, de la limite de £, a droite de 0.
5. Discuter, selon les valeurs de a, de la limite de f ; a droite de 0.
6. Ecrire I’équation de la tangente a la courbe au point d’abscisse 1.

7. Dresser les tableaux de variations de f, correspondant a tous les cas que vous avez dis-
tingués aux questions précédentes. On précisera notamment les valeurs des maximums

et minimums locaux de f,.

8. Représenter graphiquement sur une méme figure les courbes représentatives correspon-
dant a ces tableaux de variations. On précisera notamment les pentes des courbes au point

d’abscisse 0.

9. Calculer f_oyl(lOlo) et commenter le résultat obtenu au vu des résultats précédents.

Exercice n°3

1. On considere I’application f qui a tout nombre réel x associe f(x) = x> —2x — 1/2.
(a) Caleuler f(=1), f(=1/2), f(0) et f(1).
(b) Calculer la dérivée et dresser le tableau de variations de f .

(c) Déduire de ce qui précede que I'équation f(x) = 0 admet exactement 3 solutions

qu’on placera par rapport a -1, -1/2, O et 1.

(d) Tracer la courbe représentative de f.

tan x

2. On considére désormais la-fonction de la variable réelle g : x —> —.
1+2cosx

(a) Donner le domaine de définition de g.

(b) Etudierla parité et la périodicité de g; en déduire I’intervalle sur lequel vous allez

étudier cette fonction.
(c) Etudier les branches infinies de g.
(d) Calculer la dérivée de g, et exprimer g’(x) en fonction de cos x.

(e) En vous aidant des résultats de la question 1, montrer que g’ s’annule une unique fois

sur l'intervalle d’étude, en un point x,, situé entre z /2 et 2z /3.
(f) Dresser le tableau de variations de g.

(g) Donner I’allure de la courbe représentative de g.
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Exercice n°4

1

On considere la suite (1), définie par I, = J ;dx
~ o I+x+x"

1. Calculer I, et I,.

2. Montrer que la suite (1), €st croissante.

1
dx.

3. Montrer que pour tout n, I, < J I
0 1+x

4. Conclure quant a la convergence de 1,,.

1 n

5. Montrer que In2 — I, = J X dx.
o (I+x+x")(1+x)

1 n
6. Montrer que : lim J X dx =0
n—teo Jo (1 +x+ x")(1 + x)

et en déduire la limite de la suite (1,),5.

Exercice n°5

On considere la suite (1), définie par u, = 1 etu,,, = \/u, +n+ 1 pour tout n > 0.

1. (a) Montrer que \/; <u,< V2npourn > 1.

V2n -2
(b) En déduire que £ <y 1+ -

et donner la limite de u,,/ \/; quand n — oo.
n n

2. (a) Calculer lim =L,

n—+o0 n
Vi+x—1 '
(b) Montrer que lirré Yo %
n— X

(c) Déduire des questions précédentes la valeur de lim
n—+oo

(d) Montrer que lim u, — \/1; =1

n—+oo 2

Exercice n°6
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On considere I’ensemble U des nombres complexes de module égal a 1. Soit @ un nombre

complexe tel que |a| # 1.
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124 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

zZ+a

1. Montrer que I’application f, donnée par f,(z) = ———
1+]alz

est bien définie pour tout

élément z de U.

2. Montrer que, si z € U, alors |z| = l
z
3. En déduire que si z € U, alors f,(z) € U.

4. Réciproquement, montrer que tout élément ¢ de U est I’'image par f, d’un unique élément

z de U que 'on déterminera.

5. Déduire de ce qui précede que f, est une bijection de U sur U et préciser sa bijection

réciproque.

6. Donner I’ensemble des points z dont I’image par f, appartienta I’ensemble {—1, 1,7, —i}

dans chacun des cas suivants :

(@) a=2;
(b) a=2i;
) a=1+i.
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Exercice n°1

Soit I’application f définie sur R par: f(x) =1+ l
X

1. Etudier les variations de f et tracer son graphe.

1
2. Calculer limJ f(x)dx.

£

3. Etudier la convergence de la suite (u,)

Upy1 = f(un)'

wen définie par :u, > 0 etla relation d récurrence :

Exercice n°2

On considere ’application f* définie sur R par: f(x) =

s ol a est un parametre réel
-

strictement positif.
1. Etudier les variations et la convexité de f.
2. Montrer que f admet un centre de symétrie (que 1I’on précisera).
3. Déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) = x.

1

4. Calculer I(a) = J f(x)dx.
0

Exercice n°3

Int

1sit;életf(l):l.

x2

Soit F :]0,+oco[— R définie par : F(x) = J fdt.

X

Soit f :]0,+00[— R définie par : f(x) = .

1. Etudier la continuité de f sur 10, +ool.

2. Déterminer le signe de f et celui de F sur ]0, +oo[.
3. Montrer que F est dérivable et calculer sa dérivée.
4. La fonction dérivée F’ est-elle continue ?

5. Etudier les variations de F sur 10, +ool.
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126 CHAPITRE 2. ANCIENS SUJETS DE PRESELECTION

Exercice n°4

1. Dans une tombola de 100 billets, deux sont gagnants. Combien faut-il acheter de billets

. e, L. <1 . . .
pour avoir une probabilité supérieure a 3 d’obtenir au moins un billet gagnant ?

2. Dans une autre tombola composée également de 100 billets, sachant que le prix d’un
billet est de 1 euro et qu’un billet gagnant rapporte 20 euros, combien faut-il de billets
gagnants dans cette loterie pour que I’espérance de gain des joueurs soit la plus proche
de zéro?

3. Dans une troisiéme tombola contenant 1000 billets, il y a 3 billets gagnants qui rapportent
chacun 50 euros et 20 autres billets gagnants qui rapportent chacun 20 euros. Les autres
billets sont perdants.

Sachant que le prix d’achat d’un billet est toujours d’un euro, calculer I’espérance de

gain pour cette tombola.

Exercice n°5

Les trois questions sont indépendantes.

1. Résoudre dans R I'équation : In(x* — 1) —In(2x — 1) +In2 = 0.
x+y+1=-4

2. Résoudre dans R?, le systéme :

x+2)(y—1)=-45

3. Résoudre dans R ’inéquation : (m — 3)x*> — 2mx + 12 > 0, ot m est un paramétre réel.

~

Exercice n°6

Déterminer toutes les fonctions numériques continues f qui vérifient :

Jfx)=-1 —J (x =1) f(t)dt.
0
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Bon cassage !
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Chapitre 3

Quelques corrections des sujets de

présélection du Cameroun

Correction du sujet de 2025

Exercice 1

1. — Meéthode 1: Soitz € C \ {1}.

Posons Z = - i.Alors, Z € iR signifie que Z = ~Z.
Z—
Ona:7=<z+1>=—<z+1>=—2.
z—1 z—1

— Méthode 2 : 1l existe évidemment un § € R \ {2kx, k € Z} tel que z = €'’ puisque

|z| = 1. Ainsi,

~

z+1 _ e+1
z—1 e —1
B els +e
- eig_ —i

2 cos

N

|0
—_ I~ vz v

... (8
2isin | =
2
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a une partie réelle nulle.
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2. Soit 8 €]0,2x[ et soit n € N.

Il est clair que : Z Cre = Z C¥cos(k) + i Z CFsin(k6) (1). Donc,ona:
k=0 k=0 k=0

n

cheiek — che(imk
n n

k=0

En identifiant (1) a (2), on obtient : Z Crl: cos(k@) = 2" cos” (§> cos <§> On
k=0

déduit aussi que : 2 le sin(k@) = 2" cos” <Q> sin <@>
par 2 2

3. Soitw =1+1.
(a) Les racines carrées de w sous la forme a + ib.
Soit z = a + ib € C tel que z> = w.
Alors, a* — b* + 2iab =1+ i et |z|> = |w].
Donc, a® — b? + 2iab="1 +i et a> + b = /2. On a alors le systéme suivant :
a-b=1 ()
12 +b=12 (@)
\2ab =1 3)

/ 1 2 /1 2
(1)4+(2) donne 2a* = 1+\/§. Par conséquent, a = +2\/_ oua = — +2\/—.

V2-1

2

—

ou

D’un autre coté, (2) — (1) donne 2b*> = \/5 —1;donc b =

va-1

2

b=-—
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Comme (3) nous montre que a et b sont de méme signe, alors : on retient que :

1+v2  [V2-1 1+v2  [V2-1
Z = > + i > ou encore Z = — 3 — i T
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Conclusion : les racines de w sont :

Z = vl+2\/§+i ﬁ2_10u2=—\/1+2\/§—i \/52_1.

(b) Le module et I’argument de w.

w = 1+i

_ \f<£+ [)

2 x
Mais puisque cos (%) = sin (Z) = % done, \/5 (cos% +isin %) = \/Ee’Z.

4
On déduit que : |w| = \/_ 2etarg(w) = = + 2kn, k € Z.

¢) D’apres I’écriture exponentielle de w, il vient que les racines carrées de w sont sous
p p q
i( £ 2=
les forme : \/ \/Eel(*‘Jr ) avec k € {0, 1.

Pour k =0, \/ \/Ee’E est une racine carrée de w.

Puisque 7 /8 € ]O, % [ alors la partie réelle et la partie imaginaire de cette racine

sont positives.

Par conséquent, on peut écrire que : Z, \/ 2¢'S. Autrement dit :

Costadiigt @t = | 1T V2 1_V2+ \/_
2v/2 \/‘ 2

WF

Par identification, on trouve que : cos - et sm -

4. Calcul des limites de (u,) et (v,).

1

— SoitneN*,ona:un=H<1+K>".
- - n

u, > 0donc, In(u,) = 1 Zln (1 + E)
n r n

La fonction x — In(1 + x) est continue sur [0, 1] alors d’apres la formule des
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130CHAPITRE 3. QUELQUES CORRECTIONS DES SUJETS DE PRESELECTION DU CAMEROUN

rectangles,
1
lim u, = J In(1 + x)dx
n—+o0o 0

= [(1+x)In(l +x) - x],

= 2In2-1

D’ou: lim In(u,) = 21n2—1. Puisque la fonction exponentielle est continue sur

n—+oo

R alors :

lim u, = lim e"®’
n—>+oo n—+00

lim u
= gn—+oo

2In2-1

I
¢}

In4 bl

Il
ol @
X
l¢)

. : 4
Conclusion : lim u, = —.
e

n—+oo

S

. 1 k . (k
— Soitn e N*,ona: v, = — —s1n(—ﬂ>.
np=tn n

La fonction x — xsin(x) est continue sur [0, 1] alors, d’apres la formule des
1
rectangles, lim v, = J x sin(zx)dx. En procédant par parties, on pose : u'(x) =

n—+oo 0

sin(zx) et v(x) = x; u et v étant de classe C! sur R et donc, sur [0, 1]. Donc,
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1 | 1
J xsin(zrx)dx = [_f cos ﬂx] +J cos rxdx
0 T 0 0
X ! 1 !
= [—— cos nx] + [— sin nx]
z 0o Lx? 0
-1
b4
" 7 1
D’ou: lim v, = —.
n—+oo T
5. (a) Démontrons. Fixons x € I = [O, g]

La fonction f est dérivable sur I comme produit de fonctions dérivables sur 1.

Ainsi, pour x € I, on a vite f'(x) = 2 cos(x) X sin(x); d’ot f’(x) > 0.
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Les seules racines de f’ sont O et /2. Par conséquent, f’ est positive et admet

un nombre fini de racines. Ainsi, f est strictement croissante sur 1.

Puisque f est continue et croissante sur I, elle réalise une bijection de I vers

Ja) =10,1].

Donc, f réalise une bijection réciproque notée f~!.

(b) Par définition, f~! est dérivable sur 1’ensemble tel que la dérivée de f ne s’annule

pas sur I’image réciproque de cet ensemble.
Or, f’ ne s’annule pas sur]O,%[et f (]O,%D =]0, 1].

Alors, f~! est dérivable sur []O, 1].

1

Soit x €10, 1[.Ona: (F) (x)= ——— .
’ T O

T,

£ (A m=g2cos (£7'(0) xsin (£7'(x))
= 21— fof~'(x)x Vfof~1(x)
= zmxﬁ
= 2y/x(1-x)

~

1

24/x(1 — x)

Par conséquent, ( f ‘1)’ (x) =

6. (a) Démonstration de la formule de Leibniz.

Soit I un intervalle et f, g — R deux fonctions n fois dérivables sur R.
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On considere la propriété au rang n > 1, P(n) : si f et g sont n fois dérivables
n

sur I et la dérivée n-ieme de leur produit est (f 2" (x) = Z Cr’,‘ FPx).g" P (x).
k=0
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— Initialisation : Pour n = 1, f et g sont une fois dérivable sur I et pour x € I on
a:(f.g) = f'(x)gx)+ f(x)g'(x). Donc, P(1) vraie.

— Hérédité : Soit n > 1 tel que P(n) soit vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie
également. On fixe f et g deux fonctions (n + 1) fois dérivables sur I et pour

n

x € I, on a immédiatement : (f.g)"*" (x) = ((f.g)(x))

La fonction f’ est n-fois dérivable sur I, et g aussi, donc par hypothése de

récurrence, f’g est n-fois dérivable sur I. Ainsi, pour x € I :

(f'"x) = Y CHH" g )
k=0

= D i g ()

k=0

De méme, fg’ est dérivable sur I et:

()" (x) =D CHH P P (x)

k=0

=0 )L Cr " Pg 0 (x)
k=0

Ainsi, (fg) est n-fois dérivable sur I donc, fg est (n + 1) fois dérivable sur I

avec !

~

(f8)" P (x) = Z Crfo1=0x)gM(x) + Z C* 00 (x)g D (x)
k=0 k=0

Apres simplifications (faire un changement de variable sur la deuxieme somme :
m = k + 1 et puis, regrouper les sommes). On trouve que

n+l

(f.2)"™D(x) = Z Crllc+1f(n+1—k)(x)g(k)
k=0
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Ainsi, P(n + 1) est vraie.

(b) Conclusion : pour toutn > 1, et pour x € [ :

(£ ()= ) CrfP(x).g" P (x) 3.1)
k=0
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(c) Soientn € N*et x € R.

Posons f : x — x> et g : x —> e**. Les fonctions f et g sont de classe C®

sur R. D’apres la formule de Leibniz, on a :

W) = Y Cr P00 x ")
k=0

Il clair de remarque que pour tout k supérieur ou égal'a 4, f®(x) = 0, pour tout

x € R. Ainsi,on a :

— f=x
— FO(x) = 3x2
— f@(x) = 6x
— FOx) =6,

Et pour tout # entier naturel non nul, g = 2"e** (une démonstration de ce résultat

par récurrence s’impose). Ainsi,

AP(x) = 2'x%™ +3X 2" X nx’e™ + 6 X 2" X Coxe™ + 6 X C X 2" x ™

= 2" (8x* + 12nx” + 6n(n = 1)x + 6C>) e, Vn>3

Exercice 2
Partie A
. dx* k=1
1. Pour k > 1l on apour tout x € R : Ix - kx"~" donc
X

2n 2n

’ (_l)kk-xk_l k k-1 4. ,
Plx) = Y — = Y (1" réindexé h =k — 1
k=1 k=1
2n—1 2n—1

Z (_1)h+1xh - _ Z (_x)h
k=0 k=0

_(_x)2" -1 _ X2 — 1

—x—1  x+1

car —x # 1

2. P! est du signe de x?" — 1 et comme 2n > 0 la fonction x — x>* — 1 est strictement

croissante sur R* (et strictement décroissante sur R~ puisque 2n est pair) donc
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X 0 1 +o0
X2 — 1 -/ 0 J +

P (x) - 0 +

Px [0 N\ PO / +o

2 _xn=1  \2n 2n el 2-2n _x-l 1
en4+ocoona: P (x) =—x+—+...+ +—==x [|—x + +.0F +—)-
2 2n—1 2n 2 2n—1 2n

+o0

3. Comme P, (0) = O et que P, est strictement décroissante sur [0, 1] alors P, (1) < P, (0) =
0

4. (a) Pour tout n € N* et tout x € [0, +o00[ :

2(n+1) 2n
-1 k -k -1 k -k —1 2n+1,.2n+1 -1 2n+2 . 2n+2
PR S G o e ot g V.
~ ke ok 2n+ 1 2n+2

1 X
— P + 2n+1 <_ + )
n(X) + X 2n B 2nd 2

(b) On a donc en particulier pour x =2 :

1 2
y > 2=P2+22"+1<— - )
wt1(2) x(2) 2n+1 2n+2

1 2 n . .
e >
Et comme __211 1 ar ™ —(Zn Do) 0 la suite (Pn (2))11 N® est alors croissante.

Comme de plus P, (2) = —% + % =1 > 0O alors pour toutentiern > 1 : P,(2) >
P (220
5. On utilise le théoreme de bijection :

P, est continue et strictement croissante sur |1, 2] donc bijective de |1, 2] dans f(]1, 2]).

~

Or f(1)<0<f(2)doncO € ]f (1), [ (2]
Et I’équation P, (x) = 0 a une unique solution x, € ]1, 2]
Et comme P, est strictement croissante sur [1, +oo[, elle n’a pas d’autres solutions

sur cet intervalle.

Donc pour tout n € N*, I’équation P,(x) = 0, admet une solution et une seule notée
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x,sur[1,4+oo[,etl <x, <2.

Partie B
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x—1

1. On a vu précédemment que pour toutn € N*etx >0 : P/ (x) = T P, estdonc la

primitive dont on a besoin pour I’intégrale :

xt2n_1 N
Jo t+1 di = [P"(t)]O=Pn(x)_Pn(0)

= P,(x)

Xn 21’1_1

2. Pour tout n € N* on a P, (xn) = 0 donc J = 0 et par Chasles I()l tzt+_—11 dt +

o 1+1
X, f2n_
[l dt=0don

L1
Xn 2n __ 12n_ 1 __42n
J ! 1dt=—Jt 1dz=J1 " ar (1))

R o 1+ 1 o 11

3. On étudie les variations de la différen,e : Soit f (x) = = 1 — n(t> — 1). f est dérivable
sur R et
[ @) =2n?"=" = 2n1 = 2n (22 - 1)
et pour n > 1 on aura 2n — 2 > O'doncsi . > lalors 22 > 12" d’ou f' (1) > 0
Donc pour n > 1, f est croissante sur [ 1, +oo.

De plus f (1) = 0 donc pour tout t € [1,+oo[ : f (f) > Oet
i B n(t* — 1)

4. On aalors tout n € N* et pour > 1

n 2
2 >n(t 1)
r+1 — t+1

comme 1 < x, (bornes de I’intégrale croisssantes)

X, 2n X, 2_1
Jtz_ldtZJn(t )

[ ot+l L t+1

~

(t _ 1)2 Xn
2

dr=r"n(t—1)dr=nl

1 1

n (xn - 1)2

2
2

que I’on réintroduit dansl’équation du (1) pour obtenir :

dt
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n(xn—1)2<J11_tzn

2 o 141

intégrale que I’on majore a nouveau par 1 — #>* < 1 d’ou (bornes croissantes)

by b
dit<| — dt=[ln@t+D]'=In2
L r+1 —Lz+1 [In(@+ D]y =In(2)
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d’ou finalement :

n(xn — 1)2

0 < <In@2) dou
0 < (x,—1)° <222
n

V2In2

n

0 < x,-1<

carx,—12>0

5. Et par encadrement x, — 1 — 0 et donc x, — 1 quand n — +c0

Exercice 3

D’apres I’énoncé, on dispose de 3 boules vertes (V), 4 boules rouges (R) et de 5 boules bleues

(B).

Avant de répondre aux questions, il est convenable de définir le protocole : un tirage simultané
de deux (02) boules est une disposition non ordonnée et sans possibilité de répétition de 2 boules

parmi 3+4 45 = 12 boules. On rappelle la formule suivante pour un évenement A quelconque :
P(A) = Card(A)

Card(Q2)
le nombre de cas possibles. Pour déterminer Card(£2), on a exactement C122 cas possibles de tirer

deux (02) boules.

ou Card(A) représente le nombre de cas favorables a I’évenement A et Card(€2)

1. (a) On a deux méthodes pour traiter cette question.

— Méthode 1 : Soit E-=avoir deux boules de couleurs différentes. Donc, L’ éveéne-

ment E = avoir deux boules de mémes couleurs. Ainsi, P(E) =1 — P(E).

~

Avoirles boules de mémes couleurs, c’est avoir 2 boules vertes (uniquement)
soit C32 manieres, ou deux boules rouges soit CZ facons ou enfin 2 boules bleues

soit CZ facons. Ainsi,

2 2 2
C2+C}+C!

P(E)=1-
Ch

©
N
=]
N
2
=
0
n
w
n
0
w
=
9
04
w
X
L
o
-
w
)
2
<
2
*

*

*

<
0
w
w
0
04
=2
o
a1
w
o
0
w
|
o
O
w
*

*

*

>
=
w
Q
<
O
<
<
n
2
w
=

— Méthode 2 : Tirer deux boules vertes (2V), c’est ne tirer que les boules vertes ;
ce qui implique de ne tirer aucune boule rouge et bleue et on a C32 facons d’avoir

deux boules vertes et CS (il n’est pas nécessaire d’écrire ceci).
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2
Ainsi, la probabilité demandée est égale a : P(2V,0R,0B) = g—;

— Tirer deux boules de couleurs différentes, c’est faire face aux cas élzlivants 2 (1)
tirer une boule verte et une boule rouge et on a C31 x C j manieres de le faire; (ii)
tirer une boule verte et une boule rouge et on a C31 X CS1 facons; (iii) tirer une boule
rouge et une boule bleue avec C j X C51 facons possibles de le faire. En tout, on a
C31 xC i + C31 X C51 +C ; X C51 facons de tirer deux boules de couleurs différentes.

En notant E = avoir deux boules de couleurs différentes, on conclut que :

1 1 1 1 1 1
ClxCl+ClxCl+Cl xC!

PE= e

2. (a) 11 est clair, apres analyse que 1’ensemble des valeurs prises par X est : X(Q) =

{=2,-1,0,1,2}. Ainsi,
2

C, 6
— PX=-2)= — =—,
( ) c: =56
-—HX:m:qxq=£
e 66
_ px—0) CI+CXCx1 g3
o 66
1 Cl
_ P(X=1)- S
& 66
C2
_ px=2=—==10
c? 66

On vérifie que la somme des probabilités donne 1’unité.

~

(b) L’espérance mathématique est donnée par la formule : E(X) = Z x,P(X = x,).

L’application numérique nous fournit : E(X) = 11/66 (ce résultat doit étre com-

menté).

Pour déterminer la variance de X, on utilise la formule : V(X) = E(X?) —

5
[EQOF o E(X?) = )" x?P(X = x)).

i=1
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Exercice 4
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138CHAPITRE 3. QUELQUES CORRECTIONS DES SUJETS DE PRESELECTION DU CAMEROUN
PARTIE I

1. (a) Pourtoutx # 0 : e*—1 # 0, donc f est continue sur R* comme quotient de fonctions

continues.

EnO: e — 1 ~ x et donc pour x # 0 : f(x):Ll—nzf(O)
eX_

Conclusion : | f est continue sur R

(b) Pour x # 0 : ¥ — 1 # 0 donc f est C'sur |—o0;0[ et sur ]0; +oo[ comme quotient
de fonctions C! et

e —1—xe* (l—x)e’—1

SO==Cy (e = 1)

(c) On a le développement limité : e* = 1 + x + %xz + x% (x) avec € (x) — 0 quand

x — 0 donc

1+x+%x2+x26(x)—1—x[1+x+%x2+x2£(x)]

flx) = 2
<1+x+%x2+x26(x)—1>

<l — 1) x? + x%g, (x)

2

(x + x€, (x))2
— g a(x) i

= — 5 ——

= . N

1
S B R
Conclusion :| f'(x) et 3

(d) Comme f est continue en 0 et que f' (x) — —% alors festClenOet f'(0) = —%.

~

Conclusion.:| f estde classe C!' sur Ret f/ (0) = —%.

2. @ ux)=(1~=-x)e*—1

u est dérivable sur R et
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W(x) = (1-x)e"—e"
= —xe*
X -0 - 0 4+ 4o
Donc | ' (x) + 0 -
u (x) /= 0 N-
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u(x)

(b) Comme on, pour tout x # 0, f'(x) = . alors f est du signe de u(x) < 0
e*—1)

pour x # 0.

Etpourx =0: f'(x) = —% < 0 alors

Conclusion : | Vx € R, f'(x) <0.

(¢c) En—c0 : f(x) = X T — 400
ex —
En+oco @ f(x)= exx_ 7= = —xl/ex) — Ocarx =o(e*)et
X —00 0 +00
' 1
) - - -
fx) |40 N 1 N O
@ En—oo: L1
X ex—1
et
fO)+xi= =% +x
=
-~
ex — 1
avec X = —x — +ooonaxe® = —X /eX > Ocar X =0 (e¥) quand X — +o0
Donc f(x)+x — 0
Conclusion : | la droite d’€quation y = —x est asymptote a la courbe représentative d

(e) On attende le tracé de
— l’asymptote en —co,
— P’asymptote horizontale (y = 0) en +o0

— et la tangente de pente —% en (0, 1).

~

PARTIE IT

3. 0 n’est pas point fixe puisque f (0) # 0

Pourx#0: f(x)=x<= —=x<=l=e" -1l e =2 x=nQ)

ex—1

Conclusion :| f admet un point fixe et un seul, « = In(2)
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4. (a) Soitg(x) = e** —2x e* — 1. g est dérivable sur R* et

g (x) = 2% —2e* —2xe*

= 2" (e*—1-x)
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soit A (x) = e* — 1 — x. h est dérivable sur R* et

W(x)=e" -1
x 0 +00 x 0 +00
Onadonc| ' (x) |0 / + et g/(x)| 0 +

h(x) |0 /+ +oo gx) |0 7+

Conclusion : | ¥x € [0;4+00[, e —2xe*—1>0

(b) Pour tout x > 0 :

’ I ef—1-xe" 1
S ¥+5 = 17 G
_ 2e"—2-2xe"+ e —2e" + 1
B 2(er — 12
e —2xe* 11
C 2(ex=1)>

2 N X __
Conclusion : | ¥Yx € 10;+oo[, f'(x)+ 1% 2xe -1

2 2(ex — 1)

(¢) Comme g (x) > 0 pour tout x > 0, f’(x)+% >0et —% < f'(x)
1

Et pour x = 0, f' (x) = T

Enfin on a vu que f/ <0 sur R donc

Conclusion : | Vx € [0;4 oo, —% < f'(x)<0.

1
(d) Onadonc |f' (x)|==f"(x) < 3 pour tout x € R*
On montre alors, parrécurrence, que pour tout n : u, € R* (la récurrence est ici

inutile car f > O sur R)

~

u, =1 € Rtetpourtoutn > 1 : u, =f(un_1) > O car f > OsurR.
Donc, pour toutentiern : u,eta € R et|f’| < %sur R* donc |f (un) - f(a)‘ <

Lu, - afet
2

Conclusion : | Yn € N, |u

5. On.montre alors par récurrence :
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Pourn =0 : |u0—a|=%|1—a|=%(1—a)cara:1n(2)§1

. 1 1 1 1
Soitn € Ntelque |u, —a| < 5(1 — a)alors |u,,, —a| < 3 |u, —a| < 5(1 —a)z =

1

2n+l

(I-a)
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Conclusion : | pourtoutn € N : |u, —a| < %(1 —a)

6. Et comme % < 1 alors %(1—0{) — 0 et comme 0 < |u,—a| < %(1—a),par

encadrement |u, — a| — 0 et

Conclusion : | la suite (u")neN converge vers @ = In(2)

PARTIE III

7. Comme f est continue sur R, elle y admet une primitive F qui est C' sur R.

On a alors G (x) = F (2x) — F (x) et donc G est C' sur R comme composée de

fonctions C'.

etona:

G (x) = 2F'(2x)— F' D

= 2f2x) = f ()

. 2x \

” 2e2"—1 el
4x —x(e*+ 1)

si2xetx #0

G'0) = 2fO)-fO=1

x(3-¢%

Conclusion : | G estde classe C' surRet G’ (x) =4 e —1
1 six=0

six#0

8. (a) Soit x > 0.0naalors x <2xetpourtout x <t <2x : 0L f(2x) < f (1) L f (%)

car f est décroissante sur R.
2x 2x

DonCOSJ f(t)dtSJ f(x)dt=f(x)2x —x)
Conclusion : | Vx € [0;+00[, 0 <G (x) < x f (x).
x? x> 1
Et comme x f (x) = — — 0, par encadrement :

e —1 eX]l —ex

Conclusion : | G (x) - 0 quand x — +o0

(b) Pour x < Oona2x < x <Oetpourtout2x <t < x : f({) > f(x)car f est

décroissante sur R.
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142CHAPITRE 3. QUELQUES CORRECTIONS DES SUJETS DE PRESELECTION DU CAMEROUN

D’ou fo f@®dt < chx f(x)dt = f(x)(2x — x) car les bornes sont en ordre

décroissant.

Conclusion : | Vx € 1—00;0], G (x) < x f (x).

2

Et comme x f (x) = f - — =00, par majoration,
o

Conclusion : | G (x) —» —oo quand x - —o©

9. On rassemble tout :

X -0 - 0 + In (3) - +00
e — 1 -0 /+ / +
3—e* N\ + N+ 0 N\ —

G’ (x) + 1 + 0 -
Gx) |- /0 / G>Un3) '\ 0

Correction du sujet de 2024

Exercice 1 :

1. Soit x € [0, +oo[, montrons que | /2 + x — 2| < ﬁlx -2|.
Considérons la fonction ¢t — /2 + ¢, elle est définie et dérivable sur [0, +co][ et sa dérivée est :
1 . . 1 ..
R i > .
- o qui est majorée par s car pour tout 7 dans [0, +oo[,2V/2 +1 > 2\/5 Ainsi,

— Pour x < 2, on a d’apres I’inégalité des accroissements finis sur [x, 2],

IV2+2—-V2+x| < zLﬁp — x|, puis le résultat.

— Pour x = 2, on a le résultat.

~

— Pour x > 2, on a d’apres I'inégalité des accroissements finis sur [2, x],

V2 +x =42 +2|< zLﬁpc — 2|, puis le résultat.

D’ou

Vx € [0, 400l | V2 +x = 2| < $|x—2|.

2.a) Calculons I = r e*.cos xdx
0
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u(x) = e~ u'(x) = e* ‘
Posons ,alorsona: et par suite,
U'(x) = cos x v(x) = sin x

E3

er.sinxdx = e2 — J' e*.sin xdx

I = [e".sinx]g —J
0

0
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a(x) =e*

Posons

b'(x) =sinx

a(x)=¢e"
,alorson a :
b(x) = —cosx

et par suite,

z
2

I=e2 +[ex.cosx]g —J e*.cosxdx = e? — 1 — I ; 1l vient donc que:2[=e§ -1

s
e2—1
2

Dou| I =

0

b) Déterminons a, b dans R tels que : 12 = — b
cos? x 1—sinx 1+sin x
1 a 1 _ a+b+(a—b)sinx
cos?x  l-sinx cos?x 1—sin® x
1 _ a+b+(a—b)sinx
costx cos? x
a+b=1

Ainsi, par identification, on a :

D’oil a=b=§

¢) Déduisons-en la valeur de J = J

Remarquons que

1

, puis (4, b) = (5, ;)
a—-b=0

L4

COS X

Donc,

1
dx.
o COS X
COS X
cos? x
1 1
2 2 s s PR
cos x —Nt- - . d’apres ce qui précede
1=sinx .1+ sinx
1( COS X COS X )
2A1 —=sinx 1 +sinx
COS X COS X
J = _ )d
1—smx 1+ sinx

= =

[—In(1 = sin x) + In(1 +smx)]“
ln(l +
ln(l _ 2

= 3 LG + 2\/5)

Dot| J = %111(3 +21/2)
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n

3. Calculons lim (1 + E) .
n—+oo kel n

Bl

Pour tout n dans N,

ln<ﬁ<1+§>£> %m( : <1+§>>

Il
S |-
—_
[S—Y
+

| =
N—

|
=

); (avec f . x> In(1 + x))

Donc,

n—1
i h im £ 3 rk
——ﬂDmeg%n;ﬂﬁ

1
e ln(2)+J F(xX)dx

0
= In@) +[(x + DIn(x + 1) — x]!
= In(2)+2In2) -1

= 3InQ2) -1

n 1

Doa| lim (1 + 5); = ge~!
n—+o0o k=1 n

—

4.a) Soit z = a +ibun nombre complexe. Déterminons le module et I’argument de e'z.

Ona:
iz ei(a+ib)
— e—b+1a

— e—b.em
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D'otl| |e*| = e P et arg(e®) = a+2kn, ke Z

b) Résolvons dans C 1’équation cos z = 2.
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eiz e—iz
cosz=2 < +T =2

& itet=4
S (eiz)2 -4 (eiz) +1=0

o F=2- 30ueiz=2+\/§

e‘b=2—\/§ e‘b=2+\/§
& 3 ou
a+2kr=0,ke”Z a+2klr=0,k' e Z
b=—In2 —1/3) b=—In2+1/3)
& 3 ou
a=2pr,pE”Z a=2pr,p e’

D’ouiI’ensemble S des solutions est:| .S = {an —1ln(2 — \/5); 2p'r —iln(2 + \/5);p, p e Z}

5. Déterminons s’il est judicieux d’autoriser la commercialisation du test.
Choisissons dans cette population une personne au hasard et considérons les événements sui-

vants :

M ="La personne est malade"
P="La personne est testée positive a la maladie"
On a les données suivantes : p(M) = ﬁ;p(PlM) =0.99 et p(Plﬁ) =0,1
D’apres la formule de Bayes, on a :

~

p(M)p(P|M)
p(M)p(P|M) + p(M)p(P|M)

1
mx0,99

1
mXO,99+(1—0.99)X0,1

= 00,4974

p(M|P) =
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Ainsi, avec ce test, et en supposant que la personne est testée positive, il y a un peu moins de

50% de chance qu’il soit effectivement malade.

Dong, il n’est judicieux d’autoriser la commercialisation du test.
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Exercice 2 :
Partie A :

1. On considére la fonction g : x — ax;w, (a, b) € R*xR. Démontrons que Vn € N* et Vx €

D, g"(x) = (=a)"—

(ax+b)r+1

Nous allons procéder par récurrence : Pour cela, soit x dans D, et notons p, 1a propriété définie

n!
(ax+b)yr+!

par : g"(x) = (—a)"
—a
(ax+b)?

—a

— Pour n = 1, on a d’une part, g = e
ax

et d’autre part, g'(x) =

Donc p, est

vraie.

n!
(ax+byn+1"

— Soit n dans N*. Supposons que g (x) = (—a)"

On a alors :

n d n
g = —(g"(x)
X

- (=a)"n!
3 ™ ((ax + b)rtl >
(—a)'n!(—(n + 1)a(ax + b)")
( ((ax + b)r+1)2 )
(n+ 1)
(ax + b)r+2

= (_a)n+1

Donc p,,, est vraie.
— Ainsi, pour tout n dans N*, p, est.vraie.

D’otl| Vx € D,,Vn € N*, g"(x) = (-a)"—=-

(ax+bynt!

C 1 . 1
2. Considérons la fonction f : x — ;

Soit un réel x ; cherchons a, §, u, v dans C tels que

4+x2° \
f(x):E'i'ﬁ'
Ona:
Pl = u_ o v o 1 :(u+v)x—uﬂ—va
x—a x-—p I1+x2 x2—(a+pP)x+ap
u+v=0 (1)

a+p=0 2)
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Par identification, on obtient :<

af =1 3)

up+va=-1 (4)
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La résolution de (2) et (3) donne (a, f) = (i, —1) ou (a, f) = (—1i,1).

Pour (a, #) = (i, —i), on a de (1) et (4), (u,v) = (_%, %)
Pour (@, f) = (—i,1), on ade (1) et (4), (u,v) = (%, _%)_

|I\-)I'-
|~.-

Finalement, | f(x) =

=
it

3. Déduisons-en I’expression de f"(x).

[ N I

+x2 2 x+i 2 x—i

'dd;"<x}|—i_x1—i)

ot
= C'ni3 (( AR )
260 (GG )

SoitxeDf;ona:f(x)=

Donc

[ =

D= B[ e

X
D'n! i ; :
ol (x(2 +)1;1n+ _12_ ( 1)n+1 N (X + 1)n+l)
1)"n!
>Grrigs ()
1rtlpl
9 (gcz-iw (Im((x - i)"+1))

~

4. Déterminons les solutions de I’équation f®(x) = 0

f(n)(x) =0 & (x + i)n+1 — (x _ i)n+1
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S <x+?> =1 avec x #1
x—i
3 . 2kn
o <x+?>=e'<m) avec x #ietk € {0,1,...,n}
x—i

I(an)
14 1e \+!
& x=—" avec k € {0,1,...,n}

—1 +e (iﬁ)
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. 2k7r)

Ainsi I’ensemble S des solutions de f®(x) = Qest.S = { %

—1+é m)

,avec k € {0, 1, ...,n}}
Partie B :

Pour tout n > 2, soit f, définie sur [0, +oo[ par f,(x) = x" + x" ' + ... + x> + x — 1.
5. Montrons que I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution dans [0, 4-oco].

Soit n > 2. La fonction f, est dérivable sur [0, +oo[ comme fonction polynomiale et pour
tout x dans [0, +oo[, ona: f/(x) = nx""' + (n— 1)x""% + ...+ 2x + 1 qui est strictement positive
sur [0, +oo[. Donc f, est strictement croissante sur [0, +oo[. De plus f, est continue sur [0, +oo[
et0 € fn(()),xl—i>l:|—noo f(x)[ = [0, +oo[. Alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,

f,(x) = 0 admet une solution unique dans [0, +oo[

Cette solution est notée a,
6.a) Soit n > 0; montrons que f,,(a,) > 0.

Ona:

fon(a) = @' +d +d'+. . +a+a,—1
= gl @)

1 .
= @), car a, solution de f,(x) =0

\Y

0, cara, € [0, +oo

b) Montrons que (a,), ey €st décroissante.

~

Soit n dans N.'On a d’apres ce qui précede, f,,,(a,) > 0, donc on peut écrire f,, (a,) >

fni1(a,,) et comme la fonction f,, est strictement croissante, on déduit que a, > a,,,;.

D’ou (a,),e est décroissante.

¢) Déduisons-en que (a,,),cy CONverge.
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Lasuite (a,,), ey €st minorée par O et d’apres la question 6.b), elle est décroissante. Donc elle converge.

1 + (an)n+1

7. Soit n > 2. Montrons que a, = 3
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Ona fa,) =0.0r

fia)=0 & d+da'+. . +a +a,—-1=0

& d+d '+ +d+a,+1=2
= Y

k=0

1—1(a n+1
- @)™ _ 5

l—an

- _1+(an)n+1

a,= >

1 + (an)n+l

D’ou| a, =
" 2

8. On pose b, = (a,)"""

— Calculons la limite de (b,)
Pour tout n > 2, nous avons f,(0) = -1 < 0Oet f,(1) =n—1> 0. Donc on est siir que

a, €10, 1[. Ainsi, lim (a,)"t' =0.Dou| lim b, =0

n—+00 n—+0o0

— Déduisons-en la limite de (a,),5,

1 + (an)n+1 ,
Pour toutn > 2,a, = >~ - et comme (a,)"*" — 0 quand n — +o0, on conclut que

lim a,

n—+oo

Exercice 3 :

Partie A :

Dans cette livraison, 20% des 50 cébles sont de type C,, soit 10 et le reste de type C,, soit 40.
Un lot de 04 cables choisis est une disposition non ordonnée sans répétition de 04 éléments d’un
ensemble qui en contient 50; il y a donc Cg‘o facons de faire un tel choix. Calculons la probabilité

des événements suivants :
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1. E="Les 4 cables sont de type de C,".

pE) = 2
Cs

3290

D’ou| p(E) = ﬁ

2. F="Un cable est de type C, et trois sont de type C,"
3
C110 X Cy
4
Cso
988
2303

p(F)

D’od| p(F) = 7

3. G="Au moins un cable est du type C,"

On a : G="Aucun cible n’est de type C,"="Les 04 cables sont de type C,"

I
[am—y
I

=

o
Ql

N

p(G)

~

[JIEN 13891
D'ou p(G) = 23030

Partie B :

1. On suppose n = 4.

Un céble est soit de type C,, soit de type C,. Du coup, le choix d’un céble est une expérience de

©
N
=]
N
2
=
0
n
w
n
0
w
=
9
04
w
X
L
o
-
w
)
2
<
2
*

*

*

<
0
w
w
0
04
=2
o
a1
w
o
0
w
|
o
O
w
*

*

*

>
=
w
Q
<
O
<
<
n
2
w
=

Bernoulli ou nous noterons comme "succes" 1’obtention d’un céable de type C,, et ce avec une

probabilité de 0, 2. Ainsi, le nombre X de succes dans un lot de 04 choisies indépendamment

les uns des autres suit une loi binomiale de parametre n =4 et p = 0, 2.

Tel. (+237) 655 33 30 73/ 671 54 41 22 WWwW. mensa-academy.com



a) Calculons p(X = 2).

p(X =2) = C;0,2)%0,4)"

= 0,1536
D’ou| p(X =2)=0,1536
b) Calculons p(X > 1).
pXz=1) = lI-pX<1)
= 1-p(X=0)

= 1-C)0,2)°%0,8)"
= 0,5904

D’ou| p(X > 1) =0,0.5904

¢) Calculons E(X).

Comme X & B(4;0,2), alors E(X) =4%0,2=0,8D’ou| E(X)=0,8

2. Ici, n est inconnu.

a) Exprimons p(X > 1) en fonction de n.

pPX21 = 1-pX <1
= 1-p(X=0)
= 1-C)0,2)°0,8)"
= 1-(0,8)"

Dou| p(X >21)=1-(0,8)" |

¢) Déterminons n pour espérer que p(X > 1) = 0.9.
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Ona:

pPX>1)=09 & 1-(0,8)"=0,9

o (0,8)"=0,1
_1no,1

"= 0.8

o n~10,32

<

Ainsi, il faut réaliser 1’expérience au moins 11 fois pour espérer avoir 90% de chance d’obtenir

au moins un céble de type C,.
Exercice 4 :
f désigne la fonction définie sur ]0, +oo[ par : f(x) = x = In(x)
Partie A : Etude de la fonction N

1. Dressons le tableau de variation de f.

La fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout x €]0, +oo[,ona: f'(x) =1— i = XT_I

Pour x €]0, 1], f/(x) < 0 et pour x €]1,+o0[, f'(x) > 0. Donc f est décroissante sur ]0, 1] et
strictement croissante sur |1, +co|.

lir(r)l> f(x) = lir(r)l> (x = In(x)) = +©

lim /()= lim (x - In(x)) = lim (x (1 - M)) - +oo.

xX—>+00 X—+00

~
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X 0 1 +00
fx - 0 +
+00 +oo
1

2. Montrons que I’équation f(x) = 2 admet exactement deux solutions a et b.
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La fonction f est strictement décroissante sur |0, 1[ et strictement croissante sur |1, +oo[.
Elle est continue sur chacun de ces intervalles. Et de plus, 2 € f(]0,1[) et 2 € f(]1,+o0[).
Donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = 2 admet sur chacun de
ces intervalles, exactement une solution.

Donc finalement, I’équation f(x) = 2 admet dans ]0, +oo[ exactement deux solutions a dans

10, 1] et b dans ]1, +oo].
3. Montrons que b € [2,4].

D’une part, f(2) = 2—-In(2) =2-0,7 = 1.3 etd’autre part, f(4) = 4—In(4) = 2(2-In(2)) =
2,6.0n aalors 2 € [f(2), f(4)] et par conséquent, b € [2,4].

Partie B : Etude d’une suite

u, =4
On considere la suite (u,), définie par : i
U, = In(u,) +2,Vn € N

4.

— Montrons que la suite (u,), est bien définie
Pour cela, on peut juste montrer que €Vn € N, u, > 2e.
Onau, =4 > 2etdeplus, pour toutndans N, u, > 2 = u,,, = 2+In(u,) > 2+In(2) > 2.
Donc d’apres le principe de récurrence, pour tout n € N,u, > 2 et par conséquent, la
suite (u,,), est bien définie.

— Montrons que eVn € N, u, € [b,+o[e.

~

Nous avons u, = 4 > b (d’apres la question 3.). Soit n dans N, supposons que u, > b.

Alorsona :

24 In(u,)

n+1

\Y

2 + In(b), par hypothese de récurrence et par croissance de In

bcar f(b)=b—1In(b) =2
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Ainsi, d’apres le principe de récurrence, | Vi € N, u, € [b, +oo] |

5.

— Déterminons la monotonie de la suite (u,,),.
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Soitndans N.Onau,,, —u, = 2+ 1In(u,) —u, = 2 - f(u,). Oru, > b d’apres
la question précédente ; donc par croissance de f dans [b, +oo[, on obtient f(u,) > 2 et
ainsi, u

w1 — U, <0, c’est-a-dire que (u,), est décroissante.

— Déduisons-en que (u,), convergente et calculons sa limite.
On a montré que (u,), est décroissante et minorée (par b); donc elle converge. Ainsi, il
existe un réel / dans [b, +oo] tel que u,, — [. De la relation u,,,; = 2 + In(u,,), on déduit

alors que / = 2 + In(/) ou mieux encore, f (/) = / et on sait d’apres la partie A que cette

équation en / a une solution unique b dans [b, +oo[. D’ou | u, — b |

6.a) Soit n dans N. Montrons que u,,; — b < %(un —b).

La fonction x — 2 + In(x) est bien définie et dérivable sur [b, u,] et sa fonction dérivé est :

1. o 1 V4] e .
X — = qui est majorée sur [b, u,] par > On peut donc déduire d’apres I'inégalité des accroisse-
X

ments finis que : 2+ In(u,) — 2 — In(b) < 3(u, — b); et@insi| u,,, — b < J(u, —b) |

b) Déduisons-en que Vn € N,0 < u, — b < 2—{1

D’une part, on sait d’apres la question 4. que pour tout n, u, > b; donc pour tout n, 0< u, —b.

D’autre part, notons p,, la propriété définie sur N par eu, — b < ¢

—

1

— Ond’un coté u,— b = 4 — b et de I’autre, A 2.0Onabien4 < b+2. Donc p, est vraie.

— Soit n dans N. Supposons p, vraie et montrons que p,., I’est aussi.

l(un — b) d’apres la question précédente

un+1 - b S 2
1/ 1 y s 10 N P
< 7 <2n_1 ) d’apres I’hypothese de récurrence
< L
on

Don¢c p, = p,.;

— Donc Vn € N,u, — b < !

- on-1
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Conclusion: Vn € N,0 <u, — b < 1_1

omn

Partie C : Etude d’une fonction définie par une intégrale
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2x
dt

On note ® la fonction donnée par : (x) = o
X

8.

— Montrons que @ est bien définie et dérivable sur ]0, +oo|
Soit x dans ]0, +oo[. D’apres le tableau de variation de f, f ne s’annule pas; donc la
fonction t — % est bien définie et continue sur [x,2x] et donc @ est bien définie et

dérivable sur ]0, +oo].
In(2) —In(x)
(x — In(x))(2x — In(2x))
Notons ¥ une primitive de t — % ; alors ®(x) = [‘I’(t)]ix =Y(2x) — P(x). Ainsi,

— Soit x dans ]0, +oo[. Montrons que ®'(x) =

d'(x) = ¥'(2x)-Y¥Y(x)
> 1

f2x) (%)
2 1

2x — In(2x) we=In(x)

2x=21In(x) — 2x + In(2) + In(x)
(x — In(x))(2x — In(2x))

In(2) — In(x)
(x = In(x))(2x — In(2x))

9. Déduisons-en les variations de @ sur |0, +oo[.

) o e In(2) — In(x) _ In(2) = In(x) ) B} i
Soit x dans ]0, +oo[, ®'(x) = x — IO))2x = 1n2x)) = 700/ . La fonction f étant po
sitive, le signe de @’ (x) est celui de In(2)—=In(x). Or In(2)—1In(x) > O sur ]0, 2] et In(2)—In(x) < 0

sur ]2, +oo[. Donc @ est croissante sur ]O, 2] et décroissante sur ]2, +oo[.

10. Soit x dans ]0,+oo[. Montrons 0 < ®(x) < x.

~

> 0, donc ® — > 0. D’autre part, on sait
f () 0 (x) I f@o - 0. p

d’apres la partie A que f est minorée par 1; donc pour tout ¢ dans [x,2x], —

D’une part, pour tout 7 dans [x, 2x], —

< 1 et par suite,
i) ()
2x 2x

@0 = | 75’ [ di=x.Dou | vx €l +ool,0 < B(x) < x |

a) Montrons que O est prolongeable par continuité en 0.
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D’apres ce qui précede, Vx €]0,4+00[,0 < ®(x) < x, donc d’apres le théoreme des gen-

darmes, lin(l) ®(x) = 0; mais 0 & Dy (Domaine de définition de ®); on conclut donc que

@ est prolongeable par continuité en 0 et ®(0) =

Tel. (+237) 655 33 30 73/ 671 54 41 22 WWwW. mensa-academy.com



156CHAPITRE 3. QUELQUES CORRECTIONS DES SUJETS DE PRESELECTION DU CAMEROUN
b) Montrons que lin(% D'(x)=0
In(2) — In(x)

lim
x—0 (x — 1n(x))(2x - 111(2X))
In(x) — In(2) 2—x

lirré @' (x)

= lim X
x—0 x—2 (x = In(x))(2x — In(2x))
1 —In(2
= 1 X 2 (car lim M est le nombre dérivé de In en 2)
2 4o x—0 x—2
=0

11. Tragons I’allure de la courbe représentative de @ ainsi que la tangente en O.

L’équation de la tangente (T) a la courbe de ® en O est:

(T):y = @' 0)x~0)+P0)
= 0

Le tableau de variation de @ est le suivant :

X 0 2 +00
D' (x) + 0 =
d(2)
@ /

~

Correction du sujet de 2023

Exercice 1 :

Considérons les événements suivants :
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C="L"apprenant pratique un instrument a cordes"

V' ="L’apprenant pratique un instrument a vent"

On donne p(C) = 60%, p(V) =45% et p(V N C) = 10%.
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1.a) Calculons la probabilité de I’événement : "Cet apprenant au moins un des deux instru-

ments considérés"

Il s’agit de I’événement V UC.On a :

pVuC) = pV)+pC)—pV nC)
= 60% + 45% — 10%
= 95%

D’ou| p(V UC) =95%

b) Calculons la probabilité de I’événement : "L’apprenant pratique un et un seul des deux

instruments".

11 ’agit de I’événement (V U C) \ (V' NC).Ona:

pP(VuO\N(INnC) = pruC)—pl nC)
=195% — 10%
= 85%

Dou| p(WUC)\ (V nC)) =85%

2. Calculons la probabilité que I’apprenant pratique un instrument V" sachant qu’il pratique

un instrument C.

Il s’agit de I’événement V' /C. On a d’apres la formule des probabilités conditionnelles :

pVnC)

p(C)
10%

60%
1

6

pV/CO) =

D’ou| p(V:/C) = %

3. Soitn > 2.
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a) Notons B="Au moins un apprenant pratique un instrument C". On veux calculer P, =

p(B).

Un apprenant choisi au hasard pratique soit un instrument de type C (avec un probabilité de
%) soit ne le pratique pas; il s’agit donc d’une épreuve de Bernoulli. En choisissant n apprenant,
on répete cette épreuve n fois et le nombre d’apprenant pratiquant 1’ instrument C est une variable

aléatoire qui suit une binomiale de parametre (n, %). Notons la X. On a alors :

p(B) = pX =1
= 1-pX <1
= 1-p(X =0)
= 1= (@) x(5)”

o)

D'oll| P =1—<§>

b) Déterminons le plus petit n nécessaire pour avoir P, > 0.999.

P.2099 o 1—(%) > 0.999

2 n
s (2] <0.001
(5) <

—

2
- < .
N nln(s) < 1n(0.001)

S n>7.53

n étant un entier, le plus petit entier vérifiant cette inéquation est 8.
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Exercice 2 :

1. Calculons :

ra
I = 3 sinx
0 l+4cosx
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Ona:

)
sin” x
I = —dx
Jo 1+cosx

-z
2

(2 1 —cos®x
= ——dx
Jo 1+4+cosx

L3
~=

= 2(1 — cos x)dx
Jo

L3

= [x- Sinx]g
2

D’ou I:E_l

5 d
— Calculons J = JOZ = x
COS X

Remarquons que pour tout x,ona: 1 4+ cosx =2 cosz(g). On a alors :

"z
2

.
Jo 1+ ceset

o da
Jo 2cosz(§)

= [an(3)];

= tan (%) — tan(0)

= 1

Dou| J =1

s
1 5 2
2. Déduisons-en K = JOZ _10;% X dx.
COS X

oz
2

cos? x
Jo 1+ cosx

~

K =

" .9
2 ] —sin“x
= —dx
Jo 14+cosx
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2 dx Jg sin® x
- - dx
Jo 1+cosx J, 1+cosx
T
= 1-5+1
2
- 72_r
2

Dou| K =2 —
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3. Soit f est la fonction définie sur ] —%, % [ par f(x) = tan(x).
a) Montrons que f est une bijection de ] —%, % [ sur R.

La fonction f est bien définie, continue et dérivable sur ] —%, % [ et pour tout x dans ] —%, % [, sa

fonction dérivée f’ est : x — 1 + tan?(x) qui est une fonction strictement positive, ce qui veut

dire que f est strictement croissante sur]—%, % [ Deplus lim f(x)=—coet lim f(x)= +co.

_z -
x==3 X3

On peut ainsi conclure que f admet une bijection de ] —%, % [ sur ]-co, +oo[= R.

b)
— Montrons que f~! est dérivable.
La fonction f est dérivable sur ]—%, % [ et sa dérivée ne s’annule pas sur cet intervalle;
donc d’apres le théoreme des fonction réciproques, f~! est dérivable sur R.

— Soit x dans R ; calculons (£~ (x).

1
flof1(x)
iy [
¥ ()

) =

car f'(x) = 1+tan’x = 1 + f2(x)

1
b+ 128 "C0))
1
1+ x2

Ainsi, | Vx € R, (f 1) (x) = H%

c)
— Calculons A = fol

dx
1+x2

dx

~

1
4 = J dx
01+x2

1
= J (f ™1 (x)dx

0

= [,
= ' -r4)

T

4
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D’ou A=§

dx.

L1 1 x?
— Déduisons-en B = [ =
X

Tel. (+237) 655 33 30 73/ 671 54 41 22 WWwW. mensa-academy.com



161

Remarquons que pour tout x, liz =1- e donc
o1l )
B = X dx
Jo 1 + x2
|
- [0~
0 1+ x
-1
= dx— A
Jo
= 1-Z
4
Dou| B=1-2
4
Exercice 3 :

1. Soit f la fonction définie sur I = [1, +oo[ par f(x) = i — XLH

a) Démontrons que f est croissante sur /.

Les fonctions x — x et x = x + 1 sont dérivables et ne s’annulent pas sur I, donc f est bien

définie et dérivable sur I, et pour tout x dans /, on a :

fl(x) = —$+(1+1x2). Or (1+x?) > x2,donc f'(x) < Oet par conséquent, f est strictement décroissant

b) Calculons lim f(x)
X—+00

M) = lim (l— L )

X—+00 x—>+00

2. Soit la suite (u,) de terme général u, = - — n]:, n>1

!
n
a) Déterminons le sens de variation de la suite (u,),

Soitn>1.0na

Uppy =, = fn+1)=f(n)

< 0 car la fonction f est décroissante
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Ainsi, la suite (u,,), est décroissante

b) Calculons lim u,

n—+0o

lim u, = lim f(n)
n—+o0o n—+o0o
=0

¢) Démontrons que la suite (u,), est bornée.

D’apres la question 2.a), la suite (u,), est décroissante. Donc on a 1’inégalité suivante :

lim u, < u, < uy, pour tout n > 1, c’est-a-dire que pour tout n dans N*, 0 < u, < % D’ou
n—+oo

(u,), est bornée

3. On définit la suite (.S,) dont le terme général est la somme des n premiers termes de la

suite (u,). S, =u; +uy, + ...+ u,.

a) Démontrons que la suite (.S,) est croissante.

Soit n dans N*. On a

w1 =S, = Aty tu, g — (g tu, + .ty
= Uy

> 0 (d’apres la question 2.c)

~

D’ou (S,), est croissante.

b) Ecrivons I’expression de u; + u, + us.

N =
N —
W | =
W | —
=
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Al =~

) s _3
D’ou Uy tuy+uy =3
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¢) Soit n > 1. Montrons que S, = —.

S, = u tu+..+u,
= (1-3)+(G-3)++(-57)
B 2 2 3/ 7 \n n+l
= 11t
n+1
_ n
n+1

D,Ol\l E
n+1

Calculons S,9

N . 99
D’apres ce qu'on vient de montrer, Sog = .

d) Il est vrai que la suite (.S,), converge vers 1,car lim S, = lim = =1

n—+00 n—+oco Nt

Exercice 4 :

MENSA ACADEMY *** ECOLES DE BOURSE : ESA *** MANUEL D’EXERCICES - SESSION 2026

fens A B In x)"
Pour tout n > 0, on considere la fonction f, définie sur ]0, +-oco[ par f,(x) = %
Partie A
1. On considere n = 1.
a) Calculons les limites de f; en O et en +oo et conclure.
\
lim fi(x) = Ilim(Inx)X L
x—0t x—0t x2
= (—o0) X (+00)
= —o0
D’ou lir(l)l+ f1(x) = —co et par conséquent, C; admet une asymptote verticale d’équation
X—
. . Inx
lim fi(x) = lim —
X—>+00 X—+00 _x2

= O(carVx > 1,Inx < x?)
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D’ou lim f,(x) = Oetparconséquent, C; admet une asymptot horizontale d’équation y = 0.
X—+00

b) Etudions les variations de f | et dressons son tableau de variation.

Les fonctions x — In(x) et x :~ x? sont dérivables sur 0, +oo[ et de plus, x :— x> ne
s’annule pas sur ]0, +oo[, donc f; est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout x dans ]O, +oo[,

i X x? — 2x X In(x)

fix) =

x4

x — 2xIn(x)

= ——
1 —2In(x)
= —

Or pour tout x dans ]0,+oo[, x> > 0, donc le signe de fl’(x) est celui de 1 — 21n(x). Or
I - 2In(x) > 0 équivaut 3 In(x) < 2, cest-a-dire x < 2, Ainsi, f/(x) > 0 sur J0,e3[ et

fl(x) < 0sur [e2, +ool.

1 1
Conclusion : f; est strictement croissante sur ]0, e2[ et décroissante sur [e2, +oo].

Tableau de variationd de f,

X 0 e% +00
HE \ 0 S
fi(ed)

~

1

| 1
Avec fl(ei) = ln(le2) = —21 .
(G

c¢) Déterminons une équation de la tangente (1) a C, en son point d’abscisse 1.

(T) : y=fiDx-D+fi(1)
y=x-1
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Dou(T):y=x-1

2
2. On considere n = 2, alors f, : x (@) )

X

a) Calculons les limites de f, en O et en +o0 et conclure.
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) . s, 1
fi f200 = lim(n "X 5
= (400) X (+00)
= +o0

D’ou lir(r)l+ f>(x) = 400 et par conséquent, C, admet une asymptote verticale d’équation
X—

2

Jim f,() = lim (hl—x)

—+00 X—>+00 X

= O(carVx > 1,Inx <x)

D’ou lim f,(x) = Oetpar conséquent, C, admet une asymptot horizontale d’équation y
X—+00

b) Calculons fz’(x) et dressons le tableau de variation de f,.

Les fonctions x — In(x) et x — x sont dérivables sur |0, +oo[ et de plus, sur cet intervalle,

x — x ne s’annule pas. Donc f;, est dérivable et pour tout x dans ]0, +oco[, on a:

|
5 ( - XX n(x)) ¢ In(x)
x2 3

2 1In(x)(1 = In(x))

x3

£,

Pour x dans 0, +co[, x> > 0, donc le signe de fz’(x) est celui de In(x)(1 — In(x)).

Tableau de signe de In(x)(1 — In(x))

~
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X 0 1 e +00
) (1T =
- 0 + 0 -
In(x))
Tableau de variations de f,
X 0 1 e +00
fH(x - 0 + 0 -
+oo fr(e)
fo(D) 0
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Avec f,(1) =0et f,(e) = 2.

c) Etudions le signe de f,(x) — f,(x) et déduisons-en les positions relatives de C, et C,.

Pour tout x dans ]0, +oco[, on a :

In(x) (In(x))*
x2 X2
In(x)(1 = In(x))

x2

[10) = fL,(x) =

Or pour tout x dans ]0, +oo[, x> > 0; donc le signe de f,(x) — f,(x)est celui de In(x)(1 — In(x))

et nous avons tracé son tableau de signes a la question précédente.

Positions relatives de C, et C,

— Pour tout x dans 0, 1[U]e, +oo[, f,(x) — f,(x) < 0; donc C, est en dessous de C, sur
chacun des intervalles |0, 1 et ]e, +oo].
— Pour tout x dans [1, e], f,(x) = f,(>) > 035 donc C, est au dessus de C, sur 'intervalle
[1,e].
d) Tracons C, et C,.

Soit n un entier naturel non nul, on pose /, = Le f,(o)dx
1. On pose F(x) = @ Calculons F’(x) et déduisons en I,.

Pour tout x dans ]0, +oo[, ona :

~

ixx—a+mu»

F'(x) = =
—In(x)
x2

= _f1(x)

Comme F’'(x) = —f,(x), alors —F est une primitive de f, et ainsi,

I,
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J fi1(x)dx
1
= —[FM™J

= F(1)— F(e)

= 1-=2¢"!
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Dou| I, =1 —2¢"!

2. Montrons que I, = —% +(n+ 1)1, VneN.

u(x) = (In(x))"™*"! W (x) = "= (In(x))"
Soit n dans N. Posons ,alorsona: * . Apres quoi on

V'(x) = % v(x) = —=
aura :

1 n+17°¢ S| n
I, = - l—( n(ex)) l +(n+ 1)] G
X 1 1 X

- +m+ 1)1,
e

> tn+l T

D'od| Vn € N, I, = ==+ (n+ DI,

3. Calculons I, et déduisons-en I’aire A du domaine plan délimité par C,, C, et les droites

d’équation x = 1, x =e.

D’une part, d’apres la question précédente,

1

&

g 2(1 —2¢™1)
e

S Se %

D’autre part,

A = (Je(fl(x) —fz(x))dx> Unité d’aire(U A)

(h-5)U
= (1-2e"-2+5¢") UA
(

3¢ '—1HUA

Or d’apres les données, UA = 2cm X 10cm = 20cm?, donc A = 60e™! — 20 cm?
D’ou| A = 60e" =20 cm?

4. Montrons que pour tout # dans N*, on a :

—1_1——<1+ + ot )

n N
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Pour n dans N*, notons p, la propriété définie par : —I =1-- (1 + = + -+t >
— D’uncoté,on a: I1 = [, etde 'autre,ona: 1 — - (1 +—-)=1 —2e‘1 = I,. Donc p,
est vraie.

— Soit n dans N*. Supposons p, vraie.

Ona:

In+1 = (
+(m+ 1)n! (1 ( + =+ 1 + ...+ — ! ))) (d’apres I’hypothese de récurre
1-

+m+ DI, ) (d’apres la question 2)

= ( 21
(—%+(n+1)'< %<1+%+%+ +%>)>
= o0 (g (-1 G )

1 11 i 1
DU(1== (1t t e b b = ———
("+)< e<+1!+2!+ +n!+(n+l)!>>

ol 1
(n+1)!

ml»—amlr—A

1

Donc _(n+1)!I”+l

1-- <1 + + Bt - ); c’est-a-dire que p,, est vraie.

- . N
Ainsi, on peut dire que Vn € N*, p, = p, .,
— D’apres le principe du raisonnement par récurrence, p, est vraie pour tout n dans N*.

5. Soit n dans N*. Montrons que 0 < 7, < 1.

Pour tout x dans [1,e], ona: 0 <1In(x) < 1 et; donc pour tout x dans [1,e], 0 < f,(x) < xl—2
et par suite, 0 < [} f,(x)dx < [[ 5 T/ <

X

D’ou Pour tout n dans N*, 0 < I, < 1

6. Déduisons-en lim (1 + % + % + ...+ %)

n—->+oo

\
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D’apres la question précédente, pour tout n dans N*, 0 < % < % I1 vient donc de cette relation

que lim I—| = 0 (d’apres le théoreme des gendarmes, puis de la relation obtenue a la question 4.,

n—+oo N:

on peut donc écrire : 0 = 1-1x lim <1+l+l+...+l>.D’ofl lim <1+l+l+...+l> =e
1! 2! n! 1! 2! n!

€ n—o+oo n—+oo

Correction du sujet de 2022

Exercice 1

Partie A :
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Soit a un réel. Considérons la suite (u,,),cn« définie par :
u =a
U, = U Xu§><u§ X ... Xur (Vn 2 1)

1. Calculons les quatre premiers termes de la suite.

* u; = a (Par construction de la suite)

*

<
N

Il

f Uy =u X, =axa =a

— 2y 13 — 2 33 = 412
k Uy =up Xuy Xuz=axa X(@) =a

Dou| u, =a, u, =a, u; = a*, u, = a'?

2. Soitn > 2.

* Calculons u, en fonction de u,,_,.

Ona:
f i) 2 1
Uy XUSKUS X XUy 75 XU ™) r
un Uy XUEXUD X X2 Sl i Z 3
=N < e 3 A
-1 i Sin=2
L1
;
g St >3
n—1
E
1 Sin=2
u2 = Lll
D’ou

— N 3
u,=u' . Sinz=3

~

* Calculons u, en fonction de u,_, (Pour n > 3).

On a d’apres ce qui précede et pourn > 4 :

n n—1

_ n—1\" s N i . .
= (”n—z) D’apres I’expression de u,,_, en fonction de u,,_,

n(n—1)
un—2

Pour n=3:Onau, = d’y,
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— 2
Uy = au,

D’ou
u =u"" Y Sin>4

n n—2
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3. Soit n > 2. Calculons u, en fonction de a.

D’apres I’expression de u, en fonction de u,_, et celle de u, en fonctionde u,_,, on peut
n!
conjecturer la propriété suivante : e€Vn > 2, u, = a2 € que nous allons de ces pas démontrer par

récurrence.

2!
* Pour n = 2, on a d’une part, u, = a et d’autre part, a2 = a. Donc notre propriété est

vraie pour n = 2.

* Soit n > 2. Supposons que u, = a2 et montrons que U, ; = a :

Puisque n > 2, alors n + 1 > 3 et on peut donc écrire : u,, | = uZ“ (d’apres la question précé-

(n+1)!

A\ ntl
dente) ; en appliquant I’hypothése, on arrive a : u, | = <a7> et par suite u,,, = a 2
* Ainsi, pour toutn > 2, u, = az.

4. Etudions suivant les valeurs de a la convergence de la suite (u,) et calculons sa limite

lorsqu’elle converge.

% Si a = 1, alors pour tout n dans N*, i, = 1 et dans ce cas (u,), est une suite constante,
donc convergente de limite 1.

* Sia = —1, alors, comme pour tout n > 4, "3' est pair, alors u, = 1 pour tout n > 4 et donc

~

(u,), est convergente de limite 1.

* Si |a| < 1, alors. lim u, = lim az =0 et donc (u,), converge et a pour limite 0.

n—+oo n—+oo
n!
* Si|a|l > 1,alors lim u, = lim a? = +o0 et donc (u,), diverge.
n—+oo n—+oo

Partie B :
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log,(v/(x — )(x + 3)) B

logg(3) + logg(x + 1)

1. Résolvons dans R I’équation logy(27).

(x—Dxx+3)>0
Contrainte : Pour tout x solution de cette équation, il est nécessaire d’avoir : ,

x+1>0
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x €] — 00, =3[U]1, +o0o[
c’est-a-dire , donc finalement x €]1, +c0].

x €]—1,+00[

Soit donc x dans |1,+4+o0[. On a:

In(/(x=1)(x+3))
In(2) _ In(27)

In3) | In+D " In(9)
In(8) In(8)

3In(v/(x = D(x+3)) _3In(3)

In3)+In(x+1)  2InQ3)
2In(vV(x = D(x + 3)) = In(3) + In(x + 1)

In((x = 1)(x+ 3)) = In(3(x + 1))

log,(v(x = D(x+3))

logg(3) + logg(x + 1)

logy(27) &

¢

x—Dx+3)=3(x+1)
x? #8x=x3=3x+3
X’ =x-6=0

Q+2)(x—-3)=0

¢ 0.8 ¢ ¢ ¢ O

x=3(carx €] — 1, +o0])

Ainsi, I’ensemble .S’ des solutions de cette équation est S = {3}.

2
, b
2. % Trouvons les réels a, bet ¢ tels que : — = —— + — + —.
x4—1 1+x2 1+x x—1
C X X On aal ‘
ommencons par remarquer que : =———  Onaalors:
¢ p arq q x4-1 x2+D(x+1)(x—=1)
x% a(x—1) ;o b(x—1) 1
= : rx=1,ona:c=-
2+ (x+1) 14+x2 14+x +¢; et pour x -ona.c¢ 4
x? a(x+1) | c(x+l) b 1
= ;etpourx =—1,ona:b=-—-
(*¥24+1)(x—1) 14x2 F x—1 tbietp ’ 4
2 b(14x? 241 . -1 1
= = M) e tD ) getpour x =i, onazec= —— =1
(x=D)(x+1) L4 x—1 G-DG+1) 2
N 1 1 1
D, = - = —= = -
ou|a=z, b ¢ 3
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+ Calculons F(x) = [ x°

x4—1

dx.

. . . . . 6 2 ~ P
Par division euclidienne de x° par x* —1,on a: f—l = x>+ f—l et d’apres ce qu’on a trouvé
XT—= XT—=
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x0 2

- . 11 11 11 o
I mment, on a ensuite : = -—— — -— 4+ -—_ Ainsi
précédemment, on a ensuite S =X +21+x2 41+x+4x_1 si,
r 6
X
F(x) = dx
J xt=1

= n<x2+l L 11 +l ! )dx
- 214+x2 41+x 4x-1

_ xzdx+lJ' dx _1J dx +1J dx

2)14+x> 4)x+1 4)x-1

= lx3 + % arctan(x) — iln(x + 1)+ %ln(x —1)+C, avecC €R

3
= %x3+%arctan(x)+%ln< ;C;i>+C

Dou| F(x) = %x3 +%arctan(x) + %ln <\/i—:) +C, avecC € R

Exercice 2 :

Partie A :

1. Déterminons le nombre de rencontres a organiser pour respecter ce reglement.
Pour une rencontre, il faut deux équipes différentes (choisies parmi les 20) et chaque équipe joue
a la fois sur et en dehors de son terrain, on peut donc considérer qu’un match est un choix ordonné

sans répétition de 02 équipes parmi les 20. Ainsi, le nombre de rencontres a organiser est A%O = 380.

2. Pour tout n dans N, considérons I’événement : A,="La personne fume le jour J,". On

donne : p(4,,,/A,) =0,3et p(4,,,/A,) =0,9

~

a) Calculons la probabilité¢ P, , pour qu’elle fume le jour J,, en fonction de P,.

Nous avons,

P = p(A)
= p4,,,NA)+pA,, N A_,,) (D’apres la formule des probabilités totales)
= PAIP(A, 1 /A) + p(A)P(A,,1/A,)
= pA) = p(Ayp1/AD) + (1= p(AL = p(A,1/A,)

= (1-0,9P,+(1-0,3)(1-P)
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= 0,1P,+0,7-0,7P,

= 0,7-0,6P,
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b) Déterminons la limite de P,

Notons / = lim P,; alors d’apres la question précédente, I = 0,7 — 0, 6/, c’est-a-dire

n—0o0

I = 0,4375. Et on ne peut affirmer avec certitude si cette personne finira par arréter de fu-

mer.
Partie B :
. iz
On note j le nombre complexe e’ .

1. Montrons les propriétés suivantes de j :

o 1 V3
* j = 2+1 5
L2z
Ona:j=¢e'3 =cos(2—”)+isin(2—”)=—l+iﬁ
3 3 2 2
*j2=1

Ona:j’= <ei2?”>3 = %7 S

«1+j+j2=0
D’apres ce qui précede, j* = 1, donc 1 =j* =0, par suite (1 — j)(1 +j +j*) = 0. Comme j # 1,
nécessairement, 1 + j + j2 = 0.

* —j2=¢

B

D’apres ce qui précede, 1 + j + j> = 0;donc —j2 = 14+ =1 - % +i

cos(%) +i sin(%) = ¢35,
2. Dans un repere orthonormal direct du plan, on considere les points M (m), N (n), P(p)

m—n=—jp—n
a) Supposons que M N P est équilatéral et montrons que

m+nj+pj*=0

Comme M N P est équilatéral, I’'image de P par la rotation centrée en N et d’angle % est M

et ainsi on peut écrire m — n = eila'[(p — n) et ensuite, m — n = —j*(p — n) (d’apres la question

1.),puis m + (=1 — j>)n + j*p = O et enfin m + jn + j>p.

b) Réciproquement, supposons que m + nj + pj*> = 0. Montrons que M N P est équilatéral
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direct.

Pour cela, il est suffisant de montrer que 1’image de P par la rotation centrée en N et d’angle
% est P. Par hypothése, m + nj + pj> = 0; donc m + (=1 — j®)n + j*p = 0, c’est-a-dire
m—n+ (p—n)j> = 0 ou encore (m — n) = —j*(p — n), et de 13, on conclut que M est I'image

de P par la rotation de centre N et d’angle % Ainsi, M N P est équilatéral direct.

3. Application : Montrons que M N P est équilatéral.
Notons a, b, c,d, e, f,m,n et p les affixes respectives des points A, B,C,D, E, F, M, N et P.
D’apres la question 2.¢), il suffit de montrer que m+nj+pj* = 0. Puisque les points A, B,C, D, E, F
sont tous sur le cercle centré en O, alors OA = OB = OC = OD = OFE = OF et comme
par hypothese mes(aﬁ) = mes(bﬁﬁ) = mes(ﬁ) = %, alors on peut affirmer
que chacun des triangles OAB, OCD et OEF est équilatéral et d’apres la question 2.a), on a :
b+0j+aj>=0 (1)

ye+dj+02=0 (2)- M,N,P étant respectivement les milieux de [BC],[DE],[F A], on

O+ej+fj2=0 (3)

a:m="2 =2 et p= L Ajngi,
2 2 2
; , b+c d+e,. +a
m+nj+pj* = h f :

? LA
= %(aj2+b+c+dj+ej+fj2)

= 0

~

D’ou| M N P est un triangle équilatéral |.

Exercice 3 :

Partie A :
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Soit f lafonction définie sur [0, 1[ par f(x) = 1 — x? + In(1 — x).

1.a) Etudions les variations de f et tragons sa courbe C, dans le repere 0,1, 7).

Sur [0, 1[, x = 1 — x > 0, donc sur cet intervalle, la fonction f est bien définie et est dérivable.
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Soit donc x dans [0, 1[. On a :

flx) = —2x+1_1
— X
o 2x?=2x—1

B 1—x

Or x € [0,1[, donc 1 — x > O et ainsi le signe de f'(x) est celui de 2x* — 2x — 1. Mais
2x* =2x—1=(x— %)(X — 1+—2\/§) > 0 (sur [0, 1[); donc f'(x)> 0 et par conséquent f est

strictement croissante sur [0, 1[.

Par ailleurs, lir?_ f(x) = lir?_ (1-=x*+1In(1—x)) = —oo et £(0) = 1. Donc le tableau de variation
de f est:
X 0 1
¢ a Il

b) Montrons que f(x) = 0 admet une unique solution positive a et vérifions que « €

-4
2 e
D’apres la question précédente, f est strictement décroissante sur [0, 1[ ; de plus, elle est continue

sur cet intervalle et 0 € f([0, 1[) =] — o0, 1]. Donc d’apres le théoreme des valeurs intermé-

~

diaires, I’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans [0, 1.

/() =1-1+In(;) ~ 0,057

Par ailleurs, .Onremarque alors que 0 € f < [%, 1- % D

A =2)=1~(1 - +In(2) ~ 0,40
. 1 1
ainsi, a € [5, 1- —[.

e
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p(x) = |f' (0l
q(x) = | /")l

c) Soient pet g les fonctions définies sur [%, 1- 5] respectivement par :

Etudions les variations de p et g et dressons leur tableau de variation.

D’apres ce qui précede, f < 0 sur [0, 1[ et comme [%, 1- é] c [0,1[, f/ <O sur [%, 1- é] et
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par conséquent, p = — f’ qui est dérivable sur [%, 1- %] et pour tout x dans [%, 1- é] ,ona:
Px) = —f"x)
o x-2)(0-x)+2x*-2x -1
- (1-xp
_ Ax—4x*—242x+2x*-2x -1
- (1= x)?
__ —2x*+4x-3
- (1= x)?
O 2x?—4x+3
ICENIE

Le discriminant du polyndme 2x? — 4x + 3 étant négatif, on conclut que p’ > 0 et donc que

. . 1 1 A . 1 .
p est strictement croissante sur |-, 1 — -1, et par la méme occasion, on déduit que ¢ = f”' qui
2 e

aussi est dérivable sur [%, 1- i] Pour tout x dans [%, 1- i], ona:

gdx) = [
(4x —4)(x — 1) = 2x— L(2x* —4x +3)
& B
(4x — Ho—1) — 2~ 4x + 3)
(= 1)}
4x% —8x +4 — 4xQ+8x—6
(X

2
(1 -%)

Onagq’ > 0sur [%, 1- é] ; donc g est strictement croissante sur [%, 1 - %] Par ailleurs, p(%) =

3,p(1—é)=2+e—2e‘1,q(%):6,q(1—%)=2+ez.

Tableau de variation de p

~
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X L 1=-1
2 e
P& +
24e—2e!
p /
3
Tableau de variation de ¢
X % I- f
q'(x +
24 e
q /
6
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T
VI

Comme x € [%, 1- ] alors d’apres le tableau de variation de g, g(x) < 2 + €?

b) Soient x, y dans [— 1- —] Déduisons-en que

1
Comme y € [%, 1- é] alors d’apres le tableau de variation de p, g(x) > 3

11(x) 2 2
- A1ns1 on obtient finalement /] < A s
If ( )l | /()| 3

|f ”(X)I 242
|f’ (Y)I 3

C’est-a-dire | f”"(x)| <2+ €% et

Dou| Vx,y € [%,1 1]

2. Soit t €]a, 1[.

a) Calculons f; f(x)dx.

J fx)ydx = J(l —x?+1In(1 = x))dx

a

= J (1 — xHd¥+ J In(1 — x)dx

¢4 a

u(x) = In(1 — x) W(x) = —
Posons ; alors =1 et par suite,
V(x)=1 G — X
t 4t ! x
J fxydx = |x—=x _+[xIn(l -0l —J Tdx
o a X —

11

><
w

+ [xIn(l — x)]" — J (1+ _—l)dx
A 1—x

qt

C#IxIn(l =0, =[x +In(1 - 0,

LAJ

X —

L».)I»—k u.)|>—~ UJI»—

[
==
| ,
[——x +(x = )n(l - x)]

N _§t3 +(t=1)In(1 — 1) + %oﬂ —(@-1n(l —a)

Or f(a) =0;donc 1 —a? + In(1 — &) = 0 et par suite, In(1 — a) = —1 + o : ainsi,
[l f(xydx = =B - DIn(1 =) + ;0 — (a = D@ - 1)

b) Montrons que lirln Li f(x)dx = P(a); ou P estun polyndme a déterminer.
t—1-
On sait que lim —(1 — ) In(1 — ) = 0: donc lim [l f(xdx = —2 430 — (@ = D)(a® - 1) qui
t—1- t—1-

est un polyndome.
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Partie B :

4. Soient u et v deux réels tels que u < v. Soit 4 une fonction définie dans unintervalle ouvert

h(x)
H (x)

a) Soita € J et A le point d’abscisse a de la courbe C,, de h. Vérifions que T(A) est I’ abscisse

contenant J = [u, v]. On considere la fonction T" définie sur J par T'(x) = x —

du point d’intersection de la tangente a C), en A avec 1’axe des abscisses.
L’équation de la tangente (T') a C, en A est (T') : y = h'(a)(x — a) + h(a). L’abscisse de son

point de rencontre avec 1’axe des abscisses est solution de 1’équation y = 0. Or :

y=0 & h(a)(x—a)+h(a)=0

_ h@
&S x—a= @)
S x=a-— h(a)
h'(a)
S x=T(a)

D’ou T'(a) est I’abscisse du point d’intersection de (T') avec I’axe des abscisses.

b)
* Montrons que T est dérivable dans J' et monotone.
Puisque & est définie et deux fois dérivable sur un intervalle contenant J, alors elle est définie et
dérivable sur J aussi; de plus 4’ ne s’annule pas sur J. Donc T est dérivable sur J et pour tout

x dans J,on a:

~

h(x) X h'(x) — h"(x) X h(x)
- h/Z(x)
' (x) — h'?(x) + h(x)h" (x)
h/2(x)

T'x) = 1

h(x)h" (x)
hlZ(x)
0 (car h et h” sont négatives sur J)

v
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D’ou T est croissante sur 1’intervalle J.

Par ailleurs, T'(u) = u — % =u(carh(u)=0)etT(v) =v — % On a alors :

Tableau de variations de T’
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X | u v
T'(x +
)
v n(v)
T /
u

Correction du sujet de 2021

Exercice 1

Partie A

1. Etude des limites de f aux bornes de | — 1, +oof.

Ona: lim f(x)=QQ2x—-(x+1)In(x + 1))—1—
x—-—1t XR 1
Comme lirr% 2x—(x+1DIn(x+1)=—-2et lin} i 5 —oo il suit par produit de limites
x——1% xo=1+ x
que : lirr}+ f(x) =+0c0
Par ailleurs, puisque lim = =2et lim —In(l + x) = —o0. On déduit par somme de
x—+00 X X—+00

limites que lim f(x) = —oo0.
X—+00

En définitive,

: lir_rb f(x) =400 et lim f(x)= -0

X—+00

~

Commentaire : la droite d’équation x = —1 est une asymptote verticale au graphe de f.

2. Puisqu’elle est obtenue par des opérations usuelles sur des fonctions continues et déri-
vables sur son domaine de définition, f est continue et dérivable sur son domaine et pour tout

réel x élément de ce domaine, on a :
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S =

On déduit le tableau de variation :
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x | -1 1 +00
f'(x) + -
VACY)
f(x)
—c0 S

3. La fonction f est continue et strictement décroissante sur ]1,+oo[. De plus, f(1) X f(5) <
0. D’apres le théoreme de la bijection, I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans

]1, +oo[. Une dichotomie rapide permet de trouver o = 3, 9.

4. Soit x un élément de |1, +oo[. Le signe de f(x) estrésumé dans le tableau suivant :

S(x) - 0 - 0 =

Ainsi f(x) est négatif sur | — 1;0[U]a, +oo[, positif sur ]O; af et nulle pour x = 0 ou x = a.

H=0
5.0n trouve| lim g =0 er Jim 2= _ 1o
t—0t x=0t =0

Donc g est prolongeable par continuité, mais pas dérivable en zéro.

~

6. Démonstration :

Pour tout réel positif z, on a : g'(r) = L} X (L —In(1 + t)).
245 1+1

D’ou s(f) = 1

24/t

7.(a) Par croissance comparée, on obtient : lim g(x) =0
X—+00
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Commentaire : La droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale au graphe de g en

+00.
(b)Tableau de variation de g.

D’apres la question 6, pour t > 0, g’(¢) est du signe de f (7). D’ou :
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t 0 a +o0
I40) + 0 -
2_0:
(1+a)
40
0 0

8. Tracé de la courbe représentative de la fonction g.

0:5

FIGURE 3.1 —

Partie B

9.(a) La fonction g, est continue et dérivable sur ]O, +o0o[ comme produit de fonctions conti-

nues et dérivables sur cet intervalle.

g (x) — g,(0)
x—=0

Finalement, g, est dérivable sur [0, +oo[.

De plus, lir(l)l+ = 0 donc g, est dérivable en zéro.
X—>

(b). Puisque t — 2}—‘{3 est continue sur |0, +oo[, alors x — fg zl—fdt est dérivable sur
[0, +oo[. Par la suite, @(x) = 2g,(x) — fox i—fdt est dérivable sur [0, +oco[ comme somme de

fonctions dérivables sur cet intervalle. Et pour tout réel x € [0, +oo[,

o[ 2VE VR 2y
o) = 1n(1+x)+1+x 14 x

= gx)
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10. Puisque @ est une primitive de g sur [0, +oo[, alors

A

1
J g()dt

0
@(1) — 9(0)

124/t
2ln(2)—J —\/_dt
o T+1

11.(a) Calcul.

(hok)(0) = h(tan?(0))
= h(0)

=0

(b) Pour tout 8 € I, k(0) € [0, +oo[,eton a:

(hok)'(0) k'(0) x (h.ok)(@)

2 tan(9)(1 + tan*(9)) x h'(k(9))

24/tan*(0)

2o L 2v/tan’(9)
RO MO X mmm s

(hok)'(0) = 4tan’(0)

(c) Déduction.

Soit@ € I.0na:

~

0
(hok)(0) = J(hok)’(t)dt

0

0
= 4J tan®(¢)dt
0

0
4J (1 — tan’(7))dt — 46
0
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D’ou

(hok)(0) = 4tan(8) — 40
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(d). La fonction k est continue de I vers [0, +oo[ et on a k(0) = 0 et lim k(0) = +o0. D’ou
-z
k(I) = [0, +ool. ’

D’autre part, k(%) =1

Valeur de A.
Ona:
A = 2InQ2) - k(1)
= 2In(2) - h(k(%))
= 2In() - (hok)(%)
= 2In2Q)—-4+rx
Finalement,

A=2InQR)—4+xu.a

Exercice 2

1. Soit A : "Je ne marque rien".
4

P(A) = Ao _ 0,73
204 ’
2. Pour tout entier naturel k < 4, soit A, : "Obtenir exactement k nombre(s) a parmi les dés

lancés".
La variable al€éatoire N, w Bin(4, 2—10). Ainsi P(A,) = P(N, = k).

On trouve :

k14—
Cr194+

PA) = —5—

3
3. Soita € {1,..,20}, ona: X w Ber(l — (%) ).

Par ailleurs,
20

G=ZaXa

a=1

4. On espere en moyenne :
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20

F[G] = ZaXa

a=1
20

= Z aE[X,]

a=1
20

= Y aP(X,=1)

a=1
% ( 19 )3
= al — [ =
o 20
= 29,95 points

5. Soit B : "je marque exactement 8 points"

41
4XW+1

On trouve P(B) = "

Hint : Quels sont les paires de chiffres dont la somme vaut huit ? Quels est le nombre d’ana-
grammes du mot AANN ? Ne pas oublier que I’obtention de la combinaison 8§ — 8 — 8 — 8 est un

cas favorable !

6.1

Exercice 3

1.(a) Apres calcul, on trouve :

d2:1 d3:2 d4:9 d5:44

(b). Montrons par récurrence que : Vn €N,  P(n) : d,,, = (n+ D)d, + (=1)"".

~

dy=0etd, =0
Initialisation : Pour n = 0.on bien Donc d; = (0+ 1)d, +(—1)°*. Par

0=1x1+ (-1
conséquent P(0) est vraie.

Hérédité : Soit » un entier naturel. Supposons P(n) et montrons P(n + 1).

Par définition, on a :

d., = (n+1)d,, +d,)

n+1
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= (n+Dd,,, +(n+ ),

= (n+Dd,,, +d,, — (D" (HR)

(n+2d,,, + (="
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Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : On a montré P(0) et Vn € N P(n) = P(n + 1). D’apres le principe de
récurrence, Vn € N,  P(n) est vraie.

2.(a) Par définition, I, = & [ e'dt = e.

Pour tout entier naturel n, on a :

1
1
I — zLn+1 tdt
il <n+1>!L ¢
1 1
— J tn+1det
(n+ D! J,
1 1 |
= —— [¢tlet] — + Dt"e'dt
(n+1)![ e (n+1)!L(” e
Donc,
&
I, +1 =
n+1 n (n+ 1)'

(b) Ce résultat se démontre par récurrence sur 7.
(c) Démonstration :

Soit n € N. D’apres la question précédente, on a :

! 1
d, - R — P
e e
1 1
< J t"dt carVte€[0,1], & <e
n+1 Jy
1
< CQOFD
T on+1 o \
!
(d).Soit n > 2 un entier naturel.D’apres la question qui précede, on a |d, — )< % Puisque
e

d, est un entier naturel alors, il suffit d’arrondir convenablement a la valeur entiere la plus proche

n! /
— pour obtenir la valeur de d,,.
e

e e 4 n! , . . n! .
Ainsi, si la partie décimale de — est supérieure a 5, alors d, = E (—) + 1, sinon d, =
e

£() e

!
Par exemple, on a: el =~ 44, 15. On arrondit alors par défaut a la valeur entiere la plus proche
e
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pour retrouver ds = 44.
10! . . .
Un autre exemple : on a — = 1334,96. Dans ce cas, on arrondit par exces pour avoir
e

dy, = 1335.
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Exercice 4
Partie 1 : Préliminaires

1.Soient A et A’ deux points de D et D’ respectivement, distincts de 1. Désignons par a =

L —

mes(IA’, ﬁ). La transformation sos’ est une rotation de centre I et d’angle 2a.
2.(a) Démonstration :

En vertu de la question précédente, on peut écrire :

F = 5,08, = 5308 = 5,083

On procede ensuite au calcul :

rZ(M1)

ror(M,)
= 5,05305;05,(s;(M))

=_5,(M)_cars;os;, =1d

= M2
On proceéde de méme pour r>(M,).
(b). D apres les questions qui précedent, OM, = OM, = OM, et mes(OM,,OM,) =

~

—

mes(OM,,OM,) = 2?” Par conséquent M| M, M, est un triangle équilatéral.

Partie 2 : Nombres complexes

3. Remarquons tout d’abord que M, estl’image de M par rapport a I’axe des abscisses. Donc
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M z]. Ensuite les deux relations de la question 2(b) fournissent M,[j*Z] et M;[j*Z]. Comme

j* = jil vient que...

4. On trouve alors M,[—(Z + 1)].
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5.(a) Les points M,, M, et M, sont alignés si et seulement si : —>— - € R, c’est-a-dire :
J°Z—Jz
... (a développer).
(b) A faire !
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Correction du sujet de 2020

Exercice 1

Partie A

1.Soit a > 0. En considérant les fonctions f : t —> aln(?) et g : t — tIn(a) il vient :

md@) = lim—~—%
x—a x—a aln(t) — t In(a)
= lim 1
"~ x=a aln(®) — aln(a) _ tIn(a) — aln(a)
t—a t—a
_ 1
~  aln@®—-aln(a) . tln(a) — aln(a)
lim — lim
x—a t—a x—a tr—a
. 1
i FO=F@ g g() ~ 5@
x—a i— X—a y.— a
F 1
f'(a) — g'(a)

En considérantde plus, h i t—t—a—a ln(é) on écrit :

I, (@)= aln(a)

IimY¥(#) = lim| = -
x—a x—al 2 (t—a—aln}))
d(1)? x -
r—a
1 lim(¢ In(¢) — aln(a))
= — X N
2 lim®(1)? x lim M
x—a x—a —a
_ 1 y (f'(a) — g'(a))* X (aln(a) — aln(a))
2 h'(a)
Finalement, on trouve :
Iim ®(¢) = _ IimW¥#) =0
x=a 1 —In(a) xva
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2.Soit a un réel positif et distinct de 1. Une étude rapide permet de montrer que la fonction
a — x(a) est a valeurs dans R*. Comme y est constante de valeur nulle, on déduit que lorsque

a varie, M décrit la droite d’équation y = 0 épointée de 1’origine.
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Partie B

3. Variations de y.

Limites aux bornes de son ensemble de définition.

Ona:limy=0; lmy=+4c0 Ilimy=0
X—00 x—0~ x—0*

4x2 = 5x+ 1 xt
—_e x

Dérivée : pour tout réel non nul x, ona: y'(x) = .
X

Tableau de variation : aux soins de 1’étudiant.
On trouve que y est croissante sur | — oo; O[U[i; 1] et décroissante sur ]O; i] U[l;4oo[.
4. Démonstration.

Ona:

©o
I
o
N
2
Q
7))
7]
w
7))
7]
w
o
O
(0 4
w
X
oo
2 1 S
J'ydx = J x: e rdx i
X =
2
= 2J Lzel_}cdx — J %elex <
e 5 S
i -1 Il § 1 *
= 2 B J/ ;;e xdx 3&
1=-1 1 =2 .- ; . g
= 2 x—|—-dle = (int=grationparparties) w
X .
w
= 27N (1 + J %e“hix) Y
= x_lel_%+k, k e R. o
X w
(@]
Et on prend alors : i
-
o
I b
OEE "
*
*
5. Construction de C. E
6. Calcul des aires. E
x—1 s
Posons g(x) = f(x)e X <
<
Ona: 0
2
w
p

1

2

A = —J ydx
0

. 1
= xlggg g(x) — g(E)
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FIGURE 3.4 —

1
A, = A1+J1 ydx

= A +g)- g(%)

= e_l

A3 = Al +I1 ydx

= A+ g(a) - g(%)

= 2¢!

On trouve :

5
I
—

A, =03Tua A, =0T4ua A,=074+ %"

Enfin,| lim A;=2¢"'+eu.a

a—>+oo

Exercice 2
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Soit n > 2 un entier naturel.

1. Etude rapide de f,,.
Ona f!(x) = nx"'4+ . +1letf ! est strictement positive sur R*, donc f, est strictement

croissante sur R, . De plus, ona f,(0) X f,(1) = —1 X (n— 1). Par la suite, f,(0) X f,(1) < 0. Et
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on déduit du théoreme de la bijection que 1’équation f,(x) = 0 admet une unique solution dans
R,.
1.(a).Ona: f, (o) = "' + f,(a,) = "' + a,, puisque a, > 0, Le résultat suit.
1.(b) D’apres la question qui précede, f,, (a,) > f,.(a,, ;). Puisque f, ; estcroissante, on
déduitque : «,,; < a,
D’ou (e,), est décroissante.
1.(c) Comme («,), est décroissante et minorée par z€ro, elle converge.

2. Démonstration. Soit n > 2 un entier naturel.

Puisque f,(a,) = 0, alors :

n

> =2
n

k=0

Donc,
1 _ an+1
—— =2 cara,#1
l—«a
D’ou
(an)n+l +1
o — —2- CQFD

3. Soit n > 2 un entier naturel. D’aprés ce qui précede, ona: 0 < a, < a,. Par la suite, 0 <

art! < a;’“. On calcule aisément «, et on se rend compte que 0 < a, < 1. Donc lim /"' =0

n—->+oo 2

et on déduit du théoréme des gendarmes que : lim o' =0

n—+too M

Par somme de limites, il vient que.:

n—+oo

lim a, = 1
2

Exercice 3
Partie A

1. Soit A :"Les douze groupes inscrits sont tous présents "

En assimilant présentation effective d’un groupe inscrit le jour du départ a une épreuve de
Bernoulli de parametre % Il vient que la probabilité de A est celle de I’obtention de douze succes
au cours de douze répétitions indépendantes de 1’épreuve suscitée.

D’od : P(A) = C17(:)"(3)" On trouve : P(4) = 0.201,

2. X w Bin(p = P(A), 30).

3.8 = Bin(3,12)

Le calcul est alors évident.
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192CHAPITRE 3. QUELQUES CORRECTIONS DES SUJETS DE PRESELECTION DU CAMEROUN

INPII TN 1 _ 7 _ Lo
[FD(S = 1) = Cllz(g)l(g)“ = m et [E[S] =12 X% Pl 10.5 crédits.

Partie B

4. Soit A "Il n’y a pas de désistement"

En raisonnant de maniere analogue qu’a la question 1, on trouve :

7 13
Py =P(A) = (§) =0.18

5. R w Ber(P;) et E[R] = P;; =0.18.
6. Le gain moyen G obtenu par jour désigne ici la moyenne de la somme S, en crédits, percue

par I’association déduite des dépenses journalieres éventuelles. D’ou :

Il est a noter qu’ici, S w Bin(%, 13). Le résultatest alors évident.
On trouve :

G—\] 104

7. Suite a la décision du dirigeant, le gain moyen augmente de E[S] — G = 0.515 crédits,

cette décision est donc rentable pour I’entreprise.

Probléme
Partie A

1. Vérification :

Ona:

~

En outre,
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Ainsi,

L+j+j> = 1+j+]

= 1+4+2Re())
1
= 14+2X—=
2

=0

2. Soit A, B et C les points d’affixes respectives 1, j et j>. On a :

Donc AB = BC et (ﬁ, ﬂ) = % Ainsi, ABC est un triangle équilatéral.
3. Soient a, b, ¢ € R tels que a + bj + ¢j? = 0.

(a) Démonstration :

a+bj+cj2=0 S a+bj—c(l+j)=0 car1+j+j2=0

S (a@a—c)+(b—¢)j =0+COFD-=+

(b) Démontrons que b = c.

Supposons le contraire. Alors b — ¢ # 0. Puis, de la relation de la question (a) Il suit :
j= %. Puisque a, b,c € R, alors j € R. On aboutit alors a F(j) = 0 et F(j) # 0. Ce qui est
contradictoire ! !

D’ou b = c.

Par la suite, la relation obtenue a la question (a) nous permet d’obtenir a — ¢ = 0. D’ou
a=b=c

(c) Déduction. Soient a, b, c € R.

(=) Supposons que a = b = c. En l'occurrence, on obtient a + bj + cj> = a(l + j + j?).
Puisque 1 + j + j* = 0, on déduit que a + bj + cj> = 0.

(<) Réciproquement, si a + bj + cj> = 0. alors d’apres la question 3, a = b = c.

Conclusion : (Va,b,c €R) (a+bj+cj?=0a=b=c).
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194CHAPITRE 3. QUELQUES CORRECTIONS DES SUJETS DE PRESELECTION DU CAMEROUN

Partie B

4. Démontrons que Z est a valeurs dans {1, j, jz}.

Soit k € {1;...;6}. D’apres le théoreme de la division euclidienne, 3¢,r € N, k=3g+r
avec 0 < r < 3. Ainsi, j* = (j*)? X j". Puis j* = j" car j* = 1. Par conséquent j* € {1,/,°}.
D’ou Z est a valeurs dans {1,j,j2}. Par la suite, il vient que : P(Z = 1) =P(F € {3,6}) = %,

P(Z =j)=P(F €{1,4}) = % etP(Z = j>) =P(F € {2,5}) = %
Dol P(Z=1)=P(Z =j)=P(Z = j>) = %

5.(a) A I'issue de I’expérience, U,,V, et W, correspondent respectivement au nombre de
lancers pour lesquels le résultat est un élémentde {3,6};{1,4} et {2,5}. L’ensemble des résultats
possibles ayant entierement été parcouru, On déduit que la somme de ces variables correspond
alors au nombre total de lancers. D’ou le résultat.

(b)Soitn>10na:

+ D y o Py j
{ke(l...n1Z,=1} “{kell,...n}| Z=j} {ke(l....n}|Z,=j*}

+ 7 )+
{ke{l....n}|Z,=1} {kell....n}|Z,=)} {kell....n}| Z, =%}
. .2
= U, +jV,+jiW,

~

(c)OnasS, = U,+ jV,+ j?W, Les variables aléatoires U,,V, et W, sont réelles. Par
conséquent, en vertu de la question 3(c) de la partie A, U, + jV, + j*W, = 0 si et seulement si
U,=V,=W,

(d) Supposons que S, = 0 D’apres la question qui précede, U, =V, = W,. Ainsi, 3U, = n,
car U, + V, + W, = n. D’ou n est multiple de 3.

(e) Si-nn’est pas multiple de 3, alors, .S, n’est pas nul. Autrement dit I’évenement ".S, = 0"
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est impossible. D’ou p, = 0.

Partie C

6. U, = Bin(3;3m)
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22m

8. Sachant que I’on a m lancers pour lesquels F, vaut 3 ou 6. Il ne reste plus que 4 faces

possibles pour le reste des lancers. Sous cette condition V, ~ Bin(%; 2m). Dlou PPy, _,(V, =
m) = Cy "™~ [,
90na:
Pyn = Pn
= P(S,=0)
= PWU,=V,=W,)
= PWU,=V,=m)
= P{U,=m}n{V,=m})

= PWU,=mXxPy_,V,=m)

On utilise les résultats des deux questions précédentes pour obtenir le résultat.

Partie D

10.Ona: Bm+2)3m+1)=9m(m+ 1) + 2.
Bm+2)3Bm+1) & Im(m+1)  m

Donc =
9(m + 1)? T 9(m+1)E m+1 .
Par la suite 22" > [T° " S
p;  Flm+l N
11.(a) Soit k € {1,...,6}. Si k est multiple de 3( de la forme k = 3/) alors P(Y, = 1) =

py =E[Y, ] =..

Sinon P(Y, = 1) = 0 = E[Y]. car I’événement "S, = 0" est impossible ! !

(b) La variable X, représente le nombre d’expériences pour lesquelles ont a autant de lancers
pour chaque valeurs de Z.

L’ensemble des valeurs'de X, est {1, ...,Card {k € N|3k < n}}

12. Trivial ! ! L’espérance d’une somme c’est la somme des espérances.(Linéarité)

13. On a E[X,,,] = E[X,] + p,,;- Comme p,,, > 0il vient que E[X

n+l

] > E[X,]. D’ou
(E[X,]), estcroissante.

2 + .Etle

At 2
14. On écrit simplement E[X,,] — E[X3,,] = P3gpi1ys.4p, = om+ 1) + ... 5m)

résultat suit.

15. Evident ! ! Il suffit de remarquer que :

1

Vke {m+1,..,2m} 7
m

>

| =
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196CHAPITRE 3. QUELQUES CORRECTIONS DES SUJETS DE PRESELECTION DU CAMEROUN

Puis,

2m 1 2m 1
Yis 3L
k=m+1 k k=m+1 2m
2m—(m+1)+1
>
2m
L1
2

La suite est laissée au lecteur.
16. On procede par récurrence sur m. L’initialisation est laissée au lecteur. L’hérédité se sert
de I’inégalité précédente.

.. m .
Comme lim — = +oo0, alors lim E[X,] =+
n—>+oo n—+oo

Partie E

17.0na: X,,, = X,+7Y,,,. Comme Y, , > 0lerésultat suit.
18. Pour tout n € N* g, < 1, car g, est une probabilité. Donc (g,), est majorée par 1.

En outre,

Gy =P(X, . >0 =P({3ke{l,..n+1},5,=0}) >P{3k € {1,....n}, S, =0}) =g,

D’ou (g,), est majorée.

19. La suite (g,),, est croissante et majorée par 1. Elle converge donc vers g qui vérifie. Va €
Ng, <g <1.

20.0na:

~

E[X,] = Y r(PX,>n-P(X,>r+1)

r=l

S
(=

= Y rP(X,>r = Y rP(X,>r+1)
r=0 r=0
n n+1
= rP(X, >r) - Z(r — DP(X, >r) (Changement de variable)
r=1

I
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s |l

= rP(X, >r) — Z(r -DP(X,>r) (car X,<n+1)
r=1

r=0

s |l

= P(X, > r)

3
Il
(=]
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21. Trivial!

22. Supposons que ¢ # 1. On a nécessairement 0 < g < 1 en vertu de I’encadrement de
la question 19. Ensuite nl_i)inoo q" = 0. Donc nEqu 11—_qq” =7 Eq < +o00. Par conséquent,
nliinw E[X,] # +o0. On a donc nliinw E[X,] = 4+ et nl_i)grnoo E[X,] # +o0. Ce qui est absurde !
D’oug = 1.

Correction du sujet de 2019

Exercice 1

1. Calcul.
Onap, =0,letp,=0,1%x0,8+0,9%0,6

p,=0,letp,=0,62

2.1l s’agit de calculer P(G,\G,).

On a

P(G,n G,)
P(G,)

P(G,nG,)

12
P(Gy) X P(G,\G))

D>
p, X P(G,\G))

P,

P(G,\G,) =

On trouve :

~

P(G,\G,) =0, 13

3. Soit A :"Le joueur gagne au moins une partie sur les trois premieres.'

©
N
=}
~
2
=
)
2]
w
n)
2]
L
=
O
24
w
x
Lt
@]
-
Ll
)
2
<
2
*

*

*

<
2]
w
Ll
2]
a4
2
o
28]
1N
(]
7}
Ll
|
o
O
Ll
*

*

*

>
=
TN
@]
<
O
<
<
2]
2
Ll
2

On a
P(A) = P(G,NnG,NG,)
= 0,9% 0,4x0,4
= 0,14
D’ou :
P(A) =0, 86
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4. Démonstration.

Soit n un entier naturel non nul. On a :

Pt = PGy
= P(G,., NG, +P(G,. NG, (probabilit=s totales)
= PG, XP(G,,\G,)+P(G,) x P(G,,\G,)
= p,XPG,,\G,)+ (1 -p) X PG, \G,)

4 3

= X=+U-p,)X=

Py 5+( p,) 5
_ 1.3

- 5Ty

5. Détermination de la valeur de «.

Par définition, on a :

Uyt = Ppp t @

G,
3

= 1(p +a)+‘—1a+—
S 5 5

B A
2% s
3

Des lors, (v,), est géométrique de raison % si %a - 5= 0.

On trouve ainsi,

. 1 n—1 3 1 3
Puis, vn:<§> ><u1.DonCpn—Z:5n_l <p1__>_
Enfin,

—

13 +§ et lim p, =

3
VneN po=- 3
nEN k=TT AR TS
3

6. Il s’agit de trouver I’entier naturel minimal » tel que :

In(107 x 23

13
<1077..0 > ——— D’ou =11
XA u encore n > e ol| n

D, — 4’ < 1077, C’est-a-dire
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Exercice 2

1. Comme R est un élément de [O, u) alors son affixe est un réel positif de plus, son affixe et

celui de z sont de méme module par construction. Donc R[|z]].
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2. Trivial !'!

3. (a) Soit z,, un réel négatif. Apres calcul il vient que Vn > 1 |z,| = 0 Donc (|z,]), est
stationnaire a partir de son deuxieme rang. Elle converge donc vers |z,| =0

(b). Soit z, un réel positif. Dans ce cas, on démontre (par récurrence) par exemple que (z,),
est une suite de réels positifs et décroissante. Il s’agit donc de la suite (|z,]), qui converge vers
zéro.

4. Cette démonstration peut se faire par réccurence sur #. Et On déduit alors du théoreme des
gendarmes que lim |z,| =0

n—+oo

Exercice 3

1. On trouve| u; = 0,37 u,=0,27 u;=0,22

-1
(a). Une étude rapide de la fonction donne une dérivée g’(7) = ;((tt n 1)) négative sur [0, 1].
2
Ainsi, Vt € [0,1]g(¢) < g(0).ieIn(l +1) — 1 + IZ < O et le résultat suit.
1

(b) Soit n € N*, I € [0, 1] et on déduit'de (a) que: ln(1+l) < Puis,n ln(1+1) <
n n n

| no4n?
1- e On passe a I’exponentiel et le résultat suit.
n

2.(a)Soitn>0ona:

un+1 (n gr 1)n+le—(n+1) n!
= X
u, (n+ 1) nte=n
@ e
. o

\" _
<1 + —) e™!
n
On utilise ensuite 1’inégalité obtenue précédemment et le résultat suit.

(b). Déduction.

1
D’apres cequiprécedeona:Ven>1 0< u:“ <e 4n.
n
Donc,
n—1 u n—1 _i
Vn>2 “ < T e 4k
k=1 Yk k=1

C’est-a-dire :

Finalement,
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200CHAPITRE 3. QUELQUES CORRECTIONS DES SUJETS DE PRESELECTION DU CAMEROUN

CQFD!!
4.(a) Démonstration.
Soit n un entier naturel non nul.
Quel que soit I’entier naturel non nul k inférieur a n, I’ aire du domaine délimité par les droites

, . . 1 s <1y
d’équations y = 0; x = k;x = k + 1 et la courbe de la fonction x — — est inférieure a 1’aire
x

du rectangle délimité par les droites y = 0;x = k; x = k + 1;et x = %
On écrit alors :

k+1
1

Vk e {1;..n—1)} J —dxﬁ%x(k+l—k):%
X

k

D’ou

(b). Trivial !'! Le théoreme des gendarmes permet de conclure que lim u, = 0.

n—->+oo

Probléme
Partie A

1. Le domaine de définition D, defest: D, = R\ {-1,0}.
Ona:

lim f(x)= liIP f(x)=0 lir_r%+ oy = lir_l}_ f(x) = +o00 1ir(I)l+ f(x) = ﬁr(l)l_ f(x)=1

xX—>+00

2. Grace aux limites calculées-précédemment, on conclut que f est prolongeable par conti-

nuité en zéro.

~

3. Apres calcul, on aboutit a :

X x2 2x
?—ln(|x+1|) T —H—x+21n(|1+x|)

o) =2 et f"(x) =
X

3
On calcule ensuite : lir% f(x) = % et lir% f"(x) n’existe pas. (L’usage des développements

limités est conseillé)
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Donc seule f est prolongeable par continuité en zéro.

4. On réécrit :

_x- (x+ DIn(|x + 1) ot £"(x) = =3x2 =2x+2(x+ D?In(|x + 1)

S xX2(x+1) x3(x +1)?
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Une étude rapide de x —> x —(x+ 1) In |[x + 1] et x —> —3x% —2x+2(x +1)*In |x + 1| permet

de trouver :

-4 6<a<-45 -T73<p<-72

5. Courbe C, de f.

Cl

FIGURE 3.5 —

Partie B

6. Les fonctions f et g ont méme domaine de définition par définition et pour tout réel x €

D;,ona: g'(x) = f'(x)e/™. Donc, g’ est du signe de f’. Ainsi, g est décroissante sur ] —

~

oo0; a]U] — 1; +oo] et strictement croissante sur Ja; —1[.

7. Démonstration.

Soit n un entier naturel non nul. Alors —i,% €] — 1;4+o00[ et comme g est décroissante

sur cet intervalle, on déduit que : g(%) < g(ﬁ) et g(—n%l) < g(—%). C’est-a-dire u, < u,.,
et v,,; < v,. De plus, lorsque n tend vers +co, % et —% tendent vers zéro. Donc lim u, =

n—>+oo

lim v, = lins glx) = lirré exp(f(x)). Comme lirrol f(x) = 1.1l vient que(composition de limites)
n—+oo X! xX— x=

lirré exp(f(x))=e.D’ou lim u, = lim v, = e. Par conséquent, lim (v, —u,) = 0.

x— n—+oo n—+o0o

n—+0o
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On a montré que (u,), est croissante, (v,), est décroissante et lim (v, —u,) = 0. D’ou (u,),
n—+oo

et (v,), sont adjacentes de limite commune e.

8. Déduction.
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Soit n > 2 un entier naturel. D apres la question précédente, on a : u, < e < v,. Donc

1 n 1 —(n+1)
<1+—> <e< <1— +1> et le résultat suit.
n n

9. Cette double inégalité n’est pas tres efficace pour une détermination rapide et précise de

(n+1) n n n
Eneffet,Ona<1+ L ) —<1+1> =l<1+l> <§car<1+l> <e<3.
n

n+1 n n n n
Ainsi, pour obtenir une approximation de e a 10~2 prés par exemple; il faudrait d’apres cette

double inégalité calculer u,y,.

Partie C

10.a

10.b On peut remarquer dans le repere précédent que dans I’intervalle [—%; %] C, est au
dessus du graphe de la droite d’équation y = 1 et en dessous de celui de la droite d’équation
y = 1 — x. Le résultat suit.

11. Encadrement de In(A,).

On réécrit :In(4,) = ZZ—l In(1 + —2) . Puis, on utilise la question précédente pour obtenir :
B n

On utilise ensuite le théoréme de gendarmes pour déduire que lim In(A4,) = % D’ou| lim A, = \/;

n—+oo n—+oo

12.a La fonction x —> \/; est intégrable sur [0, 1] eton a :

~

12.b

On Procede comme précédemment et on trouve | lim B, =e

Correction dusujet de 2018
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Exercice 1

Dans toute la suite on considére les éveénements :

G, : "Le 1-eme billet acheté est gagnant" pour i € {1,2,...,6}
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Partie A :

1. Soit A : "Bodo achete au moins un billet gagnant."

Ona:
I
PA) = P(G,UG,) S
= 1-PG, NG, =
n
7]
w
7))
. . 50 49 i
On trouve(en s’aidant d’un arbre de probabilités par exemple) : P(A) = 1— 100 * 9 )
D’ou : E:)
w
149 X
P(A)=—=0,75
(D)= 108 -
(@)
2. Soit B : "Bodo achete au moins un billet gagnant sur les trois jours." =
Ona: g
y <
P(B) =_1-P(A) =
3 *
i X
198 <
7]
w
D’ol =
o
P(B)=0,98 -
2
3. Ici, P(A) = P(G, U ... U Gy). W
C6 A6 o
P(A)=1-—2=1-—= 0
Croo Afoo =
D’ou: o
\U
P(A) = 0,99 .
*
*
Partie B : E
w
. . (@)
Soit n un entier naturel non nul. <
®)
1. Soit A': "Bodo achete au moins un billet gagnant." :
Ona: c£
w
=

p, = P(A) = P(G,UG),)

= 1-PG,nG,)
AZ

T2
A2n
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D’ou:
_ 3n-1
Pr=50n—1)
a. Variations de (p,),,.
1
Pour tout n € N*, : -p =——\
our tout n ona:p,. —p, G 1)

Comme p,,, — p, <0, la suite (p,), est strictement décroissante.

b. Calcul de limite

) . 3n—1 3
lim p,= lim —/—— =~
n—>+o0o n—+0o 2(2}’1 - 1) 4

Exercice 2

1. Les vecteurs OM et O M’ sont orthogonaux si et seulement si :

Z\ =« ’ T
Arg | — ) = 5[75] S Arg(z')= Arg(z) = §+k7r, keZ
Z
& Arg(zZ) ¥ Arg(z) = % tkrn, keZ
& Arg(z'?) = % +kr, keZ

o WREE 2 E T

2. Les points O, M et M’ sont alignés si et seulement si :

/
Arg(%)EO[ﬂ] & Arg(Z2)=kn, keZ

< Jm(Z'z) =0.

—

3. Posonsz = x+iy, x,y€R.Ona:(Z>-Dz=x>+xy>—x+i(° +x*y+y).
D’apres la question 1, OM et ON sont orthogonaux si et seulement si Re((z>—1)z) = 0.
C’est-a-dire x> 4+ xy*> — x = 0. Autrement dit x = 0 ou x> + y*> = 1.

Ainsi, I’ensemble des points M tels que OM et ON sont orthogonaux est la réunion
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de 1’axe des ordonnées et du cercle unité.

4. Soit z € C. Soit P [i _ 1] .
22

a. Montrons que <l2 - 1) (z2=-1)=-z22|— —1{.
z

72

|
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Ona:

(517D - (5-1)@-

- _?(%—1) <é—1>

ZZ
— /1 1
= 2 (5-1)(5-1)
= 2 lz—l‘ COFD.
zZ

b. Posons z = x + iy, x,y € R. Remarquons qu’en vertu de la question précédente

I'on a :Sm((é _ 1) (22— 1)) = Sm(-22

iz — 1|). D’apres la question 2, les points
z

O, N, et P sont alignés si et seulement si &”sm((l2 — 1) (z2 - 1)) = 0. Autrement dit,
z

lz — 1{) = 0. C’est-a-dire Sm(?) =0car..ie xy = 0.

z

Sm(—z2

D’ot, ’ensemble des points M cherché est la réunion des axes du repere privée de

I’origine.

Exercice 3

Dans cet exercice, n € N\ {0,1}.

1. Soit C :"Les boules tirées sont de méme couleur”. On a : P(C) = (i> + <i>

On trouve :

1

n—1
Soit D : "Obtenir exactement une boule blanche" On a : P(D) = C ;% <%> On

trouve :

P(D) = Zﬁ

2. soit E : "toutes les boules tirées sont de couleur noire"
On a: P(A N B) = P(D). En outre, P(A) = IP(E). Par ailleurs, P(B) = P(E) + P(D).

Donc, P(B) = (%) + %

n 1 n+1
Dou:) PANB)=—; PMA=1-—e PB) =
oy PANB) =2 PA)=1-cet P(B)="7

3. Démonstration.
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D’apres la question qui précede,

PUNB) =PUXP(B) & 2 =(1-55)x ()
=4

& 2 =n+1

4. Considérons la suite (u,),

a. Ontrouve| u, ==1 u;=0 etu, =3 |

b. Démonstration.
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a deux. Onau,,; —u, =2""'+3 > 0. Donc
(u,), est strictement croissante.
5. Les évenements A et B sont indépendants si et seulement si P(A N B) = P(A) X P(B).
C’est-a-dire 2! = n+ 1 (question 3). Ce qui équivaut 2 2"~! — (n+ 1) = 0. Soit u, = 0.
Or d’apres la question qui précede, I’unique valeur n pour laquelle u, vaut zéro est 3 car

(u,), est strictement monotone.

Ainsi, A et B sont indépendants si et seulement si n = 3.

Probléme
Partie A

1).a Ona lim e* = +oo et lim e7* = 0. Par somme de limites, on déduit que lim (e* +

X—+00 X—>+00 X—>+00
e™) = 4oo et comme. lim In(x) = +oo0, par composition de limites, il vient que
X—+00
lim f(x)="lim In(e* + ™) = +oo. ‘
X—+00 X—+00

b. Démontration.

Pour tout réel strictement positif x on a :

f(x) = In(e*+e™)

= In(e*(1 + ™))
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In(e®) + In(1 + e72¥)

= x+In(l+e %) =COFD+

c. Déduction. Le fait que lim f(x) —x = lim In(1 4+ e~>* = 0 permet de conclure.
X—+00 X—+00
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d. Pour tout réel x € R* 1+ ¢ > 1. Donc In(1 + ™) > 0. D’oll f(x) — x > 0. Par
conséquent (C) est au dessus de (A).
1. Sens de variation de f.

La fonction f est continue et dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout x € 0, +oo[,

F0="" e (x)20
e*+e

X

f est donc croissante sur son domaine.

Tableau de variation et graphe de f.

f'() +

f) @y — %

hiz} =1

~

FIGURE 3.6 —
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Partie B

1. Soit x > 0, F(x) est 'aire exprimée en unités d’aires, du domaine délimité par (C,),

(A),I’axe de ordonnées et la droite passant par M (x, 0) et parallele a I’axe des ordonnées.
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2. F est dérivable sur son domaine d’étude car t — In(1 + e *) est dérivable sur ]0, +o0[
et sa dérivée est :

F'(x)=In(1+e2) puis F'(x) >0
Donc F est strictement croissante sur |0, +oo].

3.a Soit a > 0, la fonction ¢t —— % est décroissante sur [1, 1 + a].
Donc, Vt € [1,1 + 4] ﬁ < % <1 CQFD.
b. Enappliquant I’inégalité des accroissements finis a t — In(#) dont la dérivée est t — %
sur I'intervalle [1, 1 + a], il vient que :
Vie[l,14+a], (1+a- 1))(11—0 <Inl+a)—-In(1) <@ +a-1)x1.
D’ou:

a
— < In(1 < a.
T2 n(l+a)<a

4. Soit x > 0. Il suffit d’appliquer le résultat précédent en prenant a = e~%. On intégre alors

de zéro a x pour avoir :
1 —2x F 1 —2x
——2 111(1+e )S (x) < —2(1 =4 )

5. Trivial!

6.a Montrons que : Vn € N 0 <, < In(l + e2").

On considere pour cela la fonction 2 : ¢t — In(1 + %) qui est décroissante et
positive sur I’intervalle [n, n + 1] et on déduit :

h(n+ 1) < h(t) £ h(n) On integre alors et le résultat suit.

b. lim u, = 0 (théoréme des gendarmes)
n—+oo

7a S, = F(n+1)

~

b. Ona lim S, = lim F(n+1)= lim F(x)=1[D’ou(S,), converge!
xX—>+00

n—>+oo n—+00
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Chapitre 4

MENSA QUIZ

Ce chapitre vous présente quelques petits exercices, des questions assez simples pour vous
exercer. |l vous permettra ainsi, de maitriser quelques fondamentaux du cours, des chapitres

pertinents pour le concours.

Analyse combinatoire

1. Un questionnaire comporte dix questions, auxquelles on répond par vrai ou faux. Deux
feuilles de réponses au questionnaire sont considérées comme différentes si elle different
dans ’'une au moins des réponses aux questions. Combien peut-il y avoir de feuilles de

réponses différentes ?

2. Soit abc un entier de trois chiffres en base dix, avec a > c. On note def I’entier de
trois chiffres obtenu par la soustraction abc — cba (méme si d = 0). Que peut-on dire de
def + fed?

Par exemple, pour abc = 231, ona:def =099,etdef + fed =099 + 990 = 1089).

~

3. On prend 8 entiers x;, 1 <i < 8, vérifiant 2 < x; < 360. Que peut-on affirmer ?
4. COEFFICIENTS BINOMIAUX. Quelles sont les formules de récurrence correctes ?

(a) Pour n> 0, et tout entier p, 1 < p < n, p<n>xn_1’ _4a l( n >xn—p+ll_
p p

(b). Pour tout entier n > 1, et tout entier p € [1;n],
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(d) Pour tout entier n > 1, et tout entier p € [1;n],

n—1 .
(c) Pour tout entier n > 1, et tout entier p € [1;n], <n> = Z < l >
p
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210 CHAPITRE 4. MENSA QUIZ

(e) Pour tout entier n > 0, et tout entier p € [0; n], <Z> = <n f 1).

5. LES REGLES DU POKER. Le poker est un jeu de cartes ou chaque joueur recoit 5 cartes
extraites d’un jeu de 52 cartes ; ces 5 cartes forment ce qu’on appelle une main, dont la va-
leur est fonction des cartes qui la constituent. Cette valeur est évaluée en fonction inverse
de la probabilité d’obtention de cette main. L’ordre est donc, par valeur croissante :

(a) plus forte carte,

(b) une paire (deux cartes de méme valeur, et les trois autres de valeurs différentes),

(c) deux paires,

(d) brelan (trois cartes de méme valeur, et deux autres cartes de valeurs différentes),

(e) suite (=quinte=straight, cinq cartes dont les valeurs se suivent, mais qui ne sont pas
toutes de la méme couleur, 1’as pouvant étre placé avant le 2 ou apres le roi).

(f) flush (couleur, i.e cing cartes de la méme couleur),

(g) full (un brelan + une paire),

(h) carré (quatre cartes d’un méme niveau),

(1) straight flush (=quinte flush, cinq cartes de la méme couleur, dont les valeurs se
suivent),

() royal flush.
Pourquoi joue-t-on avec 5 eartes, plutdot qu’avec 4, 6, 7 ou 8 ? Les assertions suivantes

proposent des explications. Quelles sont-celles qui sont exactes ?

(a) Avec seulement 4 cartes, les probabilités d’avoir 2 paires, une couleur ou une suite

sont trop proches (différence <2.107),

~

(b) Avec 4 cartes, la probabilité d’avoir un full est trop proche de celle d’avoir un carré,
(c) Avec 6 cartes, la probabilité d’avoir un brelan est supérieure a celle d’avoir 2 paires,
(d) Avec six cartes, tout comme 7 cartes, la probabilité d’avoir une paire est supérieure

a celle de ne rien avoir,

(e) Avec 7 cartes, la probabilité d’avoir une ou deux paires est supérieure a celle de ne

rien avoir.
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6. Combien le mot ANAGRAMME en a-t-il ?

7. COMPTAGE DE PAIRES, DE COUPLES ET JEU DE DOMINOS. Deux entiers > 0,

net p < n/2 étant donnés, on considere les nombres f(n, p), g(n, p) et h(n, p) définis par :
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f(n, p) : nombre de facons de prendre p paires deux a deux disjointes, formées cha-
cune de deux objets consécutifs pris dans une liste ordonnée de n objets x,, x,, ..., X,

placés le long d’un cercle (x, et x,, sont alors consécutifs). Que peut-on dire des nombres
f(n,p), g(n, p) et h(n, p)?
8. En combien de morceaux n coups de couteaux peuvent-ils couper un giteau ? (Les coups

de couteau sont plans, et I’on s’intéresse au cas n > 3).

9. Un triangle dont les sommets sont numérotés 1,2 et 3; autrement dit, on découpe ce
triangle en petits triangles en rajoutant des sommets que 1’on relie a tous les sommets
voisins. On numérote les sommets selon la régle suivante :

— Un sommet placé sur le coté [i, j] du grand triangle est numéroté i ou j
(i,je{1,2,3}).

— Un sommet placé a I’'intérieur du grand triangle est numéroté 1,2 ou 3.

Combien y a-t-il de petits triangles dont les sommets sont numérotés 1, 2 et 3 ?

10. UN PROBLEME DE VOISINAGE : On considére un jeu de cartes ne comportant que
2 types de cartes, que nous noterons 1 et 2. On assimile ces cartes a des chiffres, et on
modélise une disposition de ces cartes cote a cote sur une table par une séquence (suite
finie) formée avec chiffres. Cela étant, si I’on dispose de P1, et de (N — P)2, on note
W (N; P, n) le nombre de suites que [’on peut former avec ces P et N — P objets de telle
sorte qu’il y ait n 2 voisins d’un 1. Par exemple, si N = 5, si P = 2, ’arrangement 11222
correspond a n = 1, tandis que 12221 correspond a n = 2 (les "voisins" sont soulignés).
On note également W/(N; P, n;i) le nombre des suites précédentes commencant par un
i (i = 1 ou?2). Quelles sont les formules de récurrence vérifiées par les W (N; P, n) et

W(N;P,n;i)?

~

(a) W(N;P,n)=W(N;P,n—1;1)+ W(N;P,n—1;2);

(b) W(N;P,n)=W(N;P,n;1)+ W(N; P,n;2);

(¢c) W(N; P,y ) =W (N —-1,P-1,n; )+ W(N -2, P—1,n;2);
d) W(N;P,n2)=W(N -1,P,n;2)+ W(N —1; P,n—1;1);
(e) W(N;P,n2)y=W(N —-1;P,n=2; 1)+ W(N =2;P,n—1;2).
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Intégration sur des intervalles compacts

b

1. Soit f une fonction continue et positive sur I’intervalle [a, b]. Que représente J' f?
a
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212 CHAPITRE 4. MENSA QUIZ

2. EXEMPLES DE FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX. Les fonctions sui-
vantes sont-elles continues par morceaux sur leur intervalle de définition (celui qui est
indiqué dans la définition de la fonction) ?

(@ f,:10,1] — R; x = In(x).

(b) £, :[0,1] - R;x+=In(x)six>0etx— 0six=0.
© f3:10,1]] - R;x sin% six>0etx—0six=0.
(d) f, : R— R; x ~ E(x) (la fonction partie entiere).

(e) f5:10,100] — R; x — E(x) (la fonction partie entiere).

3. PROPRIETES DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX. Quelles sont les
affirmations exactes ?

(a) La somme de deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle [a, b] C R est

une fonction continue par morceaux sur [a, b].

(b) Le produit de deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle [a, b] C R est
une fonction continue par morceaux sut-{a, b:

(c) L’inverse d’une fonction continue par morceaux f : [a,b] C R — R* est une
fonction continue par morceaux sur [a, b].

(d) Si f est une fonction continue par morceaux [a,b] C R — R, et si g est une
fonction continue par morceaux f([a, b]) — R alors, go f est une fonction continue
par morceaux [a, b] — R.

(e) Toute fonction monotone sur [a, b] C R est continue par morceaux sur [a, b].

4. CALCULS DE PRIMITIVES. Les affirmations suivantes concernent des fonctions dont

~

les primitives sont calculables par diverses méthodes, dont éventuellement 1’intégration

par parties et le changement de variable. Quelles sont les affirmations exactes ?

(a) Une primitive sur R de la fonction x — V/1 + sin2x est la fonction R — R,

X = sin x — Cos X.

R* — R
- . arctan x
(b) Une primitive sur R’ de la fonction x — est: <
x2 x> In X _arctanx

V14 x?

le, +oo[— R
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x2

Inx

(¢) Une primitive sur Je, +oo[ de la fonction x — ———¢s
x(1 —1In"x)

X —lln‘l—lnzx‘
2
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4 2x

1
3e2* est la fonction x — 4x e

(d) Une primitive sur R de la fonction x — x°e

. . _L 1 1\ -+
(e) Une primitive sur R de la fonction x — e+ est: x <—3 — —4> e <.
x X

x+1

5. Soit f une fonction continue sur R Soit F la fonction définie par F(x) = J f.La
fonction F est définie sur R. Que peut-on dire de plus ?

6. Soit f une fonction strictement croissante et continument dérivable sur 1’intervalle com-
pact (segment) [a, b]. Quelles sont les formules correctes ?
(I)J f=r1'®-fa), (II)J f=bfb)—af(a) - J (x = xf'(x))
” /o 1 . v /o . ; 1 ’
(lll)I fl=—, (IV)I =bf(b)—af(a)—J f'l,(W)J - =I f
Ia f a f(a) 1 f a

Sf(@)

a

7. Soient k et p deux entiers, k > 1 et p > 2. On stocke dans un ordinateur les réels de [0; 1]
écrits en base p, par blocs de k chiffres. A la suite d’une erreur de programmation,, les
deux premiers blocs de stockage sont intervertis. Ainsi, un nombre x s’écrivant x = 0,

X;X,...x, en base p est envoyé sur le réel s’€crivant (toujours en base p).

0, Xj 1 X gy X0 Xy Xgees Xp X g1 X4 21
On désigne par f la fonction qui, a x associe ce nouveau réel. Quelles sont les pro-

priétés de f?

(a) f est continue sur [0; 1].
(b) f est monotone par morceaux sur [0; 1].

(c) Lintégrale de f sur [0; 1] existe, etJ f=

1

(d) L'intégrale de f sur [0; 1] existe, et J f=
0

N | — w|,_

~

Suites numériques

1. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles, et £ € R. Quelles sont les assertions vraies ?

(a) Si (|u,|) converge vers 0, alors (u,) converge vers 0.
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(b)-S1 (|un|) converge vers ¢, alors (u,) converge vers £ ou —¢.

(c) Si (u,) converge vers Z, alors (|u,|) converge vers |£].

(d) Si(v,) converge vers 0, alors (u,v,) converge vers 0.

2. Soit (u,) une suite réelle. Les énoncés suivants sont-ils exacts ?
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(a) Si (u,) converge, alors elle est monotone.

(b) Si (u,) diverge, alors elle est monotone.

(c) Si(u,) diverge, alors elle est non bornée.

(d) Si (u,) est croissante majorée, alors elle converge.

(e) Si (u,) est décroissante et non minorée, alors elle tend vers moins I’infini.

3. MAIS OU EST LA SUITE ARITHMETIQUE ? Soit (u,),en Une suite satisfaisant a la
”i—1 + ”i+1
relation : Vn > 1, u, = —s Que peut-on dire d’une telle suite ?

uy, =0, uy =1
4. On considere les deux suites (u,) et (v,) définies par :

Vn=0, u,,=10u, , —9u,

et par pour n entier naturel, u, = u,, — u,. Que peut-on dire de ces deux suites ?

5. Quelles sont les propriétés de la suite (u,) définie par : u, = Z I ?

= ()
Attention : ﬁ = <Z>_1 = <:>

k
6. Soient k un entier strictement positif et @ un réel strictement supérieur a 1. Quel peut-on

) ) nk
dire de la suite <—> Y
a" neN*
n

s . ¢ B B 11
7. On considere la suite (u,) de points de Q définie par u, = 2 F R Quelles sont les
k=0 :
propriétés de cette suite convergente ?

8. UNE SUITE COMPLEXE. On considere la suite complexe (z,) définie par z, € C,

1 .
=5 (z, + |2,])- Que peut-on affirmer sur cette suite ?

9. RECURRENCE NON LINEAIRE. Soit (1) la suite définie par u, € [0, 1], u,,, = f(u,),
X
ou f estla fonction définie par : f(x) = L Quelles sont les propriétés de
x+vVv1l—-x

z

~

cette fonction ?

(a) La fonction f est croissante sur [0, 1].

(b) L’ensemble des points fixes de f est {0, 1}.
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(c) La suite (u,) converge vers 0 si u, # 1.
(d) La suite (u,) converge vers 1 siu, # 0.

(e) La suite (u,) converge vers % siuy, & {0, 1}.
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Fonctions usuelles

1. Silog, (16) = %, que vaut x ?

2. LIMITES ET COMPOSITION DES FONCTIONS. Soient a et b deux réels, f une fonc-

tion définie au voisinage de a, g une fonction définie au voisinage de b. S1 lim7é f(x)=0»b
xX—a,x#a

et, si libm# g(x) = ¢, que peut-on affirmer sur gof ? On pourra considérer les quatre
x—b,x

1six#0

fonctions : x — x, x —> 0, x —> etx+—>xsin§.
Osix=0

(@ lim (gof(x))=c.
xX—a,x#a

(b) lim# (go f(x)) existe seulement si g est continue en b.
xX—a,x#a

(c) lim7é (go f(x)) existe seulement si f et g sont continues en a et en b.
xX—a,x#a

(d) Oubien lim7é (gof(x)) = c,oubien lim7é (gof(x)) = g(b), oubien lim;é (gof(x))

n’existe pas, et les trois cas sont possibles.

(e) Si lim¢ (go f(x)) existe, alors lim;é (gof(x)) = g(b).

3. FONCTIONS CONVEXES. Soit f une fonction continue sur [a, b]. Quelles sont les

affirmations vraies ?

(a) La fonction f est strictement convexe ou concave sur [a, b] si et seulement si, I’in-
tersection du graphe de f avec toute droite de R?> comporte exactement 0, 1 ou 2
points.

(b) La fonction f est strictement convexe sur [a, b] si et seulement si sa dérivée est stric-

tement croissante.

~

(c) La fonction f est convexe sur [a, b] si et seulement si, pour tous x et y dans [a, b], on
X+Yy

2 (3 < %(f(x)+f(y))-

(d) Lafonction f est convexe sur [a, b] si et seulement si, pour tout entier p > 2, pour

toute famille (x,),;, de points distincts de [a, b], et toute famille (4,), ¢, de réels
p p p

telsque: I < 4, < 1etque Z/li =1,ona: f< /1ix,> < Z/Iif(xi).
i=1 i=1 i=1

(e) La fonction f est convexe sur [a, b] si et seulement si son hypographe
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(={(x,y), x € [a,b], y< f(x)}) est concave.

4. Quelles sont les propriétés de la fonction f définie par f(x) = |x|x_11 ? (Domaine de

définition, continuité, dérivabilité, sens de variation etc.)
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—1)2
5. On considere la fonction f pour x réelle : f(x) = arcsin % Quelles sont les
X

affirmations exactes ?

(a) La fonction f est définie sur R.

(b) La fonction f est continue sur R \ {1}.
(c) Lafonction f est dérivable sur R \ {1}
d f'(x)= :

x-—1
(x2 4+ 1)
(e) La fonction f + arctan a une dérivée nulle sur I’intervalle | — 1, 1[.

6. SOMMES ET PRODUITS TRIGONOMETRIQUES. Quelles sont les formules exactes

pour tout entier » strictement positif, et tous réels x, y, z ou elles sont définies ?

n—1
AN
(a) ;(—l)kcos (7) =

n

X 1 ) . e*+e™
b ch— = . Les fonctions ch et sh sont définies par ch(x) = et
®) Ikzll 2F T 2ishE par ch(x) 2
e¥ — =X
h(x) = f
sh(x) >

cos(n + 1)x sin(nx)
2 sin(x)

(©) Z sin kx = 2 —
k=1 2

n—1

1 tan2%1x
d (1 + ) — :
) H cos 2kx tan%

k=0

n—1 N ) . .
© Z e sin(ykz) = e ¥ sin(y+ (n — 1)z) — e sin(y + nz) —e*sin(y — z) + sin(y)
~ e2x — 2e~¥cos(z) + 1 e2x —2excos(z) +1

7. Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R. Les affirmations suivantes sont-

elles vraies ?

~

(a) Si I est borné,alors f est bornée et atteint ses bornes sur 1.

(b) Siaetbsontdeux €léments de I, etsi f(a) < y < f(b) alors, il existe ¢ entre a et b
tel que: f(c) =y.

(c) Si I estouvert, alors f(I) est un intervalle ouvert.

(d) Si I est fermé, alors f (1) est un intervalle fermé.

(e) Si I est fermé, alors f atteint ses bornes sur 1.
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8. On considere une fonction f continue sur un intervalle 1. Les propriétés ci-dessous sont-

elles exactes ?

(a) La fonction f est bijective de I sur f([1).
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(b) Si f est bijective, alors f est strictement monotone sur 1.
(c) Si f est strictement monotone sur I, alors f est injective.
(d) La fonction f est strictement monotone sur I si et seulement si elle admet une fonc-
tion réciproque f~! définie sur f(I).
(e) Si f~!existe etsi f est croissante, alors f~! est décroissante.
9. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I, et soit a un point de 1.
On suppose que f + g n’est pas continue en a. Que peut-on affirmer ?
(a) Que ni f ni g ne sont continues en a.
(b) Que f et g sont soit simultanément continues, soit simultanément discontinues en a.
(c) Que f est discontinue en a ou que g est discontinue en a.

(d) Que I’on a soit f continue et g discontinue en a, soit g continue et f est discontinue
en a.
(e) Que I’on a soit f continue et g discontinue en @, soit g continue et f discontinue en

a.

10. Soit f une fonction continue sur un intervalle 7. Qu’affirme le théoréme des valeurs

intermédiaires ?

(@) Quesia,be I,a<b, f(la,b])estun intervalle.

(b) Quesia,b,c € I,a< b<c,ilexiste yinf f ([a, b]) tel que f(b) = y.

(¢) Quesia,be I,a< b,sic € f|[f(a);, f(b)]alorsilexistey € [a; b] tel que f(y) = c.
(d) Que f(1) estun intervalle.

(e) Quesia<c <baveca,b,c €I,etsi f(c)=0,alors f(a)f(b) <O.

~

11. FONCTIONS PERIODIQUES. On s’intéresse ici aux propriétés collectives des fonc-
tions périodiques. Les fonctions considérées dans cette question sont toutes définies sur

R. Quelles sont les affirmations vraies ?

(a) Si f et g sont deux fonctions périodiques, de périodes respectives 4 et u, f + g est

périodique, de période Au.
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(b) L’ensemble des fonctions périodiques de période A est un sous-espace vectoriel de

I’espace des fonctions R — R.

(c) L’ensemble des fonctions périodiques de période A est un sous-algebre de 1’algebre

des fonctions R — R.
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(d) Si f et g sont deux fonctions périodiques, de périodes respectives 4 et u, fog est
périodique, de période u.

(e) Si f est une fonction périodique, de période A, et si g est une fonction quelconque,
fog est périodique, de période A.

12. Soit f une fonction dérivable sur son ensemble de définition I. Les énoncés suivantes

sont-ils vérifiés ?

(a) La fonction f est continue.

(b) Si f est paire, alors f’ est paire.

(c) Si f’ est impaire, alors f’ est paire.

(d) Si f’ est positive sur I, alors f est croissante.

(e) Si I estun intervalle, alors f est strictement croissante sur I si et seulement si f” est

strictement positive sur 7.

13. DERIVABILITE ET MONOTONIE. Soit f une fonction continue sur [a; b], dérivable

sur ]a; b[. Quelles sont les affirmations correctes ?

(a) La fonction f est croissante sur [a; b] seulement si f’(x) > 0 pour tout x €]a; bl.
(b) La fonction f est croissante sur [a; b] si f'(x) = O pour tout x €]a; b[.

(c) La fonction f est strictement croissante sur [a; b] si f’(x) > 0 pour tout x €]a; bl.
(d) Lafonction f est strictement croissante sur [a; b] si et seulement si elle est strictement

croissante sur |a; b[.

14. Soient € R, et f la fonction définie par f(x) = x> —7x + a. Quelles sont les affirmations

exactes ?

~

(a) f est continue et dérivable en x si et seulement si x # \5/7x——a.
(b) f s’annule au plus une fois dans [—1; 1].

(¢) f’ s’annule au moins une fois dans [—1; 1].

(d) Sila| > 6, f ne s’annule pas dans [—1; 1].

(e) Si|a| <6, f s’annule exactement une fois dans [—1; 1].
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Développements limités (Formules de Taylor)

1. DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS. Quels sont les développements limités cor-

rects ?
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(a) : 1 =1l4+x+x>4+x>+ ...+ x"+o(x").
X

2 x3 n

(b) 1n(1+x)=x+%+?+...+x—+o(x").

x2 3

X n
(C)e_1+ﬂ+§+§+ +—+O(X)
3
d ).
d) Vx= > o )

2 4

(e) cosx—l—?+Z+ A+ (= 1)’ +0(x2’)

2. FONCTIONS ET DEVELOPPEMENTS LIMITES. Soit f une fonction [-1;1] — R.

Quelles sont les affirmations correctes ?
(a) Si f admet un développement limité d’ordre O en 0, alors f est continue en O.
(b) Si f admet un développement limité d’ordre 1 en 0, alors f est dérivable en 0.

(c) Si f admet un développement limité d’ordre n > 2 en 0, alors f est n fois dérivable

en 0.
(d) Si f admetun développement limité d’ordren > 2 en 0, alors f estbornée sur [—1; 1].
(e) Si f est définie sur [—1;4+o0o[, et si x —> xf (i) admet un développement limité a
droite d’ordre 2 en 0, alors (le graphe de) f possede une asymptote en +oo.
3. OPERATIONS SUR LES DL. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I
dont I’intérieur contient O (autrement dit, deux fonctions définies au voisinage de 0). Que

peut-on dire des DL des fonctions que 1'on peut construire a partir de f et de g ?

(a) Si f + g admet un DL d’ordre n en 0, alors f et g admettent aussi un DL d’ordre n

en 0.

(b) Si f et g admettentun DL d’ordre n en 0, fog admet aussi un DL d’ordre # en O.

~

(¢) Si f admetun DL d’ordre n > 1 en 0, alors " admet un DL d’ordre n — 1 en 0.

(d) Si f est continue, et f admet un DL d’ordre » en 0, alors toute primitive de f sur I
admet un DL d’ordre n + 1 en 0.

(e) Si f admetun DL d’ordre n > 1 en O, et si g admet un DL d’ordre p > 1 en 0, alors
f X g admet un DL d’ordre n + p en 0, obtenu en effectuant le produit des DL de f

etg.
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4. EXEMPLES DE DL PAR CALCUL DIRECT. Quels DL en 0 sont exactes ?
x> 2x  17x7 ),
3 15 45
1

(b) =14 Qcosa)x + (2cosa + 1) + o(x?).
1 —-2xcosa + x2

(a) tan(x) =
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2 4

©) 1n(cosx)=—%+f—2+o(x4).
X —X 3 6 8
In? (e +e >: X, X X 8y,
(d) In 4+8 16+0(x)
x x> x* 4
XX .
© \/ tanx 6 a0 "o

5. ASYMPTOTES. Les graphes des fonctions qui suivent ont-ils bien les asymptotes indi-

quées ?

@ f, i x—x (1 + % sinx) admet comme asymptote en +o0, la droite d’équation
1
3

b) f, i x+—x <1 + % sin l) admet comme asymptote en +oo, la droite d’équation

. X
y=x+-.
3
- 2 . . .
©) fr:x— % admet comme asymptote en +oo, la droite d’équation
X
y=x+4.

d f,:x— Vx2+ x+ 1 = V/x2 — x + 1 admet comme asymptote en +oo, la droite

d’équation y = 1.
x* —
€) f5:xr—
xInx

6. APPROXIMATION DE LA FONCTION COSINUS. Quelle est la meilleure approxi-

admet comme asymptote en +oo, la droite d’équation y = x.

mation, au voisinage de 0, dela fonction cosinus par une fonction de la forme :

1+ax2‘7
1+ bx2

(a) Il n’y a pas d’unicité de la réponse.
2

X
b 1—-=.
(b) x+— > \
e
(C)x+—>1 sz.
T
1= 2x2
(d) x+— 112 .
1—EX2
i
) x —% 12
+ix2
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7. DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION INCONNUE. Si a € RZ, etsi:

exp (tan® x) —exp (x”)

lim

X—>+00 xa+2

1.

Que vaut a ?
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(a) Les hypotheses ne permettent pas de répondre a la question.
(b) «.

(© 3

(d) 4

(e 5

8. LIMITES. Quelles sont les limites correctes ?

3
X*=(sinx) == 4
li 6 = —.
@ xg%+ x*Inx 12
. x¥ = (sinx)™*
®) fim ——F =~
(c) lim (tanx)™* = l
x—% €
xInx
d lim <M> ~1.
X—>4+00 ln_x
[(1 + X))t — xi] (xIn x)?
e) lim &1
( ) X—>+00 (x%>
X -1

9. ENCADREMENT ET DL. Quels sont les encadrements exacts ?

(a) Vx €] - 1,0, v < In(l + x) < x.
1+x
n+1

n+ D)

n n+1

(© Vx € N*, (1+1) <e<(1+1) :
n

< e,

(b) Vx e R,

2n—1

d) Vx € N*, Z
k=0

n

2n

EDE A

ol <e <Z Xl .
k=0

3

|
- < -.
(e) 3<e 2

~

Calculs de probabilités

1. ESPACE PROBABILISE. Les espaces suivants peuvent-ils servir d’espace probabili-

sable pour modéliser le jeu de Loto ?
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(a) I’ensemble des parties a 6 éléments de {1, 2, ...,49}.

(b) L’ensemble {1,2,...,49}6.
(c) L’ensemble des suites finies a valeurs dans I’ensemble des parties a 6 éléments de

(1,2,...,49}.
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(d) L’ensemble des parties a 7 éléments de {1, 2, ...,49}.

(e) L’ensemble des suites a valeurs dans I’ensemble des parties a 6 élémentsde {1, 2, ...,49}.

2. TRIBUS. Soient € un ensemble, T" une tribu de parties de €2, et E une partie propre de
Q, c’est-a-dire une partie non vide de € différente de Q. Les familles suivantes de parties
de Q sont-elles des tribus ?

(a) EUT,c’est-a-dire la famille des parties de Q de la forme EU A, avec A € T.

(b) ENT, c’est-a-dire la famille des parties de € de la forme EN A,avec A € T.

(c) T, c’est-a-dire la famille des parties de € de la forme A¢, avec A € Q.

(d QUENT)U (E°UT), c’est-a-dire la famille de parties de Q formée de la partie
vide et des parties de € de la forme E U Aou E‘U A,avec A € T.

(e) La famille U des parties de Q formée de la partie vide et des parties de € incluant
soit E soit E°.

3. PROBABILITES. Les formules suivantes définissent-elles des lois de probabilité sur N ?

1

(a) Pourtoutn > e, P/(n) = L
i ninn
2 cos sin

(b) P(0) = J (x — = _Zx) et.pour tout n > 1,
0 X X
2ty cosx sinx

P,(n) = X —> "

2n-D)r+% X X

(c) Pour tout n > 0, Py(n) = p* <—a> (=D"(1 = p)", avec a € R et p €]0,1[ et
n
<—a> _ Co)(ca=D.(zazn+1)

Ieee

()

(d) Pour tout k < N, P,(k) = ou N, m et n sont des entiers vérifiant n < N

etm< N.

n\(m(N-—m),_, . ..
(e) Pourtout k < N, Py(k) = L ™) ou N, m et n sont des entiers véri-

n

flantn < Netm < N.
4. FORMULE DE POINCARE. Soient (Q, A, P) un espace probabilisé, et E, E,, ..., Es
des évenements de cet espace probabilisé. Pour tout i, 1 < i < 5, on désigne par P,

I’ensemble des parties de {1, 2, ..., 5} ayant i éléments, par y, la fonction caractéristique
Isixe€E,

(indicatrice) de E,;, définie par : )(Ei(x) = et par a;, le réel défini par :
Osix &E,

a;=) P<ﬂE,.>.

JeP, ieJ
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On a donc par exemple a; = P(E|) + P(E,) + ... + P(Ej)
a, = P(E, N E,)+ P(E, N E;) + ... + P(E, N Ey)
as=P(E,NE,Nn..NEj).

Quelles sont les probabilités correctes ?

5
(@) P (U E,.> =a,.
i=1

(b) P({w€Q: card{i : w € E;} =2}) = a, — 3a5 + 6a, — 10as.
© P{weQ: card{i : w € E;} =3}) = a3 — 4a, + 10a;.

d) P{oeQ: card{i : w € E;} =4}) = a, + 5as.

() P{weQ: card{i : w € E;} =2}) = as.

5. EVENEMENTS INDEPENDANTS. On lance n pieces de monnaie bien équilibrées (la
probabilité d’obtenir face vaut 1/2), n > 2. Soit A I’évenement "Toutes les pieces tombent
du méme coté". Soit B I’évenement "Au plus une piece donne face". Que peut-on dire
de I’'indépendance de A et de B ?

(a) A et B sont toujours dépendants.

(b) A et B sont toujours indépendants.

(c) A et B sont sont indépendants si et seulement si n = 3.
(d) A et B sont indépendants si.et seulement si n # 3.

(e) A et B sont indépendants si et seulement si n > 2.

6. UNE QUESTION CONTROVERSEE. Un jeu télévisé se déroule de la fagon suivante :

un candidat est face a trois portes fermées A, B et C. Derriere I’une des trois portes portes

~

se trouve une voiture et derriere les deux autres se trouve une chevre. Le candidat choisit
d’abord une porte, qui reste fermée. L’ animateur du jeu ouvre alors I’'une des deux autres
portes, derriere laquelle se trouve une chevre, et demande au candidat s’il désire changer
de choix de porte. Le candidat peut alors soit garder la premiere porte, soit choisir 1’ autre
porte encore fermée. On ouvre alors la porte qu’il a finalement choisie, et il part avec ce

qu’il y a derriere.
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On admet qu’au départ, la voiture est placée de maniere équiprobable derriere 1’une

des portes, et que lorsque le candidat a, lors de son premier choix, choisi la porte derriere
laquelle se trouve la voiture, le présentateur ouvre avec la méme probabilité 1’une ou

I’autre des deux autres portes.
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224 CHAPITRE 4. MENSA QUIZ

Le probleme est le suivant : quelle stratégie le candidat doit-il adopter pour optimiser

ses chances de gagner la voiture ?

(a) Le candidat doit choisir la porte A, et la garder.

(b) Le candidat peut choisir n’importe quelle porte au départ, mais il doit ensuite modifier

son choix.

(c) Le candidat peut choisir n’importe quelle porte au départ, mais il a ensuite intérét a
ne pas modifier son choix initial.

(d) Le candidat peut choisir n’importe quelle porte au départ, et le fait qu’il change ou

non son choix n’a pas d’effet sur ses chances de gagner.

(e) Le candidat peut choisir n’importe quelle porte au départ, mais la stratégie optimale
qu’il doit ensuite adopter est probabiliste : il doit changer son choix initial avec la

probabilité 1/3, et le garder avec la probabilité 2/3.

7. TROIS EVENEMENTS INDEPENDANTS. Trois événements indépendants A, B et C
ont pour probabilités respectives a, b et ¢. Parailleurs, on note x la probabilité pour que
ni A ni B ni C ne se produise, y la probabilité pour qu’au moins 1’un des trois évenements
A, B et C ne se produise pas, et enfin z la probabilité pour que C ne se produise sans que

ni A ni B ne le fasse. Quelles sont les relations entre a, b, c, x, y et z?
(a) x=1—abc.

(b) y=(0—-a)1-b)1 o).

(c) z=-c(l —a)(l—Db).
z
Xx+z
1 -»kx+2)
az
8. CALCULS DE PROBABILITES. Soient A, B et C trois événements d’un espace pro-
babilisé tels que : P(A) = 0,4, P(B) = 0,5, P(C) = 0,0,7, P(An B) = 0,2,

P(BNC)=0,3et P(ANC)=0,2.

(d) ¢c=

~

(e) b=

Quelles sont les probabilités correctes ?
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(a) P(A°NBNC)=0,2.

(b) PIANB)U(BNC)u(CnA))=0,5.
(c) P(ANB) , A)=0,5.
d P((AnBNnC), AuBUC)=0,1.
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(e) P(AUB) , A) = }

9. PARI. Francois propose a Patricia le pari suivant : dans ce jeu de 52 cartes, choisis deux
niveaux de cartes, par exemple Roi et Dame, puis bats le jeu. Je te te parie qu’en retour-
nant le jeu, on trouvera cote a cote deux cartes appartenant aux deux niveaux que tu auras
choisis, par exemple un Roi et une Dame 'une a la suite de I’autre. Que doit-on penser

d’un tel pari?

(a) Francois a plus de chances que Patricia de gagner le pari.
(b) Patricia a plus de chances que Frangois de gagner le pari.
(c) Francois et Patricia ont exactement la méme probabilité de gagner leur pari.

(d) On ne peut dire qui a le plus de chances de gagner, car cela dépend du choix que fera

Patricia pour les deux niveaux.

(e) Francois gagnera forcément, car quels que soient les deux niveaux que choisira Pa-

tricia, deux des cartes ayant ces niveaux seront cote a cote.

Variables aléatoires discrétes

1. DEPENDANCE, INDEPENDANCE. Soient X et Y deux variables aléatoires telles que
(X; Y) prenne les valeurs (-1;0), (0;-1), (0;1) et (1;0) avec la probabilité % Que peut-on

dire des variables aléatoires X et ¥'?

(a) XY =0.
(b) E(X) = E(Y) = 0.

~

(c) Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

(d) Cov(X;Y)=0.

2. QUL VA COMMENCER ? Pour déterminer qui va jouer en premier, N personnes qui
sont assises autour d’une table lancent a tour de role un dé. Ce dé, peut-€tre pipé, a la

probabilité p de produire un 6 lorsqu’il est lancé. La personne qui commence le jeu est
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la premiere a obtenir un6. On note X la variable aléatoire indiquant la personne qui

commence a jouer, sachant que I’on numérote les joueurs de 1 a N, dans I’ordre des

lancers, en donnant le 1 a celle qui lance le dé en premier.

Quelle est la loi de X ?
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226 CHAPITRE 4. MENSA QUIZ

(a) X suit une loi uniforme, P(X = k) = % 1<k<N.

(b) X suit une loi arithmétique (les probabilités sont en progression arithmétique),

_ N+1-k

PX=b=TN+1

I<k<N.

(c) X suit une loi binomiale de paramétres N et p, P(X = k) = <JZ> P — p)Nk,

1<k<N.

) ) ) ) ) — e PpktiN
(d) X suit une loi de Poisson circulaire, P(X = k) = 2 —, 1<k <N.

i (k +iN)!

(e) X suit une loi géométrique tronquée,

1 B 1 - k—1

PX =k = — 1 —pp = ke,
2[:0 p(1 — p)i-! 1—=(1=p)

3. CALCUL DE LOIL. On tire deux boules dans une urne comportant » boules numérotées
delan(m > 2). Soient A et B les numéros des boules tirées, X = min{A; B} et

Y = max{A; B}. Que peut-on dire des lois de X, de Y etde (X;Y)?

(a) La variable aléatoire (X ; Y) suit une loi uniforme sur {1;2;...;n}>.

(b) X suit une loi uniforme sur {1;2;...;n—1}.
(¢) Y suit une loi uniforme sur {2; 3;...;n}.
(d) Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si n = 2.

(e) Les variables aléatoires X et Y sont dépendantes quel que soit n > 2.

4. CALCULS DE LOIS. Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes de méme
loi géométrique de paramétre p €]0;1[ i.e P(X = k) = p(1 — p)* si k € N et 0 sinon.

Quelles sont les lois et probabilités correctes ?

~

(a) Laloi de’Z = min(X;Y) est une loi géométrique de parametre 1 — p.

(b) La variable aléatoire T = max(0; X — Y) suit une loi géométrique de parametre
p

2-p

©) P(Y = X)= 2#

(d) La variable aléatoire U = X + Y suit une loi géométrique de parametre p(1 — p).

(e) Pour tout entier k > 0, et pour tout entier naturel non nul ¢ < k,on a:

P(Y=q|X+Y=k)=%.
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5. LE REGISSEUR SURMENE. Un régisseur de théatre surmené place des costumes dans

les loges des acteurs. Il place au hasard les n costumes des n acteurs dans les loges (n > 2),
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de telle sorte qu’il y ait exactement un costume par loge, et que chacune des n! répartitions
possibles ait la méme probabilité. On note X la variable aléatoire donnant le nombre
d’acteurs trouvant leur costume dans leur loge, et, pour 1 < k < n, X, la variable
aléatoire valant 1 si I’acteur k trouve son costume dans sa loge, 0 sinon. Quelles sont les

propriétés des variables aléatoires X et X, ?
(a) Les variables aléatoires (X ) sont indépendantes.
(b) X = ) X,.
k=1
(©) X = Z X;.
k=1

(d) E(X) = ) E(X)).
k=1

() Var(X) = Y Var(X,) = "; L
k=1

6. LE REGISSEUR SURMENE (BIS). Un régisseur de théatre surmené place des costumes
dans les loges des acteurs. Il place au hasard les n costumes des »n acteurs dans les loges
(n > 2), de telle sorte que chacune des n" répartitions possibles ait la méme probabilité.
On note X la variable aléatoire donnant le nombre d’acteurs trouvant leur costume dans
leur loge, et, pour 1 £ k < n, X la variable aléatoire valant 1 si ’acteur k trouve son
costume dans sa loge, 0 sinon. Quelles sont les propri¢tés des variables aléatoires X et

(a) Les variables aléatoires (X) sont indépendantes.

b) X =) X,.
k=1

~

© X =) X.
k=1

(d) E(X) = ) E(X,).
k=1

() Var(X) = Y’ Var(X,) = == L

k=1
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7. UNE BONNE ESPERANCE. L’expérience est considérée comme un succes lorsque

toutes les épreuves ont été un succes. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre
de fois qu’il a fallu répéter I’expérience pour arriver a une expérience qui soit un succes.

Que peut-on dire ?

Tel. (+237) 655 33 30 73/ 671 54 41 22 WWwW. mensa-academy.com



228 CHAPITRE 4. MENSA QUIZ

(a) La probabilité pour qu'une expérience soit un succes est —.
n

(b) X suit une loi géométrique de parametre %
(c) B(X) = nk.
(d) E(X) = k"

(e) La probabilité pour que X soit inférieure a E(X) ne dépend pas de k.

8. JEU DE RAQUETTES. Dans un jeu ressemblant au tennis, deux joueurs A et B échangent
des balles. Gagne le jeu le premier qui gagne trois échanges (pour le tennis, il faut quatre),
avec la réserve que si les deux joueurs gagnent chacun deux échanges, le jeu se poursuit
jusqu’a ce que I’'un des deux joueurs ait remporté deux échanges de plus que I’autre. On
échange, et par f(p) la probabilité pour qu’il gagne un jeu. Que peut-on dire de ce jeu ?
(a) La probabilité pour que A gagne le jeu aprés seulement trois échanges est p°.

(b) La probabilité pour que A gagne le jeu aprés quatre échanges est p*(1 — p).

(c) Pourtout p € [0;1],0ona: f(p) = p.

(d) La probabilité pour que A gagne le jeu est égale a la probabilité pour que A gagne un
échange i.e f(p) = psietseulementsip € {0;1}.

(e) Laregle du jeu favorise les joueuss faibles : si un joueur a une probabilité p < % de

gagner un échange, alors sa probabilité de gagner le jeu est supérieure a p.

9. EST-IL RENTABLE DE GROUPER LES TESTS SANGUINS ? C’est la question que se
posent les responsables d’un laboratoire d’analyse devant pratiquer un test de dépistage

d’un virus sur les N éléments d’une population. Les données sont les suivantes : chaque

~

individu a la probabilité p d’étre infecté, et si I’on note X, la variable aléatoire prenant
la valeur I si I'individu k est infect€ et O sinon, les variables al€atoires (X ),y sont
mutuellement indépendantes. Si le laboratoire ne groupe pas les tests sanguins, il effec-
tue N analyses. S’1l groupe les échantillons sanguins par paquets de n, il y a deux cas
possibles pour un paquet : ou bien tous les membres de ce paquets de » individus sont

séro-négatifs, et alors le test groupé est négatif, ou bien au moins 1I’un des » membres de
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ce paquet est séro-positif, et alors le test de tout le groupe est positif; dans ce cas, le labo-

ratoire analyse individuellement les échantillons sanguins provenant des » individus, et
il a alors du effectuer n+ 1 analyses. On suppose pour simplifier que » divise N. Quelles

sont les propriétés de cette méthode de groupage sanguin ?
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(a) La probabilité pour qu’un test groupé sur un échantillon de » personnes soit positif
est (1 — p)~.

(b) L’espérance du nombre d’analyse a effectuer pour dépister le virus dans les » membres
d’un paquet, dans le cas d’un dépistage groupé est : (n + 1) — n(l — p)".

(c) Quelles que soient la probabilité p et la taille N du groupe, la méthode de groupage

conduit toujours en moyenne a plus d’analyses que 1’analyse systématique.

(d) L’espérance dunombre d’analyses a effectuer est une fonction décroissante du nombre
d’individus dans les paquets, de sorte que plus les paquets sont grands, moins il y a

d’analyses a effectuer.

(e) Il existe une taille optimale des paquets qui minimise 1’espérance du nombre d’ana-

lyses a effectuer pour dépister le virus parmi les N personnes de la population.

10. LE METEOROLOGUE INCOMPETENT. Dans un pays pluvieux ou la probabilité de
pluie durant un jour donné est p > %, et ou les évenements "il pleut durant le jour k" sont
mutuellement indépendants, un météorologue totalement incompétent décide de prévoir
le temps des n prochains jours au hasard, en prévoyant parmi eux r jours de pluie, de
telle sorte que les (':) répartitions possibles de ces r jours aient la méme probabilité. On
désigne par X la variable aléatoire valant 1 si la prévision pour le jour k est correcte et
0 sinon. On désigne également par X la variable aléatoire donnant le nombre de jours
pour lesquels la prévision a été€ correcte. Quelles sont les propriétés de X et des X, etle
météorologue peut-il optimiser sa prédiction ?

n—r

(a) Laloi de X, est donnée par P(X, = 1) =1— P(X, =0) = p= + (1 — p)
n n

(b) Les X,, 1 < k < n, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes.

~

(c) Le météorologue peut maximiser E(X) en choisissant r de telle sorte que le rapport

% soit aussi proche que possible de p.
(d) Le météorologue peut maximiser E(X') en choisissant r = n.
(e) E(X) ne dépend pas de r.
11. QUESTION SUR DES VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES (CARACTERIS-
TIQUES D’UNE LOI). Pour tout a €]0; 1[, soit X, une variable aléatoire dont la fonc-
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tion de répartition F, est définie sur [0; %] par F,(x) = 1 — e "™~ Quelles sont les

propriétés des variables aléatoires X, ?

(a) La médiane m, de X, vaut arctan <£>
a
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230 CHAPITRE 4. MENSA QUIZ

(b) Ladensité f, de X, est définie sur [ ] par f,(x) = gmatanx,
2 0052

/2
(c) L’espérance mathématique de X, vaut E(X,) = I (x — e‘““‘“").
0
(d) L’espérance mathématique E(X,) de X, satisfait a I’équation différentielle :
d’E(X,)

= E(X),).
da? (Xa)

Exercices a faire

Exercice 1
1

Calculer
! L H <1 +x2k>

k=0
Exercice 2

1. Montrer que les entiers x — y et x + y sont de méme parité.

2. En déduire la résolution dans I’ensemble Z° de I’équation : x> — y*> = 1969.

Exercice 3

Sachant uel+l+l+ ”—2 calculerl+i+i+ 7[—2
PR 2Ty 6 W 6

Exercice 4

/2
Calculer J' In (sin(x)) dx.
0

~

Exercice 5

¥

Calculer J' In (1~ 2xcos(r) + x*) dt avec x € R.
0

Exercice 6

Y2

Calculer J In (1 — 2x cos(t) + x2) dt avec x € R.
0
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Exercice 7

Soit (u,) la suite définie par u, = 1 et u,,; = arctan(u,) pour n € N.
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1. Calculer la limite de u, quand » tend vers plus I’infini.

2. Exprimer u, en fonction de n.

Exercice 8

Soit f définie de R vers R, une fonction continue telle que f(0) =1 et pour x € R,

f(2x) = f(x) X cos(x). Déterminer la fonction f.

Exercice 9

/2
CalculerJ' ty/tan(z)dz.
0

Exercice 10

I\ n
Calculer la limite de <n_> quand » tend vers plus I’ infini.
nl’l

Exercice 11

1. Montrer que pour x > 0, In(I'+ x) < x < (x + 1) In(1 + x).

k=n k=n

1 k 1 k+1
2. Montrerque:H<l+E> L<e'< <1+E> )

k=1 k=1

3. Bn déduire lim A3/nl.

n—>+o0o N
\|
Exercice 12
) XXty = y24
Résoudre :
yx+y — x6

Exercice 13
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Dans un groupe de n personnes (n > 1), certaines personnes se disent bonjour en se serrant
la main. Prouver qu’il existe au moins deux personnes ayant donné le méme nombre de poignées

de main.
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Exercice 14

Soient z,, z, et z; trois nombres réels vérifiant le systéme :

-

Zi+2z,+2z3=1

P ) 2 2 _
z7+ 25+ 73 7

212,23 =1
1. Montrer que z,2, + 2,25 + 2,23 = =3.
2. Ecrire (x — z,)(x — z,)(x — z;) sous la forme x> + ax2 + bx + c:

3. En déduire les solutions du systeéme.

Exercice 15

Calculer I sin(21)

0 vV1+ sinz(t)

Exercice 16

dt.

Calculerlim (sin x)’

N
X732

Exercice 17

Soit (¢,) une suite définie par ¢, = x et pour n > 1, q,,, = 2 — 1 oit x > 1. Montrer que :

k=n
H 1+ 1 tend vers 4 /> +1 quand # tend vers plus I’infini.
k=1 dk x=1

~

Exercice 18

-

n,me N

Ondonne : 4 f(n+m) = f(n)+ f(m)+nm

fdy= 10
Calculer £(2023).

©
N
=]
N
2
=
0
n
w
n
0
w
=
9
04
w
X
L
o
-
w
)
2
<
2
*

*

*

<
0
w
w
0
04
=2
o
a1
w
o
0
w
|
o
O
w
*

*

*

>
=
w
Q
<
O
<
<
n
2
w
=

Exercice 19

1 —4/cos( )
lim ﬂ\/; .

x—0* X
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Exercice 20
2n)!(2m)!
On pose pour tout (m, n) € N? : u(n, m) = M
n!lm!(n 4+ m)!

1. Montrer que pour tout (m,n) € N>, u(n + 1, m) + u(n,m + 1) = 4u(n, m).

2. Déduire, en utilisant un raisonnement par récurrence, que pour tout (m, n) € N, u(n, m) €

N.

Exercice 21

n—+oo

Montrer que lim (

Exercice 22
Soit f(x) = ax* + bx + ¢ (a # 0).

)
1. Montrer que si f(6) = f(f) avec 6 # p alors, i

est une constante pour tout o et f.

2. Montrer que f' (#) S0,

Exercice 23

Calculer lim

n—+oo

(=5

Exercice 24

/ ]
Calculer lim Ay (2n)..
n—+oco nln"
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